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Τµήµα Τ1: Ν. Στεργιούλας

΄Ασκηση 1: ∆ίδεται η καµπύλη:

y =
[
4x5 + x3(exp(2x)− 4) + 3x− cos(xy)

]
g(x)

όπου g(0) = 10 και lim
x→0

[(g(x)− 10)/x] = 5. Χρησιµοποιείστε τη µέθοδο παραγώγισης
πεπλεγµένης συνάρτησης για να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης της καµπύλης και
την κάθετο επί αυτής στο σηµείο x0 = 0.

Λύση:

dy

dx
=

{
20x4 + 3x2

(
e2x − 4

)
+ 2x3e2x + 3 +

[
y + x

dy

dx

]
sin(xy)

}
g(x) +

y

g

dg

dx

=⇒ dy

dx

∣∣∣∣
x=x0

= 3g(0)− dg

dx

∣∣∣∣
x=x0

,

διότι και y(0) = −10 ⇒ y(0)/g(0) = −1. Παρατηρούµε ότι lim
x→0

[(g(x)− 10)/x] =

lim
x→0

[
g(x)− g(0)
x− 0

]
=
dg

dx

∣∣∣∣
x=x0

= 5, οπότε η κλίση της εφαπτόµενης στο σηµείο x = x0 = 0

είναι :
m =

dy

dx

∣∣∣∣
x=0

= 30− 5 = 25

και η εξίσωση της εφαπτόµενης ευθείας είναι :

y = −10 + 25(x− 0) = −10 + 25x,

ενώ της καθέτου σε αυτή στο σηµείο x = x0 = 0 είναι :

y = −10− 25(x− 0) = −10− x/25.

΄Ασκηση 2: ΄Ενα σύρµα κρέµεται από δύο κολώνες, ύψους 0.75m η καθεµία, που α-
πέχουν µεταξύ τους απόσταση 5m. Το χαµηλότερο σηµείο του σύρµατος ακουµπά στο
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έδαφος. Υποθέστε αρχικά ότι το σχήµα του σύρµατος είναι µια παραβολή και προσδιο-
ϱίστε τη γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ του σύρµατος και τις κολώνας. Στη συνέχεια,

µε το πρόγραµµα desmos.com ϐρείτε µια παλινδρόµιση της µορφής y =
1

a
cosh(ah) + b,

χρησιµοποιώντας ως δεδοµένα τις τιµές της παραβολής στα πέντε σηµεία x = 0,±1,±2.
Βρείτε πάλι τη γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ του σύρµατος και της κολώνας, χρησιµο-
ποιώντας το αποτέλεσµα της παλινδρόµισης. Πόσο διαφέρουν µεταξύ τους (επί τοις εκατό)
οι δύο τιµές που υπολογίσατε για τη γωνία; Σχεδιάστε στο ίδιο σχήµα την παραβολή, την
παλινδρόµηση και την εφαπτόµενη.

Λύση:

Υποθέτουµε ότι το σύρµα έχει το σχήµα της παραβολής y = kx2 και ότι ακουµπά στο
έδαφος στο σηµείο (x, y) = (0, 0). Επειδή y(2.5) = 0.75⇒ k = 0.12, δηλ. y = 0.12x2, µε
παράγωγο dy/dx = 0.24x που παίρνει τιµή 0.6 στο x = 2.5. Αν φ είναι η γωνία µεταξύ
του σύρµατος και της κολώνας, τότε tan−1(90◦ − φ) = 0.6⇒ φ = 59◦. Η εφαπτόµενη στο
x = 2.5 είναι η ευθεία y = 0.75 + 0.6(x− 2.5).

Κατασκευάζουµε έναν πίνακα τιµών

(x, y) = {(−2, 0.48), (−1, 0.12), (0, 0), (1, 0.12), (2, 0.48)}

και υπολογίζουµε µε το desmos.com την παλινδρόµιση y =
1

0.235
cosh(0.235x)− 4.25. Η

παράγωγος είναι dy/dx = sinh(0.235x) =
1

2
(e0.235x − e−0.235x) µε τιµή 0.625 στο x = 2.5.

Αυτό αντιστοιχεί σε γωνία φ = 58◦ που διαφέρει κατά 1.7% από την τιµή που υπολογίσαµε
όταν υποθέσαµε ότι το σχήµα του σύρµατος είναι παραβολή.
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΄Ασκηση 3: Να εξεταστεί εάν η συνάρτηση f(x) =
x3

|x|
+ea|x−1|+b, µε a, b 6= 0 είναι συνεχής

και παραγωγίσιµη στο σηµείο x = 1.

Λύση:

Για να είναι συνεχής, πρέπει lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) = f(1)⇒ 1+ eb = 1+ eb = 1+ eb,

άρα είναι πράγµατι συνεχής στο x = 1. Για να είναι παραγωγίσιµη, πρέπει y′|− = y′|+.
`Οµως, 2− aeb 6= 2 + aeb όταν a 6= 0, άρα δεν είναι παραγωγίσιµη.

΄Ασκηση 4: Αν η συνάρτηση y = f(x) ορίζεται από τις παραµετρικές εξισώσεις x =
a(t+ 2/t) και y = a(t− 2/t), δείξτε ότι

y3
d2y

dx2
= −8a2

Λύση:

Υπολογίζουµε : dx/dt = a(1− 2/t2) και dy/dt = a(1 + 2/t2), άρα

y′ =
dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

(1− 2/t2)

(1 + 2/t2)

και
d2y

dx2
=
dy′/dt

dx/dt
= − 8t3

a(t2 − 3)3

Οπότε

y3
d2y

adx2
= −8a3

΄Ασκηση 5: ∆υο ϑετικοί αριθµοί έχουν γινόµενο 100. Να εξεταστεί αν το άθροισµα τους
γίνεται µέγιστο ή ελάχιστο.

Λύση: Αν συµβολίσουµε µε x και y τους δυο αριθµούς, τότε x · y = 100, ενώ το άθροισµά
τους είναι A = x + y ⇒ A(x) = x + 100/x. Ακρότατο υπάρχει για dA/dx = 0 ⇒
dA/dx = 1 − 100/x2 = 0 ⇒ x = 10. Εξετάζοντας τη δεύτερη παράγωγο, ϐρίσκουµε
d2A/dx2 = 200/x3 > 0 για x > 0, άρα πρόκειται για ελάχιστο. Μέγιστο δεν υπάρχει.

΄Ασκηση 6: Στο επίπεδο x−y µια καµπύλη ορίζεται από την εξίσωση x2−2x+1−y4 = 0.
Να ϐρεθεί το σηµείο της καµπύλης που έχει την ελάχιστη απόσταση από την αρχή των
αξόνων.

Λύση: Λύνοντας την x2−2x+1−y4 = 0 ως προς x ϐρίσκουµε x = 1±y2 ⇒ y2 = ±(x−1).
΄Αρα, η καµπύλη αποτελείται από δύο κλάδους που περιγράφονται από τις εξισώσεις y2 =
x− 1 και y2 = −x+ 1 και που εφάπτονται στο σηµείο (x, y) = (1, 0). Απαιτώντας y2 > 0,
ϐρίσκουµε για τον πρώτο κλάδο x ≥ 1, ενώ για το δεύτερο κλάδο x ≤ 1.
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Για τον πρώτο κλάδο, η απόσταση από την αρχή των αξόνων είναι D =
√
x2 + y2 =√

x2 + x− 1 µε ακρότατο για dD/dx = 0 ⇒ x = −1/2. Η τιµή αυτή δε ϐρίσκεται εντός
του x ≥ 1, άρα απορρίπτεται.

Για τον δεύτερο κλάδο, η απόσταση από την αρχή των αξόνων είναι D =
√
x2 + y2 =√

x2 − x+ 1 µε ακρότατο για dD/dx = 0⇒ x = 1/2. Με χρήση της δεύτερης παραγώγου,
επιβεβαιώνουµε ότι το ακρότατο αυτό είναι ελάχιστο. Ελάχιστη απόσταση υπάρχει στα δύο
σηµεία (x, y) = (1/2,±1/

√
2) (λόγω συµµετρίας ως προς τον άξονα x). Ως παράδειγµα,

δείχνουµε παρακάτω το ένα από τα δύο σηµεία :
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