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 ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
Στην εργασία αυτή επιχειρείται µια συστηµατική επισκόπηση των διαφόρων θεωριών 

για τη περιγραφή της δοµής και της σύστασης ενός αστέρα νετρονίων και των αντίστοιχων 
καταστατικών εξισώσεων που προκύπτουν από τις θεωρίες αυτές. Αναλυτικότερα: 
  Αρχικά παρουσιάζεται η σύλληψη και η εξέλιξη της ιδέας για την ύπαρξη ενός αστέρα 
νετρονίων. Στο επόµενο κεφάλαιο, έπειτα από µια θερµοδυναµική εισαγωγή, παρουσιάζονται 
διάφορες προσεγγίσεις για την περιγραφή της κρούστας ενός αστέρα νετρονίων, για πυκνότητες 
µέχρι τη πυκνότητα της γραµµής κόρου νετρονίου-πρωτονίου (neutron drip-line). Στη 
συνέχεια, δίνεται µια εισαγωγή στη θεωρία αλληλεπίδρασης νουκλεονίου-νουκλεονίου και µια 
σύγκριση µεταξύ των διαφόρων µεθόδων περιγραφής του προβλήµατος των πολλών σωµάτων 
και των εµπερικών δεδοµένων. Επίσης συγκρίνονται οι προβλέψεις από σχετικιστικά και µη-
σχετικιστικά µοντέλα για την µέγιστη µάζα και ακτίνα ενός αστέρα. Έπειτα και αφού 
παρουσιάσουµε αναλυτικά την δοµή και τα διάφορα στρώµατα στο εσωτερικό ενός αστέρα 
νετρονίων, ασχολούµαστε αναλυτικότερα µε τη µορφή της ύλης στην κρούστα του αστέρα. 
Προχωρώντας περιγράφουµε το µοντέλο Walecka και το επεκτείνουµε προκειµένου να 
περιγράψει την ασύµµετρη πυρηνική ύλη στο εσωτερικό ενός αστέρα νετρονίων και 
περιγράφουµε την πιθανότητα εµφάνισης βαρυονίων σε υψηλότερες πυκνότητες στο εσωτερικό 
ενός αστέρα και στην περιγραφή της τελικής σύστασης ενός τέτοιου αστέρα. Η ύπαρξη quark-
gluon πλάσµατος στο κέντρο του αστέρα και η περιγραφή του Μ.Ι.Τ Bag Model για την 
επίλυση των εξισώσεων της Q.C.D και την εύρεση των καταστατικών εξισώσεων, είναι τα θέµατα 
που θα µας απασχολήσουν στη συνέχεια ενώ στο ίδιο κεφάλαιο ασχολούµαστε µε την εµφάνιση 
υπεραγωγιµότητας χρώµατος και τις συνέπειες που αυτή θα είχε στην καταστατική εξίσωση και 
στα παρατηρήσιµα µεγέθη του αστέρα.  
 Τέλος στα δύο τελευταία κεφάλαια παρουσιάζονται καταστατικές που εξάγονται είτε από 
την πυρηνική θεωρία, είτε από τη κβαντική χρωµοδυναµική και συγκρίνονται µε τα 
παρατηρησιακά µας δεδοµένα. Για το σκοπό αυτό παρουσιάζουµε τα πιθανά σενάρια για τη 
ψύξη ενός αστέρα και στη συνέχεια συγκρίνονται τα αποτελέσµατά τους για τις µετρούµενες 
φωτεινότητες και θερµοκρασίες µε παρατηρήσιες από κοντινούς  pulsar. Ενώ στο τελευταίο 
κεφάλαιο ασχολούµαστε µε περιστρεφόµενους αστέρες νετρονίων και πως διάφορες ανωµαλίες 
της περιόδου περιστροφής µπορούν να µας δώσουν πληροφορία για το εσωτερικό ενός αστέρα. 
Τέλος γίνεται µια σύντοµη αναφορά στο ενδεχόµενο ανίχνευσης βαρυτικών κυµάτων από έναν 
τέτοιο αστέρα και των σηµάτων που περιµένω µε βάση τη σύστασή του.  
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                        ABSTRACT 
 
 In this work we are presenting various theories concerning the internal structure and 
the composition of a neutron star. Moreover we also present the corresponding Equations 
of State (E.O.S) for each one of these theories. More specific: 
 In the beginning we are giving the primary idea for the existence of a neutron star 
and the first observational data in favor of this idea. In the next chapter, after a short 
thermodynamical introduction we are giving various approximations for the crust of a 
neutron star for densities up to the neutron drip density. Afterwards we are concerned with 
the theory of the nucleon-nucleon interaction and we go through different approaches for 
the potential of this interaction as well as for various approaches to the  many-body problem 
and we compare their results with the empirical data. After that we give a description of the 
internal structure of a neutron star and a detail description of the crust is given. Following 
that a description of the Walecka model for the many-body problem and its extrapolations in 
order to account for asymmetric nuclear matter like that in the interior of a neutron star is 
given. Moreover we present calculations concerning the existence of hyperons in the interior 
such an object. The existence of quark-gluon plasma and the M.I.T bag model in order to 
extract equations of state for strange and hybrid stars are the topics of the next chapter. Also 
we give the basic concept of color superconductivity and its effects on the observables of a 
neutron star.  
 Furthermore we are presenting the two important scenarios for the cooling of a 
neutron star and we compare their predictions with our observational data. Finally we are 
considering the rotation of a neutron star and how various anomalies on its frequency can 
give us some information on its internal composition and the corresponding constraints in 
the E.O.S.. We also give the basic concepts of the gravitational waves, emitted by such 
objects and the important role that they can have in determining the E.O.S of a neutron star.  
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Κεφάλαιο 1 1 1 1ο. . . .   
 
O θάνατος ενός αστέρα (ή η γέννηση ενός νέου) 

 
         Η µελέτη των συµπαγών αστέρων ξεκίνησε µε την ανακάλυψη των λευκών νάνων και την 
πετυχηµένη περιγραφή των ιδιοτήτων τους από την στατιστική των Fermi Dirac υποθέτοντας 
ότι η πίεση των εκφυλισµένων ηλεκτρονίων είναι που τους συγκρατεί από την βαρυτική 
κατάρρευση – ιδέα που πρωτοπροτάθηκε από τον Fowler το 1926. Μια µέγιστη µάζα βρέθηκε 
για τα αντικείµενα αυτά το 1930, από τον Chandrasekhar, λόγω σχετικιστικών φαινοµένων. 
 Το 1967 η Jocelyn Bell Bernel, µαζί µε τον επιβλέποντά της Anthony Hewish, 
ανακάλυψαν τον πρώτο pulsar, ένα αντικείµενο από το εξώτερο διάστηµα που εκπέµπει παλµούς 
σε ραδιοσυχνότητες. Παρά το ότι αρχικά έγινε η υπόθεση ότι οι παλµοί αυτοί εκπέµπονταν από 
κάποια εξωγήινη πηγή ζωής., σύντοµα αυτή εγκαταλείφθηκε και προτάθηκε ότι η πηγή τους 
ήταν κάποιος γρήγορα περιστρεφόµενος αστέρας νετρονίων µε ένα πολύ έντονο µαγνητικό 
πεδίο. Μέχρι τώρα πάνω από χίλιοι pulsars έχουν κατηγοριοποιηθεί.  Οι Pulsar είναι από µόνοι 
τους πολύ ενδιαφέροντα αντικείµενα αλλά ακόµη πιο ενδιαφέρουσα είναι η δοµή του αστέρα.  
  Αν πάµε λίγα χρόνια πίσω στο 1932, οι Baade και Zwicky συνέλαβαν την ιδέα ενός 
αστεριού που αποτελείται µόνο από νετρόνια, ένα χρόνο µετά την ανακάλυψη του νετρονίου 
από τον Chadwick. Το βασικό ερώτηµα που αντιµετώπισαν ήταν: Ποια άλλη πηγή εκτός από τη 
βαρυτική ενέργεια σύνδεσης ενός υπέρπυκνου αντικειµένου που σχηµατίστηκε από τον κεντρικό 
πυρήνα ενός presupernova θα µπορούσε να ελευθερώσει ένα τόσο µεγάλο ποσό ενέργειας που 
να είναι ορατό ακόµη και στο φως της µέρας και να αναγκάζει ύλη κάποιων ηλιακών µαζών να 
ταξιδεύει µε ταχύτητες εκατοντάδων χιλιοµέτρων. 
 Όµως κανείς δεν ήξερε τι ακριβώς ήταν αυτό που έπρεπε να δούµε και πως θα 
µπορούσαµε να το δούµε. Ένα συµπαγές αστέρι που θα αποτελούνταν από πακτωµένα νετρόνια 
θα έπρεπε να είναι εκφυλισµένο. ∆εν θα µπορούσε να δηµιουργήσει ενέργεια µετά το 
σχηµατισµό του, αλλά θα µπορούσε µόνο να ακτινοβολεί τα υπάρχοντα αποθέµατα θερµότητα  
για εκατοµµύρια χρόνια µέσω της αργής διαδικασίας της διάχυσης φωτονίων, όπως και µε τους 
λευκούς νάνους.. Βέβαια εκτός της ηλεκτροµαγνητικής έχει αρχίσει εδώ και αρκετά χρόνια µια 
συζήτηση για την εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας από ένα τέτοιο αντικείµενο.  
  Το 1940 ο Woltjer υπολόγισε ότι η διατήρηση της µαγνητικής ροής σε ένα αστέρι, το 
οποίο προέρχεται από τη συστολή ενός ερυθρού γίγαντα σε ένα αστέρι νετρονίων, θα µπορούσε 

να δηµιουργήσει µαγνητικά πεδία της τάξης των 1210 G. Τόσο ισχυρά πεδία, οδήγησαν τον 
Pacini στην ιδέα ότι η ενέργεια παρέχεται  από έναν περιστρεφόµενο αστέρα νετρονίων µε 
ισχυρό µαγνητικό πεδίο στο Crab Nebula το οποίο ξέρουµε ότι έχει µια επιταχυνόµενη 
διαστολή.  
 Στο µεταξύ, όπως έχουµε ήδη αναφέρει ο Hewish στο Cambridge είχε σχεδιάσει ένα 
ράδιο-τηλεσκόπιο, ικανό να ανιχνεύσει τόσο µεγάλα µήκη κύµατος, εκπεµπόµενα από µια πηγή 
µε τόσο µικρή περίοδο. Εντός ενός µήνα, η µαθήτριά του, η Jocelyn Bell, πρόσεξε τις πρώτες 
ενδείξεις µιας περιοδικής πηγής ραδιοκυµάτων, η οποία αργότερα µετρήθηκε να έχει περίοδο 
ίση µε 1,337sec. 34 χρόνια µετά την αρχική ιδέα των Baade και Zwicky, ότι η πηγή της 
ενέργειας για ένα supernova είναι η βαρυτική έλξη, οι Hewish, Bell, Millington, Scott και 
Collins δηµοσίευσαν την εργασία µε την ανακάλυψή τους. Είχαν ανιχνεύσει µια πολύ ασθενή 
πηγή ραδιοκυµάτων που βρισκόταν εκτός του ηλιακού συστήµατος, πιθανότατα ένα αστέρι πολύ 
υψηλής πυκνότητας. Είχε  µόλις ανακαλυφθεί ο πρώτος pulsar.  
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            Η ονοµασία pulsar δόθηκε από το γεγονός ότι είναι πηγές περιοδικών σηµάτων µε 
µεγάλη σταθερότητα στο χρόνο και είναι τα αστροφυσικά αντικείµενα τα οποία πιστεύουµε ότι 
αντιστοιχούν σε αυτό που ονοµάζουµε αστέρες νετρονίων. 
         Μετά από αυτή την ανακάλυψη, ακολούθησε η εργασία του Gold ο οποίος κατάφερε να 
ταυτίσει µε έναν πολύ ικανοποιητικό τρόπο τους pulsars µε τους αστέρες νετρονίων. Πολύ 
συγγραφείς όπως ο Canuto, ο Ruderman, ο Ostriker και o Gunn, οι Pines, Shaham και Alpar 
πρόσθεσαν και άλλα πειστικά επιχειρήµατα στην παραπάνω ιδέα.  
 Πολύ σύντοµα η ιδέα ενός αστέρα αποτελούµενου αποκλειστικά από νετρόνια, 
εγκαταλείφθηκε και προτάθηκε η ύπαρξη υπερονίων στους αστέρες αυτούς. Η πρώτη εργασία 
στην οποία παρουσιάστηκε αυτή η ιδέα ήταν των: Cameron, Ambartsumyan και Saakayan οι 
οποίοι χρησιµοποίησαν ένα αέριο Fermi για να περιγράψουν την σύσταση του αστέρα 
νετρονίων. Οι Panharipande και οι Bethe και Johnson εισήγαγαν τα υπερόνια σε ένα δυναµικό 
Schroedinger προκειµένου να προσεγγίσουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των νουκλεονίων. Η 
δουλειά αυτή έδειξε το πόσο σηµαντικό είναι να εισάγουµε κάποιους περιορισµούς στη θεωρία 
µας, στηριγµένους στις πυρηνικές αλληλεπιδράσεις. Ένα άλλο σενάριο που προτάθηκε από τον 
Glendenning και τον Weber ήταν τα λεγόµενα hybrid stars, δηλαδή αστέρες νετρονίων στους 
οποίους συνυπάρχει η φάση αδρονικής ύλης και των quark.  
 Οι pulsars πιστεύουµε ότι είναι περιστρεφόµενοι αστέρες νετρονίων µε πολύ υψηλό 
µαγνητικό πεδίο. Μια ηλεκτροµαγνητική δέσµη, συνήθως σε ραδιοσυχνότες, εκπέµπεται κατά 
µήκος του µαγνητικού άξονα µε µία γωνιακή απόκλιση της τάξης των δέκα µοιρών. Αν υπάρχει 
µια απόσταση µεταξύ του άξονα περιστροφής και του µαγνητικού άξονα, το περιστρεφόµενο 
αντικείµενο είναι ανάλογο ενός φάρου. Αν, σαν παρατηρητές στη Γη, βρεθούµε στον κώνο 
φωτός που σαρώνει το περιστρεφόµενο αστέρι, έχουµε την ευκαιρία να το παρατηρήσουµε σαν 
µια παλλόµενη πηγή. Υπάρχει ένα πολύ µεγάλο εύρος συχνοτήτων στο εκπεµπόµενο σήµα 
κάποιων pulsars το οποίο αρχίζει από το οπτικό και φτάνει µέχρι τις ακτίνες X. Παρ’ όλα αυτά 
οι περισσότεροι pulsars έχουν παρατηρηθεί στις ραδιοσυχνότητες.  
 Ο γρηγορότερος pulsars που ξέρουµε µέχρι τώρα είναι ο pulsar PSR 1937+21 που 
ανακαλύφθηκε το 1982 από τους Backer, Kulnarni, Heiles και Goss. Έχει µια περίοδο της 
τάξης των 1,56ms και χρειάστηκε µεγάλη δεξιοτεχνία στην ανακάλυψη τόσο σύντοµων παλµών 
δεδοµένης της διάχυσής τους από το µεσοαστρικό υλικό, ήταν ο πρώτος millisecond pulsar που 
ανακαλύφθηκε. Τόσο γρήγορες περιστροφές των 650 φορών ανά δευτερόλεπτο ήταν πολύ 
εντυπωσιακές. Ήταν ο πρώτος µιας εντελώς νέας οικογένειας pulsars οι οποίοι είχαν προβλεφθεί 
από τους Alpar, Cheng και Shaham και από τους Bachus, Taylor και Damashek ως 
αποτέλεσµα της αύξησης της ιδιοπεριστροφής ενός χαµηλού µαγνητικού πεδίου αστέρα 
νετρονίων, λόγω ενός δίσκου προσαύξησης Kepler. Αυτή η ερµηνεία σύντοµα επιβεβαιώθηκε 
από την ανακάλυψη ενός δεύτερου millisecond pulsar PSR 1953+29 σε µία τροχιά περιόδου 
120 ηµερών µε έναν λευκό νάνο.  
 Η πιθανότητα το επίπεδο της τροχιάς ενός Pulsar και του συνοδού του να βρίσκεται 
πολύ κοντά στο ορατό από εµάς επίπεδο, ώστε να κάνει τον Pulsar να είναι εκλειπτικός, είναι 
πολύ µικρή. Εντούτοις έχει παρατηρηθεί για pulsar των 1,6ms που είναι σε µία τροχιά 8 ωρών 
γύρω από ένα λευκό νάνο.  Το σήµα του pulsar χάνεται για περίπου ένα δέκατο της τροχιακής 
περιόδου. Ο παρών ρυθµός ανακάλυψης των millιsecond pulsar αναµένεται να αυξηθεί µετά  
την ανακάλυψη ότι τα σφαιρωτά σµήνη έχουν έναν πολύ µεγάλο αριθµό millisecond pulsars. 
Υπάρχουν περίπου 150 σφαιρωτά σµήνη στον γαλαξία µας και είναι όλοι κατανεµηµένοι 
σφαιρικά σε αποστάσεις από το κέντρο του γαλαξία µας, ίσες µε την ακτίνα του δίσκου. Οι 
αριθµητικές πυκνότητες ύπαρξης των αστέρων είναι περίπου 1000 φορές µεγαλύτερη από την 
περιοχή του γαλαξία στην οποία βρίσκεται ο ήλιος.  
 Εξαρτώµενο από ένα συνδυασµό της έντασης του µαγνητικού πεδίου και της περιόδου, 
η δέσµη του pulsar σβήνει σε κάποια κρίσιµη τιµή, του γινοµένου της µικρής περιόδου και της 
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έντασης του χαµηλού πεδίου. Προφανώς λίγη ενέργεια για να τροφοδοτήσει την ακτινοβολία, 
δίνεται στην µαγνητόσφαιρα από το περιστρεφόµενο πεδίο. Σε κάθε περίπτωση όταν η θέση του 
pulsar σηµειωθεί σε ένα γράφηµα µε άξονες της ένταση του πεδίου και την περίοδο, το 
αποτέλεσµα είναι πολύ εντυπωσιακό. Οι ενεργοί pulsar βρίσκονται όλοι στην ίδια πλευρά µιας 
αόρατης γραµµής που την λέµε γραµµή θανάτου.  
 Αν το µαγνητικό πεδίο ελαττώνεται µε έναν πολύ χαµηλό ρυθµό σε µια χρονική 
κλίµακα των λίγων εκατοµµυρίων ετών, η προβολή των pulsar στην γραµµή θανάτου, θα είναι 
σε µία σταθερή ένταση πεδίου. Όταν σβήσει αυτή η δέσµη ακτινοβολίας, ένας pulsar παύει να 
είναι ορατός. Αλλά υπάρχει και ένας άλλος πληθυσµός pulsar στον οποίο ανήκουν αυτοί οι 
pulsar που έχουν φτάσει στην γραµµή θανάτου, αφού περάσουν από την διαδικασία που 
περιγράψαµε παραπάνω.  Αυτοί οι pulsar πιστεύουµε ότι έχουν γίνει µέλη ενός διπλού 
συστήµατος και κατέληξαν να είναι millisecond pulsars λόγω συνεχούς ροής ύλης από έναν 
λιγότερο πυκνό σύντροφο κατά το τελευταίο στάδιο της ζωής τους. Συχνά τους αναφέρουµε ως 
ανακυκλωµένους pulsars αντί για millisecond pulsars. Οι pulsar πιστεύεται ότι είναι πολύ 
µεγάλης ηλικίας, επειδή οι σύντροφοί τους πιστεύεται ότι είναι λευκοί νάνοι. Η µικρή περίοδος 
αυτών των millisecond pulsars θα παίξει σηµαντικό ρόλο στην υπόθεσή µας για την εσωτερική 
δοµή του αστέρα νετρονίων.  
 Στα παραπάνω περιγράψαµε κάποιες από τις βασικές ιδιότητες των pulsars. Είδαµε ότι 
οι παλµοί που εκπέµπονται από τους pulsars, είναι αποτέλεσµα της περιόδου περιστροφής τους 
και όχι  αποτέλεσµα της δόνησης τους. Οι βασικοί λόγοι που οδηγούν σε αυτό το συµπέρασµα 

είναι τα τεράστια ποσά ενέργειας που ακτινοβολούνται και που είναι της τάξης 3810  erg/s, η 
ενέργεια περιστροφής που µπορεί να περικλείεται από ένα τόσο πυκνό αστέρα και το πολύ 
µεγάλο µαγνητικό πεδίο στο οποίο ένα αστέρι θα έφτανε λόγω διατήρησης της ροής του 
προγεννήτορα αστέρα. Όλα αυτά δείχνουν ότι ένα περιστρεφόµενο µαγνητισµένο αστέρι είναι η 
πηγή τόσο σταθερών περιοδικών σηµάτων σαν αυτά που παρατηρούµε.  
 Ένα ακόµη λόγος που πιστεύουµε ότι οι παλµοί οφείλονται στην περιστροφή είναι ότι 
το πλάτος της δόνησης µειώνεται µε το χρόνο λόγω της απώλειας ενέργειας, ενώ η συχνότητα 
όχι. Από την άλλη πλευρά αν έχουµε περιστροφή, η συχνότητα πρέπει να µειώνεται και αυτή 
και αυτό είναι που παρατηρείται στην πράξη.  
 Ένα άλλο πολύ ενδιαφέρον φαινόµενο, που έχει να κάνει µε την περίοδο των pulsar 
είναι οι ξαφνικές αλλαγές των συχνοτήτων περιστροφής οι οποίες είναι τα γνωστά µας glitches. 
Ο χρόνος µεταξύ των σ̟ινθηρισµών µπορεί να ποικίλλει από µήνες µέχρι χρόνια. Το πρώτο 
τέτοιο φαινόµενο, παρατηρήθηκε στον Vela pulsar, και από τότε τέτοια φαινόµενα 
παρατηρήθηκαν και σε πολλούς άλλους pulsars. Το φαινόµενο δεν παρουσιάζει καµία 
οµοιότητα µεταξύ διαφορετικών pulsar και πολλές φορές είναι τελείως διαφορετικό ακόµη και 
για τον ίδιο pulsar χωρίς να εµφανίζει καµία περιοδικότητα, ούτε και να έχει βρεθεί ακόµη 
κάποια χρονοσειρά που να το προσεγγίζει. Αναλυτικότερα το θέµα της περιστροφής ενός 
αστέρα νετρονίου και των συµπερασµάτων που µπορούν να βγουν, θα συζητηθεί στο κεφάλαιο 
9.  
  Ένα αντικείµενο που περιστρέφεται µε τόσο µεγάλη περίοδο θα ασκείται µια πολύ 
µεγάλη φυγόκεντρη δύναµη που πρέπει να εξισορροπείται από την βαρύτητα, γιατί αλλιώς θα 
διαλύονταν. Αυτό φαίνεται πιο καθαρά, αν λάβουµε υπ’ όψιν ότι η πυρηνική δύναµη έχει ένα 
πολύ µικρό εύρος και εποµένως ασκείται µόνο µεταξύ γειτονικών σωµατιδίων. Από την άλλη η 
βαρυτική δύναµη έχει µεγάλο εύρος και δρα σε ολόκληρη την µάζα-ενέργεια του αστέρα.  
 Αν υπολογίσουµε τις ενέργειες σύνδεσης ανά νουκλεόνιο, βλέπουµε ότι η βαρυτική 
ενέργεια είναι της τάξης του 160MeV/A ενώ η ενέργεια σύνδεσης της πυρηνικής ύλης είναι της 
τάξης των 16MeV/A. Η βαρύτητα συµπυκνώνει την ύλη µε τέτοιο τρόπο που η πυκνότητα 
παίρνει τιµές πολύ µεγαλύτερες από την πυκνότητα κόρου της πυρηνικής ύλης. Τα νουκλεόνια 
δεν νοιώθουν την έλξη από τους γείτονές τους, αλλά άπωση. Στην πραγµατικότητα η ενέργεια 
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που απαιτείται για να συµπυκνώσει την πυρηνική ύλη στην πυκνότητα που βρίσκουµε στο 
κέντρο πιο µαζικών αστέρων νετρονίων είναι περίπου 200-300MeV ανά νουκλεόνιο. Η ενέργεια 
συµπίεσης µειώνει την καθαρή ενέργεια σύνδεσης κατά έναν παράγοντα 100ΜeV και εποµένως 
έχει αρνητική συνεισφορά στην ενέργεια σύνδεσης των αστέρων νετρονίων.  
 Μια πρώτη προσέγγιση στη δοµή ενός αστέρα νετρονίων προκύπτει από την υπόθεση 
ότι το εκφυλισµένο αέριο αποτελείται µόνο από µη αλληλεπιδρόντα σωµατίδια. Η πρώτη 
αριθµητική αντιµετώπιση ενός τέτοιου απλού µοντέλου που υπολογίζει την µέγιστη µάζα και 
την αντίστοιχη ακτίνα είναι η εξίσωση Oppenheimer-Volkoff. Υπολόγισαν ότι η µάζα του 
πρέπει να είναι ίση µε 0,7 ηλιακές µάζες και η ακτίνα του R=10km.  
           Στα επόµενα κεφάλαια θα παρουσιάσουµε διάφορες καταστατικές εξισώσεις και τις 
µέγιστες µάζες και ακτίνες που η καθεµία τους προβλέπει για έναν αστέρα νετρονίων και θα 
συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα αυτά µε τις υπάρχουσες παρατηρήσεις. Πρώτα όµως θα 
παραθέσουµε µια σύντοµη εισαγωγή µε τις απαραίτητες θερµοδυναµικές ποσότητες για την 
περαιτέρω συζήτηση του θέµατός µας.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 2 2 2ο    - Η ̟ρώτη ̟ροσέγγιση. 

 
2.1 Θερµοδυναµική Εισαγωγή. 

 
Οι θερµοδυναµικές ποσότητες είναι όλες ποσότητες που αναφέρονται σε 

µακροσκοπικές µεταβλητές. Για να είναι σχετικιστικά αναλλοίωτες, οι ποσότητες αυτές πρέπει 
να µετρηθούν σε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς το οποίο κινείται µαζί µε το υγρό. 
Εποµένως µπορούµε να φανταστούµε ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς Lorentz, το οποίο κινείται 
µε την ίδια ταχύτητα µε τα στοιχεία του ρευστού.  
 Ο πρώτος νόµος της θερµοδυναµικής γίνεται:  

 

 
1

dQ d Pd
n n

ε   = +   
   

 (0.1) 

 
όπου dQ  είναι η θερµότητα που κερδίζεται ανά βαρυόνιο, P είναι η πίεση, και 1/n είναι ο 

όγκος που αντιστοιχεί σε κάθε βαρυόνιο. Ο λόγος που προτιµάµε να εκφράζουµε όλες τις 
ποσότητές µας σαν συναρτήσεις του βαρυονικού αριθµού είναι πως ο βαρυονικός αριθµός είναι 
µια διατηρούµενη ποσότητα για τα συστήµατα που θα µελετήσουµε.  
 Αν συνδυάσουµε την (1) µε το dQ Tds=  παίρνουµε την έκφραση: 

 

 
1

d Pd Tds
n n

ε   = − +   
   

 (0.2) 

 
Παρ΄ όλα αυτά καθώς η ενεργειακή πυκνότητα ενός συστήµατος πολλών συστατικών, που 
περιέχει διαφορετικά είδη σωµατιδίων εξαρτάται από τις σχετικές ποσότητες κάθε είδους, όπως 
και από τον όγκο (1/n) και την αδιαβατική τιµή του s. Αν καθορίσουµε την συγκέντρωση τoυ i-
οστού είδους σωµατιδίων ως:   

 i
i

n
Y

n
≡  (0.3) 

 

όπου in  είναι η αριθµητική πυκνότητα του i σωµατιδίου, τότε ε=ε(n,s, iY ) και έτσι έχουµε την 

γενική έκφραση:      

 
1

i
i

d Pd Tds dY
n n ι
ε µ   = − + +   
   

∑  (0.4) 

 
και ορίζουµε τις ακόλουθες χρήσιµες εκφράσεις για τη συζήτηση των διαφόρων καταστατικών 
εξισώσεων:      

 

2( / ) ( / )

(1/ )

( / )

n n
P n

n n

n
T

s

ε ε

ε

−∂ ∂≡ =
∂ ∂

∂≡
∂

 (0.5) 
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και το χηµικό δυναµικό του i-οστού είδους είναι ίσο µε: 
 

 
( / )

i i

n

Y nι
ε εµ ∂ ∂≡ =
∂ ∂

 (0.6) 

 
και όπως µπορεί να συµπεράνει κανείς από τις παραπάνω εκφράσεις, µας δίνει ένα µέτρο του 
πόσο αλλάζει η ενέργεια µε µία µοναδιαία αύξηση στην αριθµητική πυκνότητα του είδους i, 
όταν ο όγκος, η εντροπία και όλες οι άλλες ποσότητες διατηρούνται σταθερές.  
 Αν θεωρήσουµε την γενική περίπτωση όπου το σύστηµα δεν έιναι θερµικά µονωµένο 
και µπορεί να εκτελεστεί έργο στο σύστηµα. Αν το σύστηµα φτάνει σε ισορροπία µε ηµιστατικές 
διαδικασίες, τότε Tds= dQ . Από το δεύτερο νόµο της θερµοδυναµικής έχουµε:  

                                                               
 dQ Tds≤  (0.7) 
 
και η διατήρηση της ενέργειας είναι: 
            

 
1

( ) ( )d Pd Tds
n n

ε + ≤  (0.8) 

 
Αν το Τ και το n µείνουν σταθερά, τότε έχουµε στην ισορροπία, 0df ≤  όπου έχουµε 

καθορίσει την ελεύθερη ενέργεια Helmholtz: f Ts
n

ε≡ − . Οµοίως αν τα T και P κρατηθούν 

σταθερά τότε η 0dg ≤ , όπου  g = Ts είναι η ελεύθερη ενέργεια Gibbs ανά βαρυόνιο. Η 

ισορροπία αντιστοιχεί σε ένα ελάχιστο σε αυτή την ενέργεια σε σταθερό Τ και P. Αυτή η 
έκφραση της συνθήκης ισορροπίας είναι ιδιαίτερα χρήσιµη όταν έχουµε αλλαγές φάσεων που 
συνοδεύονται από ασυνέχειες στο n, µε τα Τ και P να µένουν συνεχή.  
 Ας γίνουµε λίγο πιο ακριβείς σχετικά µε τον αριθµό των ανεξάρτητων θερµοδυναµικών 
ποσοτήτων που απαιτούνται για να καθορίσουµε µια κατάσταση ισορροπίας. Θεωρείστε ένα  
µείγµα αλληλεπιδρόντων βαρυονίων και λεπτονίων. Όλες οι αντιδράσεις σε δοσµένο όγκο θα 
διατηρούν την αριθµητική πυκνότητα βαρυονίων, την αριθµητική πυκνότητα των ηλεκτρονίων,   
την αριθµητική πυκνότητα των µυονίων και την πυκνότητα των ηλεκτρικών φορτίων. ∆ιαλέγουµε 
τέσσερα βασικά χηµικα δυναµικά που να αντιστοιχούν στις τέσσερις αυτές διατηρούµενες 

ποσότητες. Για παράδειγµα, ας διαλέξουµε το Pµ , το nµ  και το eµ . Τότε στην ισορροπία όλα 

τα άλλα χηµικά δυναµικά θα είναι γραµµικός συνδυασµός των τεσσάρων αυτών ποσοτήτων.  
 Τώρα στην ισορροπία όλες οι θερµοδυναµικές ποσότητες που σχετίζονται µε τα είδη i 

είναι συναρτήσεις µόνο του Τ και του iµ . Εποµένως πρέπει κανείς να καθορίσει το Τ και 

τέσσερα από τα χηµικά δυναµικά προκειµένου να πετύχει µια πλήρη περιγραφή της κατάστασης 
σε ισορροπία.  
 Η κατάσταση ενός συστήµατος σε µία σχετικά χαµηλή πυκνότητα µπορεί να περιγραφεί 
καλά αν χρησιµοποιήσουµε την αριθµητική πυκνότητα για κάθε είδος σωµατιδίου α: 
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όπου  V  είναι ο όγκος ενός κελιού στο χώρο φάσεων των σωµατιδίων µε συντεταγµένες r και 
ορµές k. Από εδώ και πέρα θα υιοθετήσουµε το σύστηµα µονάδων µε 1c= =h . Επίσης 

έχουµε το sγ  που καθορίζει τον εκφυλισµό των καταστάσεων και ισχύει 2 1s sSγ = +  για 

σωµατίδια µεγάλης µάζας, το sS  αναφέρεται στο spin και το sf  δηλώνει την αδιάστατη 

συνάρτηση κατανοµής., η οποία για ένα ιδανικό αέριο φερµιονίων σε θερµοκρασίες Τ παίρνει 
την µορφή µιας κατανοµή Fermi-Dirac: 
   

 
1

1 exp
s

F

f

T

ε ε
=

− +  
 

 (0.9) 

 

όπου ε είναι η ενέργεια ενός σωµατιδίου µε συντεταγµένες χώρου φάσεων r και k και Fε  η 

ενέργεια Fermi. Για αρκετά χαµηλές πυκνότητες σωµατιδίων και υψηλές θερµοκρασίες η 
κατανοµή Fermi-Dirac µπορεί να προσεγγιστεί από την αντίστοιχη κατανοµή Maxwell-
Boltzmann.  
                  Θα ενδιαφερθούµε όµως περισσότερο για το άλλο όριο, των χαµηλών 
θερµοκρασιών Τ=0, το οποίο δίνει την κατανοµή ενός εκφυλισµένου συστήµατος φερµιονίων: 
                                                                       

 
1,

( )
0,

F
s

F

f
ε ε

ε
ε ε

≤
=  ≥

 (0.10) 

   
 Στο όριο του εκφυλισµένου αερίου φερµιονίων, η αριθµητική πυκνότητα κάθε είδους 
σωµατιδίων δίνεται από τη σχέση:                                                       

 3 3
3 3 26 S

S S
F

dN
n d k k

d rd k

γ
π

= =∫  (0.11) 

 

µε το 
sFk  να αναφέρεται στην ορµή Fermi των ειδών και έχουµε χρησιµοποιήσει τους 

προηγούµενους ορισµούς για τη συνάρτηση κατανοµής στο χώρο φάσεων µε το διάστηµα 
ολοκλήρωσης να εκτείνεται σε όλες τις ορµές. Η πυκνότητα ενέργειας δίνεται από: 

                    

 3
3 3

dN
d k

d xd k
ε = Ε∫  (0.12) 

 

όπου 2/14222 )( cmcpE +=  και m είναι η µάζα ηρεµίας.  

 Η πίεση ενός συστήµατος µε ισότροπη κατανοµή της ορµής δίνεται από την: 
   

 
4

2 2 2
3 2 2 2

0 0

41

3 (2 ) 6

Fk k
s s

s

s

k
p dkk k m dk

k m

πγ γ
π π

Φ

= + =
+

∫ ∫  (0.13) 

 
µε την ταχύτητα ίση µε u=p/e και έναν παράγοντα 1/3 να προέρχεται από την ισοτροπία αυτή. 

Είναι βολικό να ορίσουµε µία αδιάστατη ορµή Fermi ως 
s

F

m

k
x = . Η παράµετρος αυτή είναι 
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ένα πολύ σηµαντικό κριτήριο για τη σηµασία των σχετικιστικών φαινοµένων µιας και αυτά 
µπορούν να αγνοηθούν για x<<1.  
 
 

2.2. ∆ύο ̟ολύ σηµαντικοί ̟εριορισµοί. 
 
2.2.1. Ηλεκτροστατικές ∆ιορθώσεις. 
 

Η καταστατική εξίσωση για ένα ιδανικό αέριο Fermi της προηγούµενης ενότητας 
εφαρµόστηκε από τον Chandrasekhar στην ανάλυση της ισορροπίας των λευκών νάνων. Παρ’ 
όλα αυτά, αυτή η αντιµετώπιση του εσωτερικού ενός αστέρα νετρονίου αποδείχτηκε σύντοµα ότι 
ήταν πολύ απλούστερη. Ένα πρώτο βήµα στην εύρεση µιας καταλληλότερης E.O.S είναι το να 
λάβουµε υπ’ όψιν µας τις ηλεκτροστατικές διορθώσεις µεταξύ των ιόντων και των ηλεκτρονίων 
ενώ η άλλη είναι η αντίστροφη β-διάσπαση.  
 Ο λόγος που εισαγάγαµε την πρώτη διόρθωση είναι ότι τα θετικά φορτία, δεν είναι 
οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο αέριο αλλά είναι συγκεντρωµένα σε µεµονωµένους πυρήνες, 
φορτίου Ζ. Αυτό µειώνει την ενέργεια και την πίεση των ηλεκτρονίων του περιβάλλοντος: τα 
ηλεκτρόνια που απωθούνται είναι κατά µέσο όρο σε πολύ µεγαλύτερες αποστάσεις από τη µέση 
απόσταση µεταξύ των πυρήνων και των ηλεκτρονίων και έτσι η άπωση είναι πολύ ασθενέστερη 
από την έλξη  
 Σε ένα µη εκφυλισµένο αέριο, τα φαινόµενα Coulomb γίνονται ολοένα και πιο 
σηµαντικά µε την αύξηση της πυκνότητας: ο λόγος της ενέργειας Coulomb προς την θερµική 
ενέργεια είναι περίπου:                              

 
2 2 1/ 3/

C e
Ze rE Ze n

kT kT kT
= =  (0.14) 

 

η οποία αυξάνεται µε το en . Εδώ η 3/1=∝ enr  είναι η χαρακτηριστική απόσταση 

ηλεκτρονίου-ιόντος. Σε αντίθεση, για ένα εκφυλισµένο αέριο έχουµε: 
    

 
1/ 32 / 3

2 1/ 3 3 22 3
0

1 1
2

3 6 10
c e

F e

E n

E n Z cmαπ

−

−

Ζ   = =   × ×   
 (0.15) 

 

όπου 22
0 / ema eh=  είναι η ακτίνα Bohr. Εποµένως '

Fc EE <<  για τα περισσότερα 

αστροφυσικά αντικείµενα.  
 Καθώς το 0→T  τα ιόντα βρίσκονται στο πλέγµα που µεγιστοποιεί την απόσταση της 

αλληλεπίδρασης. Θεωρείστε ένα σφαιρικό κελί στο πλέγµα, µε όγκο ίσο µε Nnr /13/4 3
0 =π , 

όπου Nn  είναι η αριθµητική πυκνότητα των πυρήνων. Σε αυτή την Wigner-Seitz προσέγγιση το 

αέριο προσεγγίζεται σαν να είναι χωρισµένο σε ουδέτερες σφαίρες ακτίνας 0r  γύρω από κάθε 

πυρήνα, ο οποίος περιέχει τα Ζ ηλεκτρόνια πλησιέστερα στον πυρήνα.  
 Η ολική ηλεκτροστατική ενέργεια της κάθε σφαίρας είναι το άθροισµα των πιθανών 
ενεργειών λόγω της αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίου-ηλεκτρονίου και ηλεκτρονίου-ιόντος. Για να 
σχηµατίσουµε µια οµοιόµορφη σφαίρα Ζ ηλεκτρονίων απαιτείται ενέργεια: 
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 ∫==

0

0

r

ee r

qdq
E                                 

3

3
0

r
q Ze

r
= −  (0.16) 

 
Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε τις δύο συνεισφορές της ολική ενέργειας Coulomb ενός 
κελιού και αυτές είναι: 

             
0

22

5

3

r

eZ
E ee ==       και         

2 2

0

3

2e i

Z e
E

r= = −                         (0.17) 

 
και η ενέργεια Coulomb του κελιού είναι:                                              

 
2 2

0

9

10C e e e i

Z e
E E E

r= == + = −  (0.18) 

 
Mιας και θεωρούµε τα κελιά να είναι ηλεκτρικά ουδέτερα, κάθε αλληλεπίδραση µεταξύ των 
ηλεκτρονίων και των πυρήνων διαφορετικών κελιών µπορεί να αγνοηθεί. 
 Η ηλεκτροστατική ενέργεια ανά ηλεκτρόνιο είναι: 
 

          3/123/2
3/1

3

4

10

9
e

c ne
Z

E
Ζ







−−= π
,   

3
04 / 3e

Z
n

rπ
=                   (0.19) 

 
και η αντίστοιχη πίεση είναι αρνητική και δίνεται από την εξίσωση:     
   

 
1/ 3

2 2 / 3 2 4 / 3( / ) 3 4

10 3
c

c e e
e

d E Z
P n e n

dn

π = = − Ζ 
 

 (0.20) 

  
Ας εξετάσουµε πρώτα αυτό το αποτέλεσµα στο ακραίο σχετικιστικό όριο. Εκεί το ιδανικό όριο 
Chandrasekhar είναι:     

 
4 / 3

2 1/ 3
0 (3 )

4
en

P c π→ h  (0.21) 

και εποµένως: 

 
1/ 35 / 3

2 / 30

0

2 3
1

5
cP PP

P P
α

π
+  = = − Ζ 

 
 (0.22) 

όπου 
137

12

==
c

e

h
α  είναι η σταθερά λεπτής υφής. Ο επόµενος όρος σε αυτή τη σειρά 

δυνάµεων του aZ 3/2  προκύπτει από την απόκλιση της κατανοµής των ηλεκτρονίων από την 
οµοιόµορφη κατανοµή.  
 Αν και οι παραπάνω διορθώσεις Coulomb είναι µικρές, πρέπει να βρούµε ότι είναι 
σηµαντικές για χαµηλής πυκνότητας αστέρες νετρονίων.  

Μια αδυναµία του παραπάνω µοντέλου φαίνεται από τις ακόλουθες σκέψεις:               

Στο µη σχετικιστικό όριο, έχουµε για την πίεση: 
e

e

m

n
P

5
)3(

3/5
3/222

0 πh→  και το λόγο: 

3/1
0

3/1

3/2

2
1

eo n

Z

P

P

πα
−= . Αυτό µας δίνει P=0 όταν:                                                              
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2

3 3
02e

Z
n

π α
=  (0.23) 

 
 που αντιστοιχεί σε µία πυκνότητα:             

 2 3
0 0,4 /g cmρ = Ζ  (0.24) 

 
 Η αδυναµία προκύπτει όταν προσπαθούµε να υπολογίσουµε αυτή την τιµή για το 

σίδηρο και βρίσκουµε 250g 3−cm  αντί της πειραµατικής τιµής των: 7,86 g 3−cm . Ο λόγος για 
αυτή την διαφορά είναι ότι σε χαµηλές πυκνότητες δεν είναι πλέον καλή προσέγγιση να 
συµπεριφερόµαστε στο αέριο ηλεκτρονίων ως να ήταν οµοιόµορφο.  
   Μια ακριβής καταστατική εξίσωση σε πυκνότητες εργαστηρίου είναι πολύ δύσκολο να 
βρεθεί, επειδή τα φαινόµενα φλοιού εµποδίζουν τα απλούστερα στατιστικά φαινόµενα. Σε 
πυκνοτητες µεγαλύτερες από αυτές του εργαστηρίου, µια στατιστική προσέγγιση στην 
καταστατική εξίσωση µπορεί να εφαρµοστεί µε µεγάλη επιτυχία για την περιοχή χαµηλών 
µαζών των αστέρων νετρονίων.  
  
 Η ̟ροσέγγιση Thomas-Fermi 
 
               Μπορεί κανείς να υποθέσει ότι σε κάθε κυψελίδα Wigner-Seitz, τα ηλεκτρόνια 
κινούνται σε ένα αργά µεταβαλλόµενο σφαιρικό συµµετρικό δυναµικό V(r). Επειδή το δυναµικό 
είναι σχεδόν σταθερό σε κάθε σηµείο, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη στατιστική Fermi-
Dirac ελεύθερου σωµατιδίου. Αυτό σηµαίνει ότι παίρνουµε την ενέργεια αλληλεπίδρασης 
µεταξύ των ηλεκτρονίων να είναι πολύ µικρότερη από την κινητική ενέργεια ή τις πιθανές 
ενέργειες µεταξύ των µεµονωµένων ηλεκτρονίων. Εποµένως σε κάθε r, όλες οι καταστάσεις 

µέχρι την ενέργεια FEE =  είναι κατειληµµένες. Η ενέργεια  FiE  είναι ανεξάρτητη του r, 

αλλοιώς τα ηλεκτρόνια θα µετακινούνταν σε περιοχές µικρότερου FiE . Εποµένως  

tcons
m

p
reVE

e

F
F tan

2
)(

2

=+−= , όπου Fp  είναι η µέγιστη ορµή των ηλεκτρονίων σε ακτίνα 

r.  
 Έχουµε επίσης για την αριθµητική πυκνότητα των ηλεκτρονίων ότι:    
                                                  

 23
3 3

8 8
(2 [ ( )])

3 3e e FFn p m E eV r
h h

π π= = +  (0.25) 

 
Το δυναµικό V(r) προκύπτει από την εξίσωση Poisson: 
                               

 2 4 eV enπ∇ = +nuclear contributions (0.26) 
 
Αλλά οι πυρηνικές συνεισφορές είναι µια συνάρτηση δέλτα γύρω από την αρχή και µπορούµε να 
τις παραλείψουµε για σχετικά µεγάλες αποστάσεις (r>>0) και να εφαρµόσουµε την οριακή 
συνθήκη:              

 
0

lim ( )
r

rV r Ze
→

=  (0.27) 

 

Η οριακή συνθήκη στο όριο του κελιού r 0  είναι ότι το ηλεκτρικό πεδίο µηδενίζεται (neutral 

cell).      
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0

0
r

dV

dr
=  (0.28) 

 
Οι εξισώσεις (2.25) και (2.26) µας δίνουν µια νέα εξίσωση από την οποία µπορούµε να 
υπολογίσουµε το δυναµικό: 
                        

 [ ]
2 2

3 / 2

2 3

1 32
( ) 2 ( )

3 e F

d e
rV m E eV

r dr h

π= +  (0.29) 

 
και κάνουµε τις ακόλουθες αντικαταστάσεις για λόγους απλότητας r=µx και 

r

xZe
reVEF

)(
)(

2φ=+  και έχουµε ότι: 0

3/12

128

9 απµ 








Ζ
= . Μετά από κάποιες απλοποιήσεις 

βρίσκουµε τελικά την εξίσωση Thomas-Fermi:         
  

 
2 3 / 2

2 1/ 2

d

dx x

φ φ=  (0.30) 

   
η οποία υπόκειται στις συνοριακές συνθήκες: 
                

 ( )0
0

0

(0) 1

( )
x

΄ x
x

φ
φ

φ

=

=
 (0.31) 

 
  Η εξίσωση Thomas-Fermi είναι µια µη γραµµική εξίσωση και η λύση της 
δόθηκε από τους Feynman, Metropolis και Teller. Υπάρχει µια ειδική τιµή για την οποία  
φ΄(0) = - 1,5880710, για την οποία η λύση τείνει ασυµπτωτικά στον x-άξονα και ικανοποιείται 

για µεγάλα x από την: ∞→→→ 000 ,0)(,0)( xxx΄ φφ . Αυτή είναι η περίπτωση της 

µηδενικής πίεσης που αντιστοιχεί σε άπειρη ακτίνα και σε µηδενική πυκνότητα. Μπορούµε να 
ξεπεράσουµε αυτό το µειονέκτηµα του µοντέλου Thomas-Fermi αν υπολογίσουµε τα 
φαινόµενα ανταλλαγής .  
 Αν φ΄(0)>-1,5880710, το φ(x) δεν γίνεται µηδέν και αποκλίνει για µεγάλα x. Η δεύτερη 
οριακή συνθήκη µπορεί να ικανοποιηθεί µόνο από ένα x µε πεπερασµένη τιµή το οποίο 
καθορίζει την ακτίνα του κελιού και αντιστοιχεί σε ουδέτερα άτοµα κάτω από πίεση. ∆εν θα 
ασχοληθούµε µε την περίπτωση του φ΄(0) < -1,5880710 , για την οποία το φ(x) = 0 σε 

πεπερασµένο x 0  που αντιστοιχεί σε ελεύθερα θετικά ιόντα.  

 Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε την πίεση στο όριο της κυψελίδας, η οποία θα δίνεται 
από την έκφραση:             

 
2

2 5
03 3

0

2 1 8
4 ( )

3 15

Fp

F
e e

p
P p dp p r

m h m

ππ= =∫
h

 (0.32) 

 
και αν αντικαταστήσουµε την πίεση µε την έκφραση την οποία βρήκαµε από την αριθµητική 
πυκνότητα των ηλεκτρονίων και χρησιµοποιήσουµε τους συµβολισµούς που χρησιµοποιήσαµε 
και προηγουµένως για να βρούµε τις εξισώσεις Thomas-Fermi, βρίσκουµε τελικά: 
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5 / 22 2

0
4

0

( )1

10

xZ e
P

x

φ
µ

 
=  

 
 (0.33) 

 
Η πυκνότητα δίνεται απλά από την ολική µάζα µέσα στην κυψελίδα: 

   

 0 3 3
04 / 3
Bm

x
ρ

πµ
Α

=  (0.34) 

 
Αυτές οι δύο εξισώσεις µας δίνουν την καταστατική εξίσωση, συναρτήσει της παραµέτρου x. 
 Αυτή η µέθοδος µας δίνει λογικά αποτελέσµατα για πίεση όχι τόσο χαµηλή. Αυτό 
µπορεί να διορθωθεί αν συµπεριλάβουµε και τη συνεισφορά των αλληλεπιδράσεων των 
ηλεκτρονίων στην ολική ενέργεια.  
 
 
2.2.2 Αντίστροφη β-διάσ̟αση. Το ιδανικό αέριο n-p-e.  
 

Όπως έχουµε ήδη πει οι προηγούµενες διορθώσεις των ηλεκτροστατικών 
αλληλεπιδράσεων µεταξύ ηλεκτρονίων αφορούν την προσέγγιση των κελιών Wigner και 
εποµένως προϋποθέτουν χαµηλότερες πυκνότητες. Υπάρχει παρόλα αυτά άλλη µια διόρθωση η 
οποία είναι ιδιαίτερα σηµαντική σε υψηλότερες πυκνότητες. Αυτή η διόρθωση οφείλεται στην 
αντίστροφη β-διάσπαση: 

                                  ee p n ν= + → +  

 
µια διαδικασία η οποία συµβαίνει όταν τα ηλεκτρόνια έχουν αρκετή ενέργεια, τουλάχιστον ίση 
µε τη διαφορά µάζας µεταξύ  πρωτονίων και νετρονίων: δm=1,2MeV. Αν αγνοήσουµε προς το 
παρόν το γεγονός ότι τα νουκλεόνια είναι δέσµια στον πυρήνα και υποθέσουµε ότι µπορούµε να 
κοιτάξουµε το σύστηµα ως ένα µείγµα από ελεύθερα πρωτόνια, νετρόνια και ηλεκτρόνια, η 
ισορροπία αποκτάται αν τα χηµικά δυναµικά ή οι αντίστοιχες ενέργειες Fermi ικανοποιούν την 
εξίσωση: 
                                   

 ( ) ( ) ( )F F Fp e nε ε ε+ =  (0.35) 
 
               

 2 2 21 1 1p p e e n nm x m x m x+ + + = +  (0.36) 

 
Η ηλεκτρική ουδετερότητα υπονοεί ότι η αριθµητική πυκνότητα για τα πρωτόνια είναι ίση µε 
αυτή των ηλεκτρονίων, ή:                       

 e e p px m x m=  (0.37) 

 
και εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε την καταστατική εξίσωση ως συνάρτηση µιας 

ελεύθερης παραµέτρου όπως είναι η ex . ∆ιαλέγουµε µια τιµή για το ex  και από την παραπάνω 

εξίσωση της ηλεκτρικής ουδετερότητας υπολογίζουµε το px . Τέλος υπολογίζουµε από την 

εξίσωση (2.36) το nx  
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 Τότε βρίσκουµε από το ακόλουθο σύνολο εξισώσεων: 
     

 ( )
22 2

3 3 3
( ) ( )pe n

e p n
p n

m cm c m c
P x x x

ε

φ φ φ
λ λ λ

= + +  (0.38) 

 

 ( )
22 2

3 3 3
( ) ( )pe n

e p n
p n

m cm c m c
x x x

ε

ε χ χ χ
λ λ λ

= + +  (0.39) 

 
     

 3 3
2 3 2 3

1 1

3 3p n
p n

n x x
π λ π λ

= +  (0.40) 

 
 
2.3 Η καταστατική εξίσωση των  Hαrrison Wheeler.  
 

  Προκειµένου να προσδιορίσουµε µε µεγαλύτερη ακρίβεια τη σωστή καταστατική 

εξίσωση στο εύρος πυκνοτήτων 3117 /1010 cmg<<<< ρ  θέλουµε να υπολογίσουµε την 

κατώτερη ενεργειακά κατάσταση ενός συστήµατος Α 5710≈  βαρυονίων που αποτελούνται από 
χωριστούς πυρήνες σε β-ισορροπία µε ένα σχετικιστικό αέριο ηλεκτρονίων. Πρέπει να 
καθορίσουµε ποιοί πυρήνες υπάρχουν, δηλαδή τις τιµές των Α και Ζ που ελαχιστοποιούν την 
ενέργεια και δεύτερον, την αντίστοιχη πίεση.  

Υποθέτουµε σε αυτή την ενότητα ότι αν δοθεί αρκετός χρόνος έπειτα από την πυρηνική 
καύση, η ύλη αφού ψυχθεί θα βρεθεί σε πλήρη θερµοδυναµική ισορροπία. Η σύσταση της ύλης 
και η καταστατική εξίσωση θα καθορίζονται από την χαµηλότερη δυνατή ενεργειακή 
κατάσταση. 

Αν η ισορροπία καθορίζονταν µόνο από τις πυρηνικές δυνάµεις, τα νουκλεόνια θα 
συσσωρεύονταν σε πυρήνες απεριόριστου µεγέθους. Παρ’ όλα αυτά οι απωστικές δυνάµεις 
Coulomb γίνονται τόσο µεγάλες που ένας µεγάλος αριθµός νουκλεονίων υπόκειται σύντηξη. Για 
χαµηλές πυκνότητες, αυτά τα δύο αντίθετα φαινόµενα ισορροπούν σε µία τιµή Α=56.  Παρ’ 
όλα αυτά, όταν τα σχετικιστικά ηλεκτρόνια ληφθούν υπ΄ όψιν η εικόνα αλλάζει. Ο πυρήνας 
περιέχει µια µεγαλύτερη αναλογία νετρονίων-πρωτονίων (λόγω της αντίστροφης β-διάσπασης) 
και οι δυνάµεις Coulomb παίζουν έναν µικρότερο ρόλο. Εποµένως υπάρχει µεγαλύτερη τάση 
για µεγαλύτερους πυρήνες να σχηµατιστούν. Όταν ο µαζικός αριθµός γίνεται  A=122, η 
πυκνότητα παίρνει µια κρίσιµη τιµή που επιτρέπει την αποβολή νετρονίων από τον πυρήνα. 
Στην τιµή αυτή η ενέργεια σύνδεσης των νετρονίων γίνεται ίση µε το µηδέν που σηµαίνει ότι µε 
µηδενικό κόστος µπορώ να τα αποσπάσω από τον πυρήνα. Καθώς η πυκνότητα αυξάνεται πάνω 

από την κρίσιµη τιµή των 11104×  g/cm 3 , περισσότερη πίεση δίνεται από τα νετρόνια παρά 
από τα ηλεκτρόνια. Για µια συστηµατική µελέτη ξεκινάµε γράφοντας την ενεργειακή πυκνότητα 
ενός µείγµατος νουκλεονίων, ελεύθερων ηλεκτρονίων και ελεύθερων νετρονίων στη µορφή: 

                 

 '( , ) ( ) ( )N e e n nn M A Z n nε ε ε= + +  (0.41) 

 
Εδώ η Μ(Α,Ζ) είναι η ενέργεια ενός πυρήνα (Α,Ζ) περιλαµβανοµένης και της µάζας ηρεµίας 
των νουκλεονίων. Είναι βολικό στην πυρηνική φυσική να συµπεριλάβουµε τη µάζα ηρεµίας των 
ηλεκτρονίων στην εµπειρική µάζα του πυρήνα. Πρέπει εποµένως να αφαιρέσουµε την ποσότητα 
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2cmn ee  από την έκφραση για τη eε  και να συµβολίσουµε αυτό που µένει ως '
eε . Η βαρυονική 

πυκνότητα n και η πυκνότητα ηλεκτρονίων en  δίνονται από τη σχέση: 

                   

 ,N n e Nn n A n n n Z= + =  (0.42) 
 
Αυτό µας δίνει: 
 

           nN YAY +=1       και    e NY Y Z=                   (0.43) 
 

Εποµένως αντί να θεωρήσουµε το ε στο Τ=0 σαν συνάρτηση των ),,,( neN YYYn  µπορούµε 

ισοδύναµα να το θεωρήσουµε ως συνάρτηση του ),,,( nYZAn . Η σύσταση στην ισορροπία και 

η προκύπτουσα καταστατική εξίσωση καθορίζονται από την ελαχιστοποίηση του ε ως προς τα 

Α,Ζ και nY  για δοσµένο n. 

 Η µάζα Μ(Α,Ζ) δεν είναι γνωστή πειραµατικά για πολύ πλούσιους σε νετρόνια πυρήνες, 
που παράγονται για ακόµη µεγαλύτερες πυκνότητες και πρέπει να βρεθεί θεωρητικά. Αυτό 
γίνεται µέσω ενός ηµιεµπειρικού τύπου, τουλάχιστον µέχρι του σηµείου της γραµµής κόρου 
πρωτονίου-νετρονίου (neutron drip).  
 Μια σχετικά απλή προσέγγιση  της καταστατικής εξίσωσης δόθηκε από τους Harisson 
και Wheeler το 1958, όπου χρησιµοποίησαν τον ηµιεµπειρικό τύπο µάζας του Green: 
 

2 2
2 2 2 2 / 3

1 2 3 4 5 1/ 3

1
( , ) ( ) ( )

2n p e b u

Z Z
M Z A A Z m c Z m m c A E m c b A b A b Z b A b

A A

=    = − + + − = + = + − +        
 (0.44) 
 
και αν ελαχιστοποιήσουµε την ενεργειακή πυκνότητα για σταθερά Ζ και Α. παίρνουµε τις 
εξισώσεις: 
     

 

( )

2

2 2

0 ( )

0
e

F e

F e

m c

M
A Z E m c

A A A

ε

ε

∂ ∂Μ= → = − Ε −
∂Ζ ∂Ζ

∂ ∂  = → = − ∂ ∂  

 (0.45) 

 
οι οποίες συνδυάζονται και δίνουν: 
          

 
1/ 2

1/ 2 1/ 22

5

0
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b

∂Μ ∂Μ+ Α − Μ = ⇒
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⇒ Ζ = = 

 

 (0.46) 
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 Για να κατασκευάσουµε την καταστατική εξίσωση από τις παραπάνω σχέσεις, 
διαλέγουµε µια τιµή του Α>56 οπότε το Ζ δίνεται από την παραπάνω εξίσωση. Μέχρι το όριο 
της γραµµής κόρου νετρονίου-πρωτονίου µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις για την 
ενεργειακή πυκνότητα, τη πίεση και την πυκνότητα που ισχύουν και για το ιδανικό αέριο n,p,e. 
Αλλιώς η καταστατική υπολογίζεται από τις: 
          

 

'

2 2

( , ) /e e n

e n

e n

n M A Z Z

c c
P P P

A
n n n

Z

ε εερ + +
= =

= +

= +

 (0.47) 

 

Η αποβολή νετρονίων ξεκινάει σε πυκνότητες 311 /1018,3 cmg×≈ρ  όπου (A,Z) – (122,39,1). 

Πάνω από αυτή την πυκνότητα, τα ελεύθερα νετρόνια αρχίζουν να παρέχουν ένα ολοένα και 

µεγαλύτερο κοµµάτι της ολικής πίεσης και πυκνότητας. Για πυκνότητες 312 /1054,4 cmg×≈ρ  

τα νετρόνια παρέχουν το 60% της πίεσης και της πυκνότητας και οι πυρήνες παύουν να 
υπάρχουν ως χωριστές οντότητες. Πάνω από αυτή την πυκνότητα οι Harisson και Wheeler 
χρησιµοποίησαν την καταστατική εξίσωση ενός  ιδανικού αερίου n-p-e.  
 
2.4 Η καταστατική εξίσωση των Baym-Pethick-Sutherland. 
 
 Οι εξισώσεις των Baym-Pethick και Sutherland (B.P.S-1971) βελτίωσαν την 
προηγούµενη του Salpeter µε την χρήση ενός καλύτερου τύπου για την ηµιεµπειρική µάζα και 
την υπόθεση ότι για την ενέργεια πλέγµατος έπρεπε να ληφθεί υπ’ όψιν η ισορροπία µεταξύ των 

πυρηνικών δυνάµεων επιφάνειας και της ενέργειας Coulomb. Σε µια πυκνότητα 311 /10 cmg  η 

ενέργεια επιφανείας µειώνει τη θετική ενέργεια Coulomb κατά %15≈  και αυτό επιδρά στη 
σύσταση του αστέρα.  
 Για να βρούµε την καταστατική εξίσωση B.P.S, ξεκινούµε προσθέτοντας την ενέργεια 
πλέγµατος στην εξίσωση για την ενεργειακή πυκνότητα: 
                         

 '( , )
(1 ) ( ) ( )n e e n n L

M A Z
n Y n n

A
ε ε ε ε= − + + +  (0.48) 

 
όπου υποθέτουµε µια bcc(basic-central-cubic) δοµή για το πλέγµα και η αντίστοιχη ενέργεια 

είναι ίση µε 3/423/2444,1 eL neZ−=ε .  

 Η συνθήκη 0)//( =Υ∂∂ nε  µας δίνει: 

     

 
2( , ) ( ) 4 / 3F e L e

Fe

M A Z Z E m c Z n
E

A

ε+ − +
=  (0.49) 

 
Η ισορροπία καθορίζεται από το ζεύγος των (Α,Ζ) που ελαχιστοποιεί το ε. Η πίεση δίνεται από 
την:             

 2 ( / )
e L

n
P n P P

n

ε∂= = +
∂

 (0.50) 

όπου                                                        
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1

3L LP ε=  (0.51) 

 
 Όταν υπάρχει µια αλλαγή φάσης από έναν σταθερό πυρήνα σε έναν άλλον, συνοδεύεται 

από µια ασυνέχεια στο n και στην πυκνότητα 2/ cερ = . Αυτό συµβαίνει επειδή η πίεση πρέπει 

να είναι µια συνεχής συνάρτηση της ακτίνας µέσα στον αστέρα. Μπορούµε να εκτιµήσουµε το 

µέγεθος αυτής της ασυνέχειας, αν παρατηρήσουµε ότι αφού eL PP <<  και το eP  εξαρτάται 

µόνο από το en , η ποσότητα en  είναι ουσιαστικά συνεχής στο όριο των φάσεων. Αλλά 

AnZne /= , έτσι ώστε:      

 
( / )

/

n

n

ρ
ρ

∆ ∆ ∆ Ζ Α= = −
Ζ Α

 (0.52) 

 
 Λόγω αυτών των ανωµαλιών είναι πιο δύσκολο να βρούµε ποια είναι η τιµή της πίεσης 
στην οποία η συµβαίνει η µετάβαση. Αυτό είναι ένα µειονέκτηµα της παραπάνω διαδικασίας και 
είναι πιο βολικό να ελαχιστοποιήσω την ελεύθερη ενέργεια Gibbs σε σταθερή πίεση P.  
 Από την παραπάνω συζήτηση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η καταστατική εξίσωση 
κάτω από την πυκνότητα της γραµµής κόρου νετρονίου-πρωτονίου καθορίζει τη δοµή των 
πλανητών και των σταθερών λευκών νάνων. Στους λευκούς νάνους, η ύλη δεν έχει πιθανότατα 
φτάσει σε πλήρη ισορροπία και έτσι η καταστατική εξίσωση Chandrasekhar µε τις διορθώσεις 
Coulomb µπορεί να ισχύσει. Στους αστέρες νετρονίων, η ύλη στο δεδοµένο εύρος πυκνοτήτων 
είναι σε πλήρη ισορροπία και µια καταστατική εξίσωση που αφορά καταστάσεις ισορροπίας, 
µπορεί να εφαρµοστεί. Συµπεραίνουµε ότι η καταστατική εξίσωση µπορεί να εφαρµοστεί µε 
µεγάλη επιτυχία µέχρι του σηµείου του neutron drip. 
 Η προσέγγιση για µηδενική θερµοκρασία  (Τ=0) για τον υπολογισµό των ιδιοτήτων της 
ύλης υψηλής πυκνότητας  είναι αρκετή για να καθορίσουµε τη δοµή των λευκών νάνων. Παρ’ 
όλα αυτά για σενάρια που αφορούν την ψύξη αστρικών σωµάτων, τα φαινόµενα πεπερασµένων 
θερµοκρασιών πρέπει να συµπεριληφθούν. Εποµένως η ελεύθερη ενέργεια επιλέγεται ώστε να 
περιέχει διάφορες επιπλέον συνεισφορές όπως είναι οι θερµοκρασιακές διορθώσεις για το 
ιδανικό αέριο Fermi των ηλεκτρονίων ή την ενέργεια των φωνωνίων σε ένα πλέγµα ιόντων.  
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 Εικ.2.1   Οι γραφικές ̟αραστάσεις για τέσσερις διαφορετικές 
καταστατικές εξισώσεις: FMT (Friedman and Panharipande). n-p-
e για αέριο ελεύθερων φερµιονίων, HW για την  Harisson-
Wheeler  και η BPS  των Bayme-Pethick-Sutherland. Στο σχήµα 
διακρίνονται τα σηµεία της γραµµής κόρου νετρονίου-
̟ρωτονίου, και το αντίστοιχο ̟λατό ̟ου εµφανίζει η ̟ίεση στο 
σηµείο εκείνο, ̟άνω α̟ό το ο̟οίο αρχίζουν ̟λέον και τα 
νετρόνια να συνεισφέρουν στην ολική ̟ίεση του αστέρα 
νετρονίου. (Βλ. Αναφορά 1) 
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 Εικ 2.2. ∆ίνονται µόνο οι καταστατικές H-W και B.P.S , και µάλιστα σε εκείνο το εύρος ̟υκνοτήτων 

(ρ>
113 10× g/

3cm ) ό̟ου διαφορο̟οιούνται ως ̟ρος τα α̟οτελέσµατά τους. (Βλ. Αναφορά 1) 

 
 
2.5  Ο Νόµος των Ιδανικών Αερίων. 
 
  Οι συνθήκες στον φάκελο του αστέρα, απαιτούν τον υπολογισµό της 
καταστατικής εξίσωσης Ε.Ο.S σε υψηλές θερµοκρασίες και χαµηλές πυκνότητες και µια πρώτη 

προσέγγιση δίνεται από τον νόµο των ιδανικών αερίων. Το µέσο µοριακό βάρος µ m  µπορεί να 

εκφραστεί µέσω του αριθµού SΝ  των διάφορων ατοµικών και µοριακών ειδών, αθροισµένων 

για όλες τις καταστάσεις ιονισµού:                         

 
1 s ss

m
u e ss

m N

m N N
µ =

+
∑
∑

 (0.53) 

 

όπου sm  είναι η µάζα του σωµατιδίου και το eN  είναι ο αριθµός των ελεύθερων ηλεκτρονίων  

σε έναν όγκο V. Λόγω της ολικής ηλεκτρικής ουδετερότητας του πλάσµατος, το eN  δίνεται 

από τους αριθµούς isN ,  των ιόντων των ειδών s µε καταστάσεις ιονισµού Ι και φορτίου isZ , : 

                   

 , ,S s i s i
s i

N Z N=∑∑  (0.54) 
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 Εποµένως το µέσο µοριακό βάρος και η αντίστοιχη καταστατική εξαρτώνται από την 
κατάσταση ιονισµού της ύλης η οποία εκφράζεται από ένα σύνολο εξισώσεων Saha: 
                        

 
3 / 2

, 1 , 1
,2

, ,

2 2
exp( / )s i e s i e

s i
s i s i

N N U m kT
kT

N V U h

π χ+ +  = − 
 

 (0.55) 

 

όπου em  είναι η µάζα του ηλεκτρονίου, is,χ  είναι η κατάσταση ιονισµού και η isU ,  δηλώνει την 

εσωτερική συνάρτηση επιµερισµού για κατάσταση ιονισµού ι: 
      

 , , ,exp( / )j
s i s i s i

j

U g E kT= −∑  (0.56) 

Το άθροισµα επεκτείνεται σε όλες τις εσωτερικές κβαντικές καταστάσεις των ιόντων µε ενέργεια 
j
isE ,  και στατιστικό βάρος 

j
isg , . Για ένα αέριο µη αλληλεπιδρόντων σωµατιδίων το άθροισµα 

αποκλίνει µιας και η j
isE ,  πλησιάζει την πεπερασµένη ενέργεια ιονισµού για µεγάλα j και τα 

j
isg ,  

αυξάνονται µε το j.  
Το πρόβληµα αυτό µπορεί να αποφευχθεί µε τον τερµατισµό της σειράς σε κάποιο j 

αρκετά µεγάλο αφού συνήθως οι υψηλά διεγερµένες καταστάσεις είναι ευαίσθητες σε διαταραχές 
από σωµατίδια πλάσµατος του περιβάλλοντος και µπορούν εύκολα να υποπολλαπλασιαστούν. 
Αυτό το φαινόµενο οδηγεί σε µεγάλες πυκνότητες σε ένα πλήρως εκφυλισµένο αέριο, το οποίο 
κινείται σε ένα πλέγµα ιόντων, το οποίο συζητήθηκε και προηγουµένως.  Προκειµένου να 
κρατήσουµε το άθροισµα πεπερασµένο, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ατοµικά µοντέλα µε 
τροποποιηµένο το δυναµικό Coulomb ώστε να περιλάβει αλληλεπιδράσεις µε άλλα σωµατίδια. 
Η απλούστερη µέθοδος αποτελείται από ένα άπειρο φράγµα δυναµικού σε κάποια 
χαρακτηριστική ακτίνα που είναι η ενδοατοµική απόσταση, ώστε να προσοµοιώσουµε τον 
έντονα απωστικό πυρήνα σε συγκρούσεις µεταξύ των σωµατιδίων. Το πεπερασµένο ατοµικό 
µοντέλο είναι µια λογική προσέγγιση για ουδέτερα σωµατίδια. Οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ 
φορτισµένων σωµατιδίων µελετήθηκαν από τον Roger µε τη χρήση του τροποποιηµένου 
(screened) δυναµικού Coulomb:  
     

 /
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,

4
Dr

D

s i s is i

kTV
e

r e N Z
λ λ

π
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∑
 (0.57) 

 
για την επίλυση της εξίσωσης Schrodinger για υδρογονοειδή άτοµα. Με αυτό το µοντέλο το 
άθροισµα στη συνάρτηση επιµερισµού τερµατίζεται σε ένα µέγιστο κβαντικό αριθµό, µικρότερο 
από: 
     

 
1/ 2

,1,2701 0,1045s i D

o

Z

a

λ 
− 

 
 (0.58) 

 

όπου ( )222
0 4/ ema eπh=  είναι η ακτίνα Bohr. Τόσο το πεπερασµένο-confined µοντέλο του 

ατόµου όσο και το µοντέλο για το τροποποιηµένο δυναµικό Coulomb µπορούν να δώσουν 
ασυνέχειες στην συνάρτηση επιµερισµού µιας και οι δέσµιες καταστάσεις συµπεριλαµβάνονται ή 
όχι στο άθροισµα ανάλογα µε την πυκνότητα και τη θερµοκρασία.  
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 Μια ενδιαφέρουσα προσέγγιση έγινε από τους Hummer και Mihalas σύµφωνα µε την 
οποία ένα άτοµο µε δέσµιες καταστάσεις είναι εκτεθειµένο σε ένα ηλεκτρικό πεδίο που 
δηµιουργείται από τα γειτονικά φορτισµένα σωµατίδια. Αυτό θα οδηγήσει τελικά σε έναν 
ιονισµό των ατόµων σε υψηλά διεγερµένες καταστάσεις και οι λεπτοµέρειες εξαρτώνται από την 
επιλογή της συνάρτησης κατανοµής για το µεταβαλλόµενο τοπικό πεδίο  
 Για ακόµη µεγαλύτερες πυκνότητες πρέπει να χρησιµοποιηθεί µια προσέγγιση πολλών 
σωµατιδίων  η οποία όχι απλώς να θεωρεί  το πλάσµα σαν ένα µείγµα από ουδέτερα και 
ιονισµένα άτοµα και ηλεκτρόνια, αλλά λαµβάνει υπ’ όψιν της του συλλεκτικούς βαθµούς 
ελευθερίας όπως η προάσπιση, η κατάληψη του χώρου φάσεων κ.τ.λ. και εποµένως είναι 
απαραίτητος ο προσδιορισµός του δυναµικού αλληλεπίδρασης νουκλεονίου-νουκλεονίου. Μια 
συστηµατική αντιµετώπιση στο ζεστό, πυκνό πλάσµα έγινε µε τις συναρτήσεις Green οι οποίες 
µας δίνουν µια συνεπή περιγραφή της σύστασης, του βαθµού ιονισµού, της πίεσης ιονισµού και 
άλλων ιδιοτήτων του πλάσµατος. Επιπλέον, αστάθειες στη φάση, συνδεδεµένες µε αλλαγή του 
βαθµού ιονισµού έχουν διερευνηθεί. Σε πολύ πυκνό πλάσµα, η σωµατιδιακή εικόνα 
αντικαθίσταται από µεθόδους φασµατικών συναρτήσεων για να υπολογίσουµε τη 
θερµοδυναµική τους και τις οπτικές ιδιότητές τους. 
 
2.6      Η Καταστατική Εξίσωση των Baym-Bethe-Pethick 
 
 Αυτή η καταστατική προτάθηκε αργότερα το 1971, και αποτελεί µια βελτίωση αυτών 
που στηρίχτηκαν σε έναν ηµιεµπειρικό τύπο για τη µάζα. Καταρχάς, µιας και οι πυρήνες που 
υπάρχουν είναι πολύ πλούσιοι σε νετρόνια, η ύλη εντός των πυρήνων είναι όµοια µε το αέριο 
ελεύθερων νετρονίων εκτός του πυρήνα. Σε αρχικούς υπολογισµούς όπου χρησιµοποιήθηκε 
ένας ηµιεµπειρικός τύπος της µάζας, η ενέργεια των εσωτερικών νουκλεονίων υπολογίστηκε από 
τύπους που ταιριάζουν στην πυρηνική ύλη, δηλαδή σε συνηθισµένους πυρήνες οι οποίοι έχουν 
λόγο Ζ/Α=0,5 ενώ η ενέργεια του αερίου νετρονίων βρέθηκε από υπολογισµούς της 
αλληλεπίδρασης νουκλεονίου-νουκλεονίου. ∆εύτερον πρέπει κάποιος να λάβει υπ’ όψιν του το 
γεγονός ότι η ενέργεια επιφάνειας επηρεάζεται από την εξωτερική πίεση λόγω του αερίου 
νετρονίων. Τρίτον το αποτέλεσµα της ύπαρξης ενός πλέγµατος Coulomb, το οποίο 
σχηµατίζεται στο πυρηνικό µέσο, ενσωµατώνεται πιο προσεκτικά σε αυτή την καταστατική.  
 Το µοντέλο πυρήνα που χρησιµοποίησαν προκειµένου να υπολογίσουν τις καταστατικές 
τους εξισώσεις, ήταν αυτό ενός ασυµπίεστου υγρού. Έγραψαν την συνολική ενέργεια ως: 
    

 ( , , , , ) ( ) ( )(1 ) ( )n N N N N L n n N N e en n V n W W n V n nε ε ε ε= Α Ζ = + + − +  (0.59) 
 

Εδώ το Nn  είναι η αριθµητική πυκνότητα των πυρήνων, nn  είναι η αριθµητική πυκνότητα των 

νετρονίων εκτός του πυρήνα (αέριο νετρονίων) και η νέα ιδιότητα είναι η εξάρτηση από το NV , 

τον όγκο ενός νουκλεονίου. Η ποσότητα NV  µειώνεται σε αντιστοιχία µε την εξωτερική πίεση 

του αέριου νετρονίων και έτσι πρέπει να την αντιµετωπίσουµε σαν µεταβλητή. Η ποσότητα NW  

είναι η ενέργεια ενός πυρήνα, περιλαµβανοµένης της µάζας ηρεµίας του πυρήνα και εξαρτάται 

από τα A, Z, nn  και NV . Η ενέργεια του πλέγµατος δηλώνεται ως LW , ενώ en εε ,  είναι οι 

ενεργειακές πυκνότητες του αερίου νετρονίων και του αερίου ηλεκτρονίων αντίστοιχα. 

Σηµειώστε ότι NN nV  είναι ο όγκος  που καταλαµβάνεται από του πυρήνες και 1- NN nV  είναι ο 

όγκος που καταλαµβάνεται από το αέριο νετρονίων. Χρησιµοποιώντας αυτές τις ποσότητες 
έχουµε:      

 e Nn Zn=  (0.60) 
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ενώ η πυκνότητα των βαρυονίων είναι:     
 
 (1 )N N N nn An V n n= + −  (0.61) 
 

Προσέξτε ότι το nn καθορίζεται µέσω του αριθµού: nN  των ελεύθερων νετρονίων σε έναν όγκο 

nV  έξω από τον πυρήνα:                         

 
(1 )

n n
n

n N N

N N
n

V V V n
= =

−
 (0.62) 

 

όπου V είναι ο όγκος που περιέχει nN  νετρόνια και VnN . 

Η ισορροπία καθορίζεται ελαχιστοποιώντας το ε σε σταθερό n. Μιας και το ε εξαρτάται από 
πέντε µεταβλητές, αυτό µας οδηγεί σε τέσσερις ανεξάρτητες συνθήκες: 
 
1) Η πρώτη συνθήκη έρχεται αν θεωρήσουµε µια µονάδα όγκου µε σταθερό αριθµό 

πρωτονίων ZnN , ένα σταθερό αριθµό )( ZAnN −  νετρονίων σε έναν πυρήνα, ένα σταθερό 

κλάσµα NNVn  του όγκου που καταλαµβάνεται από τους πυρήνες και ένα σταθερό αριθµό 

(1 )n N Nn V n−  νετρονίων έξω από τους πυρήνες. Ποιο είναι το καταλληλότερο Α για έναν 

πυρήνα; Αυτό καθορίζεται από την ελαχιστοποίηση του ε ως προς το Α, σε σταθερά, 

NNNN VnnZn ,, Α  και Nn . Αυτό δείχνει ότι το nε  είναι σταθερό και το en  είναι σταθερό και το 

ίδιο είναι και το eε . Ορίζουµε:          

 
Z

x
A

≡  (0.63) 

 

Τότε αφού το AconsantnN /= , η εξίσωση (2.61) δίνει: 

      

 
, , ,

0
N N n

N L

x n A n V n

W W
s

A A

+∂   = ∂  
 (0.64) 

 
 Η φυσική σηµασία αυτής της σχέσης είναι ότι η ενέργεια ανά νουκλεόνιο µέσα σε έναν πυρήνα 
πρέπει να είναι ελάχιστη.      
 
2η) Η δεύτερη συνθήκη είναι ότι ο πυρήνας πρέπει να είναι σταθερός στη β-διάσπαση δηλαδή 

σε αλλαγές στο Ζ. Εποµένως το ε είναι ελάχιστο ως προς το Ζ µε σταθερά τα A, NN Vn ,  και 

n n . 

Το χηµικό δυναµικό του ηλεκτρονίου είναι: 
      

 , , ,( )
N N Ne N L A n V nW W

Z
µ ∂= − +

∂
 (0.65) 

 
Το χηµικό δυναµικό των νετρονίων είναι:      

 , , ,( )
N N n

N
n N L A n V nW W

A
µ ∂= +

∂
 (0.66) 
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Οµοίως το χηµικό δυναµικό του πρωτονίου αναφέρεται σε ένα σταθερό αριθµό νετρονίων (Α-
Ζ):  

 , , ,( ) ( ) ( )
N N n

N
p N L A Z n V n N L N LW W W W W W

Z Z A
µ =

∂ ∂ ∂= + = + + +
∂ ∂ ∂

 (0.67) 

 
και έτσι η συνθήκη β-σταθερότητας γίνεται:     

 N N
e n pµ µ µ= −  (0.68) 

 
3o) Η τρίτη συνθήκη είναι ότι το αέριο των ελεύθερων νετρονίων είναι σε ισορροπία µε τα 
νετρόνια του πυρήνα. Αυτό συµπεριλαµβάνει την ελαχιστοποίηση του ε ως προς το Α µε 

σταθερά τα Z, Nn , NV  και n. ∆ιαφορίζοντας την (2.62) ως προς το Α κάτω από αυτές τις 

συνθήκες, µας δίνει:     

 
1

n N

N N

n n

A V n

∂
= −

∂ −
 (0.69) 

 

Αν διαφορίσουµε το LN WW + στην εξίσωση (2.64) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε: 

 

 
, , ,

(1 ) 0
1

N N

N N N n
N n N N N

N N n nZ A n V

n W d
n n V n

V n n dn

εµ
 ∂
 − + − =

− ∂  
 (0.70) 

ή την:         

 N G
n nµ µ=  (0.71) 

 
όπου τα χηµικά δυναµικά των ελεύθερων νετρονίων καθορίζονται από τα: 
     

 
, , ,1

N N

G N N n
n

N N n nZ A n V

n W d

V n n dn

εµ ∂
≡ +

= ∂
 (0.72) 

 
όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί σε µία αλλαγή στην πυρηνική ενέργεια της επιφάνειας όταν ένα 
νετρόνιο προστεθεί στο αέριο. Στην πραγµατικότητα η ενέργεια των πυρήνων ανά µονάδα 
όγκου που καταλαµβάνεται από το εξωτερικό αέριο νετρονίων είναι: 
      

 
( )

1
N N N

N
n N N

n V W n
W

V V n
=

−
 (0.73) 

 
4η) Η τέταρτη συνθήκη ισορροπίας είναι ότι πρέπει να υπάρχει ισορροπία πιέσεων µεταξύ του 
αερίου νετρονίων και των πυρήνων:                           

 G NP P=  (0.74) 
 

Αυτό προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του ε ως προς το NV  σε συγκεκριµένα NnAZ ,,  και 

)1(/ NNnn nVnVN −= . Μιας και )1tan/( NNn nVconsn −=  έχουµε:            
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1

n n N

N N N

n n n

V V n

∂
=

∂ −
 (0.75) 

 
Επιπλέον:         
 

 
, , , (1 ) , , , , ,N n N N N n N N

n

N N N nZ a n n V n Z A n n Z A n V

n

V V V n
−

∂∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂ ∂

 (0.76) 

 
Εποµένως αν διαφορίσουµε την εξίσωση :  
 

 nNNnNN nnVnnV /)1( −= : 

 
,

, , ,

, ,

0 ( ) (1 )
N n

N N

n N n N n
N N L Z A n n N n N N

N N n N n n Z A n V

n W n W
n W W n n V n

V V n V n n

ε ∂ ∂ ∂ ∂∂= + + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (0.77) 
 
Η πίεση των πυρήνων µπορεί να βρεθεί από τη σχέση:     
  

 ( )
, , ,( )

N n

N
N L Z A n n

N

P W W
V

∂= − +
∂

 (0.78) 

 
και εποµένως αν χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις για τα χηµικά δυναµικά των ελεύθερων 
ηλεκτρονίων και την εξίσωση 2.78 βρίσκουµε τη συνθήκη ισορροπίας που θέσαµε στην αρχή 
της υποενότητας  θέτοντας:                       

 G G
n n nP n µ ε= −  (0.79) 

 
και βρίσκει κανείς την ολική πίεση να είναι ίση µε το άθροισµα των παραπάνω ποσοτήτων. Αυτό 
σηµαίνει ότι η ολική πίεση είναι ίση µε: 
     

 G G
n n nP n µ ε= −  (0.80) 

 2 ( )G
e LP n P P P

n n

ε∂  ≡ = + + ∂  
 (0.81) 

 
 Για να υπολογίσουµε την καταστατική, πρέπει να προσδιορίσουµε της συναρτησιακές 

µορφές των enLN WW εε ,,, . Η B.B.P χρησιµοποιεί ένα µοντέλο µιας συµπιεστής υγρής 

σταγόνας και έχουµε:    
 

 2 2(1 ) ( , )N n p C SW A x m c xm c W k x W W = − + + + +   (0.82) 

 
 

Εδώ το CW  είναι η ενέργεια Coulomb, SW  είναι η ενέργεια επιφανείας και ),( xkW  η ενέργεια 

ανά νουκλεόνιο της απλής πυρηνικής ύλης της αριθµητικής πυκνότητας νουκλεονίων: 
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3

2

2

3

k
n

π
≡  (0.83) 

 
H µακροσκοπική πυρηνική ενέργεια W(k,x) περιλαµβάνει τα φαινόµενα των αλληλεπιδράσεων 
νουκλεονίου-νουκλεονίου αλλά όχι και τις αλληλεπιδράσεις επιφάνειας και Coulomb. Η 
ποσότητα W(k,x) βρίσκεται από την αναγωγή των αποτελεσµάτων υπολογισµών πολλών 
σωµάτων που γίνονται σε διάφορα όρια των k,x. Οι παράµετροι στην ποσότητα W(k,x) 
καθορίζονται από µια προσαρµογή των πυρηνικών δεδοµένων ανάλογα σε έναν ηµιεµπειρικό 
τύπο της µάζας. Σε αντίθεση µε ένα τέτοιο τύπο, η W(k,x) εξαρτάται από τη πυκνότητα µέσω 
του k. Ένας ηµιεµπειρικός τύπος προϋποθέτει ότι η πυκνότητα είναι αυτή ενός κανονικού 

εργαστηριακού πυρήνα.  Η ενέργεια επιφανείας SW  που χρησιµοποιείται από την BBP είναι 

έτσι κατασκευασµένη ώστε να µηδενίζεται αυτόµατα όταν η πυκνότητα του αερίου νετρονίων 
εξισώνεται µε αυτή του πυρήνα.  

 Κάτι πολύ σηµαντικό να προσεχτεί είναι ότι ο αδιαβατικός δείκτης Γ 






 =Γ
ρln

ln

d

Pd
 

έχει την τιµή Γ=4/3 καθώς τείνουµε στο όριο αποβολής νετρονίων και έπειτα πέφτει απότοµα 

µέχρι να πάρει και πάλι την ίδια τιµή για πυκνότητες της τάξης του: 312 /107 =×≥ cmgρ . Το 

αποτέλεσµα από την παραπάνω συµπεριφορά είναι ότι κανένα σταθερό άστρο δεν µπορεί να 
έχει κεντρική πυκνότητα στα όρια που εξερευνήσαµε σε αυτή την ενότητα.  
 Σύµφωνα µε τους Baym, Bethe, Pethick οι πυρήνες υπάρχουν για πυκνότητες µέχρι: 

314 /104,2 cmg×=ρ . Σε αυτό το σηµείο οι πυρήνες ουσιαστικά έρχονται σε επαφή και σε 

υψηλότερες πυκνότητες το πλέγµα εξαφανίζεται και έχουµε πλέον ένα υγρό πυρήνων. Σε ακόµη 

υψηλότερες πυκνότητες της τάξης του 314 /104,2 −× cmg  το χηµικό δυναµικό των ηλεκτρονίων 

ικανοποιεί την συνθήκη MeVe 104≥µ  και είναι ίσο µε την µάζα ηρεµίας των µυονίων. Με 

άλλα λόγια σε αυτές τις υψηλές πυκνότητες πρέπει να εγκαταλείψουµε την κλασσική προσέγγιση 
της θεωρίας της πυρηνικής ύλης καθώς τα χηµικά δυναµικά παίρνουν τέτοιες τιµές που 
επιτρέπουν σε άλλα σωµατίδια να πολλαπλασιαστούν. Μια πιο εκτενής συζήτηση αυτής της 
εξέλιξης γίνεται στο επόµενο κεφάλαιο.  
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 Εικ. 2.3  Η µεταβολή του αδιαβατικού δείκτη 

( ln ) /( ln )d P d ρΓ = , συναρτήση της ̟υκνότητας. 

Παρατηρήστε την α̟ότοµή ̟τώση του στην ̟ερί̟τωση της ΒΒP 
και το γεγονός ότι ξανα̟αίρνει την τιµή 4/3 για ̟υκνότητες 

12 37 10 /g cmρ > × . Οι αστέρες νετρονίων δεν µ̟ορούν να 

έχουν τιµές κεντρικών ̟υκνοτήτων ̟ου αντιστοιχούν στο 
διάστηµα ό̟ου το Γ έχει τιµή µικρότερη του 4/3. (Βλ. Αναφορά 
1). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 3 3 3ο. . . .     
 
ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
 
  Στο πρότυπο για τη δοµή των νουκλεόνιων υποθέτουµε ότι περιέχουν τρία βασικά 
φερµιόνια τα οποία ονοµάζουµε κουάρκ (quark). Όπως είναι γνωστό τα quark χαρακτηρίζονται 
από τρεις γεύσεις (flavours) και τρία χρώµατα (colors) που αντιστοιχούν σε βαθµούς ελευθερίας 
της ύλης και αντιστοιχούν σε συγκεκριµένους κβαντικούς αριθµούς. Στην πυρηνική φυσική και 
στη µελέτη των νουκλεονίων χρησιµοποιούµε τα δύο ελαφρύτερα quark τα οποία είναι το up(u) 
και το down(d). Το πρωτόνιο υποτίθεται ότι περιέχει δύο up quark και ένα down (d) ενώ το 
νετρόνιο έχει δύο down και ένα up.  Αυτά τα quark συγκρατώνται από το θεµελιώδες ισχυρό 
πεδίο που παράγεται από την ανταλλαγή γκλουoνίων. Το γεγονός ότι η ισχυρή αλληλεπίδραση 
των νετρονίων είναι ίση µε αυτή των πρωτονίων εξηγείται από το γεγονός της ανεξαρτησίας ως 
προς το φορτίο που έχει αυτή η αντίδραση. 
 Σε ότι αφορά τις µάζες τους , αν και δεν είναι ακόµη δυνατό να µετρηθούν ακριβώς 
αφού δεν µπορούµε να βρούµε ελεύθερα quark, πιστεύουµε ότι η µεγαλύτερη συνεισφορά στις 
µάζες τους είναι από τα πεδία των γκλουονίων που τα κρατούν συγκεντρωµένα και µόνο ένα 

ποσό της τάξης του 2/ cMev προέρχεται από τις µάζες ηρεµίας των u και d quark µε το d να 
είναι βαρύτερο του u.  Η διαφορά µάζας νετρονίου πρωτονίου είναι µια απόδειξη της διαφοράς 
µάζας του up και down quark1. 
 Επίσης τα ηλεκτρικά φορτία των quarks καθορίζονται από µετρήσεις που γίνονται στις 
ηλεκτροµαγνητικές µεταπτώσεις των ηλεκτρονίων µεταξύ της βασικής τους κατάστασης και των 
ιονισµένων καταστάσεων. Το u έχει ένα φορτίο ίσο µε (2/3)e και το d έχει ένα φορτίο ίσο µε (-
1/3)e. 
 Οι διαφορές µεταξύ νετρονίων, πρωτονίων εκτός από αυτές του ηλεκτρικού και του 
ασθενούς φορτίου οφείλονται στη διαφορά µάζας µεταξύ του u και του d. Αυτή η διαφορά έχει 
µια συνέπεια στις ισχυρές αλληλεπιδράσεις και εποµένως η ισχυρή αλληλεπίδραση µπορεί να 
θεωρηθεί ανεξάρτητη του τύπου του νουκλεονίου. Αυτή η ανεξαρτησία εκφράζεται µαθηµατικά 
από την συµµετρία του isospin.  

Τα νουκλεόνια είναι σωµατίδια µε πολύ πολύπλοκη δοµή και εποµένως περιµένουµε να 
υπάρχει µια αλληλεπίδραση µεταξύ τους και πράγµατι µετά από 50 χρόνια έχουµε πλέον ένα 
πολύ καλό µοντέλο των µεταξύ τους αλληλεπιδράσεων. Υπάρχουν φυσικά ακόµη αρκετά 
διαφορετικά µοντέλα και το µοντέλο που υιοθετεί κανείς καθορίζει και την καταστατική εξίσωση 
του αστέρα και µπορεί να οδηγήσει σε τελείως διαφορετικά συµπεράσµατα για τη µάζα και την 
ακτίνα του. Έτσι θα αφιερώσουµε την επόµενη ενότητά µας στο να συζητήσουµε κάποιες 
βασικές ιδιότητες αυτών των αλληλεπιδράσεων.  
 Εµπειρικά είµαστε έτοιµα να κατασκευάσουµε ένα κατάλληλο δυναµικό, το οποίο θα 
ενσωµατώνει τις θεωρητικές µας γνώσεις και οι παραµέτροί του θα προσαρµόζονται από εµάς, 
ειδικά σε ότι αφορά τους όρους µικρού εύρους µε ζητούµενο πάντα την αναπαραγωγή των 
δεδοµένων µας είτε από πειράµατα σκέδασης, είτε σε ότι αφορά κάποιες µακροσκοπικές 
ιδιότητες της ύλης. 
 
 
 
 

                                                 
1 Στο υπόλοιπο του κειµένου διατηρούνται οι αγγλικές ονοµασίες των quark, µιας και είναι αυτές που 
έχουν καθιερωθεί ακόµη και στην ελληνική βιβλιογραφία µε σπανιότατες τις αναφορές των quark  µε τις 
ελληνικές τους ονοµασίες (πάνω-κάτω-παράξενο-γοητευτικό-κορυφή-πάτος). 



Χαρίτος Παναγιώτης 

 32

3.1. Το δυναµικό YUKAWA. 
 
 To 1935 o Yukawa έκανε την υπόθεση ότι όπως και οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις 
προκύπτουν από την ανταλλαγή ενός δυνητικού φωτονίου, η πυρηνική δύναµη µπορεί να 
προκύψει από την ανταλλαγή δυνητικών σωµατιδίων, των λεγόµενων µεσονίων. Προκειµένου να 
ερµηνεύει το πεπερασµένο εύρος των πυρηνικών δυνάµεων, το µεσόνιο θα έπρεπε να είχε µια 
µη µηδενική µάζα σε αντίθεση µε την µεγάλου εύρους ηλεκτροµαγνητική δύναµη που 
κυριαρχείται από τα άµαζα φωτόνια.  
 Το βαθµωτό πεδίο περιγράφει, quanta µε spin 0, ενώ η διανυσµατική θεωρία 
περιγράφει quanta µε spin 1. Στο όριο των αργά κινούµενων σωµατιδίων φορτίου g, η  
αλληλέπιδραση γίνεται µέσω βαθµωτών η διανυσµατικών πεδίων και το δυναµικό της 
αλληλεπίδρασης είναι:                 

 2
12

re
V g

r

µ−

= ±   

 
όπου µ είναι το αντίστροφο µήκος κύµατος Compton του πεδίου των κβάντα. Εδώ το θετικό 
πρόσηµο αφορά το διανυσµατικό πεδίο ενώ το αρνητικό το βαθµωτό πεδίο.  
 

                
  Εικ 3.1. Αλληλε̟ίδραση νουκλεονίου-νουκλεονίου, στην 

ανα̟αράσταση µε ανταλλαγή µεσονίων και στην ανα̟αράσταση 
των quark. Η ανταλλαγή ενός ζεύγους quark-antiquark, 
αντικαθίσταται στην δεξιά εικόνα µε την ανταλλαγή διάφορων 
µεσονίων.( Βλ Αναφορά 3) 

 

Αυτή η µορφή του δυναµικού λέγεται δυναµικό Yukawa 
r

e
g

rµ

φ
−

±=  και µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να µας δώσει την καταστατική εξίσωση της πυρηνικής ύλης σε διάφορες 
προσεγγίσεις.. Αν το κβάντο του πεδίου έχει µια πεπερασµένη µάζα τότε το µέγεθος του 

δυναµικού µειώνεται κατά 1/e σε απόσταση 0 /r mc= h . Η ποσότητα 0r µπορεί να θεωρηθεί 

σαν ένα µέτρο του εύρους της αλληλεπίδρασης που προκαλείται από ένα µποζόνιο µάζας m. 

Για πιόνια ( 2140 /m MeV c� ) η αντίστοιχη τιµή του r είναι 1,4fm.  Η ανταλλαγή ενός πιονίου 
µπορεί να περιγράψει ικανοποιητικά την µεγάλου εύρους αλληλεπίδραση.  Παρακάτω θα 
δώσουµε ένα απλό παράδειγµα της καταστατικής που µπορεί να προκύψει θεωρώντας ως 
δυναµικό αλληλεπίδρασης µόνο το δυναµικό Yukawa.  
Η ενέργεια αλληλεπίδρασης εντός ενός όγκου V είναι: 

 2 21 1

2 2

ijr

V ij i j
i j ij
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Υπολογίζουµε την ενέργεια από την προηγούµενη εξίσωση  διαλέγοντας πρώτα το σωµατίδιο 

στη θέση ijr  και στη συνέχεια ολοκληρώνοντας σε σφαιρικά κελιά ακτίνας ijrr = . Μιας και η 

R>>1/µ θα έχουµε ένα πολύ µικρό σφάλµα αν αγνοήσουµε τα φαινόµενα επιφανείας και 
πάρουµε το ολοκλήρωµα να εκτείνεται µέχρι το άπειρο: 
      

 2
2

0

4
4

re
r dr

r

µ ππ
µ

∞ −

=∫   

και εποµένως ολοκληρώνοντας ως προς όλα τα jr  έχουµε:     

 2 2
2

1 4

2VE n g V
π

µ
= ±   

Εποµένως η ολική ενεργειακή πυκνότητα είναι: 

 
2 2

2

2
kin

n gπε ε
µ

= ±   

Η πυκνότητα της κινητικής ενέργειας µπορεί να προσεγγιστεί από τις σχέσεις του ιδανικού 
αερίου Fermi στο µη σχετικιστικό όριο και τα εξαιρετικά σχετικιστικά όριο εκφυλισµού. 
 H καταστατική εξίσωση υπολογίζεται από την σχέση που αναφέραµε και στο 
προηγούµενο κεφάλαιο:   
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2
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2
kin
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P n P

dn n

ε π
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 = = ± 
 

  

όπου η  kinP  έχει τη γνωστή πολυτροπική µορφή που θα συζητήσουµε στο 4ο κεφάλαιο 

αναλυτικότερα.: 

 knP KnΓ=  
  
µε Γ=5/3 στη µη σχετικιστική περίπτωση και Γ=4/3 στην σχετικιστική.  
 Εποµένως βλέπουµε ότι για χαµηλές πυκνότητες όπου η πυρηνική δύναµη s αναµένεται 
να είναι ελκτική, η πίεση οµαλοποιείται από την εισαγωγή της αλληλεπίδρασης. Για πολύ υψηλές 
πυκνότητες, παρ΄ όλα αυτά η καταστατική εξίσωση ΄΄σκληραίνει΄΄ (στην ίδια πίεση αντιστοιχούν 
µεγαλύτερες µάζες2)  λόγω της κυριαρχίας του απωστικού δυναµικού Yukawa. Καθώς το 

∞→≡ 2/ cερ  η καταστατική ικανοποιεί: 

                                                                 2P cρ→  

 

3.2 Μεσόνια και η Ν-Ν αλληλε̟ίδραση. 
 
            Τα µεσόνια είναι σωµατίδια τα οποία θεωρούµε ότι αποτελούνται από δύο quark.
 Το ισχυρό πεδίο των γκλουονίων µπορεί να συνδυάσει ένα quark µε ένα anti-quark και 
να παράγει ένα µεσόνιο. Όπως και µε τα συνηθισµένα νουκλεόνια, αυτά τα ζεύγη έχουν ένα 
σύνολο διεγερµένων καταστάσεων. 
 Στην πυρηνική φυσική τα π-µεσόνια παίζουν έναν πάρα πολύ σηµαντικό ρόλο. Τα 

ηλεκτρικά φορτισµένα −+ ππ ,  είναι ζεύγη  )( du  και )( ud , το ουδέτερο 0π  είναι η υπέρθεση 

των 2/)( dduu − . Οι µάζες τους είναι 2/57.139 cMeVm =+π  και 2/98.1340 cMeVm =π .  

                                                 
2 Στα αγγλικά η ιδιότητα αυτή αναφέρεται σαν stiffness της καταστατικής εξίσωσης  και λέµε ότι η 
καταστατική εξίσωση είναι αρκετά stiff. Στην αντίθετη περίπτωση, η καταστατική καλείται soft. 
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 Τα ζεύγη quark-antiquark σε αυτά τα µεσόνια έχουν στροφορµή ίση µε µηδέν και τα 
spin τους σχετίζονται έτσι ώστε η ολική στροφορµή να είναι ίση µε µηδέν.  
 Οι πρώτες διεγερµένες καταστάσεις έχουν και πάλι στροφορµή ίση µε µηδέν, αλλά τα 
spin τους συνδέονται µε τέτοιο τρόπο που µας  δίνουν ολικό spin µε κβαντικό αριθµό S=1. 

Αυτές οι καταστάσεις έχουν µάζες 750 2/ cMeV  και είναι τα ρ µεσόνια. 
 Για άγνωστους λόγους η δύναµη µεταξύ των νουκλεονίων σε αποστάσεις µεγαλύτερες 
από ένα Fermi δεν οφείλονται στην ανταλλαγή γκλουoνίων αλλά στην ανταλλαγή των µεσονίων. 
Ακόµη και αν τα µεσόνια είναι σύνθετα σωµατίδια, η κίνησή τους περιγράφεται από µια 
κυµατοσυνάρτηση Φ(r,t) και ικανοποιεί την παρακάτω εξίσωση που είναι η εξίσωση Klein-
Gordon:     

       
22

2
2 2

1
( , ) 0

mc
t

c t

 ∂  ∇ − − Φ =  ∂    
r

h
(3.1) 

  
όπου m είναι η µάζα του σωµατιδίου.  
 Μια λύση αυτής της εξίσωσης περιγράφεται από το πεδίο του π-µεσονίου, που συνδέεται 

µε ένα νουκλεόνιο spin )2/(1 h
vσ  στην θέση r1 :             
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 (3.2) 

 

όπου πg  είναι µια µέτρηση της ισχύος της µεσονικής πηγής νουκλεονίων. Ο τελεστής 1∇  δρα 

µόνο στο 1r .Τα π µεσόνια είναι τα ελαφρύτερα µεσόνια και εποµένως έχουν τη µεγαλύτερη 

συνεισφορά στην αλληλεπίδραση σε µεγάλες αποστάσεις. 
              ∆ιαφορίζοντας βλέπουµε ότι η (3.2) περιέχει ένα δυναµικό τανυστικής µορφής 

ΤΩ)(rTV . η ανταλλαγή των π µεσονίων αποτελεί την κύρια συνεισφορά στο δυναµικό για 

αποστάσεις µεγαλύτερες από fm4,112 ≥− rr . Σε µικρότερες αποστάσεις έχουµε συνεισφορές 

από την ανταλλαγή άλλων µεσονίων όπως του ρ µεσονίου. Παρ’ όλα αυτά τα δυναµικά σε 
αποστάσεις µικρότερες των 0,8fm  και ειδικά το µέρος τους που περιγράφει τη µικρού εύρους 
άπωση (hard-core) είναι εµπειρικά και δεν υπάρχει κάποια καθολικά αποδεκτή ερµηνεία. Η 
µικρού εύρους άπωση παρατηρήθηκε από τις αρνητικές αλλαγές φάσεων σε πειράµατα 
σκέδασης και µια ερµηνεία για την ύπαρξη της είναι πως τα νουκλεόνια που περιέχουν τρία 
quark το καθένα όταν πλησιάσουν λόγω αλληλεπικάλυψης, αποκτούν µια κοινή περιοχή όγκου. 
Τα quark ως φερµιόνια δεν µπορούν να βρεθούν όλα στην ίδια κατάσταση και η ενέργεια που 
χρειάζεται για να διεγερθούν τα τρία από αυτά εµφανίζεται ως µια έντονη άπωση.  
 Τα αδρόνια συνεισφέρουν και στην ασθενή αλληλεπίδραση όπως και στην 
ηλεκτροµαγνητική και οι ισχυρές  αλληλεπιδράσεις, όπου υπάρχει η συνένωση των quark και 
των λεπτονίων µε τα W και Z µποζόνια. Για παράδειγµα ένα µποζόνιο µετασχηµατίζεται σε ένα 
άλλο µε την απορρόφηση ή την εκποµπή ενός υποθετικού µποζονίου W. Η β-διάσπαση όπου 
έχουµε το µετασχηµατισµό ενός νετρονίου σε ένα πρωτόνιο και αντίστροφα πετυχαίνεται µε τον 
ίδιο τρόπο.  
 Στον κενό χώρο, το πρωτόνιο είναι το µόνο σταθερό σύστηµα τριών quark. Το 
νετρόνιο στον κενό χώρο έχει ένα πλεόνασµα µάζας σε σχέση µε το πρωτόνιο και έτσι 
διασπάται µε την εκποµπή ενός πρωτονίου. Όπως είδαµε και στην ενότητα 2.4 υπάρχει και η 
αντίστροφη διαδικασία όπου ένα πρωτόνιο δέσµιο σε έναν πυρήνα µπορεί να µετασχηµατιστεί 
σε ένα νετρόνιο: 

              evenp ++→ +  
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αν η αντίστοιχη ενέργεια σύνδεση το επιτρέπει.  

Για τον καθορισµό µιας ρεαλιστικής αλληλεπίδρασης ΝΝ, η οποία αναπαράγει τα ΝΝ 
δεδοµένα της σκέδασης η συνήθης  προσέγγιση είναι να θεωρήσουµε µια τοπική µορφή του 
δυναµικού, της µορφής: :                    

 ( ) ( )a a
a

V u r O r=∑  (3.3) 

 

µε το aO , να καθορίζει ένα σύνολο από τελεστές δύο σωµάτων, οι οποίοι αντιστοιχούν στους 

κβαντικούς αριθµούς του spin και του isospin των αλληλεπιδρόντων νουκλεονίων και είναι 
συµβατοί µε τις βασικές συµµετρικές ιδιότητες της ΝΝ αλληλεπίδρασης.  Παραδείγµατα 

τέτοιων τελεστών είναι το βαθµωτό γινόµενο των δύο τελεστών του spin 21σσ rr
, που 

αναπαριστώνται από τους πίνακες spin του Pauli, ισr  που δρουν στο κοµµάτι των spin, της 

κυµατοσυνάρτησης του νουκλεονίου I, το αντίστοιχο γινόµενο των δύο τελεστών του isospin 
είναι:                

 ( )( )12 1 2 1 23S r rσ σ σ σ= −r r r r
 (3.4) 

 
στην οποία το r, καθορίζει την διανυσµατική µονάδα στη διεύθυνση του σχετικού διανύσµατος. 
Αυτός ο τανυστικός τελεστής είναι ένα βαθµωτό γινόµενο δύο τανυστικών τελεστών, τάξης 2, 
που δρουν στις συντεταγµένες του χώρου και του isospin αντίστοιχα. Οι τοπικές συναρτήσεις  

)(ruα  στην (3.4) εξαρτώνται από την απόσταση των αλληλεπιδρόντων νουκλεονίων και 

προσαρµόζονται µε τέτοιο τρόπο, που οι αλλαγές φάσεων που υπολογίζονται από αυτό το 
δυναµικό για την ΝΝ αλληλεπίδραση σε ενέργειες µέχρι το όριo παραγωγής πιονίων, 
ταιριάζουν µε τα εµπειρικά δεδοµένα για τις διάφορες περιπτώσεις µερικών κυµάτων. 

Παραδείγµατα τέτοιων εµπειρικών δυναµικών είναι το Argonne, το Urbanna 14V , όπου ο 

δείκτης 14 χρησιµοποιείται για να δηλώσει ότι χρειάζονται 14 τελεστές aO  σαν αυτούς του 

αναπτύγµατος της (3.4), ή το δυναµικό Reid. Είναι προφανές από το µεγάλο αριθµό τελεστών, 
που πρέπει να θεωρηθούν ότι και ο αριθµός των παραµέτρων που πρέπει προσαρµοστούν είναι 
πολύ µεγάλος.  Το δυναµικό που περιγράφει την αλληλεπίδραση δύο νουκλεονίων, όπως αυτό 
προσεγγίστηκε από διάφορες οµάδες,  έχει την παρακάτω µoρφή και µπορούµε να ξεχωρίσουµε 
την περιοχή του σκληρού πυρήνα, την περιοχή µικρού εύρους, την περιοχή µεσαίου εύρους και 
τέλος την µεγάλου εύρους περιοχή για µεγάλες αποστάσεις από τον πυρήνα.  
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     Εικ.3.2 Το̟ική αλληλε̟ίδραση ΝΝ για την 

κυµατοσυνάρτηση της 
1

0S ’ο̟ως ̟ροκύ̟τει α̟ο το 

δυναµικό Reid (1968), Argonne (1984) και Von 
Geramb(1993) χρησιµο̟οιώντας δεδοµένα σκεδάσεων. 
(Βλ. Αναφορά 4). 

 
 

 Τυπικό χαρακτηριστικό αυτών των αλληλεπιδράσεων είναι το ότι παρουσιάζουν µια 
πολύ ισχυρή άπωση για αποστάσεις γύρω στα 0,5fm ή µικρότερες. Αυτή η άπωση, µικρού-
εύρους απαιτείται για να εµποδίσει τα δύο νουκλεόνια να έρθουν πολύ κοντά το ένα στο άλλο 
και για να βρούµε τις αρνητικές αλλαγές φάσεων σε ενέργειες σκέδασης πάνω από 200MeV 
όπως προκύπτει από την ανάλυση των εµπειρικών δεδοµένων. Τα διάφορα δυναµικά δίνουν 
ιδανικές λύσεις, για την αλληλεπίδραση νουκλεονίων στο κενό όχι  όµως και εντός ενός 
πυρηνικού µέσου όπου τα αλληλεπιδρώντα νουκλεόνια δεν είναι στον φλοιό (on-shell), ή πιο 
απλά η σχέση ενέργειας-ορµής είναι διαφορετική από αυτή του κενού. Θα ήθελε όµως κανείς να 
απαλλαγεί από αυτή την εξάρτηση από το µοντέλο και να βασιστεί σε µία ΝΝ αλληλεπίδραση 
που θα προκύπτει από τη µικροσκοπική φυσική και στην οποία λιγότεροι παράµετροι θα 
χρειάζονταν να προσδιοριστούν.  
 Μιας και µια τέτοια απευθείας λύση της Q.C.D στην περιοχή χαµηλών ενεργειών, 
φαίνεται να είναι αδύνατη, ακολουθεί κανείς τα επιχειρήµατα των t’Hooft και Witten οι οποίοι 
έδειξαν ότι σε αυτό το όριο η Q.C.D θα κυριαρχείται από τις ιδιότητες µιας µεσονικής θεωρίας. 
Για το µοντέλο της ΝΝ αλληλεπίδρασης, αυτό σηµαίνει ότι κυριαρχείται από την ανταλλαγή 
των συλλεκτικών quark-antiquark διεγέρσεων που είναι τα γνωστά µας µεσόνια. Πιο λεπτοµερής 
συζητήσεις, της ανταλλαγής µεσονίου, έχουν γίνει από τους Erkelenz, Holinde, Machleidt, 
Brown και Jackson.  
 Στα µοντέλα ανταλλαγής ενός µποζονίου (O.B.E) που θα παρουσιάσουµε 
αναλυτικότερα παρακάτω υποθέτει κανείς ότι η βασική ΝΝ αλληλεπίδραση περιγράφεται από 
την ανταλλαγή των π,n,ρ.ω.δ.σ µεσονίων. Οι τελεστές για τις κορυφές µεσονίου-µεσονίου σε ένα 
διάγραµµα Feynmann δίνονται από: 
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Όπως και πριν,  µγ   είναι οι συνηθισµένοι πίνακες, χρησιµοποιώντας τις συµβάσεις των  

Bjorken και Drell, ο τανυστής καθορίζεται από τον αντιµεταθέτη:  [ ]νµµν γγσ ,i=  και το µk , 

αναφέρεται στην 4-ορµή των µεσονίων ανταλλαγής. Αντί της χρήσης των pseudoscalar coupling 

psΓ , µπορεί κανείς να εφαρµόσει την ψευδοδιανυσµατική σύζευξη:                                   

 54 pv
pv

mes

f
i k

m
µ

µπ γ γΓ =  (3.6) 

 
και οι δύο σταθερές σύζευξης, δίνουν ίδια αποτελέσµατα για on-shell νουκλεόνια, θέτοντας 

pvpsmes mfgm 2=  .Τις σχέσεις αυτές θα τις χρησιµοποιήσουµε σε ένα παράδειγµα στην αµέσως 

επόµενη ενότητα. 
 

3.3  Μοντέλα Ανταλλαγής Ενός Μ̟οζονίου  (Ο.Β.Ε) 
  
 Στην παράγραφο 3.2 αναφερθήκαµε στα µεσόνια ως φορείς της πυρηνικής δύναµης και 
στην ανάγκη για ένα πιο ρεαλιστικό δυναµικό. Ως µια τέτοια περίπτωση δυναµικού εξετάζουµε 
τα Ο.Β.Ε µοντέλα.   

Θεωρούµε την αλληλεπίδραση δύο νουκλεονίων στο σύστηµα του κέντρου µάζας, µε 
ορµές q και –q πριν και q΄ και –q΄ µετά την αλληλεπίδραση, το στοιχείο πίνακα για την 
ανταλλαγή ενός µεσονίου, έστω του τύπου α είναι: 
   

           ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )( ( ) )a aV ΄ u q΄ u q P k u q΄ u qα α= − Γ − Γq q %  (3.7) 

 

µε τα u τα λεγόµενα spinor του Dirac3 και 0γ+= uu . Η διατήρηση της ορµής, απαιτεί ότι η 4-

ορµή των µεσονίων που ανταλλάσσονται είναι k=q-q΄ και οι διαδότες των µεσονίων είναι: 
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όπου η πρώτη σχέση εφαρµόζεται για βαθµωτά και ψευδοβαθµωτά µεσόνια και η δεύτερη για 
διανυσµατικά µεσόνια. 
 Ένας πολύ αποτελεσµατικός τρόπος για τον υπολογισµό των στοιχείων πίνακα του 
Ο.Β.Ε είναι να αναπτύξουµε τις καταστάσεις των δύο σωµάτων µε όρους ιδιοκαταστάσεων ως 

                                                 
3 Τα spinor περιγράφουν ταυτόχρονα την διάδοση σωµατιδίου και αντισωµατιδίου και εν γενει είναι 
πίνακες-στήλες µε στοιχεία τις κυµατοσυναρτήσεις των σωµατιδίων αυτών. Για µια αναλυτικότερη 
συζήτηση προτείνεται η αναζήτηση σε ένα εισαγωγικό βιβλίο κβαντικής θεωρίας πεδίου. 
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προς τον κβαντικό αριθµό της ολικής στρoφορµής J(Erkelenz a.o 1974). Μιας και τα πλάτη του 
Ο.Β.Ε είναι αµετάβλητα κάτω από περιστροφές, η τροχιακή στροφορµή είναι ένας καλός 
κβαντικός αριθµός και βρίσκουµε τα στοιχεία πίνακα: 
             

 1 2 1 2 1 2 1 2

0

2 sin ( )J
΄J

΄ ΄q΄ V q d d ΄ ΄ V
π

λλλ λ λ λ π θ θ θ λ λ λ λ= ∫ q΄ q  (3.9) 

 

όπου  iλ  δηλώνουν την ελικότητα του νουκλεονίου i, την προβολή του spin του στην ορµή του, 

θ είναι η γωνία µεταξύ των ορµών, q και q΄, και j
΄

dλλ  είναι οι πίνακες περιστροφής µε την 

αντικατάσταση 21 λλλ −=  και ΄΄΄ 21 λλλ −= . Η εύρεση των συµµετριών, για τα στοιχεία 

πίνακα στην (3.9) δείχνει ότι υπάρχουν έξι ανεξάρτητα στοιχεία πίνακα µεταξύ των διάφορων 
καταστάσεων ελικότητας για κάθε j. Αυτά τα στοιχεία πίνακα στην αναπαράσταση της 
ελικότητας µπορούν εύκολα να µετασχηµατισθούν στην συµβατική βάση των µερικών κυµάτων 
για δύο νουκλεόνια: 
      

 2 1
1 2

S
jJ

q L qλ λ +⇒  (3.10) 

 
όπου το S καθορίζει το ολικό spin των νουκλεονίων, L είναι η τροχιακή στροφορµή της 
σχετικής κίνησης, η οποία συνήθως συµβολίζεται µε το γράµµα S,P,D,..., για το L=0,1,2,… και 
J=L+S είναι η ολική στροφορµή . Η αρχή του Pauli για τα αλληλεπιδρώντα νουκλεόνια, απαιτεί 

το ολικό ισοσπίν isoT , να σχετίζεται µε αυτούς τους κβαντικούς αριθµούς µε την απαίτηση ότι 

το άθροισµα L+S+ isoT , είναι ένας περιττός αριθµός. Ο τελευταίος αυτός περιορισµός 

προκύπτει  από την απαίτηση για αντισυµµετρικότητα της ολικής κυµατοσυνάρτησης αφού αυτή 
περιγράφει φερµιόνια και ισχύει η απαγορευτική αρχή του Pauli. 
 Προκειµένου να υπολογίσουµε τη σύνθετη δοµή των µεσονίων και των βαρυονίων, η 
οποία αντανακλάται στο πεπερασµένο µέγεθός τους, µπορεί κανείς να θεωρήσει τις σταθερές 
σύζευξης, που έχουν τα µεσόνια όχι ως καθολικές σταθερές (global) αλλά ως εξαρτώµενες από 
την 4-ορµή των αλληλεπιδρώντων αδρονίων. Μια απλή επιλογή ενός παράγοντα δοµής, η οποία 
χρησιµοποιείται ευρέως προκειµένου να δείξουµε ότι η ορµή των µεσονίων εξαρτάται µόνο από 
τη µεταφορά ορµής k είναι: 
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k a
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m
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 Λ −
=  Λ − 

 (3.11) 

 
µε µια παράµετρο αποκοπής Λ και ένα εκθετικό ν, το οποίο είναι 1 για το λεγόµενο παράγοντα 
µονοπόλου.  
 
Παράδειγµα: 
 
 Για να δείξουµε κάποιες ιδιότητες της ανταλλαγής µεσονίων, θα συζητήσουµε σύντοµα 
το πλάτος ανταλλαγής ενός πιονίου. Μιας και το π είναι ένα ψευδοδιανυσµατικό και isovector 
µεσόνιο, µε ηλεκτρικό φορτίο -1,+1,0, πρέπει να θεωρήσουµε την κορυφή για ένα 
ψευδοβαθµωτό µεσόνιο πολλαπλασιασµένο µε το διάνυσµα των πινάκων Pauli, που δρα στο 
µέρος του isospin των νουκελονικών καταστάσεων, τ και τον αντίστοιχο διαδότη από τους δύο 
για τη διάδοση µεσονίων.  
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 Οι διαδότες αυτοί είναι οι: 
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Αν υποθέσουµε ότι η σκέδαση είναι ελαστική qq =΄  η µηδενική συνιστώσα του k µηδενίζεται 

και ο τελεστής παίρνει από τη µορφή: 
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 (3.12) 

 
η έκφραση αυτή γράφεται πιο αναλυτικά ως:          
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µε k το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση της µεταφοράς ορµής. Από αυτή την αναπαράσταση 
µπορούµε να δούµε ότι το δυναµικό ανταλλαγής ενός πιονίου, µπορεί να διαχωριστεί σε τρείς 

όρους. Ο πρώτος δείχνει τη δοµή ενός τανυστικού τελεστή 12S . Ο δεύτερος όρος µε την 

εξάρτηση από το spin 21σσ rr
 είναι ανεξάρτητος από την µεταφορά ορµής k, το οποίο σηµαίνει 

ότι αναπαρίσταται στο χώρο των συντεταγµένων µε µία δ-συνάρτηση ως προς την απόσταση 
µεταξύ των αλληλεπιδρώντων νουκλεονίων. Ο µετασχηµατισµός Fourier, του τρίτου όρου δίνει 
το ήδη γνωστό µας δυναµικό Yukawa: 
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 (3.14) 

 
Πρέπει να έχουµε στο νου µας, ότι αυτή η τοπική αναπαράσταση του δυναµικού ανταλλαγής 
ενός πιονίου, είναι δυνατή µόνο επειδή αγνοήσαµε µια µεταφορά ορµής k, και τα φαινόµενα 
ενός παράγοντα µορφής. Γενικά όµως, τα µοντέλα OBE δίνουν µια µη τοπική ΝΝ 
αλληλεπίδραση. 
 
Λίγα λόγια για την ̟ροσαρµογή των ̟αραµέτρων. 
 
 Οι παράµετροι του µοντέλου OBE, για την αλληλεπίδραση ΝΝ, οι σταθερές σύζευξης, 
οι παράγοντες µορφής και οι µάζες των µεσονίων, θα έπρεπε να προσαρµοστούν λύνοντας το 
πρόβληµα δύο νουκλεονίων που αλληλεπιδρούν στο κενό. Με την ορολογία των συναρτήσεων 
Green που παρουσιάζεται ως παράρτηµα σε αυτήν την εργασία, κάποιος θα πρέπει να 
υπολογίσει τις ακριβείς συναρτήσεις Green. Όπως ισχύει και στην περίπτωση των συναρτήσεων 
Green ενός σωµατιδίου, µπορούµε να κατηγοριοποιήσουµε τα διάφορα διαγράµµατα που 
συνεισφέρουν στον υπολογισµό των συναρτήσεων Green. 
 Οι πρώτοι όροι, που αναπαριστούν τα γινόµενα δύο ασυσχέτιστων µονοσωµατιδιακών 
συναρτήσεων Green, δηλώνουν το άµεσο και το κοµµάτι ανταλλαγής της διάδοσης, χωρίς 
καµία αλληλεπίδραση.  

 H ασυσχέτιστη συνάρτηση Green BSG  µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο 

µονοσωµατιδιακών συναρτήσεων Green, µε τη σχετικιστική µορφή: 
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 (3.15) 

 
όπου οι δείκτες (1) και (2) αναφέρονται στα αντίστοιχα νουκλεόνια. Θα αγνοήσουµε τη διάδοση 
της λύσης αρνητικής ενέργειας και επιπλέον θα µειώσουµε την 4-διάστατη εξίσωση Bethe-
Salpeter σε µια εξίσωση ολοκληρωµάτων στις τρεις διαστάσεις, δίνοντας µια σταθερή τιµή στη 
χρονική συνιστώσα του k µε έναν συναλλοίωτο τρόπο. Μια πιθανή επιλογή είναι η προσέγγιση 
που έγινε από τους Blackbenbecler και Sugar: 
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Υποθέτοντας ότι τα στοιχεία πίνακα των θεµελιωδών πινάκων αλληλεπιδράσεων Μ 
υπολογίζονται µεταξύ spinors που αντιστοιχούν σε θετικές λύσεις της εξίσωσης Dirac µπορούµε 
να ορίσουµε:                  

 ( ) ( ). , ,irr
q΄ q

m m
V q΄ q M q΄ q P

E E
=  (3.17) 

και:   

 ( ), ( , ; )scat red
q΄ q

m m
T q΄ q q΄ q P

E E
= Μ  (3.18) 

 
Αυτό µας επιτρέπει να ξαναγράψουµε την εξίσωση Blankenbecler-Sugar ως:   
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T ΄ V q΄ q V ΄ T

q k inπ
= +

− +∫q q q k k q  (3.19) 

η οποία έχει τη µορφή µιας µη σχετικιστικής εξίσωσης Lippmann-Schwinger για τον πίνακα 

σκέδασης scatT .  

 Εκτός από την προσέγγιση των Blankenbecler-Sugar που συζητήσαµε, έχουν προταθεί 
και πολλές ακόµη προσεγγίσεις: (Kadychevsky 1968,Gross 1969, Thompson 1970, Schierholz 
1972, Erkelenz 1974). Brown and Jackson (1976). )  
 Τα µοντέλα O.B.E για τις αλληλεπιδράσεις ΝΝ καθορίζοντα υποθέτοντας ότι το 
αναλλοίωτο µέρος της σχετικιστικής αλληλεπίδρασης, καθορίζεται από την ανταλλαγή ενός 
µεσονίου για τα διάφορα µεσόνια. Με αυτή την υπόθεση , λύνει κανείς την εξίσωση σκέδασης, 
όπως η Blackbenbecler και Sugar, υπολογίζει τις µεταβολές φάσεων και προσαρµόζει τις 
παραµέτρους της υπόθεσης O.B.E µέχρι να ταιριάξει µε τα πειραµατικά δεδοµένα.  

 Οι σταθερές σύζευξης για το ρ-µεσόνιο, και ειδικά για την  σύζευξη του τανυστή ρf , 

βρίσκονται από δεδοµένα σκέδασης πΝ από τους Pietarinen και Hohler. Αυτή η ισχυρή 
σύζευξη για το ρ έχει σηµασία για τη δοµή του πυρήνα. Η τιµή της σταθεράς σύζευξης για το ω, 
είναι µεγάλη. Ένα απλό µοντέλο της SU(3) προβλέπει ότι η σταθερά σύζευξης θα είναι εννιά 
φορές µεγαλύτερη από του isovector-vector µεσονίου και η µεγάλη του συµµετοχή απαιτείται 
ώστε να έχω ικανή άπωση στις µικρές αποστάσεις.  
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 Το µόνο σηµείο του µοντέλου Ο.Β.Ε. που είναι καθαρά φαινοµενολογικό, είναι η 
ανταλλαγή του σ,  η οποία περιγράφει την µέσου εύρους έλξη της ΝΝ αλληλεπίδρασης. Παρ’ 
όλα αυτά, πρέπει να θεωρηθεί σαν µια µεγάλη επιτυχία του µοντέλου Ο.Β.Ε. το ότι µας δίνει 
µια ακριβή περιγραφή της σκέδασης ΝΝ, µε την προσαρµογή λιγότερων παραµέτρων µε όρους 
τοπικών αλληλεπιδράσεων. Ακόµη περισσότερο, όπως έχουµε συζητήσει, οι περισσότερες από 
αυτές τις παραµέτρους προσαρµόζονται µε βάση τους περιορισµούς από ανεξάρτητες 
παρατηρήσεις..  

 

          
    Οι ̟αράµετροι του µοντέλου Ο.Β.Ε. 

  
           Άλλα προβλήµατα που προκύπτουν είναι ότι οι χρόνοι ηµιζωής πολλών µεσονίων είναι 
πολύ µικροί και αµφισβητείται η ισχύς µια εικόνας που να περιλαµβάνει την ανταλλαγή 
σωµατιδίων χωρίς να λαµβάνει υπ΄όψιν της το χρόνο ηµιζωής τους. Επίσης το γεγονός ότι 
προκειµένου να περιγράψουµε επιτυχώς τα πειραµατικά δεδοµένα, µε έναν περιορισµένο 
αριθµό όρων το εύρος του κάθε όρους του δυναµικού και άρα και η µάζα του αντίστοιχου 
σωµατιδίου γίνονται µεταβλητές στο πρόβληµά µας, συχνά χωρίς να έχουν καµία σχέση µε τα 
πραγµατικά δεδοµένα. Παρ’ όλα αυτά όµως το µοντέλο O.B.E είναι από τα πλέον πετυχηµένα 
µοντέλα  της πυρηνικής.  
           Μια δεύτερη προσέγγιση ήταν το να κατασκευάσουµε ένα δυναµικό στηριζόµενοι στις 
γνώσεις µας για τη δοµή των αδρονίων και να αντιµετωπίσουµε φαινοµενολογικά µόνο τις 
µικρού εύρους αλληλεπιδράσεις για τις οποίες έχουµε και τις λιγότερες πληροφορίες. ∆ύο 
τέτοιες προσεγγίσεις έδωσαν το Paris potential και το Bonn potential. Οι διαφορές τους 
αφορούν την αντιµετώπιση της ανταλλαγής τριών ή τεσσάρων πιονίων που είναι µέρος της 
µικρού εύρους άπωσης, η αντιµετώπιση του σωµατίου ∆. Έχει παρατηρηθεί από πειράµατα 
σκέδασης ότι στη σκέδαση πιονίων από πρωτόνια υπάρχει ένας ισχυρός συντονισµός ο οποίος 
θα επιδρά και στην αλληλεπίδραση νουκλεονίου-νουκλεονίου. Ένα νουκλεόνιο για παράδειγµα 
µπορεί να διεγείρεται σε έναν συντονισµό ∆, ο οποίος δεν θα επηρεάζεται από την 
απαγορευτική αρχή του Pauli ως προς τα νουκλεόνια στον πυρήνα. Για εφαρµογές που αφορούν 
ενέργειες πάνω από 300 MeV, ο σχηµατισµός ενός ∆ σωµατιδίου αναµένεται να παίξει έναν 
σηµαντικό ρόλο και πρέπει να είναι µέρος του δυναµικού µόνο που η κάθε προσέγγιση το 
ενσωµατώνει µε διαφορετικό τρόπο. Τέλος µια διαφορά του Paris και του Bonn δυναµικού 
είναι το πως ενσωµατώνουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ νουκλεονίου και αντινουκλεονίου.  
 Και για τα δύο είδη δυναµικών, η ενέργεια ανά σωµατίδιο σαν συνάρτηση της 
πυκνότητας, δίνεται από τη σχέση: 
 

        int

1
( ) ( )kinE n

n
ε ε= +  

Και βρίσκεται αν χρησιµοποιήσουµε µία από τις θεωρίες πολλών σωµάτων που θα 
παρουσιάσουµε παρακάτω. Μεγάλη σηµασία για την αστροφυσική και σε υψηλές πυκνότητες, 
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έχει το πόσο soft είναι η καταστατική και τι αναλογία πρωτονίων προβλέπει. Οι συνιστώσες του 

δυναµικού που είναι υπεύθυνες για αυτές τις ιδιότητες είναι το κεντρικό δυναµικό ( )cu r  και το 

δυναµικό του isospin ( )Tu r . Το δυναµικό λοιπόν γράφεται: 

 

    1 2( ) ( ) ...NN C Tu r u r u τ τ= + +r r
 

 
H µικρού εύρους συµπεριφορά του κεντρικού όρου καθορίζει το πόσο soft είναι η καταστατική 
και προκύπτει ότι όσο πιο απωστικός ο πυρήνας του δυναµικού τόσο πιο stiff η καταστατική.  
 Το δυναµικό του isospin καθορίζει την αναλογία των πρωτονίων στην ύλη του αστέρα 
νετρονίων. Για δυναµικά όπως το Reid, το Argonne και το Urbanna ο όρος αυτός είναι 

αρνητικός  0Tu <  και µειώνεται όσο πλησιάζω σε µικρές αποστάσεις. Έτσι το δυναµικό µεταξύ 

πρωτονίου-νετρονίου είναι πιο απωστικό απ’ ότι µεταξύ δύο νετρονίων και ευνοείται η µείωση 
του λόγου των πρωτονίων. Από την άλλη στα Ο.Β.Ε µοντέλα το δυναµικό αυτό προβλέπεται να 
είναι θετικό σε µεγάλες πυκνότητες και περιµένουµε σε αυτές να έχουµε µια αύξηση του λόγου 
των πρωτονίων στον αστέρα. Προφανώς µία από τις δύο κατηγορίες µοντέλων είναι 
λανθασµένες, αλλά δυστυχώς δεν µπορούµε ακόµη να πούµε πια, µιας και αυτό θα χρειαζόταν 
µια πειραµατική διάταξη πολύ ευαίσθητη στην µικρού εύρους αλληλεπίδραση. Τα παραπάνω 
φαίνονται καλύτερα στην παρακάτω εικόνα 3.3. 

           
 

 Εικ 3.3  ∆ιαφορετική συµ̟εριφορά του δυναµικού για το 
ισοσ̟ίν στα Ο.Β.Ε µοντέλα και στα φαινοµενολογικά µοντέλα. (Βλ. 
Αναφορά 38)  

 
3.4 Η ̟ροσέγγιση Hartree . 
 

Οι µηδενικής τάξης υπολογισµοί για ένα πρόβληµα πολλών σωµάτων, όπως είναι αυτό 
των πυρήνων σε έναν αστέρα νετρονίων, πετυχαίνεται στο µη σχετικιστικό όριο µέσω των 
εξισώσεων Hartree. Σε αυτή την προσέγγιση, περιγράφουµε την συνάρτηση πολλών σωµάτων ως 
ένα γινόµενο συναρτήσεων:                 

 1 1 2 2( ) ( )... ( )N Nu u r uΨ = r r  (3.20) 
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όπου κάθε νουκλεόνιο i περιγράφεται πλήρως από τη δική του κανονικοποιήµενη 

κυµατοσυνάρτηση )( iiu r . Η µορφή της Ψ που υιοθετούµε δεν περιλαµβάνει τα φαινόµενα του 

spin, ούτε του συσχετισµού των συναρτήσεων των σωµατιδίων µιας και η κυµατοσυνάρτηση 
κάθε σωµατιδίου εξαρτάται µόνο από τη θέση του. 
 Η παράλειψη των φαινοµένων λόγω του spin µπορεί να ξεπεραστεί από την προσέγγιση 
Hartree Fock, που περιγράφεται σε αυτή την ενότητα και στην οποία λαµβάνεται υπ’ όψιν το 
γεγονός ότι είναι φερµιόνια και εποµένως υπακούουν στην απαγορευτκή αρχή του Pauli. Τα 
φαινόµενα συσχέτισης µπορούν να συµπεριληφθούν εισάγοντας συναρτήσεις συσχέτισης στην 
κυµατοσυνάρτηση της προσέγγισης Hartree Fock και επιλύωντας τις προκύπτουσες 
κυµατοσυναρτήσεις µε µια κατάλληλη προσέγγιση.  
    Στην προσέγγιση Hartree η ενέργεια της βασικής κατάστασης του συστήµατος είναι: 
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Όπου Η είναι η ολική Χαµιλτονιανή και φυσικά στην περίπτωση µας, το 12V  δίνεται 

χρησιµοποιώντας ένα δυναµικό Yukawa. Από την εξίσωση αυτή και εφαρµόζοντας την αρχή 
των µεταβολών, χρησιµοποιώντας ως συνθήκης κανονικοποίησης την ορθοκανονικότητα 
κυµατοσυναρτήσεων του ίδιου σωµατιδίου, παίρνουµε: 
 

 2

2 i i i iu V u u
m ιε− ∇ + =h

 (3.22) 

 
όπου το ενεργό δυναµικό ενός σωµατιδίου i είναι: 
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2 12 12 2( ) ( ) ( )i i j
j i

V dV V u
≠

=∑∫r r r  (3.23) 

 
          Σε συµφωνία µε τη στατιστική Fermi υποθέτουµε ότι οι χαµηλότερες ενεργειακές 

καταστάσεις είναι διπλά κατειληµµένες µέχρι την ορµή Fpp =  ή Fkk = . Εποµένως 

αθροίσµατα ως προς το i γίνονται ολοκληρώµατα ως προς το k µέχρι το Fkk = . Η 

κυµατοσυνάρτηση Ψ της εξίσωσης (3.20) θα παριστάνει ένα εκφυλισµένο σύστηµα οµοιόµορφης 

πυκνότητας.  Μπορούµε εποµένως να σκεφτούµε ότι οι iu  είναι ένα περιορισµένο σύνολο 

δοκιµαστικών συναρτήσεων κατάλληλες µόνο για εκείνα τα  δυναµικά αλληλεπιδράσεων που 
είναι ασθενή.  
 Εποµένως προκύπτει η Χαµιλτονιανή:  
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Το διπλό ολοκλήρωµα υπολογίζεται και µας δίνει:      
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Τώρα ως συνήθως έχουµε:      
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και εποµένως: 
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3

0

2
1 4

Fp

V p dp nV
hκ

π= =∑ ∫  (3.27) 

 
Τελικά βρίσκουµε για την ολική ενέργεια: 
    

 
2 2

2
2

2
kin

H n g
nmc

V

πε ε
µ

≡ + → ±  (3.28) 

       
Η κυµατοσυνάρτηση για ένα σύστηµα Ν φερµιονίων θα έπρεπε να είναι αντισυµµετρική κάτω 
από την ανταλλαγή ενός οποιουδήποτε συστήµατος σωµατιδίων. Αυτό µπορεί να γίνει αν 
γράψουµε την κυµατοσυνάρτηση µε τη µορφή µιας ορίζουσας Slater: 
         

 

1 1 1

2

1/ 2

(1) (2) ... ( )

(1)1
...( !)

(1) ( )N N

u u u N

u

u u N

Ψ =
Ν

 (3.29) 

 
κάθε όρος του αθροίσµατος του Ψ είναι γινόµενο κυµατοσυναρτήσεων ενός σωµατιδίου, της 
µορφής:             

 ( ) ( ) ( )i i j ju j u ιχ σ= r  (3.30) 

όπου το spinor  χ(σ) είναι είτε 1χ  είτε το 2χ : 

 

                        







≡

0

1
1χ           2

0

1
χ  

≡  
 

 

 
 Εδώ το σ είναι το όρισµα του χ στο χώρο του spin και παίρνει τις τιµές 1 ή 2. Αν το 

1χχ =  τότε 0)2(,1)1( == χχ  και οµοίως το 2χχ = , τότε 1)2(,0)1( == χχ . Σε αντίθεση 

µε την υπόθεση του Hartree, εδώ απαιτούµε ορθογωνιότητα όλων των κυµατοσυναρτήσεων: 
                      

 
1

1 (1) (1)i j ijdV u u
σ

δ∗ =∑∫  (3.31) 

Από τη συνθήκη µεταβολών:    

 0δ Ψ Η Ψ =  (3.32) 

 
παίρνουµε τις συνηθισµένες εξισώσεις Hartree-Fock. Εδώ όµως θα χρησιµοποιήσουµε 
κυµατοσυναρτήσεις που περιγράφουν επίπεδα κύµατα σαν δοκιµαστικές συναρτήσεις στον 
υπολογισµό της ενέργειας της βασικής κατάστασης. Για να υπολογίσουµε αυτή την ενέργεια 
πρέπει να λάβουµε υπ’όψιν µας ότι η Ψ κανονικοποιείται έτσι ώστε κάθε τελεστής της µορφής: 
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 i
i

F f=∑  (3.33) 

όπου if  είναι τελεστής ενός φερµιονίου.  Έχουµε σαν αναµενόµενη τιµή:                    
  

 F f i
ι

ιΨ Ψ =∑  (3.34) 

Όπου iui = . Για έναν τελεστή της µορφής:          

  

 ij
i j

F g
<

=∑  (3.35) 

 

όπου ijg  είναι ένας συµµετρικός τελεστής δύο φερµιονίων:   

 

 
.

1

2j i j

F ij g ij ij g ji ij g ji ij g ji
ι<

   Ψ Ψ = − = −   ∑ ∑  (3.36) 

 
Για τη Χαµιλτονιανή έχουµε            

 
2

2 ,
2i i ij ijf g V

m
= − ∇ =h

 (3.37) 

 
Ο όρος f και ο πρώτος όρος g στην εξίσωση (3.31) συνδυάζονται για να δώσουν:  

                                                          

 
.Hartree

H  (3.38) 

   
την οποία έχουµε ήδη υπολογίσει. 
Υπάρχει επιπλέον και ο όρος ανταλλαγής: 
 

1 2

1 2 1 2 12 2 1 1 2 2 1
, ,

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 i j i j j i
i j i j

I ij g ji dV dV u u V u u ι ξ
σ σ

χ σ χ σ χ σ χ σ∗ ∗ ∗ ∗= − = − ×∑ ∑∑∫ r r r r

 (3.39) 

όπου 
2

1±=Sm  είναι η z συνιστώσα του spin και παίρνουµε:  

 
2

1 2 1 2 12 2 1 1 2 12 1 2
,

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( , )

2 2si sj i j i j
i j

I m m dV dV u u V u u dV dV Vδ ρ∗ ∗= − = −∑ ∫ ∫r r r r r r

 (3.40) 
 
όπου έχουµε ορίσει: 

 1 2 2 1
1

( , ) ( ) ( )
N

j j
j

u uρ ∗

=

≡∑r r r r  (3.41) 

 

και ο παράγοντας 2 προκύπτει από τις δύο πιθανές τιµές sjsi mm = . 
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Για καταστάσεις επίπεδων κυµάτων, έχουµε: 
    

 1 2 12( ) 3
1 2 3

1 1
( , )

(2 )
i i

k

e e d k
V

ρ
π

== →∑ ∫k r r krr r  (3.42) 

 
Προσέξτε ότι υπάρχει ένας παράγοντας 2 για το spin.  
 Αν θεωρήσουµε το δυναµικό Yukawa σαν το δυναµικό για τον υπολογισµό του όρου 
ανταλλαγής και ορίσουµε επίσης:     

 1 2

1 2 12

1
( )

2
s

= +

= − =

R r r

r r r r
 (3.43) 

τελικά βρίσκουµε:     

 2 3 3 2( )
re

I g d Rd r r
r

µ

ρ
−

= ∫m  (3.44) 

 
Το ολοκλήρωµα πάνω στο R δίνει έναν παράγοντα V. Το ολοκλήρωµα πάνω στο r µπορεί να 

γραφεί σε αδιάστατη µορφή καθορίζοντας: rkx F=   και 
F

a
k

µ= .Τότε: 

 
4

2
3

( )Fk
I g V α

π
= Ιm  (3.45) 

 
και το α είναι ο λόγος της ενδοατοµικής απόστασης προς το εύρος της αλληλεπίδρασης και η 
προσέγγισή µας είναι αυστηρά εφαρµόσιµη µόνο στο όριο α>>1. 
 Το φυσικό νόηµα του όρου ανταλλαγής είναι να ελαττώνει το ρόλο των 
αλληλεπιδράσεων των σωµατιδίων και εποµένως να ελαττώνει την ενέργεια της απωστικής 
δύναµης και να αυξάνει την ενέργεια µιας ελκτικής. εποµένως ο όρος ανταλλαγής έχει µια 
ελκτική συνεισφορά για απωστικές δυνάµεις και µια απωστική για ελκτικές δυνάµεις. Θυµηθείτε 

ότι 2/ cερ ≡  στο όριο 1>>a .     
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2 2 2
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2 2 2

2 2
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3
3
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n g
nm n
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n g
P Kn

πρ π
µ

π
µ

= + ±

= ±

h

 (3.46) 

 

3.4.1 Φαινόµενα Συσχέτισης . 
 
    Η Hartree Analysis που περιγράφηκε νωρίτερα δεν λαµβάνει υπ’όψιν της τις συσχετίσεις των 
κυµατοσυναρτήσεων µεταξύ των νουκλεονίων, το πως δηλαδή αυτές διαµορφώνονται όταν δύο 
νουκλεόνια πλησιάσουν πολύ κοντά και υπάρξει µια αλληλοεπικάλυψη των κυµατοσυναρτήσεών 
τους.. Ένας τρόπος να γράψουµε µια κυµατοσυνάρτηση πολλών σωµατιδίων που ενσωµατώνει 
τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των δύο σωµατιδίων είναι µε τη χρήση µιας κυµατοσυνάρτησης της 
ακόλουθης µορφής: 

                      
 FΨ = Φ  (3.47) 
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όπου Φ είναι µια ορίζουσα Slater επίπεδων κυµάτων όπως στην εξίσωση (3.16) και όπου η F 
είναι συµµετρική κάτω από το γινόµενο συναρτήσεων συσχέτισης δύο σωµάτων: 

      

 ij
i j

F f
<

= ∏  (3.48) 

Ειδικά η εξίσωση (3.35) είναι: 
                    

 1( ,..., ) ( ) ( )N ij i j m m
i j m

A f φ
<

Ψ = −∏ ∏r r r r r  (3.49) 

όπου Α είναι ο αντισυµµετρικός τελεστής που δρα στο spin, στο isospin και στις συντεταγµένες 

και mφ  είναι οι καταστάσεις των επίπεδων κυµάτων, που περιλαµβάνουν το spin και το isospin: 

 

 
1/ 2

1
( ) ( ) ( )mi

m m me
V

φ χ σ ω τ= k rr  (3.50) 

 
Μια κυµατοσυνάρτηση αυτής της µορφής ονοµάζεται κυµατοσυνάρτηση Jastrow και µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί ως η βάση υπολογισµού µεταβολών για να καθοριστεί η βασική κατάσταση του 

συστήµατος. Οι παράγοντες Jastrow ijf  έχουν ως ρόλο το να εµποδίζουν  δύο σωµάτια από το 

να βρεθούν το ένα πολύ κοντά στο άλλο λόγω της παρουσίας ενός απωστικού δυναµικού. 

Αντίστοιχα η ijf  µειώνεται από τη µονάδα σε µεγάλες ενδοατοµικές αποστάσεις και τείνει στο 

µηδέν καθώς το ji rr −  µειώνεται στον πυρήνα ακτίνας cr . Μια ρεαλιστική συνάρτηση θα δίνει 

µια µικρή πιθανότητα αλληλεπίδρασης όταν δύο νουκλεόνια είναι κοντά  σε έναν απωστικό 
πυρήνα και µεγαλύτερη πιθανότητα από αυτή που δίνει η H.F κυµατοσυνάρτηση όταν δύο 
νουκλεόνια βρίσκονται σε αποστάσεις στις οποίες η αλληλεπίδραση γίνεται ελκτική.  Για 
µεγάλες αποστάσεις οι συσχετισµένες κυµατοσυναρτήσεις πρέπει να συµπίµπτουν µε τις 
ασυσχέτιστες.. 
 Αν χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση Hartree-Fock, για τον υπολογισµό της ενέργειας 
ανά νουκλεόνιο στην εµπειρική πυκνότητα κόρου, προκύπτει να είναι 176 MeV, τιµή που δεν 
έχει καµία σχέση µε την πραγµατική των -16 MeV. Η αιτία αυτής της απόκλισης είναι το ότι 
δεν λάβαµε υπ’ όψιν µας τις συσχετίσεις των κυµατοσυναρτήσεων και έτσι στον υπολογισµό των 
µέσων τιµών της Χαµιλτονιανής, υπολογίζουµε γινόµενα µεταξύ uncorrelated 
κυµατοσυναρτήσεων.  Αυτά είναι πολύ µεγάλα για αποστάσεις µικρότερες των 0,5 fm όπου το 
δυναµικό είναι απωστικό και δίνουν θετικά στοιχεία πίνακα για το V και εποµένως θετικές τιµές 
ενέργειας ανά νουκλεόνιο µε αποτέλεσµα να καταλήγουµε σε αυτή την µεγάλη τιµή της 
ενέργειας.  
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 Εικ. 3.5. Φαίνεται η µορφή του δυναµικού για 
συναρτήσεις ̟ου είναι coherent και για αυτές ̟ου δεν 
είναι και ̟αρατηρούµε την οµαλή σύγκλιση ̟ου 
έχουν για µεγάλες α̟οστάσεις. (Βλ. Αναφορά 3). 

   

3.5 Μη σχετικιστικές ̟ροσεγγίσεις. Η Brueckner-Hartree-Fock. 
 
  Μια µέθοδος προκειµένου να εφαρµόσουµε ρεαλιστικές δυνάµεις για την 
αλληλεπίδραση Ν-Ν, και να ξεπεράσουµε τις αδυναµίες της Hartree-Fock,  είναι να λύσουµε το 
πρόβληµα δύο αλληλεπιδρόντων νουκλεονίων, παρουσία άλλων λύνοντας την εξίσωση Bethe-
Goldstone:               

 
0

( ) ( )PauliQ
G Z V V G Z

Z H
= +

−
 (3.51) 

 
 Αυτή είναι η εξίσωση Bethe-Goldstone και είναι όµοια µε την εξίσωση Lippmann-

Schwinger για τον πίνακα σκέδασης scatT , ο οποίος είναι η λύση για το πρόβληµα 

αλληλεπίδρασης των δύο νουκλεονίων στο κενό. Μια διαφορά προκύπτει λόγω των τελεστών 
Pauli, οι οποίοι είναι η προβολή στις καταστάσεις δύο σωµατιδίων µε τα δύο αλληλεπιδρώντα 
νουκλεόνια πάνω από τη θάλλασα Fermi.  Επιπλέον ο παρανοµαστής της σχέσης (3.52) 
καθορίζεται µέσω των ενεργειών του προβλήµατος των πολλών σωµάτων και όχι τόσο από τη 

χρήση καθαρά των κινητικών ενεργειών . Αυτό σηµαίνει ότι ο διαδότης )/( 0HZQPauli −  

αναπαριστά το µέρος της αδιατάρακτης συνάρτησης δύο σωµατιδίων στο πυρηνικό µέσο, το 
οποίο περιγράφει τη διάδοση των ενδιάµεσων καταστάσεων µε θετική ενέργεια. Σε ευθεία 

αναλογία µε τον πίνακα σκέδασης scatT , ο πίνακας G που προκύπτει από την εξίσωση Bethe-

Goldstone µπορεί επίσης να κατανοηθεί σαν µια ενεργός αλληλεπίδραση δύο σωµάτων, η 
οποία αν εφαρµοστεί στην ασυσχέτιστη κατάσταση δύο σωµάτων, δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε 
την απλή αλληλεπίδραση V όταν εφαρµοστεί στην συσχετισµένη κυµατοσυνάρτηση.  
 Η ενέργεια του απλού σωµατιδίου στην προσέγγιση Bruecner-Hartree-Fock, δίνεται 
από την ακόλουθη εξίσωση:               

 
2 2

( )
2 2

BHF BHF BHF
k kA A

a F a F

k k
ka G ka ka G Z ka

m m αε ε ε
< <

= + = + = +∑ ∑  (3.52) 
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και προκειµένου να έχουµε έναν έγκυρο ορισµό για το Ζ σε αυτή την εξίσωση πρέπει να 
θεωρήσουµε καταστάσεις µε ορµή k κάτω από την ορµή Fermi.  
 Η εισαγωγή των ΝΝ αλληλεπιδράσεων στην προσέγγιση B.H.F. διόρθωσε τα 
προβλήµατα της Η.F προσέγγισης. Οι προβλέψεις για τις ενέργειες είναι της τάξης των 10MeV 
ανά νουκλεόνιο.  
 Η προσέγγιση BHF µας δίνει µια πρώτη εκτίµηση της ενέργειας της πυρηνικής ύλης 
σαν συνάρτηση της ενέργειας και εποµένως για την καταστατική εξίσωση της ψυχρής ύλης, η 
οποία προκύπτει από ένα ρεαλιστικό δυναµικό ΝΝ και µας δίνει αποτελέσµατα τα οποία 
συµφωνούν στην συνηθισµένη πυκνότητα µε την πυρηνική ύλη. Ψάχνοντας για το σηµείο κόρου 
της πυρηνικής ύλης, το οποίο καθορίζεται ως το ελάχιστο της εξίσωσης 3.52 και βρίσκουµε ότι 

η προσέγγιση BHF προβλέπει το -10,3 MeV σε ορµή της τάξης του  14,1 −= fmkF , το οποίο 

σηµαίνει µια µηδενική ενέργειας σύνδεσης και µια πυκνότητα κόρου που είναι πολύ µεγάλη 

συγκρινόµενη µε την εµπειρική τιµή (-16MeV σε )36,1 1−= fmkF . 

 Αλλάζοντας τον τύπο της ΝΝ αλληλεπίδρασης ελπίζαµε ότι θα µπορούσαµε να 
βελτιώσουµε τις θεωρητικές προβλέψεις των ιδιοτήτων του κόρου και να τις φέρουµε πιο κοντά 
στα πειραµατικά δεδοµένα. Έτσι ο υπολογισµός του σηµείου κόρου επαναλήφθηκε στην 
προσέγγιση B.H.F για διάφορα ρεαλιστικά δυναµικά της ΝΝ αλληλεπίδρασης.  Αλλά 
προκύπτει και ένα άλλο πρόβληµα. Κάποια µοντέλα αν και προέβλεπαν το σωστό σηµείο 
κόρου, δεν προέβλεπαν σωστά τις σωστές πυκνότητες, τοποθετόντας το σηµείο κόρου σε 

πυκνότητες διπλάσιες των κανονικών. Το τοποθετούσαν σε πυκνότητες των  168,1 −fm  αντί για 

τις 136,1 −fm .     
   Εικ.3.6  Σηµεία κόρου της ̟υρηνικής ύλης, υ̟ολογισµένα στην ̟ροσέγγιση BHF, για διάφορα δυναµικά 
αλληλε̟ίδρασης ΝΝ. Τα α̟οτελέσµατα ̟αριστάνονται τόσο µε την συνεχή όσο και µε την συµβατική ε̟ιλογή της αδιατάρακτης 
Χαµιλτονιανής. Το ̟αραλληλόγραµµο αντιστοιχεί στα εµ̟ειρικά δεδοµένα.  

  
Αυτό το σύνολο  των σηµείων κόρου, ονοµάζεται Coester Band, µιας και αυτή η 

ιδιότητα πρωτοπαρατηρήθηκε από τον Coester. Ένα παρόµοιο φαινόµενο υπάρχει για ένα 
σύστηµα τριών σωµατιδίων και στον υπολογισµό των ιδιοτήτων της βασικής κατάστασης των 
πεπερασµένων πυρήνων. 
 Μοντέλα που δίνουν πολύ µεγάλες ενέργειες σε µεγάλες πυκνότητες κόρου, συνήθως 
περιέχουν και µια ασθενή τανυστική δύναµη. Τα µοντέρνα δυναµικά Ο.Β.Ε µε µια ισχυρή 
ανταλλαγή ρ ανήκουν σε αυτό το είδος.  Αναλόγως του δυναµικού που θα επιλέξουµε, η 
συνεισφορά των όρων δεύτερης ή και ανώτερης τάξης στο δυναµικό είναι περισσότερο ή 
λιγότερο σηµαντική από τον όρο Born.  
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 Η θεωρία αυτή θεωρήθηκε αξιόπιστη για πυκνότητες nucρ2< .  Πάνω από αυτή την 

πυκνότητα γίνεται απαραίτητη µια προσέγγιση µεταβολών. Θα πρέπει να αναφέρουµε ότι 
σηµαντική πρόοδος έχει γίνει και µε προσεγγίσεις που ενσωµατώνουν αλληλεπιδράσεις τριών ή 
και δύο νουκλεονίων. Αυτοί οι υπολογισµοί µπορούν να αναπαράγουν τα αποτελέσµατα από την 
χαµηλότερης τάξης BBG.  
 

3.6 Η αλληλε̟ίδραση τριών σωµάτων. 
 

Τα τελευταία χρόνια έγινε γνωστό ότι οι δυνάµεις δύο σωµάτων δεν επαρκούν για να 
εξηγήσουν κάποιες από τις πυρηνικές ιδιότητες και η TIFF πρέπει να εισαχθεί. Τυπικά 
παραδείγµατα είναι η ενέργεια σύνδεσης των ελαφριών πυρήνων, η δυναµική του spin της 
σκέδασης νουκλεονίου-δευτερίου και το σηµείο κόρου της πυρηνικής ύλης. Η φαινοµενολογική 
και η µικροσκοπική TBF χρησιµοποιήθηκαν κατά κόρον για να περιγράψουν τις παραπάνω 
ιδιότητες.  

 Στα πλαίσια µιας θεωρίας Brueckner, µια αξιόλογη εκτίµηση της TBF θα απαιτούσε τη 
λύση της εξίσωσης Bethe-Faddeev, που θα περιγράφει τη δυναµική τριών σωµάτων της 
πυρηνικής ύλης.. Στην πράξη εφαρµόζεται µια πολύ πιο απλή προσέγγιση, στην οποία η TBF 
µειώνεται σε µία εξαρτώµενη της πυκνότητας δύναµης δύο σωµάτων και αθροίζουµε ως προς το 
τρίτο νουκλεόνιο του µέσου παίρνοντας υπ’ όψιν τις συσχετίσεις νουκλεονίου-νουκλεονίου µέσω 

της BHF συνάρτησης ijg :     

 

 123 1 2 3
33

12 ( ) 1 2 123 1 2 3
΄ ΄ ΄

΄

V ΄ ΄ V ΄ ΄ ΄ρ ∗= Ψ Ψ∑  (3.53) 

 

Εδώ ( )( )23133123 11 gg −−=Ψ φ  και 3φ  είναι η ελεύθερη κυµατοσυνάρτηση του τρίτου 

σωµατιδίου. Αυτή η ενεργή δύναµη δύο σωµάτων, προστίθεται στην απλή δύναµη δύο σωµάτων 
και ξαναυπολογίζεται σε κάθε βήµα της παραπάνω διαδικασίας.  
 
3.6.1 Μικροσκο̟ική TBF. 

 
   Η µικροσκοπική TBF βασίζεται στους µηχανισµούς ανταλλαγής µεσονίων, 

συνοδευόµενη από τη διέγερση συντονισµών των νουκλεονίων, όπως αναπαρίσταται από τα 
διαγράµµατα της εικόνας 3.4. Επιπλέον η TBF που προκύπτει από τη διέγερση ενός ζεύγους 
ΝΝ έχει ήδη συζητηθεί. Υπάρχει όµως και µια άλλη περίπτωση λόγω της διέγερσης ισοβαρών 
συντονισµών ∆(1232) µέσω της ανταλλαγής ελαφριών (π,ρ) µεσονίων ή των χαµηλότερων 
διεγέρσεων νουκλεονίων που προκαλούνται από βαριά µεσόνια (ανταλλαγή σ και ω)  

  To συνδυασµένο αποτέλεσµα αυτών των TBF είναι µια αξιοσηµείωτη βελτίωση των 
ιδιοτήτων κορεσµού της πυρηνικής ύλης Συγκρινόµενη µε την BHF όπου λαµβάνονται υπ΄όψιν 
δύο δυνάµεις ,η ενέργεια κορεσµού γίνεται από -18MeV, -15MeV και η πυκνότητα κόρου από 

0,26 στα 0,19 3−fm  και ο συντελεστής συµπιεστότητας από τα 230MeV στα 210MeV. Οι 

ιδιότητες του spin και του isospin κάτω από την TBF, δείχνει επίσης πολύ ικανοποιητική 
συµπεριφορά.  
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        Εικ 3.7  ∆ιάφορα διαγράµµατα ̟ου δείχνουν ̟ιθανές συνεισφορές στην TBF (Βλ. Αναφορά 13). 

 
 

3.6.2  Φαινοµενολογικές TBF. 
 
 Μια δεύτερη κλάση TBF που χρησιµοποιείται ευρέως στην βιβλιογραφία, και κυρίως 
για συγκεκριµένους υπολογισµούς µεταβολών του πεπερασµένου πυρήνα και της πυρηνικής 
ύλης,  είναι η φαινοµενολογική Urbanna TBF. Θυµίζουµε ότι το Urbanna ΙΧ TBF model, 

περιέχει ένα δυναµικό ανταλλαγής δύο πιονίων π2
ijkV , υποστηρίζόµενα από έναν 

φαινοµενολογικό όρο άπωσης R
ijkV :    

 2 R
ijk ijk ijkV V Vπ= +  (3.54) 

όπου:        

 

{ }{ }
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 (3.55) 

 

Ο τελεστής ανταλλαγής δύο πιονίων ijX  δίνεται από την:   

 

 ( ) ( )ij ij i j ij ijX Y m r T m r Sπ πσ σ= +r r
 (3.56) 

 

όπου ( )( ) jijjijijS σσσσ ιι
rr−= rr3  είναι ο τανυστικός τελεστής και σ και τ είναι οι τελεστές του 

spin και του isospin. Y και T είναι οι συναρτήσεις Yukawa και οι τανυστικές συναρτήσεις 
αντίστοιχα. Μετά τη µείωση της TBF σε µία ενεργό εξαρτώµενη της πυκνότητας, δύναµη δύο 
σωµάτων µε την αθροιστική διαδικασία που αναφέραµε παραπάνω, το προκύπτων δυναµικό δύο 
σωµάτων θα έχει µια σχετικά απλή δοµή περιλαµβάνοντας µια κεντρική και µια τανυστικής 
συνιστώσα για την ανταλλαγή δύο σωµατιδίων και ένα απωστικό κεντρικό δυναµικό: 
   

      ( ) 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pheno R
ij j i j c ij TV V r S V r V rπ π

ιτ τ σ σ = + + r r  
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ενώ το αντίστοιχο δυναµικό από την µικροσκοπική TBF έχει πέντε όρους 
  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .micro
ij j i j C j C C ij j T TV V r V r V r S V r V rτσ σ τ

ι ι ιτ τ σ σ σ σ τ τ = + + + + r r

 (3.57) 
    

Στην προσέγγιση των µεταβολών, οι δύο παράµετροι Α και U καθορίζονται από το fit της 
ενέργειας σύνδεσης κάποιου πρωτονίου µαζί µε την πυκνότητα του κόρου της πυρηνικής ύλης 
(που δίνουν ωστόσο µια έλξη της τάξης του E/A= -12 MeV). Στους υπολογισµούς της BHF 
επιλέγονται έτσι ώστε να αναπαράγουν την εµπειρική πυκνότητα κόρου µαζί µε την ενέργεια 
σύνδεσης της πυρηνικής ύλης. Οι προκύπτουσες τιµές των παραµέτρων είναι Α= - 0,0293 MeV 
και U=0,0048 MeV στο µοντέλο µεταβολών Urbanna ΙΧ, ενώ για τους υπολογισµούς BHF και 
TBF απαιτούµε Α= - 0,0333 MeV και U= 0,00038 MeV που δίνουν το σηµείο κόρου σε 

πυκνότητες της τάξης MeVAEfmkF 5,15/,36,1 1 −== −  και έναν παράγοντα συµπιεστότητας 

της τάξης του Κ=210.  
 Αυτές οι τιµές των Α και U βρέθηκαν µε την χρήση ενός δυναµικού δύο σωµάτων 

Argonne 18u  τόσο στην BHF όσο και στις θεωρίες µεταβολών πολλών σωµάτων.   

  
   Εικ 3.8. Αριστερό διάγραµµα: Ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο της 
συµµετρικής ̟υρηνικής ύλης(κάτω καµ̟ύλες) και για ύλη αστέρα νετρονίων 
(̟άνω καµ̟ύλες), εφαρµόζοντας διαφορετικά είδη της ̟ροσέγγισης ΤΡΙΩΝ 
ΣΩΜΑΤΩΝ (TBF). (Βλ Αναφορά 13). 
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             Εικ 3.9  Η βαρυτική µάζα του αστέρα νετρονίων ̟αριστάνεται 
συναρτήση της ακτίνας του αστέρα και συναρτήση της κεντρικής ̟υκνότητας 
στο αριστερό και στο δεξί σχήµα αντίστοιχα. (Βλ Αναφορά 9 & 13). 

           
3.7 Σχετικιστικά Φαινόµενα. 
 
3.7.1 Το µοντέλο Walecka για την ̟υρηνική ύλη. 
 
 Μέχρι αυτού του σηµείου έχουµε θεωρήσει µια µη σχετικιστική θεωρία πολλών 
σωµάτων για να περιγράψουµε τις ιδιότητες των πυρηνικών συστηµάτων. Με µια πρώτη µατιά 
αυτό δικαιολογείται από τις ακόλουθες σκέψεις. Το βάθος του δυναµικού ενός απλού 
σωµατιδίου ή αλλιώς η self energy πρέπει να είναι γύρω στα 60 MeV για πεπερασµένους 
πυρήνες και 80 MeV για την πυρηνική ύλη. Αυτό είναι σχετικά µικρό συγκρινόµενο µε την µάζα 
ηρεµίας των νουκλεονίων, m=938MeV και εποµένως τα σχετικιστικά φαινόµενα θα έπρεπε να 
είναι αµελητέα.  
 Αυτό το επιχείρηµα αµφισβητείται από φαινοµενολογικά µοντέλα, που υπολογίζουν 
τόσο τους νουκλεονικούς όσο και τους µεσονικούς βαθµούς ελευθερίας όπως είναι το Walecka 
model.  Το αρχικό σηµείο σε αυτά τα µοντέλα είναι σχετικιστικά αναλλοίωτες Λαγκρανζιανές, 
για µια θεωρία πεδίου νουκλεονίων, που αναπαρίστανται από τα πεδία Dirac Ψ, ένα βαθµωτό 

µεσόνιο σ (mass )σm  και ένα διανυσµατικό µεσόνιο ω (µάζας )ωm . Επίσης οι παράµετροι 

αυτών των θεωριών καθορίζονται µε βάση δεδοµένα που αφορούν την πυκνότητα κόρου, την 
ενέργεια ανά  νουκλεόνιο, τον συντελεστή συµπιεστότητας, την ενέργεια ασυµµετρίας κ.α 
παραµέτρους.  
 Για συστήµατα που είναι αµετάβλητα κάτω από µετατοπίσεις, η ιδιοενέργεια για τα 
νουκλεόνια µε ορµή k προέρχεται από τρείς συνεισφορές, εξαρτώµενες από τις ιδιότητες 
µετασχηµατισµού:    

 ( ) ( ) 0 0( ) ( )SM k M k k kνγ γ= − Μ + Μk  (3.58) 

 
Αν εισάγουµε αυτή την ιδιοενέργεια στις εξισώσεις Dirac, οι εξισώσεις Dirac γράφονται στην 
αναπαράσταση του χώρου ορµών: 
    

 [ ] ( ) ( )0( ) ( , ) ,m M k u k k u kγ λ γ λ+ + = Εk % %  (3.59) 
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 ( ) ( )0( ) , ( ) ,m k u k k u kγ λ γ λ∗ ∗ ∗ + = Ε k % %  (3.60) 

 
Και συγκρίνοντας την 3.60 µε το spinor του ελεύθερου σωµατιδίου που περιγράφει την 
πυρηνική ύλη και έχει την παρακάτω µορφή: 
      

 ( )
1

2
,

( )

m
u k

E k m
E m

λ λσ∗ ∗
∗

 
 =
 +  + ∗ 

k%  (3.61) 

 

όπου έχει κανονικοποιηθεί ώστε 1~~ =+uu . Η on-shell συνθήκη για την πυρηνική ύλη είναι: 
222 )()( ∗∗∗ += kkmkE  

 Στο επίπεδο της προσέγγισης Hartree-Fock, αν υποθέσουµε την ανταλλαγή ενός 
βαθµωτού σ και ενός διανυσµατικού µεσονίου ω, οι διαφορετικές συνεισφορές στην ιδιοενέργεια 
δίνονται από την: 
  

  
     

Οι παράµετροι αυτού του Dirac-Hartree-Fock µοντέλου σg  και ωg  µπορούν να 

προσαρµοστούν για να πάρουµε το εµπειρικό σηµείο κόρου της πυρηνικής ύλης (οι µάζες του σ 
και του ω δίνονται από τον πίνακα παραµέτρων του Ο.Β.Ε).  
 Αυτά τα fits οδηγούν σε  αλληλοαναιρέσεις των διαφόρων συνεισφορών στην 

ιδιοενέργεια. Το βαθµωτό µέρος SΜ  οφείλεται κυρίως στην ανταλλαγή του σ µεσονίου και 
είναι πολύ ελκτικό οδηγώντας σε τιµές της τάξης του -400MeV στην πυκνότητα κόρου. Η 

µηδενική συνιστώσα του διανυσµατικού όρου 0M , που κυριαρχείται από την ανταλλαγή του ω-
µεσονίου δίνει µια απωστική συνεισφορά των 320MeV στην ενέργεια Ε(k). Εποµένως το net 
effect της ΝΝ αλληλεπίδρασης είναι µικρό συγκρινόµενο µε την µάζα ηρεµίας των 
νουκλεονίων. Αυτό είναι σε συµφωνία µε τις πειραµατικές παρατηρήσεις και οδήγησε στο 
συµπέρασµα ότι τα σχετικιστικά φαινόµενα µπορούν να αγνοηθούν. 
 Τα αποτελέσµατα του Walecka model µας δείχνουν ότι η µικρή ενέργεια σύνδεσης 
οφείλεται σε µια ακύρωση των ισχυρών ελκτικών και απωστικών συνιστωσών. Οι διάφορες 
συνεισφορές στην ιδιοενέργεια Μ είναι συγκρίσιµες µε την µάζα ηρεµίας των νουκλεονίων. Μιας 
και έχουν τελείως διαφορετικές ιδιότητες µετασχηµατισµού κάτω από τους µετασχηµατισµούς 

Lorentz,  µπαίνουν στην εξίσωση Dirac µε διαφορετικό τρόπο. Η βαθµωτή συνιστώσα sM  
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µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει της ενεργής µάζας ∗m  η οποία είναι σαφώς µικρότερη από τη 
γυµνή µάζα. Αυτό οδηγεί σε λύσεις της εξίσωσης Dirac u που δείχνουν µια ενίσχυση των µικρών 
συνιστωσών, σε σύγκριση µε τα spinors των νουκλεονίων ίδια ορµής στο κενό. Περισσότερες 
λεπτοµέρειες για το µοντέλο Walecka και την εφαρµογή του στην περιγραφή της ύλης του 
αστέρα νετρονίων δίνονται στο 5ο κεφάλαιο.  
 

3.8   Σύνοψη 
 

Μπορεί κανείς να αναρωτηθεί γιατί δεν χρησιµοποιούµε την δική µας βασική θεωρία για 
τις διάφορες αλληλεπιδράσεις των βαρυονίων που είναι η Q.C.D αντί να έχουµε όλες αυτές τις 
διαφορετικές περιγραφές της αλληλεπίδρασης ΝΝ. Ο λόγος είναι ότι παρ’ όλο που η Q.C.D 
είναι πολύ χρήσιµη σε διαδικασίες που περιλαµβάνουν µεγάλες ενέργειες και µεταφορές ορµής, 
δεν επεκτείνεται καλά σε συστήµατα στις χαµηλές ενέργειες όπως τα συστήµατα της βαρυονικής 
ύλης στα αστρικά σώµατα. Αυτό σηµαίνει ότι κάποιος δεν µπορεί να περιγράψει τις ιδιότητες 
των απλών νουκλεονίων από τη βασική θεωρία των ισχυρά αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων. 
Εποµένως είναι προς το παρόν αδύνατο να περιγράψουµε τις ιδιότητες των απλών πυρήνων από 
τη βασική θεωρία των ισχυρά αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων.  

 Προκειµένου να προχωρήσουµε µε τους υπολογισµούς µας, πρέπει να υποθέσουµε σε 
καθαρά φαινοµενολογική βάση, ότι µια αλληλεπίδραση µεταξύ δύο νουκλεονίων µπορεί να 
βρεθεί προσαρµόζοντας τις παραµέτρους αυτών των αλληλεπιδράσεων µε τέτοιο τρόπο που 
υπολογισµοί όπως αυτοί της Hartree-Fock να αναπαράγουν τις βασικές πειραµατικές ιδιότητες, 
όπως τις ενέργειες σύνδεσης και τις ακτίνες των πυρήνων.  

 Μέσα σε αυτή τη φαινοµενολογική προσέγγιση µπορεί κανείς να βρει µια ακριβή 
περιγραφή για τις µακροσκοπικές ιδιότητες των πυρήνων. Αυτό σηµαίνει ότι αυτά τα µοντέλα 
µας δίνουν µια περιγραφή της πυρηνικής ύλης στις συνηθισµένες πυκνότητες. Εδώ και στα 
επόµενα το όνοµα πυρηνική ύλη σηµαίνει ένα τεχνητό σύστηµα που επινοήθηκε από τους 
θεωρητικούς φυσικούς. Θεωρούµε ένα οµογενές άπειρο σύστηµα πρωτονίων και νετρονίων που  
αλληλεπιδρούν µόνο µέσω της ισχυρής αλληλεπίδρασης ενώ η άπωση Coulomb µεταξύ των 
πρωτονίων τίθεται ανενεργή. Αυτό το σύστηµα αντιστοιχεί σε έναν πυρήνα χωρίς φαινόµενα 
επιφάνειας, και χωρίς αλληλεπιδράσεις Coulomb. Εποµένως η πειραµατική τιµή για την 
ενέργεια σύνδεσης του συστήµατος βρίσκεται από τον όρο του όγκου στον ηµιεµπειρικό τύπο 
της µάζας των Bethe-Weizsazker για την ενέργεια σύνδεσης των πυρήνων. Επιπλέον µπορεί 
κανείς να βρει την πυκνότητα της πυρηνικής ύλης, χωρία καµία εξωτερική πίεση από την 
πυκνότητα των νουκλεονίων στο εσωτερικό µεγάλων πυρήνων. Αυτό σηµαίνει ότι ξέρουµε το 
ελάχιστο του διαγράµµατος ενέργειας-πυκνότητας της πυρηνικής ύλης από εµπειρικά δεδοµένα.  
Η ενέργεια του σηµείου κόρου της πυρηνικής ύλης είναι περίπου -16 MeV ανά νουκλεόνιο σε 

µια πυκνότητα των 0,16 νουκλεονίων ανα 3fm  

 Επιπλέον µπορεί κανείς να προσπαθήσει να υπολογίσει την κλίση της καµπύλης 
ενέργειας-πυκνότητας η οποία σχετίζεται µε την ασυµπιεστότητα της πυρηνικής ύλης µέσω του:  
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 (3.70) 

 
 Είναι εµφανές ότι τα φαινοµενολογικά µοντέλα για την ΝΝ αλληλεπίδραση τα οποία 

απλώς προσαρµόζονται για να περιγράψουν τις ιδιότητες της συµµετρικής πυρηνικής ύλης στις 
συνηθισµένες πυκνότητες κόρου δεν επαρκούν για να µας δώσουν επαρκείς προβλέψεις για τις 
ιδιότητες της πυρηνικής ύλης σε πολύ µεγαλύτερες πυκνότητες. Επιπλέον είναι προφανές από τα 
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αποτελέσµατα πειραµάτων knock-out ότι οι πυρήνες είναι πολύπλοκα συστήµατα πολλών 
σωµάτων που δεν µπορούν να περιγραφούν από µια απλή θεωρία µέσου πεδίου ή από µια 
προσέγγιση Hartree-Fock όπως γίνεται µε τις φαινοµενολογικές περιγραφές των δυνάµεων ΝΝ. 
Όπως ήδη είπαµε χρειάζεται µια αντιµετώπιση των συσχετίσεων πέρα από την Hartree-Fock,  
προκειµένου να βρούµε µια αξιόπιστη περιγραφή του προβλήµατος πολλών σωµάτων.  

 Για αυτό τον λόγο θα επικεντρώσουµε τη συζήτησή για τις καταστατικές εξισώσεις σε 
αυτές που βρέθηκαν µε ρεαλιστικά µοντέλα για τις ΝΝ αλληλεπιδράσεις. ∆ηλαδή µε 
αλληλεπιδράσεις που αναπαράγουν σωστά τα πειραµατικά δεδοµένα, όπως είναι η ενέργεια και 
οι ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες των δέσµιων συστηµάτων δύο σωµάτων. Μια τέτοια υπόθεση 
είναι και ότι η αλληλεπίδραση ΝΝ στηρίζεται στην ανταλλαγή µεσονίων ή ένα ενεργό µοντέλο 
quark.  
 Έτσι η ελπίδα είναι ότι τέτοιο υπολογισµοί πολλών σωµάτων θα αναπαράγουν τις 
ιδιότητες της πυρηνικής ύλης, γύρω από την πυκνότητα του κόρου χωρίς την προσθήκη άλλων 
παραµέτρων Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε ένα εργαλείο για την πρόβλεψη της βαρυονικής ύλης σε 

συνηθισµένες πυκνότητες 0n  από τις ιδιότητες των αλληλεπιδρόντων νουκλεονίων στο κενό 

(n=0). Μια τέτοια θεωρία θα έπρεπε να µας δίνει αξιόπιστες προβλέψεις για τις ιδιότητες της 
βαρυονικής ύλης µέχρι πυκνοτήτων που είναι λίγες φορές υψηλότερες από την πυκνότητα κόρου 

0n . 

 Η διαδικασία που µόλις περιγράψαµε, καθορίζει το κλασσικό ή το συµβατικό µοντέλο 
της βαρυονικής ύλης. Τα βασικά συµπεράσµατα αυτού του συµβατικού µοντέλου είναι ότι τα 
νουκλεόνια είναι οι βασικοί δοµικοί λίθοι της βαρυονικής ύλης και δεν αλλάζουν τις ιδιότητες 
τους στο µέσο της βαρυονικής ύλης. Μπορεί κανείς να υποθέσει ότι η απλή αλληλεπίδραση 
µεταξύ των νουκλεονίων στο µέσο είναι ταυτόσηµη µε την αλληλεπίδραση δύο νουκλεονίων στο 
κενό. Οι δραµατικές αλλαγές που λαµβάνουν χώρα σε υψηλές πυκνότητες του πυρήνα µπορούν 
εύκολα να γίνουν κατανοητές αν θυµηθεί κανείς τα τυπικά µήκη των ακτινών των νουκλεονίων τα 
οποία είναι γύρω στα 0,8 fm και της µέσης απόστασης µεταξύ των δύο γειτονικών νουκλεονίων, 
η οποία είναι περίπου 1,9fm, για πυρηνική ύλη στην πυκνότητα κόρου. Αυτό δείχνει ότι η 
πυρηνική ύλη είναι ένα πολύ πυκνό σύστηµα και µπορεί κανείς εύκολα να φανταστεί ότι η 
κατανοµή των quark σε ένα νουκλεόνιο επηρεάζεται από την παρουσία άλλων. Αυτό µας φέρνει 
στην ιδέα που εκφράσαµε στην αρχή του κεφαλαίου ότι µπορεί να µην επιτραπεί σε κάποιον να 
θεωρήσει τα νουκλεόνια σαν σωµατίδια µε εσωτερική δοµή. Πρέπει να έχουµε υπ’ όψιν µας 
πιθανούς βαθµούς διέγερσης και τις τροποποιήσεις των νουκλεονίων στις υψηλές πυκνότητες. 
Όπως θα δούµε αργότερα σε αυτό το κεφάλαιο, αυτό δηµιουργεί τις δυνάµεις πολλών σωµάτων. 
Το µέσο της βαρυονικής ύλης, θα µπορούσε να επηρεάσει τις ιδιότητες και τη διάδοση των 
µεσονίων, τα οποία έχουν ακτίνες σχετικά όµοιες µε αυτές των βαρυονίων. Η ενεργός µάζα των 
µεσονίων σε ένα πυρηνικό σύστηµα µπορεί να είναι διαφορετική από τη µάζα του κενού.  Αυτό 
σηµαίνει ότι το εύρος των ΝΝ αλληλεπιδράσεων, που περιγράφτηκε µε όρους ανταλλαγής 
µεσονίων, θα είναι διαφορετικό στην πυρηνική ύλη σε σχέση µε το κενό, το οποίο µας οδηγεί σε 
µία εξάρτηση από τη πυκνότητα της ΝΝ αλληλεπίδρασης.  
 Η αλλαγή των µαζών των µεσονίων στο µέσο µπορεί να είναι τόσο έντονη συγκρινόµενη 
µε αυτών του κενού, που µπορεί να έχουµε και συµπύκνωση µποζονίων. ∆ηλαδή η καταστατική 
σε υψηλές πυκνότητες δεν αναπαριστάται πλέον από την καταστατική για την κανονική ύλη αλλά 
έχουµε µια αλλαγή φάσης και συµπύκνωµα πιονίων στην ύπαρξη του οποίου θα αναφερθούµε 
παρακάτω.  
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  Εικ 3.10. Στην εικόνα ̟αρουσιάζεται η σχέση µάζας-ακτίνας για 
σχετικιστικές(̟άνω καµ̟ύλες) και µη σχετικιστικές(κάτω καµ̟ύλες) θεωρίες της 
̟υρηνικής ύλης. Παρατηρείστς ότι οι ̟ρώτες δίνουν ̟ολύ µεγάλες µάζες σε σύγκριση 
µε τα ̟αρατηρησιακά µας δεδοµένα ενώ οι δεύτερες ̟ολύ µικρές. (Βλ. Αναφορά 37 & 
39) 
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4444
ο 
    ΚΕΦΑΛΑΙΟ    

 
4.1  Τα στρώµατα ενός αστέρα νετρονίων. 
 

             Οι αστέρες νετρονίων είναι πλήρως σχετικιστικά αντικείµενα. Η δοµή τους δεν µπορεί 
να περιγραφεί στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας.  

Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα: ένα τέλειο υγρό, σφαιρικά συµµετρικό, σε ηρεµία. 
Χρησιµοποιούµε σφαιρικές συντεταγµένες  (r,θ,φ). ∆ηλώνουµε την πίεση σε µία ακτίνα r ως P(r)  
και την ενεργειακή πυκνότητα, που περιέχει όλες τις πιθανές συνεισφορές εκτός από την 
βαρυτική ενέργεια ρ(r). Με αυτά τα συµπεράσµατα, οι εξισώσεις του Einstein δίνουν τις 
ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης γνωστές ως εξισώσεις Tolman-Oppenheimer-
Volkoff:    
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Η δεύτερη εξίσωση καθορίζει απλώς την ποσότητα m(r), η οποία εισάγεται από τη λύση 

των εξισώσεων Einstein και αναπαριστά την ολική ενέργεια που περιέχεται σε µια σφαίρα 
ακτίνας r. Εποµένως στο σηµείο r=0, το m πρέπει να είναι µηδέν και στο r=R, η µάζα m είναι 
η ολική µάζα M του αστέρα. Το πως προκύπτουν οι εξισώσεις Τ.Ο.V µπορεί εύκολα να βρεθεί 
σε κάθε εισαγωγικό βιβλίο σχετικότητας. 

 Ο παράγοντας 2/ rmGρ−  στο δεξί µέλος της εξίσωσης (4.6) δεν είναι τίποτε άλλο 

παρά ένας όρος της κλασσικής εξίσωσης για υδροστατική ισορροπία για ένα τέλειο ρευστό. 
Εποµένως η εξίσωση Τ.Ο.V φαίνεται να είναι η σχετικιστική έκδοση της υδροστατικής 
ισορροπίας, όπου ο Νευτώνειος όρος πολλαπλασιάζεται µε σχετικιστικές διορθώσεις που 
προκύπτουν από τη κλίση του χωροχρόνου λόγω πεπερασµένης ενεργειακής πυκνότητας ρ. Οι 
άγνωστοι σε αυτές τις δύο εξισώσεις είναι το ρ,Ρ και το m. Πρέπει πάντοτε να έχουµε µια τρίτη 
εξίσωση για το σύστηµά µας, την ζητούµενη καταστατική εξίσωση P=P(ρ) η οποία περιέχει την 
µικροφυσική της ύλης στον αστέρα.  
 Το δεξί µέλος των T.O.V είναι πάντα αρνητικό και εποµένως η πίεση στον αστέρα 
µειώνεται µονότονα από το κέντρο του προς την επιφάνεια. Οι παραπάνω εξισώσεις λύνονται 
αριθµητικά από το (r=0) µέχρι να µηδενιστεί η πίεση. Η ακτίνα στην οποία η πίεση µηδενίζεται 
είναι η ακτίνα του αστέρα R. Η αρχική συνθήκη για την m(r) είναι  σταθερή: m(0)=0 επειδή το 
κεντρικό σηµείο δεν περιέχει καθόλου ενέργεια. Επιλέγουµε την τιµή της κεντρικής πίεσης ή 
της κεντρικής ενεργειακής πυκνότητας. Εποµένως παίρνουµε τις ακολουθίες των P(r) , ρ(r) , 
m(r) και η τιµή της ακτίνας του αστέρα R και η ολική ενέργεια M=m(R). Λύνοντας την εξίσωση 
για διάφορες τιµές της κεντρικής ενέργειας παίρνουµε όσο το δυνατόν περισσότερες τιµές του 
Μ και του R, κατασκευάζοντας µια σχέση µάζας-ακτίνας.  
 Η ακριβής γνώση της µέγιστης µάζας και ακτίνας, µιας οικογένειας αστέρων, µας 
επιτρέπει την ταύτιση των παρατηρούµενων αντικειµένων. Προς το παρόν, όλα όσα ξέρουµε 
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γύρω από ένα αντικείµενο  oo MMM 110 >>  και kmR 50<  είναι ότι είναι είτε ένας αστέρας 

νετρονίων , είτε ένας αστέρας quark είτε µια µαύρη τρύπα. Αν ξέρουµε τη µέγιστη µάζα 

maxM του αστέρα νετρονίων, τότε ένα αντικείµενο µε maxMM ≥  είναι απαραίτητα µια µαύρη 

τρύπα ή ένας αστέρας quark. Για την ακρίβεια χρειαζόµαστε και τη σχέση µάζας ακτίνας και 
την υποθετική τρίτη οικογένεια και την επιβεβαίωση της ύπαρξής της, έτσι ώστε να µπορούµε να 
ξεχωρίσουµε στα σίγουρα µια µαύρη τρύπα από τους συµπαγείς αστέρες και τους συµπαγείς 

αστέρες µεταξύ τους. Για να ξεχωρίσουµε αντικείµενα µε maxMM ≤  η ακριβής γνώση της 

σχέσης µάζας-ακτίνας και των ακτινών αυτών των αντικειµένων χρειάζεται. 
 Έπειτα ξέροντας τι είδος αντικειµένων παρατηρούµε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
τις παρατηρούµενες ιδιότητες για να περιορίσουµε τα µοντέλα για τις λιγότερο γνωστές 
καταστατικές της πυκνής, ψυχρής ύλης και να αποκλείσουµε µερικές.  
 Παρακάτω έχουµε µια µικρή λίστα, διαφορετικών στρωµάτων σε έναν αστέρα νετρονίων 
και των φαινοµένων που συµπεριλαµβάνονται. Το πάχος, κάθε φάσης δίνεται για ένα τυπικό 

αστέρι νετρονίων, µε µάζα 
o

M1≈ : 

 
1) Ατµόσφαιρα. Η σύστασή της παίζει σηµαντικό ρόλο στα µετρούµενα φάσµατα από 

τους Pulsar, µιας και η φασµατική τους κατανοµή δεν είναι αυτή ενός µέλανος 
σώµατος.. Είναι έντονα µαγνητισµένη.  

2) Φάκελος: Στρώµα λίγων εκατοστών που παίζει σηµαντικό ρόλο στην ψύξη του 
αστέρα. Λειτουργεί σαν στρόφιγγα που καθορίζει πόσο γρήγορα ψύχεται ο αστέρας. 
Το αν αποτελείται από βαριά ή ελαφριά στοιχεία είναι ένα πολύ σηµαντικό, αλλά 
δυστυχώς αναπάντητο ερώτηµα.  

3) Εξωτερική κρούστα: 3114 /1010 cmg≤≤ ρ , λίγα εκατοντάδες µέτρα. Το πλέγµα 

των πλούσιων σε νετρόνια πυρήνων σε ένα ελεύθερο αέριο σχετικιστικών 
ηλεκτρονίων.  

4) Γραµµή κόρου νετρονίου-πρωτονίου. Σε αυτό το σηµείο )/103,4( 311 cmg×≈ρ , 

τα νετρόνια στον πυρήνα είναι τόσο ασθενώς συνδεδεµένα που φεύγουν από τον 
πυρήνα και σταδιακά γίνονται ελεύθερα.  

5) Εσωτερική κρούστα 31411 /1010 cmg≤≤ ρ  λίγο εκατοντάδων µέτρων. Πλούσιοι 

σε νετρόνια πυρήνες σε ένα αέριο ηλεκτρονίων και νετρίνο, η πίεση των νετρονίων 
αυξάνεται σταδιακά µε την πυκνότητα.  Αυτή είναι η περιοχή των ελεύθερων 
νετρονίων.  

6) Εξωτερικός πυρήνας: µέχρι 314 /105 cmg×≈ , γύρω στα 10 km για ένα καθαρό 

αστέρα νετρονίων µε µάζα 
o

M1 , πολύ µεταβλητό κατά τα άλλα. Ο οµογενής 

πυρήνας του υγρού, αποτελείται κυρίως από νετρόνια, περιέχοντας και ηλεκτρόνια, 
πρωτόνια και µυόνια.  

7) Εσωτερικός πυρήνας: Άγνωστος. Πιθανή εµφάνιση των υπερονίων στην αδρονική 
φάση, πιθανή µετάβαση στην deconfined ύλη quark. 

 
 

Υπάρχει και µια λεπτή ατµόσφαιρα (λίγων εκατοστών) της ατοµικής αεριώδους ύλης. Μόνο η 
κρούστα µπορεί προς το παρόν να περιγραφεί αξιόπιστα. Η µετάβαση στην περιοχή των 
ελεύθερων νετρονίων, αντιστοιχεί σε µια απότοµη αλλαγή στην κλίση: η αποβολή νετρονίων 
είναι µια πρώτης τάξης αλλαγή φάσης της ύλης στη κρούστα.  
 Τα εξωτερικά στρώµατα ενός αστέρα νετρονίων, συνεισφέρουν λίγα στις µάζες τους. 
Παρ’ όλα αυτά η περιοχή χαµηλών πυκνοτήτων της κρούστας του αστέρα. θέτει ενδιαφέρονται 
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φυσικά προβλήµατα, τα οποία περιγράφουµε εν συντοµία. Επίσης θα θεµελιώσουµε την 
καταστατική εξίσωση στις υψηλότερες πυκνότητες που αναφέρθηκαν νωρίτερα στη συζήτηση 
µας.  
 Θεωρήστε, την επιφάνεια του αστέρα νετρονίου, όπου η πίεση είναι µηδέν. Η συνθήκη 
είναι όµοια µε αυτή της γής, µιας και µια ατµοσφαιρική πίεση είναι πολύ µικρή σε ότι αφορά 
την δοµή της ύλης. Προφανώς, η φύση της ύλης χαµηλής πυκνότητας είναι εντελώς διαφορετική 
από την οµοιόµορφη πυκνή ύλη που περιγράφτηκε από τη θεωρία των προηγούµενων ενοτήτων. 
Εποµένως χρειάζεται να ξέρουµε την καταστατική εξίσωση για τους αστέρες νετρονίων από 
µηδενική πίεση µέχρι της πίεσης στην οποία οι µεµονωµένοι πυρήνες καταστρέφονται. Αυτό 
είναι το εύρος πιέσεων των λευκών νάνων και εποµένως οι εξωτερικές περιοχές των αστέρων 
νετρονίων θα αποτελούνται από ύλη κάπως παρόµοια µε αυτή των λευκών νάνων.  
 Η χαµηλότερη µορφή ενέργειας της ύλης σε µηδενική συµπίεση και στη χαµηλότερη 

πιθανή µορφή ενέργειας αποτελείται από στερεό σίδηρο 56Fe . Ο σίδηρος είναι το πιο σταθερό 
στοιχείο και εποµένως έχει την χαµηλότερη τιµή ενέργειας ανά νουκλεόνιο. Εποµένως είναι η 
χαµηλότερη πυκνότητα ύλης ενός αστέρα νετρονίων, και καθορίζει την πίεση στα όρια του 
αστέρα, επειδή η πίεση στο στερεό σίδηρο είναι µηδέν. Στο στερεό στην επιφάνεια του αστέρα, 
κάποια από τα ηλεκτρόνια θα είναι στις ζώνες αγωγιµότητας. Λίγο βαθύτερα στον αστέρα, η 
πίεση θα είναι υψηλότερη, και τα άτοµα θα συµπιέζονται, ώστε οι αποστάσεις µεταξύ των κενών, 
δεν θα επιτρέπουν την ύπαρξη ατόµων στη συνήθη κατάσταση- τα άτοµα θα είναι πλήρως 
ιονισµένα.Παρ’ όλα αυτά, στη πυρηνική ύλη σε πυκνότητες µικρότερες της πυρηνικής, τα άτοµα 
θα σχηµατίζουν ένα σχεδόν οµογενές µέσο στο οποίο οι θετικά φορτισµένοι πυρήνες, 
ελαχιστοποιούν την ολική ενέργεια µε το να καταλαµβάνουν θέσεις του πλέγµατος όπως έχουµε 
ήδη πει. Έτσι αν και µπορούµε να µιλάµε για ένα αστέρα νετρονίων, όπως περιγράφεται από τη 
θεωρία αυτού του κεφαλαίου, σαν ένα κβαντικό υγρό, µε διάφορα σχετικιστικά, βαρυόνια και 
λεπτόνια, η ύλη στις χαµηλότερες πυκνότητες στην κρούστα του αστέρα είναι σε κρυσταλλική 
µορφή.  
 Αν και επιθυµητή για ακρίβεια σε όλη την εσωτερική κρούστα, µια κατάλληλη 
συλλογική παρά ατοµική αντιµετώπιση των πυρήνων γίνεται όχι απλώς επιθυµητή αλλά πλήρως 
απαραίτητη για να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα της πυρηνικής ύλης, στην κρούστα τους 
αστέρα νετρονίων. Αυτή η αντιµετώπιση είναι χρήσιµη για την αντιµετώπιση προβληµάτων 
όπου έχουµε ροή νετρονίων ως προς το πλέγµα που σχηµατίζουν οι πυρήνες.   
 Στην εσωτερική λοιπόν κρούστα ενός αστέρα νετρονίων, σε πυκνότητες πολύ 
µεγαλύτερες του ορίου του κόρου, τα αδέσµευτα νετρόνια επαγωγής, µπορούν να κινούνται 
ελεύθερα ανάµεσα στο πλέγµα που σχηµατίζουν οι πυρήνες. Η σχετική πυκνότητα ρεύµατος 
νετρονίων είναι:  

 i in Kp=  (4.3) 
 
όπου Κ είναι ένας συντελεστής κινητικότητας ο οποίος δεν έχει ακόµη υπολογιστεί µε ακρίβεια. 
Η προσπάθεια που γίνεται συνίσταται στο να εκφραστεί ως ένα ολοκλήρωµα του χώρου φάσεων 
της σχετικής ταχύτητας οµάδας, ως προς την επιφάνεια Fermi των νετρονίων. Μια σχέση που 
προκύπτει για το Κ είναι: 
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και προκύπτει επίσης ότι είναι ανάλογος,, σε µηδενικές θερµοκρασίες, του τανυστή ηλεκτρικής 

αγωγιµότητας ijσ , µέσω της σχέσης: 2ij ije Kσ τ= , όπου τ είναι ο σχετικός χρόνος ηρέµησης 
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και e είναι το ηλεκτρικό φορτίο ανά σωµατίδιο.        

 
   
Εικ 4.1  Οι διάφορες ̟εριοχές και η ̟ιθανή σύστασή τους, στο εσωτερικό ενός αστέρα νετρονίων. Με ένα ερωτηµατικό στη 
θέση του ̟υρήνα µιας και η σύσταση του α̟οτελεί και σήµερα ένα µεγάλο µυστήριο. ∆ιακρίνεται η ατµόσφαιρα, ο 
φάκελος,, η κρούστα, και ο εσωτερικός και εξωτερικός ̟υρήνας. Ακόµη φαίνεται η ̟ιθανότητα ύ̟αρξης υ̟έρρευστων 
υγρών στην κρούστα και στον ̟υρήνα. (Βλ. Αναφορά 43). 

 
 

4.2 Η  κρούστα του αστέρα νετρονίων. 
 
 Αν και όπως έχουµε ήδη πει, στην εσωτερική κρούστα εµφανίζεται ένα κρυσταλλικό 
πλέγµα των νετρονίων ως προς τους φορτισµένους πυρήνες, εντούτοις  πρόσφατες έρευνες (βλ. 
Ν.Chamel, P.Haensel etc.) έλαβαν υπ’ όψιν τους το γεγονός των µεγάλων παραµορφώσεων που 
υφίστανται οι πυρήνες σε αυτή την πυκνότητα, και πρότειναν ότι στο πλέγµα δεν θα διατηρούν 
την σφαιρική µορφή, αλλά κάποιες πιο εξωτικές µορφές όπως είναι τα spaghetti και lasagna.  
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A) Lasagna Phase. 
 
Σε αυτή την περίπτωση οι πυρήνες σχηµατίζουν στρώµατα, παράλληλα το ένα στο άλλο και 
ίσης απόστασης α. Εποµένως το δυναµικού ενός σώµατος V, είναι περιοδικό κατά µήκος µιας 
µόνο διεύθυνσης και παίρνει σταθερές τιµές ως προς τις άλλες δύο. Η κυµατοσυνάρτηση του 
σωµατιδίου έχει την µορφή: 
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 όπου η φ(z) είναι η λύση της εξίσωσης Schrodinger µιας διάστασης. και ικανοποιεί τις 
περιοδικές συνθήκες: 
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και η ενέργεια ενός σωµατιδίου δίνεται από τη σχέση: 
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όπου α έιναι ο δείκτης του στρώµατος. Η ολική πυκνότητα των νετρονίων θα είναι: 
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O συντελεστής κινητικότητας, κατά µήκος του στρώµατος του καζανιού είναι ίδιος µε αυτόν 
ενός αερίου ελεύθερων νετρονίων της ίδιας πυκνότητας, ενώ ο συντελεστής κινητικότητας σε 
διευθύνσεις κάθετες στη διεύθυνση των lasagna, µπορεί να διαφέρει από αυτόν του αερίου 
νετρονίων. 
 
B) Spaghetti phase: 
 
Σε αυτό το µοντέλο, ο κρύσταλλος αποτελείται από πυρήνες κυλινδρικού σχήµατος που 
τοποθετούνται σε ένα δισδιάστατο πλέγµα. Μιας και το δυναµικό ενός απλού σωµατιδίου γύρω 
από έναν αποµονωµένο πυρήνα, εξαρτάται µόνο από την απόσταση από τον πυρήνα, η 
συνεισφορά στο δυναµικό δεν εξαρτάται από το z, και η κυµατοσυνάρτηση παίρνει τη µορφή: 
 

      ,( ) ( , ) z

x y

ik z
k k kr x y eφ φ=  

 
και η ενέργεια µπορεί να αναλυθεί ως εξής: 
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και η ολική πυκνότητα νετρονίων είναι: 

     
3

4
2 ( ) ( )

(2 )n x yn m dk dkα α
α

µ ε µ ε
π ΒΖ

= − ∂ −∑ ∫
h

 

 



 Καταστατικές Εξισώσεις του εσωτερικού 

 Αστέρων Νετρονίων. 

 63

στην οποία ο παράγοντας 2 προκύπτει από τον περιορισµό το 0zk >  και το ολοκλήρωµα 

υπολογίζεται στην πρώτη ζώνη Brillouin.  Προκύπτει και πάλι ότι ο συντελεστής κινητικότητας 
ο παράλληλος στα επίπεδα των κυλίνδρων είναι ίσος µε αυτόν του µη αλληλεπιδρόντως αερίου, 
ενώ ο κάθετος στα spaghetti, εξαρτάται από την αλληλεπίδραση των νετρονίων µε τον 
κρύσταλλο: 

  { }
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 Η ροή νετρονίων αντιµετωπίζεται σαν µια διαταραχή, µιας θεµελιώδους κατάστασης 
µηδενικής θερµοκρασίας, που χαρακτηρίζεται απλώς από τη θέση των σχετικών επιφανειών 
Fermi στο χώρο ορµών. Εποµένως βρίσκουµε σχετικά ακριβείς υπολογισµούς των συντελεστών 

σχετικής κίνησης που µας δείχνουν ότι η µάζα ∗m  που χαρακτηρίζει την κίνηση των νετρονίων 
σε µακροσκοπική κίνηση, µπορεί να γίνει πολύ µεγάλη συγκρινόµενη µε τη συνήθη µάζα 
νετρονίου m, και συγκεκριµένα στο µέσο του στρώµατος αγωγιµότητας.  
 Οι Bulgac, Magierski, και Heenen έδειξαν πρόσφατα τη σηµασία των φαινοµένων 
φλοιού, που εισάγονται από αδέσµευτα νετρόνια στην κρούστα των αστέρων νετρονίων, 
υπολογίζοντας τους τελεστές Casimir της ενέργειας για την ύλη του αστέρα νετρονίων, υπό την 
παρουσία ανοµοιογενειών από µια ηµικλασσική προσέγγιση και πιο πρόσφατα από 
υπολογισµούς ενός Skyrme-Hartree-Fock υπολογισµού µε συνήθεις περιοδικές συνθήκες. Παρ’ 
όλα αυτά αυτό το είδος των περιοδικών συνθηκών δεν λειτουργεί πλήρως ικανοποιητικά για τη 
σκέδαση Bragg των νετρονίων και είναι µόνο µια ειδική περίπτωση, των πιο γενικών συνθηκών 
Bloch.  
 Απουσία, προηγούµενων κβαντοµηχανικών υπολογισµών, το µέχρι τώρα καλύτερο 
µοντέλο που έχει προταθεί είναι αυτό των Oyamatsu και Yamada, υποστηριζόµενο από τις 
οριακές συνθήκες Bloch, προκειµένου να υπολογίσουµε την ενεργό µάζα νετρονίου m. 
 Αυτό το µοντέλο συµπεριφέρεται στα νετρόνια σαν ανεξάρτητα φερµιόνια στα οποία 
δρά ένα ενεργό δυναµικό. Μια πρόκληση για τους θεωρητικούς πυρηνικούς είναι η εισαγωγή 
των περιοδικών συνθηκών Bloch σε πιο εξελιγµένα µοντέλα.  

|Μια συνθήκη που θα θέσουµε σε αυτό το σηµείο και η οποία θα πρέπει να 
ικανοποιείται για οποιοδήποτε µοντέλο καταστατικής εξίσωσης είναι πως η ύλη πρέπει να είναι 
causal. ∆ηλαδή πρέπει η ταχύτητα του ήχου να είναι χαµηλότερη από του φωτός, και 
µαθηµατικά γράφεται ως: 
         

 2 1s

dP
c

d ρ
= ≤  (4.5) 

 

όπου sc  είναι η ταχύτητα του ήχου και µε την ταχύτητα του φωτός c=1.  
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4.3 Πολυτρο̟ικά Μοντέλα. 
 
Ένα κλασσικό πολυτροπικό µοντέλο για µια καταστατική εξίσωση είναι το: 
                           

 P K ρ Γ=  (4.6) 

 
Όπου ρ είναι η κλασσική πυκνότητα µάζας και το Γ είναι ο αδιαβατικός εκθέτης. Μια τέτοια 
καταστατική χρησιµοποιείται ευρύτατα για την περιγραφή της ύλης στους λευκούς νάνους. Η 
πυκνότητα µάζας είναι απλώς m, όπου m είναι η µέση µάζα των σωµατιδίων και υποθέτουµε: 
      

 P KnΓ=  (4.7) 
 
Η ενεργειακή πυκνότητα πρέπει να έχει την ακόλουθη µορφή: 
      
 ρ=mn+ρ΄  (4.8) 

 
mn είναι η µάζα ηρεµίας των σωµατιδίων και το ρ΄ είναι ένας όρος που προκύπτει από τις 
αλληλεπιδράσεις.  
 Χρησιµοποιώντας την πρώτη αρχή της θερµοδυναµικής παίρνουµε: 
                

 
1

d Pd Tds
n n

ρ   = − +   
   

 (4.9) 

  
όπου το s είναι η εντροπία ανά σωµατίδιο. Η ύλη που θεωρούµε παρουσιάζει υψηλό βαθµό 
ιονισµού ( η ενέργεια Fermi είναι πολύ µεγαλύτερη από την τυπική θερµοκρασία) και έτσι 
µπορούµε να θεωρήσουµε Τ=0. Ολοκληρώνοντας την απλή σχέση µεταξύ των P και ρ, 
παίρνουµε: 

                 tan
1

P
cons t nρ = × +

Γ −
 (4.10) 

 
και η σταθερά µπορεί να βρεθεί µε τη µέση µάζα m των σωµατιδίων, αν συγκριθεί µε την 
εξίσωση 4.8. Εποµένως έχουµε µια καταστατική P=P(ρ) µε µια αναλυτική παραµετρική µορφή: 
                         

      

1

P Kn

P
mnρ

Γ=

= +
Γ −

 (4.11) 

 
Η χρήση ενός πολυτροπικού µοντέλου µπορεί να µεταφραστεί ως εξής: για κάθε καταστατική 
εξίσωση, µπορεί κανείς να καθορίσει τον τοπικό αδιαβατικό εκθετικό: 
         

 
n dP

P dn
Γ =  (4.12) 
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όπου n είναι η βαρυονική αριθµητική πυκνότητα. Αυτός ο ορισµός είναι συνεπής µε τον ορισµό 
του Γ σε µια πολυτροπική EOS. Υιοθετώντας ένα πολυτροπικό µοντέλο, για µια περιοχή της 
Ε.O.S, είναι στη συνέχεια µια προσέγγιση, συνεπής µε το να θέσουµε το Γ, σταθερό, ίσο µε τη 
µέση τιµή του στην πραγµατική E.O.S.  

Μια πρώτη σύγκριση διαφορετικών E.O.S δίνεται από τους Shappiro-Teukolsky όπου 
συγκρίνονται έξι διαφορετικές εξισώσεις και προκύπτουν τρία γενικά χαρακτηριστικά: 
 

1)     Υπολογισµοί µε µία stiff καταστατική εξίσωση (TNI, TI and MF) δίνουν µεγαλύτερη 
µέγιστη µάζα από τα αστέρια που προκύπτουν από µία EOS. 

 
2)       Τα αστέρια που υπολογίζονται από µια stiff καταστατική εξίσωση έχουν χαµηλότερη 

κεντρική πυκνότητα, µεγαλύτερη ακτίνα και πολύ λεπτότερη κρούστα , από τα αστέρια 
ίδια µάζας, υπολογισµένα µε µία soft E.O.S. 

 
3)      H συµπύκνωση πιονίων, αν συµβαίνει, τείνει να συστέλλει τους αστέρες νετρονίων µιας 

δοσµένη µάζας, όπως και να αυξήσει τη µέγιστη µάζα τους.  
 

 Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε ότι η καταστατική εξίσωση για ένα ψυχρό αστέρι, 
πάνω από τη γραµµή κόρου πρωτονίου-νετρονίου µπορεί να χωριστεί στις παραπάνω περιοχές. 

Η περιοχή από το nucρρ ≈  µέχρι το nucρρ ≈  όπου 31414 //108.2 cmgcmgnuc ×=ρ  είναι 

αρκετά καλά κατανοητές. Η ύλη στην πυρηνική ισορροπία αποτελείται από πλούσιους σε 
νετρόνια πυρήνες, σε ένα πλέγµα Coulomb, ηλεκτρόνια και ελεύθερα νετρόνια. Καθώς 
αυξάνεται η πυκνότητα, τα ελεύθερα νετρόνια παρέχουν ολοένα και µεγαλύτερο µέρος της 

ολικής πίεσης. Στην nucρρ ≈  οι πυρήνες αρχίζουν να διαλύονται και να αναµειγνύονται µαζί. 

 Σε πολύ υψηλές πυκνότητες, πάνω από 315 /10 cmg≈ρ , η σύνθεση αναµένεται να 

περιλαµβάνει σηµαντικό αριθµό υπερονίων και οι αλληλεπιδράσεις των νουκλεονίων πρέπει να 
αντιµετωπιστούν σχετικιστικά. ∆υστυχώς, σχετικιστικές τεχνικές πολλών σωµάτων για ισχυρά 
αλληλεπιδρούσα ύλη δεν έχουν αναπτυχθεί πλήρως. Πρόσφατες καταστατικές εξισώσεις 
υπόκεινται και σε άλλους περιορισµούς όπως η συµπύκνωση πιονίων ή Καονίων ή αλλαγής 
φάσεων στην ύλη των quark και τις συνέπειες ενός  ∆ συντονισµού.  
 

4.4. Καταστατικές Εξισώσεις για την κρούστα. 
 

Υποθέτουµε ότι η κρούστα αποτελείται από ύλη σε πλήρη θερµοδυναµική ισορροπία 
(την λεγόµενη ψυχρή ύλη) που αντιστοιχεί στην ελάχιστη ενέργεια ανά νουκλεόνιο. Χωρίζεται 
σε µία εξωτερική κρούστα όπου ένα πλέγµα πυρήνων σχηµατίζεται µέσα σε ένα αέριο 
ηλεκτρονίων και στην εσωτερική που είναι ένα πλέγµα ιόντων το οποίο σχηµατίζεται εντός ενός 
αερίου νετρονίων και ηλεκτρονίων.  Η εξωτερική κρούστα έχει ως όριο τη γραµµή κόρου 

νετρονίου-πρωτονίου 11 34 10 /g cm×  και η εσωτερική εκτείνεται µέχρι 14 310 /g cmρ −= . Μέχρι 

του σηµείου του neutron drip η καταστατική µπορεί να υπολογιστεί µε τη χρήση πειραµατικών 
δεδοµένων από πλούσιους σε νετρόνια πυρήνες και τύπους ηµιεµπειρικών µαζών. Σε 
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 µεγαλύτερες όµως πυκνότητες, οι ιδιότητες των πυρήνων επηρεάζονται από το περιβάλλων 
αέριο νετρονίων το οποίο συνεισφέρει όλο και περισσότερο στην ολική πίεση. Εποµένως το 
πρόβληµα της εύρεσης του σωστού µοντέλου για την E.O.S γίνεται ολοένα και πιο σηµαντικό.  
Η πραγµατική καταστατική θα προκύπτει από τη σωστή Χαµιλτονιανή που θα περιγράφει τις 
Ν-Ν αλληλεπιδράσεις. Ο σκοπός µας είναι να προσδιορίσουµε σωστά την ύλη για πυκνότητες:: 

 

               11 3
010 gcm ρ ρ− < <  

 
Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η Sly η οποία για πυκνότητες πάνω από την πυκνότητα κόρου, 
γίνεται πιο σκληρή µε την αύξηση της πυκνότητας λόγω της µεγαλύτερης συνεισφοράς των 
νετρονίων. Η αλλαγή φάσης, µεταξύ πυρήνα και κρούστας είναι πρώτης τάξης. Στο µοντέλο 
αυτό οι σφαιρικοί πυρήνες υπάρχουν µέχρι το τελευταίο στρώµα της κρούστας.  Από την άλλη 
για µια καταστατική όπως η FPS η αλλαγή φάσης από την κρούστα στον πυρήνα γίνεται µέσω 
µιας ακολουθίας αλλαγών φάσης µε συνεχή αλλαγή του σχήµατος των πυρήνων (Lorenz 1993). 
Βέβαια η αλλαγή στο σχήµα αν και επηρεάζει τα φαινόµενα µεταφοράς έχει µικρή συνεισφορά 
στην υπολογιζόµενη E.O.S. 
 Τέλος πιστεύεται ότι αστέρες νετρονίων οι οποίοι βρίσκονται σε διπλά συστήµατα, 
έχουν κρούστα η οποία διαχέεται προς το συνοδό αστέρα και το αποτέλεσµα είναι πιο stiff 
καταστατική εξίσωση.  
  
 



 Καταστατικές Εξισώσεις του εσωτερικού 

 Αστέρων Νετρονίων. 

 67

4.5  Καταστατικές εξισώσεις για τον Πυρήνα. 
 

Για πυκνότητες µεγαλύτερες της πυρηνικής, η ύλη είναι ένα µείγµα νετρονίων µε ένα 
µικρό ποσοστό ίσου αριθµού ηλεκτρονίων και πρωτονίων. Αν η ενέργεια Fermi των 
ηλεκτρονίων ξεπεράσει την ενέργεια ηρεµίας των µυονίων, τα µυόνια αντικαθιστούν ένα µέρος 
των ηλεκτρονίων προκειµένου να ελαχιστοποιήσουν την ενέργεια του συστήµατος.  Αυτό είναι 
το απλούστερο µοντέλο της ύλης στους πυρήνες των αστέρων νετρονίων: εκτός από την 
παρουσία των µυονίων, τα οποία δεν επηρεάζουν τόσο την καταστατική, τα ηλεκτρόνια, τα 
νετρόνια και τα πρωτόνια είναι όµοια µε αυτά που ξέρουµε στη γη. ∆ιάφορες περιπτώσεις για 
ύλη npeµ παριστάνονται στην εικόνα 4.2 µε δύο ακραίες περιπτώσεις την BPAL12 και την 
BGN2.   

Μόλις το άθροισµα των χηµικών δυναµικών του νετρονίου και του ηλεκτρονίου 
ξεπεράσει τη µάζα του Σ-υπερονίου, αυτό θα εµφανιστεί ως ένα σταθερό συστατικό της ύλης του 
αστέρα.  Η εισαγωγή των υπερονίων σε ολοένα και µεγαλύτερες πυκνότητες έχει ως αποτέλεσµα 
να παίρνουµε καταστατικές εξισώσεις που µπορούν να υποστηρίξουν µικρότερες µάζες.  

Η συµπύκνωση πιονίων ή καονίων όπως και η ύπαρξη ελεύθερων quark που προβλέπουν 
διάφορες θεωρίες, οδηγούν σε ένα ακόµη softening της καταστατικής.  

 

4.6 Συµ̟ύκνωµα καονίων ή ̟ιονίων. 
 
Αν αγνοήσουµε τις ισχυρές αλληλεπιδράσεις µεταξύ πιονίων και νουκλεονίων, το κριτήριο για το 
σχηµατισµό αρνητικά φορτισµένων πιονίων στην πυκνή πυρηνική ύλη µέσω της αντίδρασης:: 
 

     n p π −→ +  

 

 
                                  Εικ 4.2   ∆ιαγράµµατα P-ρ για διάφορες καταστατικές.(Βλ.Αναφορά 8) 
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είναι το χηµικό δυναµικό n p eµ µ µ− =  ξεπερνάει τη µάζα ηρεµίας του π, 139.6m MeVπ = . 

Όπως έχουµε δει 100e eVµ = Μ  σε nucρ ρ�  και έτσι αναµένουµε την εµφάνιση του π σε 

χαµηλότερες πυκνότητες.  
 Τα πιόνια είναι αδρόνια και όπως όλα τα αδρόνια αλληλεπιδρά µέσω της ισχυρής 
αλληλεπίδρασης και εποµένως οι ιδιότητές του εξαρτώνται από την περιβάλλουσα ύλη. Αν και 
οι χαµηλότερης τάξης s-wave αλληλεπιδράσεις µε τα νουκλεόνια της πυρηνικής ύλης έχουν ως 
αποτέλεσµα την αύξηση της ενεργού µάζας τους, οι υψηλότερης τάξης p-wave αλληλεπιδράσεις 
έχουν το αντίθετο αποτέλεσµα. Μια υπόθεση ήταν ότι τα πιόνια εµφανίζονται σε πυκνότητες 
ίσες µε 2 φορές την πυκνότητα της πυρηνικής ύλης.  Για να βρούµε την πυκνότητα στην οποία 
συντελείται αυτή η µετάβαση έχουν ακολουθηθεί δύο ουσιαστικές προσεγγίσεις. Η µία είναι ο 
υπολογισµός της ιδιοενέργειας (self-energy) του πιονίου Π(k,ω,n) και η εύρεση της τιµής στην 
οποία γίνεται τόσο ελκτική ώστε να µπορούµε να υπολογίσουµε την µεταβολή φάσης. Η άλλη 
προσέγγιση είναι να κάνουµε υπολογισµούς µέσου πεδίου για µια Λαγκρανζιανή που να 
περιλαµβάνει και το πεδίο ενός πιονίου συζευγµένου µε τα νουκλεόνια και να δούµε αν 
υπάρχουν περιοχές πυκνότητας και ασυµµετρίας όπου το πεδίο του πιονίου δίνει µια µη 
µηδενιζόµενη αναµενόµενη τιµή. Στην περίπτωση συµπυκνώµατος πιονίων , το µέσο των 
βαρυονίων θα πολώνεται από το πεδίο των πιονίων και θα βλέπουµε διαδοχικά στρώµατα 
πολωµένων νουκλεονίων ως προς το spin και το isospin.  
 Προκειµένου να βρούµε την πυκνότητα στην οποία συµβαίνει το συµπύκνωµα πιονίων, 
υπολογίζουµε την ιδιοενέργεια του πιονίου για σωµατίδια µε ορµή k για µεταφορά ενέργειας 
ω=0. Η απλούστερη µη τετριµµένη (non-trivial) προσέγγιση για την ιδιοενέργεια βρίσκεται αν 
υποθέσουµε την σύζευξη του πιονίου µε τις αντίστοιχες διεγέρσεις σωµατιδίου-οπής (particle-
hole)  του πυρηνικού µέσου. Αυτό δίνει: 

                            
2
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Όπου NNf π  είναι η σταθερά σύζευξης για την κορυφή πιονίου- νουκλεονίου και U(k) η εξίσωση 

Linhard.  Η εξίσωση αυτή δίνεται: 
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Η σχέση µεταξύ της ενέργειας ενός σωµατιδίου και της  ορµής δίνεται από την: 
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Με αυτή την προσέγγιση βλέπουµε άµεσα ότι η ιδιοενέργεια του πιονίου είναι ελκτική. Η 

απόλυτη τιµή της αυξάνει µε την πυκνότητα ( ή την ορµή Fermi Fk ) και ένα µέγιστο 

αναµένεται για ορµή k διαφορετική του µηδενός. Στο επόµενο βήµα µπορούµε να 
συµπεριλάβουµε την απορρόφηση των πιονίων από τα νουκλεόνια που οδηγεί σε διεγέρσεις ∆ 
σωµατιδίων και δίνουν µια ιδιοενέργεια που περιέχει συνεισφορές και από τη σύζευξη του 
πιονίου µε τα νουκλεόνια όσο και µε τα ∆ και η οποία γίνεται τόσο ελκτική ώστε θα έπρεπε η 
συµπύκνωση πιονίων να παρατηρείται ακόµη και στις συνηθισµένες πυκνότητες. Οι  µικρού 
εύρους ΝΝ αλληλεπιδράσεις κάνουν αδύνατο τον υπολογισµό της δοµής µέσω ενός απλού 
δυναµικού αλληλεπιδράσεων V. Πρέπει να λύσουµε µια εξίσωση σκέδασης ΝΝ που σηµαίνει να 
επεκτείνουµε το δυναµικό V σε όλες τις τάξεις στο κανάλι αλληλεπίδρασης σωµατιδίου-
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σωµατιδίου. Στα κανάλια λοιπόν σωµατιδίου-οπής πρώτης και δεύτερης τάξης (όπου δεύτερης 
τάξης είναι τα crossed διαγράµµατα) εµφανίζονται φαινόµενα συλλογικότητας (collectivity) τα 
οποία τείνουν να εµποδίζουν το σχηµατισµό συµπυκνώµατος πιονίων (βλ Muther 1985 – Pion 
condensation prevents pion condensation). Βέβαια αυτή η διαπίστωση ισχύει για συµµετρική 
πυρηνική ύλη και δεν ξέρουµε αν µπορεί να επεκταθεί το συµπέρασµα για την ασύµµετρη.  
  Η κρίσιµη θερµοκρασία που έχουµε συµπύκνωµα πιονίων δίνεται από την αριθµητική 

πυκνότητα θέτοντας µ=m 2c . Αυτό µας δίνει: 
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Σε χαµηλές θερµοκρασίες µπορούµε να κάνουµε τη µη σχετικιστική προσέγγιση: 
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Και βρίσκουµε ότι: 
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Για µικρότερες θερµοκρασίες της κρίσιµης τα σωµατίδια µε θετικές κινητικές ενέργειες 

κατανέµονται σύµφωνα µε την Bose-Einstein και το 3/ 2n T∝  και έτσι: 
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και τα εναποµείναντα σωµατίδια βρίσκονται όλα στην χαµηλότερη κατάσταση µε z=0: 
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Τα σωµατίδια στην z=0 κατάσταση δεν έχουν καθόλου ορµή και εποµένως δεν συνεισφέρουν 
στην πίεση . Καθώς το 0T →  όλα τα µποζόνια τείνουν να βρεθούν σε αυτή την κατάσταση. 
Έτσι είναι εµφανές γιατί η συµπύκνωση µποζονίων οδηγεί σε ένα softening της καταστατικής. Ο 
Au (1976) προέβλεψε µια µείωση στην πίεση κατα 75% σε πυκνότητες ίσες µε 3 φορές αυτή της 
πυρηνικής.  
 Η συµπύκνωση πιονίων ενισχύει την πιθανότητα η νετρονική ύλη όταν βρεθεί σε πολύ 
υψηλές πυκνότητες να στερεοποιείται. Ο µικρού εύρους απωστικός πυρήνας της ΝΝ 
αλληλεπίδρασης µπορεί να είναι αρκετά ισχυρός  ώστε α αναγκάσει τα νετρόνια να βρεθούν σε 
διάφορες θέσεις πλέγµατος. Έτσι θα είχαµε αστέρες νετρονίων µε στερεούς πυρήνες και στερεές 
κρούστες.  
 Ένα ακόµη σενάριο εκτός αυτού για την ύπαρξη ενός συµπυκνώµατος πιονίων έκανε 
λόγω για την παρουσία ενός συµπυκνώµατος Καονίων (Brown 1994). Η ιδέα αυτή δόθηκε από 
το γεγονός ότι το Κ µεσόνιο αποτελείται από δύο quark, ένα strange και ένα non-strange. Αυτό 
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το antiquark, µπορούσε να νοιώσει ισχυρότερη έλξη στην πυρηνική ύλη σε υψηλότερες 
πυκνότητες λόγω της ανταλλαγής ω-µεσονίων, όπου η σύζευξη του ω-µεσονίου µε το strange 
quark είναι ασθενής. Η προκύπτουσα ελκτική ιδιοενέργεια του K θα µπορούσε να µειώσει τις 
ενέργειες αυτών των Καονίων, κάτω από το χηµικό δυναµικό για τα ηλεκτρόνια και τα καόνια 
θα παραγόντουσαν, παρά το γεγονός ότι απαιτείται µια διαδικασία που παραβιάζει τη 
διατήρηση της παραξενιάς. Επίσης το συµπύκνωµα καονίων θα έπρεπε να ενισχύσει το ρυθµό 
ψύξης των αστέρων νετρονίων, κάτι που δεν υποστηρίζουν οι παρατηρήσεις.  
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5555
ο
    Κεφάλαιο    

 
Όπως έχουµε ήδη πει, στην πυρηνική πυκνότητα, οι πυρήνες και η πυρηνική ύλη 

αποτελείται από πρωτόνια και νετρόνια που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, µέσω της πυρηνικής 
δύναµης που διαδίδεται από τα αλληλεπιδρώντα µεσόνια. Στην αδρονική ύλη σε ισορροπία, σε 
πυκνότητες πολύ µεγαλύτερες από αυτές της συνήθους πυρηνικής ύλης, η ενέργεια Fermi των 
νουκλεονίων θα είναι τόσο µεγάλη που είναι ενεργειακά προτιµότερο για κάποια νουκλεόνια να 
µετασχηµατίζονται σε βαρύτερα είδη βαρυονίων µέσω της ηλεκτρασθενούς αλληλεπίδρασης. 
Με αυτό τον τρόπο, ο διατηρούµενος βαρυονικός αριθµός µοιράζεται µεταξύ ενός µεγαλύτερου 
αριθµού ειδών, χαµηλότερης ενέργειας Fermi. 

Κάποια από τα είδη των βαρυονίων και των µεσονίων και οι κβαντικοί αριθµοί τους 
δείχνονται στον πίνακα 3.2. Τα πιο σηµαντικά βαρυόνια στους αστέρες νετρονίων είναι τα 
βαρυόνια της οκτάδας. τα χαµηλότερης µάζας βαρυόνια µε spin ½. Αυτά αποτελούν τα 
νουκλεόνια και κάποια από τα υπερόνια, βαρυόνια που έχουν έναν αριθµό παραξενιάς. Τα πιο 
σηµαντικά µεσόνια είναι το βαθµωτό σ, το ω µε spin ίσο µε 1, και το ρ µε spin και isospin 1.  

Μια αναλλοίωτη κατά Lorentz θεωρία της πυρηνικής ύλης που περιλαµβάνει αδρόνια, 
προτάθηκε στην απλούστερη της µορφή από τους Johnson και Teller, τον Duerr στα µέσα του 
1950, και από τον Walecka στη µέση του 1970. Αυτή η θεωρία περιγράφει την αλληλεπίδραση 
µεταξύ νουκλεονίων στην ύλη  µέσο δύο µεσονικών πεδίων, του βαθµωτού σ και του 
διανυσµατικού ω. Θα αναφερθούµε σε αυτή τη θεωρία σαν την (σ-ω) πυρηνική θεωρία πεδίου. 
∆εν είναι µια βασίζεται  θεωρία µιας και δεν θεµελιώνεται πάνω στα θεµελιώδη πεδία.  

Οι πυρήνες αντιµετωπίστηκαν παραδοσιακά µέσω ενός Schrodinger based, µη 
σχετικιστικού µοντέλου, του µοντέλου φλοιού. Τα µοντέλα φλοιού αποτελούνται από ένα µέσο 
πεδίο στο οποίο είναι δέσµια τα νουκλεόνια και µια τοπική δύναµη, µέσω της οποίας 
αλληλεπιδρούν. Μπορεί κανείς να υπολογίσει τις στάθµες ενέργειας και τις ιδιότητες των 
πυρήνων που συµπεριλαµβάνουν την ενεργό συµµετοχή τουλάχιστον λίγων νουκλεονίων.  
Πρόσφατοι υπολογισµοί Monte-Carlo εφαρµόστηκαν για να επεκτείνουµε το εύρος εφαρµογών 
των µοντέλων φλοιών.  

Η πυρηνική θεωρία πεδίου και οι εφαρµογές της είναι ιδιαίτερα χρήσιµες για τη µελέτη 
της ύλης ενός αστέρα νετρονίου. Για το σκοπό µας, η σχετικιστική θεωρία πεδίου έχει πολλά 
οφέλη. Οι σταθερές σύζευξης των σχετικιστικών θεωριών πεδίου, µπορούν να υπολογιστούν 
αλγεβρικά και να συνδεθούν µε τις bulk ιδιότητες της πυρηνικής ύλης. Επιπλέον η θεωρία 
µπορεί να ταιριάξει απόλυτα µε τη µόνη πληροφορία που έχουµε στην ύλη υψηλής  πυκνότητας, 
την causality, τη µικροσκοπική σταθερότητα, τις ιδιότητες κόρου της πυρηνικής ύλης και σε 
υψηλές πυκνότητες την ασυµπτωτική ελευθερία των quark.  

Ο σκοπός µας είναι να κατασκευάσουµε επεκτάσεις του ακριβούς µοντέλου που θα µας 
δίνουν µια σχετικιστική αναλλοίωτη θεωρία της πυκνής ύλης αδρονίων, σαν αυτή που 
πιθανότατα υπάρχει σε έναν αστέρα νετρονίων. Tο πρώτο µέρος αυτής της προσπάθειας είναι το 
να φέρουµε κοντά τη θεωρία µε πέντε σηµαντικές ιδιότητες για πυρηνική ύλη στις συνηθισµένες 
πυκνότητες. ∆ύο από αυτές, η ενέργεια σύνδεσης και  η ενέργεια κόρου, θα κανονικοποιούν την 
καταστατική εξίσωση σε ένα σηµείο στο διάγραµµα ενέργειας-πυκνότητας. ∆ύο άλλες, ο 
συντελεστής συµπιεστότητας και η ενεργός µάζα του νουκλεονίου µας βεβαιώνουν ότι η 
επέκταση σε υψηλότερη πυκνότητα είναι σωστή στην περιοχή του κόρου. Τέλος, η τελευταία 
πυρηνική ιδιότητα, η ενέργεια του isospin, εγγυάται ότι µικρές επεκτάσεις σε ασύµµετρα 
συστήµατα ως προς το isospin είναι σωστές.  

∆εν έχουµε προς το παρόν µετρήσεις σε µέγιστα της πυκνότητας ή της ασυµµετρίας 
isospin ή της θερµοκρασίας, αν και είναι αντικείµενο πειραµάτων που έχουν ήδη 
προγραµµατιστεί να γίνουν. Εποµένως είναι ένα ειδικό πλεονέκτηµα της θεωρίας που 
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αναπτύσσεται σε αυτό το κεφάλαιο ότι οι σταθερές σύζευξης της θεωρίας, σχετίζονται αλγεβρικά 
µε τις ιδιότητες της ύλης στον κόρο και πέρα, και το πλαίσιο αυτής της θεωρία, ελέγχει την 
δυνατότητα επέκτασής της σε µεγάλες πυκνότητες και ύλη µε ασυµµετρία του isospin. 
Εποµένως η εξάρτηση των ιδιοτήτων των αστέρων νετρονίων από το είδος της ύλης που 
αποτελεί έναν τέτοιο αστέρα, µπορεί να συσχετιστεί άµεσα µε τις ιδιότητες της πυρηνικής ύλης 
και τις αβεβαιότητές του. 

Θα γίνει φανερό, ότι σε υψηλότερες πυκνότητες, η ύλη κυριαρχείται από ολοένα και 
µεγαλύτερης µάζας, βαρυόνια. Εποµένως στο δεύτερο µέρος θα ασχοληθούµε µε την εισαγωγή 
και άλλων µελών της οκτάδας των βαρυονίων, εκτός από το πρωτόνιο και το νετρόνιο. ∆εν είναι 
δυνατό να ελέγξουµε, αυτό το κοµµάτι της θεωρίας από τις ιδιότητες της θεµελιώδους 
κατάστασης της πυρηνικής ύλης, µιας και µόνο τα νουκλεόνια πολλαπλασιάζονται σε αυτή την 
κατάσταση. Είναι δυνατό να συµπεράνουµε κάποιους περιορισµούς στις σταθερές σύζευξης των 
υπερονίων, αλλά θα πρέπει να αναπτύξουµε τη θεωρία µας πριν καταλήξουµε στο συµπέρασµα 
αυτό. 

Έχουµε ήδη συζητήσει ένα απλό αέριο Fermi της πυκνής ύλης στα προηγούµενα 
κεφάλαια. Η θεωρία του πυρηνικού πεδίου, είναι µια επέκταση η οποία περιλαµβάνει 
αλληλεπιδράσεις των βαρυονίων µέσω του µέσου πεδίου διαφόρων µεσονίων που δηµιουργείται 
µε ένα αυτοσυνεπή τρόπο. Και στις δύο περιπτώσεις, η βασική κατάσταση είναι µια εκφυλισµένη 
κατάσταση που αποτελείται από όλες τις καταστάσεις ορµών των σωµατιδίων, συµπληρωµένες, 
µέχρι της στάθµης Fermi. Η θεωρία πεδίου κατασκευάζεται σε στάδια, µέχρι να συµφωνήσει µε 
τις πέντε σηµαντικές σταθερές της πυρηνικής ύλης.  
 

5.1 Το µοντέλο σ-ω: 
 

Εισάγουµε τη θεωρία πυρηνικού πεδίου, θεωρόντας την αρχική µορφή των Johnson και 
Teller, Duerr και Walecka. Βασίζεται, στα πεδία τεσσάρων σωµατιδίων: των νουκλεονίων, ενός 
βαθµωτού µεσονίου, και του ωµέγα διανυσµατικού µεσονίου. Η Λαγκρανζιανή πρέπει να είναι 
βαθµωτή κατά Lorentz, αλλά αυτό δεν καθορίζει από µόνο του τη µορφή της αλληλεπίδρασης 
µεταξύ των νουκλεονίων και των µεσονικών πεδίων. Στο στατικό όριο, η ανταλλαγή ενός 
µποζονίου αυτών των µεσονίων, περιγράφεται από ένα δυναµικό Yukawa.  

 Θέλουµε η Λαγκρανζιανή να είναι βαθµωτή κατά Lorentz. Εποµένως το βαθµωτό 
µεσόνιο συζευγνύεται µε την πυκνότητα του βαθµωτού βαρυονίου ψψ  και το διανυσµατικό 

µεσόνιο, µε το τετραδιάνυσµα ρεύµατος των βαρυονίων ψγψ µ , µε συστολή. Η Λαγκρανζιανή 

της αλληλεπίδρασης, µπορεί να γραφτεί: 
    

 int ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L g x x x g x x xµ
σ ω µσ ψ ψ ω ψ γ ψ= −  (5.1) 

 
όπου x = (t,x,y,z).. Η επιλογή προσήµων και για τους δύο όρους είναι αυθαίρετη και 

γίνεται έτσι ώστε οι µέσες τιµές των πεδίων, να είναι θετικοί αριθµοί. Τώρα, προσθέτοντας τις 
ελεύθερες Λαγκρανζιανές, για τα νουκλεόνια και τα µεσόνια, βρίσκουµε για την ολική 
Λαγκρανζιανή: 

     

 ( ) ( )2 2 21 1 1
( )

2 4 2
L i ig m g m mµ µ µ µν µ

µ ω σ µ σ µν ω µψ γ ω σ ψ σ σ σ ω ω ω ω = ∂ + − − + ∂ ∂ − − + 
 (5.2) 
 

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange παρουσία των αλληλεπιδράσεων γίνονται:           
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 (5.3) 

 

Λόγω της διατήρησης των νουκλεονίων, έχουµε 0=∂ µ
µω , για τα διανυσµατικά πεδία. Οι 

εξισώσεις Euler-Lagrange για τα νουκλεόνια είναι: 
     

 ( )( ( ( )) ( ) 0g x m g x xµ µ
µ ω σγ ω σ ψ ∂ − − − =   (5.4) 

 
Οι παραπάνω συζευγµένες µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις είναι πολύ δύσκολο να λυθούν. 
 Τώρα εισάγουµε µια προσέγγιση που είναι γνωστή ως η σχετικιστική προσέγγιση 
µέσου-πεδίου, το σύστηµα που µας ενδιαφέρει είναι στατική οµοιόµορφης ύλη στην θεµελιώδη 
της κατάσταση. Αντικαθιστούµε, τα πεδία των µεσονίων µε τις µέσες τιµές τους σε αυτή την 

κατάσταση, σσ →  και µµ ωω → . Αυτές οι µέσες τιµές πρέπει να υπολογιστούν από τις 

παραπάνω εξισώσεις µε τις µέσες τιµές των ρευµάτων των νουκλεονίων. Το δεξί µέλος, είναι 
υπολογισµένο στη θεµελιώδη κατάσταση της ύλης. Στην στατική, οµοιόµορφη ύλη τα ρεύµατα 

ψψ  και ψγψ µ  είναι ανεξάρτητα του x. Σαν συνέπεια, οι εξισώσεις Euler-Lagrange, παίρνουν 

την απλούστερη µορφή:                 
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 (5.5) 

 
Πρέπει να συζητήσουµε, εν συντοµία, πως οι αναµενόµενες τιµές, της θεµελιώδης στάθµης των 

ρευµάτων νουκλεονίων ψψ  µπορούν να υπολογιστούν. 

 Αντί να ξαναονοµάσουµε τις µέσες τιµές, διατηρούµε τα παλιά τους ονόµατα αλλά τώρα 
χωρίς την εξάρτηση από το x. Για τα νουκλεόνια έχουµε: 
      

 ( ) ( ) ( ) 0g m g xµ µ
µ ω σγ ω σ ψ ∂ − − − =   (5.6) 

 
όπου, τα µέσα πεδία µεσονίων, εµφανίζονται τώρα. Μιας και στην προσέγγιση µέσου-πεδίου, 
της οµοιόµορφης στατικής ύλης, τα πεδία των νουκλεονίων ικανοποιούν, µια εξίσωση µε 
κανέναν όρο, εξαρτώµενο από το x. Αυτά τα πεδία, είναι ιδιοκαταστάσεις της ορµής, τις οποίες 
γράφουµε ως:         

 ( ) ( ) ikxx k eψ ψ −=  (5.7) 

όπου:      

 0kx k x k tµ
µ≡ = − kr  (5.8) 

 
Τότε βρίσκουµε:     

 ( ) ( ) ( ) 0k g m gµ µ
µ ω σγ ω σ ψ − − − =  k  (5.9) 
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H ποσότητα στα bracket είναι ένας πίνακας και το ψ είναι ένα spinor µε οκτώ σνιστώσες. Η 
σύγκριση µε την εξίσωση Dirac, που συναντήσαµε νωρίτερα, προτείνει τους ορισµούς: 
                         

 
( )

K k g

m m g

µ µ ω µ

σ

ω

σ σ∗

= −

= −
 (5.10) 

 
και είναι τυπικό θεωριών µε  βαθµωτά µεσόνια ότι η µάζα των Φερµιονίων µεταβάλλεται µε τον 

παραπάνω τρόπο. Ονοµάζουµε το ∗m , ενεργή µάζα ή καλύτερα ενεργή µάζα Dirac, ειδικά 
όταν πρέπει να την ξεχωρίσουµε από τις ενεργές µάζες των µη σχετικιστικών θεωριών. 
Προσέξτε ότι τα βαθµωτά πεδία, δρουν προκειµένου να µειώσουν την ενεργή µάζα των 
νουκλεονίων.  
 Με τους παραπάνω ορισµούς, οι εξισώσεις Dirac, ξαναγράφονται:   
    

 ( ) ( ) 0K m ψ∗/ − Κ =  (5.11) 

 
Οι ιδιοτιµές Dirac, µπορούν να βρεθούν από τους τελεστές Dirac και προκύπτουν να είναι: 
                                                    

 ( )2

( ) 0K K mµ
µ ψ∗− Κ =  (5.12) 

 
Μιας και η ιδιοτιµή ενέργειας του νουκλεονίου, ορµής k, για το σωµατίδιο και το αντισωµατίδιο 
είναι:             

 
0

0

( ) ( )

( ) ( )

e E g

e E g
ω

ω

ω
ω

= +
= −

k k

k k
 (5.13) 

µε:    

 ( )2 2( ) ( )k g m gω σω σΕ = − + −k  (5.14) 

 
Τώρα έχουµε τη µορφή των ιδιοτιµών της ορµής του Dirac, εκφρασµένες µε όρους µέσων 

µεσονικών πεδίων σ και µω . Αλλά πρέπει ακόµη να βρούµε τις τιµές τους χρησιµοποιώντας τις 
εξισώσεις κίνησης. Αυτό προφανώς θέτει ένα αυτοσυνεπές πρόβληµα µιας και τα πεδία των 
µέσων τιµών δίνονται µε όρους των αναµενόµενων τιµών της θεµελιώδους κατάστασης, των 
βαρυονικών ρευµάτων, των οποίων οι ιδιοτιµές δίνονται από µόνες τους µέσω µιας θεωρίας 
µέσου πεδίου.  

Οι εξισώσεις κίνησης είναι: 
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 (5.15) 
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Οι δύο τελευταίες είναι τετριµµένες, αλλά η πρώτη εκφράζει µια συνθήκη αυτοσυνέπειας στο 
βαθµωτό πεδίο. Οι λύσεις, θα εξαρτώνται από τις σταθερές σύζευξης και τις µάζες των 

µεσονίων, µόνο µέσω των λόγων: σσ mg /  και  ωω mg / . Αυτό είναι αλήθεια για το επίπεδο του 

µέσου-πεδίου για τη µη πεπερασµένη πυρηνική ύλη Ισχύει επίσης για το ρο µεσόνιο. Μόνο για 
πεπερασµένους πυρήνες, οι εξισώσεις πεδίου και οι ιδιότητες του πυρήνα γίνονται εξαρτώµενα 
από τις µεµονωµένες τιµές των σταθερών σύζευξης και των µαζών των µεσονίων. Αυτοί οι δύο 
λόγοι, µπορούν να θεωρηθούν παράµετροι της θεωρίας µας. Πρέπει να εκλεγούν, έτσι ώστε η 
πυκνότητα του κόρου και η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο να ταυτίζονται µε τα πειραµατικά 
δεδοµένα.  

 Η ποιοτική συµπεριφορά της λύσης σσg , είναι εύκολο να βρεθεί. Σε χαµηλές 

πυκνότητες νουκλεονίων, όπου το k είναι µικρό, το ολοκλήρωµα, πρέπει να είναι επίσης µικρό 
και να τείνει στο µηδέν. Στην πραγµατικότητα είναι εύκολο να δούµε ότι η βαθµωτή πυκνότητα 
τείνει στην πυκνότητα νουκλεονίων ρ, για µικρά k ή ρ. Στο άλλο όριο, καθώς η πυκνότητα του k 

αυξάνεται θα αυξάνεται και η λύση για το σσg . Αλλά αν φτάσει στην τιµή m, το δεξί µέλος θα 

γίνει µικρό ακόµη και για µεγάλα k. Έτσι σε υψηλές πυκνότητες η λύση τείνει αλλά δεν φτάνει 
στο m. Για την ακρίβεια:                 

 

12 2

1
g k g k

g m
m m

σ σ
σ

σ σ

σ
π π

−
    
 → +   
     

 (5.16) 

 

Εποµένως, η ενεργός µάζα σσgmm −=∗ , έχει την τιµή του κενού m σε µικρή πυκνότητα και 

τείνει στο µηδέν στο όριο υψηλών ενεργειών. Το γεγονός ότι η βαθµωτή πυκνότητα µπορεί να 
προσεγγιστεί από την πυκνότητα είναι χρήσιµο στην αριθµητική επίλυση της θεωρίας.  
 Για τον υπολογισµό της καταστατικής, επιστρέφουµε στον τελεστή ενέργειας-ορµής, 
του οποίου η αναµενόµενη τιµή στο σύστηµα ηρεµίας της ύλης είναι διαγώνιος και έχει ως 
στοιχεία την πυκνότητα ενέργειας και την πίεση. Χρησιµοποιώντας την Λαγκρανζιανή της 
παρούσας θεωρίας, βρίσκουµε:      
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3 i

L k

p L kι

ε ψγ ψ

ψγ ψ
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 (5.17) 

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός:           

 kν νι ψ ψ∂ =  (5.18) 

 
και το γεγονός ότι τα πεδία του µεσονίου είναι ανεξάρτητα του χωροχρόνου.(Ο παράγοντας 
1/3 εµφανίζεται στην παραπάνω σχέση, επειδή κάθε µία από τις τρεις διαγώνιες, χωροειδείς 

συνιστώσες του τανυστή ενέργειας-ορµής, περιλαµβάνει το αντίστοιχο ii kγ . Αθροίζοντας, αυτά 

τα ίσα διαγώνια στοιχεία, πρέπει να διαιρέσουµε µε το 3). Εφαρµόζοντας τις εξισώσεις κίνησης 
του πεδίου Dirac, ο όρος αυτού του πεδίου µηδενίζεται και έχουµε: 
 

 2 2 2 2
0

1 1

2 2
L m mσ ωσ ω= − +  (5.19) 
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O δεύτερος όρος στο ε, είναι η συνεισφορά των κατειλληµένων καταστάσεων ορµής, 
κάθε µία από τις οποίες έχει ιδιοτιµή που βρίσκουµε από τα παραπάνω. Υπολογίζουµε 
την µέση τιµή.                                                                  

 ( ) ( )k

kκ
ψγψ ∂Ε =  ∂ k

 (5.20) 

                                                    
όπου:                                          
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2 2 2
0

2

( )

k k
dk

k m gσ

ψγ ψ
π σ

=
+ −

∫k  (5.21) 

                                      
Αντικαθιστώντας στην 5.78 έχουµε:         
  

 ( )22 2 2 2 2 2
0 2

0

1 1 2

2 2
m m k m g k dk

κ

σ ω σε σ ω σ
π

= + + + −∫  (5.22) 

Η πίεση δίνεται από την:    
  

 ( )22 2 2 2 4 2
0 2

0

1 1 1 2

2 2 3
p m m k dk k m g

κ

σ ω σσ ω σ
π

= − + + + −∫  (5.23) 

  
 
Και στις δύο αυτές εκφράσεις, οι πρώτοι όροι είναι συνεισφορές από τα πεδία των µεσονίων, των 
οποίων οι µέσες τιµές δίνονται παραπάνω και τα ολοκληρώµατα είναι πάνω στις κατειληµµένες 
καταστάσεις των νουκλεονίων. Η καταστατική εξίσωση, είναι της µορφής ε=ε(ρ) και p=p(ρ), 
µιας και τα k, σ και ω είναι αυτής της µορφής. Αν χρειαστεί, το ρ µπορεί να απαλειφθεί 
αριθµητικά για να µας δώσει p=p(ε).  

 Είδαµε ότι το σσg , καθορίζεται από τη µάζα του νουκλεονίου, ενώ σύµφωνα µε την 

εξίσωση (4.152), το διανυσµατικό πεδίο αυξάνεται µε την αύξηση της βαρυονικής πυκνότητας. 

Μιας και 3k∝ρ , ο διανυσµατικός όρος στην ενέργεια και στην πίεση, κυριαρχεί στις υψηλές 

πυκνότητες και ε→p . Μια διαταραχή του µέσου, διαδίδεται µε ταχύτητα 

2/.1









εd

dp
 και έτσι 

η θεωρία είναι causal. 

 Η ενεργός µάζα Dirac, στον κόρο είναι 5,0/ 0 ≈−≡∗ σσgmmm . Αυτό δεν συµφωνεί 

µε τα πειραµατικά δεδοµένα µας. Επιπλέον, ο συντελεστής της ενέργειας ασυµµετρίας, 
συµφωνεί πολύ λίγο µε τις παρατηρήσεις. Μετά από κάποιους υπολογισµούς, βρίσκει κανείς ότι 
η ενέργεια συµµετρίας, σχετίζεται µε την καταστατική εξίσωση:      
  

 
2

2 2 1/ 26( )
F

sym
F

k
a

k m∗=
+

 (5.24) 

  
Στη συζήτησή µας για τις ιδιότητες της πυρηνικής ύλης, είδαµε ότι η κανονική πυρηνική ύλη 

µας δίνει 131,1 −= fmkF  και ότι η ενεργός µάζα πέφτει σε πολύ σύντοµο διάστηµα τιµών. 
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Συγκεκριµένα έχουµε ότι: 15686,375,0 −∗ == fmmm . Αυτό µας δίνει MeVasym 8,14= , 

συγκρινόµενο µε την εµπειρική τιµή των 32, 5 MeV. 
 Λόγω των µειονεκτηµάτων που αναφέραµε εδώ, το µοντέλο δεν περιµένουµε να 
επεκτείνεται σωστά στην ασύµµετρη ύλη των αστέρων νετρονίων. Επιπλέον µας δίνει µια 
ασθενώς δέσµια κατάσταση για την απλή ύλη νετρονίων για την οποία δεν έχουµε κανένα 
στοιχείο.  

 
5.2 Εισαγωγή των Self-Interaction. 
 
Είδαµε ότι η θεωρία µας δίνει µε τα φαινόµενα κόρου, χαρακτηριστικό της πυρηνικής ύλης και 
των πυρήνων. Επειδή, µειώνει την ενεργή µάζα των νουκλεονίων, το βαθµωτό µεσόνιο 
συνεισφέρει µια µείωση στην ενέργεια ανά νουκλεόνιο κοντά στον κόρο και το διανυσµατικό 
µεσόνιο, δίνει άπωση.  Η άπωση αυξάνει όσο αυξάνει η πυκνότητα, ενώ η έλξη φτάνει στον κόρο 
έτσι ώστε να βρεθεί µια ισορροπία, στην οποία η ενέργεια σύνδεσης είναι σε ένα ελάχιστο. Αυτή 
είναι η ισορροπία, στο σηµείο κόρου που συµβαίνει, όταν η πυκνότητα κόρου και η ενέργεια 
σύνδεσης παρουσιάζουν ελάχιστο. Παρ’ όλα αυτά  άλλες ιδιότητες του µοντέλου όπως ο 
συντελεστής συµπιεστότητας, η ενεργός µάζα του νουκλεονίου και η ενέργεια συµµετρία, δεν 
ήταν σε συµφωνία µε τα εµπειρικά δεδοµένα.  

 Μια επέκταση της θεωρίας προτάθηκε από τους Bοguta και Bodmer, οι οποίοι 
προσπάθησαν να φέρουν το συντελεστή συµπίεσης και την ενεργό µάζα νουκλεονίου στον κόρο, 
κοντά στις εµπειρικές τιµές. Αυτή εισήγαγαν έναν ακόµη όρο στην Λαγκρανζιανή, ο οποίος 
ήταν υπεύθυνος για τις αλληλεπιδράσεις:     
  

 ( )431 1
( ) ( )

3 4
U bm g c gσ σσ σ σ= +  (5.25) 

  
όπου m είναι η µάζα του νουκλεονίου και εισάγεται µόνο για να κάνει τις σταθερές b και c 
αδιάστατες και η m παίρνεται σε όλη αυτή την προσέγγιση να είναι ίση µε  938MeV. Είδαµε 

παραπάνω ότι το σg  είναι αδιάστατο και το σ έχει τις ίδιες διαστάσεις όπως το m, οι οποίες 

διαλέχτηκαν σε µονάδες του 1/fm.  Η νέα Λαγκρανζιανή έχει την ακόλουθη µορφή: 
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 (5.26) 
              
και οι εξισώσεις Euler-Lagrange, γίνονται:  
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Σε ότι αφορά την πυκνότητα ενέργειας και πίεσης, είδαµε από τους αρχικούς τους ορισµούς ότι 

έχουν συνεισφορές L± , έτσι ώστε τροποποιήσεις στα προηγούµενα αποτελέσµατα για την 

πυκνότητα ενέργειας και την πίεση είναι: :)(σU±  

( ) ( ) ( )3 4 22 2 2 2 2 2
0 2

0

1 1 1 1 2

3 4 2 2
bm g c g m m k m g k dk

κ

σ σ σ ω σε σ σ σ ω σ
π

= + + + + + −∫  (5.28) 

    
     

 ( ) ( ) ( )3 4 22 2 2 2 4 2
0 2

0

1 1 1 1 1 2

3 4 2 2 3
p bm g c g m m k dk k m g

κ

σ σ σ ω σσ σ σ ω σ
π

= − − − + + + −∫
 (5.29) 
 
Στο να βρούµε τις παραπάνω εκφράσεις, η εξίσωση πεδίου του ρο µεσονίου χρησιµοποιήθηκε 
ως να είναι η εξής: 
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 (5.30) 

      
Με αυτό τον συµβολισµό, βλέπουµε ότι υπάρχουν δύο παραπάνω σταθερές σύζευξης και 
εποµένως δύο επιπλέον ιδιότητες της συµµετρικής πυρηνικής ύλης, ο συντελεστής 

συµπιεστότητας Κ και η ενεργός µάζα του νουκλεονίου ∗m  στον κόρο θα αναπαράγονται από 
την θεωρία. Όπως εξηγήθηκε και στην προηγούµενη ενότητα και οι δύο είναι σηµαντικές σε ότι 
αφορά την συµπεριφορά σε υψηλές πυκνότητες της καταστατικής εξίσωσης.  
 

5.3 Η δύναµη του isospin. 
 

Είδαµε ότι οι τέσσερις ιδιότητες της πυρηνικής ύλης στον κόρο, µπορούν να υπολογιστούν 
στην θεωρία µας, µε την πρόσθεση των όρων αυτοαλληλεπίδρασης, που σηµαίνει ότι 
προσθέτουµε περισσότερες παραµέτρους που µπορούµε να καθορίσουµε. Ο συντελεστής 
συµπιεστότητας και η ενεργός µάζα, είναι ιδιαιτέρως σχετικά σε µια επέκταση στις υψηλές 
πυκνότητες. Η ενέργεια σύνδεσης και η πυκνότητα κόρου, εξυπηρετούν την κανονικοποίηση της 
καταστατικής εξίσωσης. Χρειάζεται εποµένως να προσθέσουµε έναν όρο που θα διορθώνει το 
ισοσπίν για το σύστηµα της ύλης του αστέρα.  

Το διανυσµατικό µεσόνιο, έχει σαν πηγή του, την διανυσµατική πυκνότητα του νουκλεονίου 
και η ενεργειακή  πυκνότητα είναι quadratic σε αυτή την πυκνότητα. Πρέπει να εισάγουµε ένα 
µεσόνια που έχει σαν πηγή του, την 3-συνιστώσα του isospin και να περιµένουµε σαν 
αποτέλεσµα έναν όρο στην πυκνότητα ενέργειας, που είναι quadratic στην απόκλιση από 
συµµετρία του isospin, δηλαδή ως προς την 3-συνιστώσα της πυκνότητας του isospin. 

 Στα επόµενα, θα πρέπει να συζεύξουµε την τριπλέτα του ρο µεσονίου µε το ρεύµα του 
ισοσπίν και µάλιστα µε τρόπο που θα σχηµατίζεται µια βαθµωτή ποσότητα και να 
συµπεριλαµβάνει το ολικό διατηρούµενο ρεύµα του ισοσπίν, της Λαγκρανζιανής.  

 Θυµηθείτε ότι το άθροισµα του ρεύµατος ισοσπίν των πεδίων του νουκλεονίου και του 
ρο είναι το ρεύµα του ισοσπίν της νέα θεωρίας και προσθέτουµε έναν επιπλέον όρο 

αλληλεπίδρασης µ
µρ I  , στην Λαγκρανζιανή µας. Ωστόσο, η συνεισφορά του ρο µεσονίου, σε 

αυτό το ρεύµα περιέχει την παράγωγο του πεδίου και από τη γενική έκφραση για το ρεύµα της 



 Καταστατικές Εξισώσεις του εσωτερικού 

 Αστέρων Νετρονίων. 

 79

Noether, αυτό από µόνο του θα συνεισέφερε στο ρεύµα. Έτσι το ρο µεσόνιο πρέπει να 
συνεισφέρει κάτι επιπλέον σαν αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης µε το ρεύµα του ισοσπίν.  

 Η Λαγκρανζιανή της αλληλεπίδρασης, µεταξύ του ρο µεσονίου και του ρεύµατος 
isospin είναι:     

 ( ) ( )intL g gν µ ν µ
ρ νµ ρ νµρ ρ ρ ρ ρ ρ= − × = − ×  (5.31) 

   
και αυτό το κοµµάτι της Λαγκρανζιανής, µας δίνει µια συνεισφορά στο ρεύµα: 
              

 ( )2g ν µ
ρ µρ ρ ρ× ×r r

 (5.32) 

     
και εποµένως για το ολικό διατηρούµενο ρεύµα του ισοσπίν έχουµε: 
           

 ( )1
2

2
gν ν νµ ν µ

µ ρ µψγ τψ ρ ρ ρ ρ ρΙ = + × + × ×r rr
 (5.33) 

   
Το µέρος της αλληλεπίδρασης της Λαγκρανζιανής είναι: intL g ν

ρ νρ= − Ιr
 και αυτή η 

συνεισφορά, θα τροποποιεί την εξίσωση Dirac και την εξίσωση για το ελεύθερο µεσόνιο. Η 
τροποποίηση της εξίσωση Dirac είναι η προσθήκη του όρου: 
 
                             

 int

2

gL ρ ν
νγ ρ τψ

ψ
∂

= −
∂

 (5.34) 

      
5.4 Εισαγωγή των οκτώ Βαρυονίων.  
 

 Ο σκοπός µας είναι να βρούµε µια σχετικιστικά αναλλοίωτη θεωρία, της πυκνής 
αδρονικής ύλης, σαν αυτή που πιθανότατα υπάρχει στους αστέρες νετρονίων. Στη θεωρία που 
παρουσιάστηκε µέχρι τώρα, ενσωµατώθηκαν µε µεγάλη επιτυχία τα υπερόνια Λ,Σ,Ξ. Λόγω της 
ηλεκτρικής ουδετερότητας των αστέρων και των αλληλεπιδράσεων µε το ρο µεσόνιο, πρέπει να 
ξεχωρίζουµε τις διάφορες καταστάσεις ισοσπίν και φορτίου.  Αυτό το πετυχαίνουµε, µε την 
προσάρτηση ενός δείκτη Β στις ορµές Fermi, τις προβολές του ισοσπίν, τις µάζες κ.ο.κ.  
Εποµένως στην περίπτωση των νουκλεονίων, µε διαφορετικές προβολές του ισοσπίν δεν είναι 
παρά µια ειδική περίπτωση που εύκολα γενικεύεται.  

 Μια κατάλληλη γενίκευση για την Λαγκρανζιανή 
είναι:
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 (5.35) 
       

Το spinor για το είδος βαρυονίων Β δηλώνεται µε Βψ . Τα υπερόνια, µπορούν να 

πολλαπλασιαστούν µόνο σε υψηλές πυκνότητες και δεν επηρεάζουν τις βασικές καταστάσεις της 
ύλης. Παρ’ όλα αυτά υπάρχουν σηµαντικοί περιορισµοί στις σταθερές σύζευξής τους.  
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 Οι εξισώσεις Euler-Lagrange, προκύπτουν από την παραπάνω Λαγκρανζιανή στην 
προσέγγιση του µέσου πεδίου, οι εξισώσεις Dirac σε οµοιόµορφη ύλη για κάθε είδος Β είναι: 
         

 ( )1
( ) 0

2 Bk g g m g kµ µ µ
µ ω ρ σγ ω τρ σ ψΒ Β Β Β

  − − − − =  
  

 (5.36) 

  
όπου τα µέσα πεδία του µεσονίου είναι το βαθµωτό, το διανυσµατικό και το isovector σ,ω,ρ. Οι 
ιδιοτιµές του σωµατιδίου και του αντισωµατιδίου µπορούν να βρεθούν ως: 
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όπου ΒΙ3  είναι η 3-συνιστώσα του ισοσπίν µε βαρυονικό αριθµό Β. Έχουµε χρησιµοποιήσει το 

γεγονός ότι µόνο η 3η συνιστώσα του isospin, το ρο πεδίου επιβιώνει στην προσέγγιση του 
µέσου πεδίου και ότι το µέρος των τριών συνιστωσών του ρεύµατος τόσο των πεδίων των ωµέγα, 
όσο και των ρο, εξαφανίζεται στην θεµελιώδη κατάσταση της ύλης. Οι εξισώσεις µέσου πεδίου, 
στην οµοιόµορφη ύλη είναι: 
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 (5.38) 
 

Χρησιµοποιούµε, το συµβολισµό Ν≡ σσ gg , για συντοµία στο να δηλώσουµε τις συζεύξεις 

των νουκλεονίων.  
 Ενώ για την πυκνότητα ενέργειας και την πίεση έχουµε: 
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 (5.39) 
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 (5.40) 
      
και σε υψηλές πυκνότητες, προκειµένου να έχουµε ένα πλήρες σύνολο εξισώσεων πρέπει να 
θέσουµε και επιπλέον περιορισµούς για την κατάσταση της ύλης που ενδιαφερόµαστε. Μια 



 Καταστατικές Εξισώσεις του εσωτερικού 

 Αστέρων Νετρονίων. 

 81

τέτοια κατάσταση, χαρακτηρίζεται από διατηρούµενες ποσότητες, όπως ο βαρυονικός αριθµός, 
το φορτίο και η πυκνότητα του αριθµού της παραξενιάς: 
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 (5.41) 

    
και η ολική πυκνότητα είναι: 
     

 , ,B B
B B

q Q S Sρ ρΒ
Β

= = =∑ ∑ ∑  (5.42) 

    
Οι ορµές Fermi στις παραπάνω εξισώσεις διατήρησης, σχετίζονται µε το χηµικό δυναµικό 
µέσω των σχέσεων  
      

 ( )B B be kµ =  (5.43) 

      
όπου οι ιδιοτιµές )(keB  της εξίσωσης Dirac, δίνονται παραπάνω.  Τώρα έχουµε ένα σύστηµα, 

µη γραµµικών εξισώσεων στη δύναµη του άγνωστου µεσονίου, τα τρία ανεξάρτητα χηµικά 
δυναµικά και τις ορµές Fermi οι οποίες πρέπει να ληφθούν ταυτόχρονα.  
 Οι παραπάνω εξισώσεις, ισχύουν σε µηδενικές θερµοκρασίες. Αποτελέσµατα για 
πεπερασµένες θερµοκρασίες, µπορούν να βρεθούν µε τον γνωστό τρόπο, γράφοντας τη 
συνάρτηση επιµερισµού για το σύστηµα και κάνοντας τους κατάλληλους υπολογισµούς. Σε όλες 
τις εκφράσεις, που περιέχουν ένα άθροισµα ως προς το Β, το άθροισµα εκτείνεται και στα 
αντισωµατίδια όπως και στα σωµατίδια τα οποία είναι πολλές φορές και θερµικά διεγερµένα. Οι 
πυκνότητες των βαρυονίων και των αντιβαρυονίων, θα δίνονται σε αυτές τις περιπτώσεις: 
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Αντίστοιχες εκφράσεις, ισχύουν και για το ηλεκτρικό φορτίο και για την παραξενιά. Ο θερµικός 
παράγοντας, εισάγεται σε όλα τα ολοκληρώµατα ως προς την ορµή και στις εξισώσεις του 
βαθµωτού πεδίου και στις εξισώσεις για την πίεση και την πυκνότητα ενέργειας.  Βέβαια όπως 
θα δούµε και παρακάτω, στους αστέρες που µελετάµε µέχρι τώρα και τους οποίους µπορούµε 
να παρατηρήσουµε η θερµοκρασία έχει πέσει σε πολύ χαµηλές τιµές, και για αυτό τον λόγο 
µιλάµε για ψυχρούς αστέρες νετρονίων. ∆υστυχώς οι παρατηρήσεις µας και οι διαθέσιµες 
καταστατικές για τους θερµούς αστέρες είναι ελάχιστες. Στο επόµενο κεφάλαιο θα δούµε, πως 
κατασκευάζεται η καταστατική εξίσωση από τα όσα είπαµε µέχρι τώρα. 
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6. Κεφάλαιο 
 
6.1  Τα νετρόνια ως συστατικό σε έναν αστέρα νετρονίων. 
 

Οι αστέρες νετρονίων, σε αντίθεση µε το όνοµα τους, δεν αποτελούνται µόνο από νετρόνια, 
όπως είχε προταθεί αρχικά. Η ηλεκτρική ουδετερότητα, εξ’ ορισµού ισχύει για ύλη που 
αποτελείται αποκλειστικά από τα ουδέτερα νετρόνια, όµως αυτή δεν είναι η χαµηλότερη 
ενεργειακή κατάσταση της ουδέτερης ύλης. Κάποια νετρόνια, υφίσταται β-διάσπαση µέχρι η 
ισορροπία µεταξύ των νετρονίων, των πρωτονίων και των ηλεκτρονίων να επιτευχθεί. Αυτή 

εκφράζεται από τη συνθήκη enP µµµ −=  µεταξύ των χηµικών δυναµικών.  

 Τα χηµικά δυναµικά, µεγαλώνουν µε την αύξηση της πυκνότητας. Εποµένως φτάνουµε 
σε άλλα όρια και πολλαπλασιάζονται και άλλα είδη σωµατιδίων. Σε ένα αέριο Fermi, τα όρια 
είναι απλώς οι µάζες των σωµατιδίων. Για παράδειγµα, το Λ υπερόνιο, του οποίου το χηµικό 
δυναµικό, δίνεται από την (5.32), θα είναι σε ισορροπία µέσα στο αστέρι όταν το χηµικό 
δυναµικό του νετρονίου, γίνει ίσο µε τη µάζα του λάµδα, ενώ θα είναι ένα από τα συστατικά του 

όταν Λ> mnµ . Γενικά τα όρια των σωµατιδίων, εξαρτώνται από τις αλληλεπιδράσεις, τις οποίες 

περιλαµβάνουµε στην ακολουθίας µας.  
 Η συµµετρία του ισοσπίν που προκύπτει από τη σύζευξη του ισοσπίν του βαρυονίου, 
λόγω του ουδέτερου ρο µεσονίου είναι πολύ σηµαντική από αυτή την άποψη. Προφανώς, ευνοεί 
την µετατροπή του νετρονίου σε βαρυόνια αντίθετης προβολής ισοσπίν, συνεπή µε την 
ηλεκτρική ουδετερότητα. Για αυτούς τους λόγους, η ύλη του αστέρα είναι πολύ σύνθετη στη 
σύσταση της και η Λαγκρανζιανή που χρησιµοποιείται στην πυρηνική θεωρία πεδίου, πρέπει να 
γενικευτεί για να περιλάβει αυτές τις ιδιαιτερότητες.  
 Οι πληθυσµοί των σωµατιδίων, ενός αστέρα νετρονίων πολλαπλασιάζονται όταν η 
ισορροπία συµπεριφέρεται µε τον γενικό τρόπο που αναφέραµε.  Για χαµηλές πυκνότητες, 
βλέπουµε ότι η ουδέτερη, οµοιόµορφη ύλη αποτελείται σχεδόν αποκλειστικά από νετρόνια, 
αλλά µε µία µικρή πρόσµειξη πρωτονίων και ηλεκτρονίων, σε ίσες ποσότητες. Με αυξανόµενη 
πυκνότητα, η ενέργεια Fermi των ηλεκτρονίων αυξάνεται στη µάζα του µυονίου. Όπως 
συζητήσαµε και προηγουµένως, η µάζα του πιονίου µπορεί επίσης να συµπυκνωθεί. Τα όρια των 
υπερονίων, φτάνονται σε πυκνότητες που ξεκινούν από τρείς φορές την πυρηνική και γίνονται 
σηµαντικά συστατικά του αστέρα νετρονίων µε µεγαλύτερη αύξηση στην πυκνότητα.  
 Οι αστέρες νετρονίων, δεν αποτελούνται από ύλη νετρονίων αλλά από αδρονική ύλη στη 
χαµηλότερη ενεργειακή κατάσταση, συνεπή µε την ηλεκτρική ουδετερότητα. Λέµε ότι αυτή η 
ύλη είναι η ύλη του αστέρα νετρονίων. Η βαρυονική της σύσταση, εξαρτάται από την πυκνότητα 
και µπορούµε εύκολα να το καταλάβουµε από την προηγούµενη συζήτησή µας.  
 Για να περιγράψουµε τη σύνθετη βαρυονική σύσταση των αστέρων νετρονίων, πρέπει η 
Λαγκρανζιανή της ύλης να γενικευτεί για να περιλαµβάνει εκτός από πρωτόνια και νετρόνια και 
άλλες υψηλότερης µάζας, βαρυονικές καταστάσεις. Μια τέτοια κατάλληλή γενίκευση είναι η: 
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 (6.1) 
 
Η πρώτη γραµµή είναι το άθροισµα των Λαγκρανζιανών των βαρυονίων και των 
αλληλεπιδράσεων µε το βαθµωτό, το διανυσµατικό και τα διανυσµατικά-ισοδιανυσµατικά 
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µεσόνια (σ,ω,ρ) µεσόνια. Ο δείκτης του αθροίσµατος Β, αφορά όλες τις φορτισµένες 

καταστάσεις της οκτάδας βαρυονίων p,n,Λ, ),,,, 00 ΞΞΣΣΣ −−+  καθώς και του ∆.  

 Η δεύτερη περιλαµβάνει τις Λαγρανζιανές του βαθµωτού και του διανυσµατικού 
µεσονίου , των οποίων οι αλληλεπιδράσεις µε τα βαρυόνια µας δίνουν την µεγάλου και µικρού 
εύρους άπωση. Η τρίτη γραµµή περιέχει την Λαγκρανζιανή για τα ισοδιανυσµατικά µεσόνια τα 
οποία συζεύγνονται µε το ισοσπίν των βαρυονίων και δίνουν την ενέργεια συµµετρίας φορτίου. 
Επίσης περιέχει όρους self-interaction για το βαθµωτό πεδίο. Η τελευταία γραµµή περιέχει την 
Λαγκρανζιανή για τα λεπτόνια, τα οποία είναι και οι φορείς της ηλεκτρικής ουδετερότητας στην 
ύλη του αστέρα νετρονίων.  
 Οι εξισώσεις πεδίου για τα φερµιόνια σε οµοιόµορφη ύλη και στην αναπαράσταση 
ορµών είναι: 

 3 3
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i k m g g g kµ µ µ

µ σ ω µ ρ µγ γ ω γ τ ρ ψΒ Β Β Β Β
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 (6.2) 

 
και οι ιδιοτιµές για το σωµάτιο και το αντισωµάτιο βρίσκονται να είναι: 
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και θυµηθείτε ότι οι εξισώσεις για το πεδίο των µεσονίων της οµοιόµορφης στατικής ύλης είναι: 
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 (6.4) 
 

όπου σσ σΒ
∗ −= gmm BB )(  είναι η ενεργός µάζα του βαρυονικού είδους Β και εξαρτάται από 

το σ. Τα ρεύµατα των βαρυονίων, έχουν αντικατασταθεί από τις αναµενόµενες τιµές της βασικής 
κατάστασης., η βασική κατάσταση ορίζεται σαν να έχουµε τις ιδιοκαταστάσεις ορµής του απλού 
σωµατιδίου µε ιδιοτιµές που δίνονται από την 6.3, συµπληρωµένες µέχρι την ορµή Fermi. Θα 
συζητήσουµε λίγο, το πως οι ορµές Fermi, των διαφόρων ειδών Β, υπολογίζονται προκειµένου 

το σύστηµα να είναι σε χηµική ισορροπία. Στις παραπάνω εξισώσεις, το BI3  είναι η προβολή 

του ισοσπίν των διαφόρων καταστάσεων των βαρυονίων Β, και Bk  είναι η ορµή Fermi των ειδών 

Β.  Μόνο οι χρονοειδείς συνιστώσες, των διανυσµατικών πεδίων και η 3η συνιστώσα του ισοσπίν, 
του φορτισµένου πεδίου του ρ, έχουν µη µηδενιζόµενες τιµές, αν υπολογίσουµε την ισοτροπία 
της πυρηνικής ύλης και της διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου αντίστοιχα.  
 Οι πυκνότητες του βαρυονικού αριθµού, του φορτίου και της παραξενιάς των διαφόρων 
ειδών σωµατιδίων διαβάζονται:     
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 (6.5) 

 
Οι ολικές πυκνότητες βαρυονίων και φορτίων, εκ των οποίων οι τελευταίες πρέπει να είναι ίσες 
µε µηδέν, δίνονται:     
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H εύρεση της καταστατικής εξίσωσης γίνεται ως εξής: 
 Υπολογίζουµε τον τελεστή ενέργειας-πίεσης ως εξής: 
    

 
L

T g Lµν µν ν

φ µ

φ
φ

∂= − + ∂
 ∂ ∂ 

∑  (6.7) 

 
και τον συγκρίνουµε µε:        
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και εποµένως υπολογίζουµε την ενεργειακή πυκνότητα και την πίεση p: 
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και για την πίεση: 
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 (6.10) 
Η ενεργειακή πυκνότητα και η πίεση είναι συναρτήσεις της πυκνότητας βαρυονίων ρ µέσω των 

ορµών Fermi Βk  του κάθε είδους. 

 Το πρώτο βήµα για την εφαρµογή της θεωρίας αυτής είναι το να βρούµε τις πέντε 

σταθερές σύζευξης cbggg s ,,,, ρω . Αυτό έχει συζητηθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο. Μπορούν 

να θεωρηθούν ως οι ιδιότητες κόρου της πυρηνικής ύλης, και συγκεκριµένα της ενέργειας 



 Καταστατικές Εξισώσεις του εσωτερικού 

 Αστέρων Νετρονίων. 

 85

σύνδεσης ανά νουκλεόνιο, την πυκνότητα κόρου, την ενεργό µάζα των νουκλεονίων στον κόρο, 
το συντελεστή συµπίεσης και τον συντελεστή ενέργειας συµµετρίας. Μπορούν να 
προσδιοριστούν αλγεβρικά από τις πέντε αυτές ιδιότητες της απλής πυρηνικής ύλης.  
 Μια κατάλληλη περιγραφή της ύλης του αστέρα νετρονίων, επιτυγχάνεται αν 
θεωρήσουµε τις συνθήκες ηλεκτρικής ουδετερότητας και χηµικής ισορροπίας. Γενικά η χηµική 

ισορροπία του σωµατιδίου i µε βαρυονικό αριθµό  ib  και ηλεκτρικό φορτίο iq  , δίνεται από 

την:     

 , 0i i n i qb qµ µ µ µΚ= + =  (6.11) 

 

όπου nµ  και ( )eq µµ −≡  είναι τα χηµικά δυναµικά ανά µονάδα θετικού βαρυονικού αριθµού 

και θετικής µονάδας φορτίου.  Αντιστοιχούν στις δύο διατηρούµενες ποσότητες στην ύλη του 

αστέρα. το χηµικό δυναµικό της παραξενιάς, δηλώνεται ως Kµ . 

 Είναι µηδέν, επειδή η παραξενιά δεν διατηρείται στην χρονική κλίµακα του αστέρα. Η 
χηµική ισορροπία εκφράζεται µέσω των ιδιοτιµών των λύσεων της εξίσωσης Dirac: 
            

 ( ), 1,...,B Be k B NµΒ = =  (6.12) 

 
Αυτές οι εξισώσεις σχετίζουν την ορµή Fermi των βαρυονίων µε τα δύο ανεξάρτητα χηµικά 
δυναµικά. Για τα αρνητικά λεπτόνια, οι αντίστοιχες εξισώσεις είναι: 
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( )

0

0
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+ =
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 (6.13) 

 
και για τα ελεύθερα αρνητικά πιόνια:               
 

 ( )0

1/ 22 2
em kπ π πµ µ= −+ = =  (6.14) 

 
Οι ορµές Fermi, σε όλες τις περιπτώσεις είναι οι θετικές πραγµατικές λύσεις όταν υπάρχουν ή 
αλλιώς είναι ίσες µε το µηδέν. 
 Η σύσταση του αστέρα ανάγεται τελικά σε ένα σύστηµα 7+Ν εξισώσεων οι οποίες 
περιγραφικά είναι: 
 

1) Τρείς εξισώσεις ̟εδίου για τα µεσόνια. 
2) Μία εξίσωση για την ηλεκτρική ουδετερότητα 
3) Μια εξίσωση για τη ̟υκνότητα βαρυονίων 
4) ∆ύο εξισώσεις για τις ορµές Fermi των λε̟τονίων 
5) Ν εξισώσεις για τις ορµές Fermi, των Ν ειδών βαρυονίων σε χηµική 

ισορρο̟ία. 
 

Η θεωρία που αναπτύξαµε είναι σχετικιστικά αναλλοίωτη και η σταθερές σύζευξης νουκλεονίου-
µεσονίου σχετίζονται µε τις ιδιότητες της συµµετρικής πυρηνικής ύλης µε έναν άµεσο τρόπο. 
Επιπλέον, όπως θα δούµε, η σύζευξη µε τα υπερόνια µπορεί να προσδιοριστεί µε έναν πολύ 
αυστηρό τρόπο. Η καταστατική σε υψηλότερες πυκνότητες, συνδέεται µε αυτήν στον κόρο µέσω 
της ιδιότητας της  causality. 
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6.2   Υ̟ερόνια στην ̟υρηνική ύλη.  
 
 Ενώ λοιπόν σε πυκνότητες κοντά σε αυτή της πυρηνικής ύλης, το εσωτερικό του αστέρα 
νετρονίων, περιγράφεται από νουκλεόνια και λεπτόνια, σε υψηλότερες πυκνότητες, διάφορα άλλα 
είδη σωµατιδίων µπορούν να εµφανιστούν, λόγω της αύξησης του χηµικού τους δυναµικού µε 
την αύξηση της πυκνότητας και οι εξισώσεις που θα δίνουν την ενεργειακή πυκνότητα και την 
πίεση του αστέρα, δόθηκαν παραπάνω µε την προσέγγιση µιας θεωρίας µέσου πεδίου, όπου η 
αλληλεπίδραση µεταξύ τους γίνεται µε την ανταλλαγή του ω,σ και ρ µεσονίου. Ανάµεσα σε αυτά 
τα σωµατίδια είναι βαρυόνια όπως το Λ, το Σ και το Ξ υπερόνια. Λόγω του αρνητικού του 

φορτίου, το −Σ  υπερόνιο, είναι το πρώτο βαρυόνιο που περιµένουµε να εµφανιστεί µε την 
αύξηση της πυκνότητας, µέσω της αντίδρασης:: 
 

     n n p −+ → + Σ  

 
Παρ’ ότι έχει µεγαλύτερη µάζα σε σχέση µε το ουδέτερο Λ-υπερόνιο (Μ_Σ=1197 MeV, 
M_Λ=1116 MeV). Άλλα ήδη, όπως συντονισµοί ∆ και συµπυκνώµατα πιονίων ή καονίων, 
µπορούν να εµφανιστούν στην ύλη του αστέρα νετρονίων.  Η παρουσία και άλλων βαρυονίων, 
εκτός των γνωστών µας νουκλεονίων, µπορεί να ελαττώσει και άλλο τη ενέργεια της βασικής 
κατάστασης.  
 Εκτός από την προηγούµενη προσέγγιση µιας θεωρίας µέσου πεδίου, µπορούµε να 
ακολουθήσουµε και την πορεία της θεωρίας Brueckner και χρειάζεται η επίλυση ενός 
συστήµατος συζευγµένων εξισώσεων, οι οποίες αποτελούν τις εξισώσεις Dyson, για τη 
συνάρτηση Green (G), τον ενεργό πίνακα σκέδασης Τ και την εξίσωση για την ιδιοενέργεια ενός 
σωµατιδίου εντός της ύλης που περιγράφουµε και παίρνουµε τελικά: 
 

  

0 1( ) (1,2) (1,2) (2,1 ) (1,1 )

12 1 2 12 1 2 2 1 12 34 *

* (34,56) 56 1 2

G G ΄ ΄

΄ ΄ V ΄ ΄ ΄ ΄ V

΄ ΄ ΄

δ

ι

− Σ =

Τ = − +

Λ Τ

 

   

  (1,2) 14 52 (5,4)GΣ = − Τ  

 
για τον διαδότη Λ των βαρυονίων, έχουµε διαλέξει στην προσέγγιση RBHF τον διαδότη 
Brueckner. To V είναι ένα δυναµικό ανταλλαγής ενός µποζονίου που έχει µία από τις γνωστές 
µας µορφές..   
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  Εικ 6.1  EOS διαφορετικών ̟ροσεγγίσεων. Η συµφωνία της RBHF µε την RHF είναι 
ικανο̟οιτική αν και χειροτερεύει όσο αυξάνει η ενέργεια και η RH γίνεται σκληρότερη σε υψηλές 
̟υκνότητες. ( Βλ. Αναφορά 9 & 12) 

 
  Στην περιοχή ενεργειών που κυριαρχούν στο εσωτερικό ενός αστέρα, είτε 
χρησιµοποιήσουµε µια καταστατική βασισµένη στην RBHF, είτε στην RHF καταλήγουµε σε 
µία απότοµη σκληρότητα της καταστατικής εξίσωσης του αστέρα, λόγω της µείωσης της τιµής 
της µάζας Dirac (=0,6 mN) και έχουν προταθεί διάφορες προσεγγίσεις για να ξεπεραστεί το 
φαινόµενο της αρνητικής µάζας Dirac, όταν εισάγουµε επιπλέον βαρυόνια. 
 Τρείς είναι οι ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τις ιδιότητες των αστέρων νετρονίων: a) Η 
σκληρότητα (stifness) της καταστατικής εξίσωσης, b) οι σταθερές σύζευξης των υπερονίων, c) η 
προσέγγιση πολλών σωµάτων που θα ακολουθήσουµε. Βέβαια τα τρία αυτά σηµεία συνδέονται 
µεταξύ τους. Η σηµασία της πρώτης ιδιότητας είναι εµφανής αφού όσο µεγαλύτερη η stiffness 
τόσο πιο γρήγορα ο αστέρας θα φτάσει τη µέγιστη κεντρική πίεσή του. Σε ότι αφορά τις 
σταθερές σύζευξης των υπερονίων αυτές δεν είναι ακόµη γνωστές από εµπειρικά δεδοµένα και 
υπάρχει ένα µεγάλο εύρος τιµών. Έτσι υπάρχει ένα µεγάλο εύρος επιλογών στην βιβλιογραφία, 
από µια καθολική σταθερά, µέχρι αναλογίες που τείνουν στο quark model.  
 Οι καταστατικές εξισώσεις, γίνονται softer µε αύξηση της τιµής αυτών των σταθερών, 
επειδή τότε η µετατροπή των νουκλεονίων σε υπερόνια είναι ενεργειακά προτιµότερη, λόγω της 
µικρότερης απωστικής δύναµης που κυριαρχεί στην περιοχή υψηλών ενεργειών του αστέρα 
νετρονίων. Ένα χαρακτηριστικό της προσέγγισης Hartree είναι οι µεγάλες σταθερές σύζευξης 
για το ρ, προκειµένου να ελέγξουµε την ενέργεια συµµετρίας. Για αυτό το λόγο και το ∆ 
σωµατίδιο δεν εµφανίζεται συχνά στις προσεγγίσεις µας. Αν η σταθερά ρ αυξηθεί υπερβολικά, 
µπορούµε να έχουµε αντιστροφή στην σειρά εµφάνισης των υπερονίων και αντί του Σ να 
εµφανιστεί πρώτο το θετικό Σ.  
  Τέλος ένα ακόµη πιο σοβαρό σηµείο στην επιλογή της κατάλληλης προσέγγισης του 
προβλήµατος πολλών σωµάτων αφορά την περιοχή υψηλών πυκνοτήτων. Πρώτα απ’ όλα πρέπει 
να πούµε ότι σε υψηλές πυκνότητες όπου έχουµε την εµφάνιση βαρυονίων εκτός των 
νουκλεονίων, δεν µπορεί ακόµη να εφαρµοστεί η RBHF. Η προσέγγιση Hartree η οποία 
επεκτείνεται και σε υψηλές πυκνότητες δίνει µια stiff εξίσωση χωρίς καµία συνεισφορά από 
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ανταλλαγές. Οι σταθερές σύζευξης είναι µεγαλύτερες από την RHF. ∆ύο παραδείγµατα για τη 
σύσταση δίνονται στα σχήµατα 6.2 και 6.3 και βλέπουµε την εξάρτηση από τις σταθερές 
σύζευξης. Στην περίπτωση universal σταθερών σύζευξης, ευνοείται η έλξη και η εµφάνιση των 
υπερονίων γίνεται πολύ νωρίτερα και αυτό οδηγεί σε χαµηλότερες πιέσεις σε χαµηλότερες 
πυκνότητες, ενώ στις υψηλές πυκνότητες έχουµε ισχυρότερη άπωση και µια stiffer E.O.S. και 
έτσι παίρνουµε µικρότερες µάζες για τον αστέρα µας.  Λόγω των περισσότερων ειδών 
βαρυονίων που εµφανίζονται, η RHF εξίσωση είναι πιο µαλακή από την αντίστοιχη της RH σε 
ένα µεγάλο εύρος πυκνοτήτων.  
        
 

  
                                               Εικ 6.2  Συσταση αστέρα νετρονίων µε βάση το µοντέλο Walecka.  
                                      (Βλ. Αναφορά 2). 
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                                             Εικ 6.3. Σύσταση αστέρα νετρονίων. (Βλ. Αναφορά 2). 
 

 Το αποτέλεσµα αυτό οφείλεται στο softening της βαρυονικής E.O.S, όταν εισάγουµε 
υπερόνια και επιπλέον βαθµούς ελευθερίας και δεν περιµένουµε θεαµατικές αλλαγές ακόµη και 
όταν εισάγουµε διορθώσεις που να αφορούν την αλληλεπίδραση νουκλεονίου-νουκλεονίου, όπως 
άλλα δυναµικά υπερονίου-υπερονίου, σχετικιστικές διορθώσεις κ.α Η µόνη πιθανότητα, 
προκειµένου να πάρουµε µια stiffer E.O.S είναι η µετάβαση σε µία άλλη φάση πυκνής ύλης 
quark, η οποία θα µπορεί να υποστηρίξει µεγαλύτερες µάζες.  
 Από την άλλη στην RHF, λόγω των µικρότερων σταθερών σύζευξης, τα ∆ παίζουν ένα 
σηµαντικότερο ρόλο και τα υπερόνια εµφανίζονται λιγότερα και οι συγκεντρώσεις τους 
µειώνονται σε σχέση µε την HF.  Η προκύπτουσα µορφή της καταστατικής εξίσωσης εξαρτάται 
από την µάζα Dirac του ∆. 

Στην παραπάνω προσέγγιση και υποθέτοντας ένα απλό µοντέλο Ο.Β.Ε και την επίλυση 
µιας εξίσωσης Brueckner βλέπουµε ότι χρειάζεται να ξέρουµε τα δυναµικά της αλληλεπίδρασης 
νουκλεονίου-υπερονίου (ΝΥ) και υπερονίου-υπερονίου (ΥΥ). Ως χαρακτηριστικά παραδείγµατα 
θα δώσουµε  τα Nijmegen, το Urbanna-18 και τα δυναµικά των Three-Body δυνάµεων.  
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Εικ 6.4. Η σύσταση στην ισορρο̟ία ασύµµετρης και σταθερής ως 
̟ρος τη β-διάσ̟αση ύλης, (α) µόνο για νουκλεόνια, (β)  
συµ̟εριλαµβανοµένων υ̟ερονίων, (γ) συµ̟εριλαµβανοµένων και 
αλληλε̟ιδράσεων. 

 
 Η γνώση των ενεργειακών πυκνοτήτων, µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τις καταστατικές 
εξισώσεις και την δοµή του αστέρα νετρονίων, επιτρέποντας την ύπαρξη των επιπλέον 
σωµατιδίων. Οι κύριες φυσικές ιδιότητες της πυρηνικής καταστατικής εξίσωσης που καθορίζουν 
τις προκύπτουσες συστάσεις είναι η ενέργεια συµµετρίας του πυρηνικού κοµµατιού της Ε.Ο.S 
και τα δυναµικά των υπερονίων, εντός της πυρηνικής ύλης.  Μιας και σε αρκετά χαµηλές 
πυκνότητες η πυρηνική ύλη είναι ασύµµετρη, δηλαδή δεν έχει ίσο αριθµό νετρονίων-πρωτονίων, 
το µικρό ποσοστό πρωτονίων νοιώθει ένα µεγαλύτερο δυναµικό ενός σώµατος και εποµένως 
είναι ενεργειακά προτιµότερο για αυτό να µετατραπεί σε ένα πρωτόνιο. Το βάθος του 
δυναµικού του πρωτονίου καθορίζεται κυρίως από την ενέργεια συµµετρίας της πυρηνικής ύλης. 
Τα δυναµικά που αισθάνονται γύρω τους τα υπερόνια µπορούν να αλλάξουν δραστικά την 
πυκνότητα του ορίου στο οποίο εµφανίζεται το κάθε υπερόνιο.  
 Στην εικόνα 6.2 φαίνεται η χηµική σύσταση της ασύµµετρης πυρηνικής ύλης που 
περιέχει υπερόνια, κάτω από την β-ισορροπία. Παρατηρούµε χαµηλές πυκνότητες εµφάνισης, οι 

οποίες είναι ίσες µε 2 µε 3 φορές την πυκνότητα της πυρηνικής ύλης για την εµφάνιση των −Σ  
και Λ υπερονίων. Εποµένως ένα ίσο ποσοστό νουκλεονίων και υπερονίων εµφανίζεται στον 
πυρήνα του αστέρα σε υψηλές πυκνότητες. Επίσης µειώνονται αισθητά τα λεπτόνια της ύλης, 
µιας και είναι ενεργειακά προτιµότερο να διατηρήσουµε την ουδετερότητα φορτίου µέσω 
σχηµατισµού υπερονίων παρά µέσω της β-διάσπασης. Το γεγονός αυτό µπορεί να επιδράσει 
στην εµφάνιση συµπυκνώµατος καονίων.   
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               Εικ 6.5 Οι E.O.S για ύλη χωρίς (συνεχής) και µε υ̟ερόνια (διακεκοµµένη γραµµή). (Βλ. Αναφορά 13). 

     
Η προκύπτουσα καταστατική εξίσωση φαίνεται στην εικόνα 6.5. Οι πάνω καµπύλες 

δείχνουν την καταστατική όταν η ύλη του αστέρα αποτελείται µόνο από νουκλεόνια και 
λεπτόνια. Η εισαγωγή υπερονίων, δίνει µία κατά πολύ πιο µαλακή καταστατική, η οποία 
ταιριάζει µε αυτήν που παίρνουµε χωρίς την εισαγωγή των δυνάµεων τριών σωµάτων (Three-
Body-Forces.T.B.F) . Αυτό το συµπέρασµα είναι πολύ σηµαντικό, µιας και στην περίπτωση 
µόνο νουκλεονίων, ο απωστικός χαρακτήρας των TB.F, αυξάνει την σκληρότητα της 
καταστατικής εξίσωσης. Όταν όµως συµπεριλάβουµε τα νουκλεόνια, η παρουσία της T.B.F, 

ενισχύει τους πληθυσµούς των −Σ  και των Λ, λόγω των αυξηµένων χηµικών δυναµικών των 
νουκλεονίων, σε σχέση µε την περίπτωση χωρίς T.B.F. Βέβαια τα πράγµατα θα άλλαζαν αν 
θεωρούσαµε T.B.F και µεταξύ των υπερονίων.  
 Οι συνέπειες για τη δοµή του αστέρα, φαίνονται στην εικόνα 6.6 , όπου φαίνονται οι 
καµπύλες µάζας-ακτίνας και µάζας-πυκνότητας για διάφορα είδη T.B.F. Η παρουσία υπερονίων, 
εξισώνει τα αποτελέσµατα διαφορετικών T.B.F και οδηγεί σε µια µέγιστη µάζα 1,3 ηλιακών 
µαζών για όλες τις πυρηνικές δυνάµεις τριών σωµάτων.   

  
 
  Εικ 6.6αρυτική µάζα αστέρα νετρονίων ως ̟ρος την ακτίνα και ως ̟ρος την ̟υκνότητα.  
                                           Συγκρίνονται υ̟ολογισµοί ̟ου για διαφορετικά είδη T.B.F. 
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7777ο    Κεφάλαιο. . . .         
 

7.1   Εισαγωγή των quark στο εσωτερικό ενός αστέρα.   
  
  Η θεωρία πεδίου των quark και των γλουωνίων (gluons), η Κβαντική 
Χρωµοδυναµική, είναι µια µη-Αβελιανή θεωρία βαθµίδας που περιγράφεται από την 
οµάδα της SU(3). H Λαγκρανζιανή της Q.C.D έχει την µορφή:    

 
1

( )
4

a b
f ab f f iL i D m F Fµ ι µν

µ µνψ γ ψ= − −  (7.1) 

 

όπου f
αψ  είναι τα πεδία των quark για κάθε γεύση f και fm  είναι οι παρούσες µάζες των quark. 

Στο χώρο του χρώµατος, τα πεδία αψ f  είναι columns τριών συνιστωσών µε α=1,2,3. Η 

αναλλοίωτη ως προς το χρώµα παράγωγος είναι η: 
             

 [ ]
2

s
ab ab i iab

g
D i Gµ µ µδ λ= ∂ −  (7.2) 

 

  
   
                                 Πίνακας µε τις µάζες και τα φορτία διαφόρων γεύσεων quark 
 

όπου sg  είναι η σταθερά σύζευξης της ισχυρής αλληλεπίδρασης. Οι ποσότητες µ
iG  είναι τα 

πεδία των γκλουωνίων µε δείκτες χρώµατος i=1,…,8 και iλ  οι πίνακες Gell-Mann της SU(3).  

Η ποσότητα ι
µνF  είναι ο τανυστής του πεδίου των γκλουονίων, ο οποίος είναι ίσος µε:  

                    

 i i j k
s ijkF G G g f G Gι

µν µ ν ν µ µ ν= ∂ − ∂ +  (7.3) 

 

όπου ijkf  είναι οι σταθερές δοµής της SU(3) και είναι όπως θα δούµε και ένας από τους 

παράγοντες τους οποίους µπορεί κανείς να αλλάξει µέσα στην καταστατική του. Οι εξισώσεις 
κίνησης των συζευγµένων πεδίων quark και gluon είναι: 
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λγ ψ γ ψ

λψ γ ψ

 ∂ − = −  
 

 ∂ + = −  
 

 (7.4) 

 
 
Σηµαντικές προσπάθειες έχουν καταβληθεί προκειµένου να λύσουµε τις εξισώσεις της QCD για  
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κίνηση πάνω σε ένα πλέγµα quark. Προς το παρόν, τέτοιες προσοµοιώσεις, δεν µας δίνουν ένα 
ασφαλή οδηγό σε πεπερασµένη πυκνότητα βαρυονίων, παρ’ όλα αυτά είναι απαραίτητο να 
βασιστούµε σε  µη-διαταρακτικές µεθόδους επίλυσης της QCD, οι οποίες ενσωµατώνουν τις 
βασικές ιδιότητες που περιµέναµε για την QCD. Ένας λόγος είναι η γνωστή ασυµπτωτική 
ελευθερία, όπου η αλληλεπίδραση quark-quark είναι ασθενής µόνο σε υψηλές ενέργειες και 
εποµένως µόνο εκεί µπορούµε να εφαρµόσουµε διαταρακτικές µεθόδους. Για τις περιοχές 
χαµηλότερων ενεργειών, σαν αυτές της πυρηνικής φυσικής τρείς διαφορετικές κατηγορίες 
µοντέλων έχουν προταθεί. Τα φαινοµενολογικά µοντέλα, όπως είναι το Μ.Ι.Τ bag-model4, όπου 
οι µάζες των quark είναι σταθερές και η σύζευξη περιγράφεται µε όρους µιας bag-constant5, 
κάποια πιο δυναµικά µοντέλα και τρίτο µοντέλα που στηρίζονται στην επίλυση της εξίσωσης 
Dyson-Schwinger όπου οι ιδιότητες των quark, καθορίζονται self-consistenly. Το πιο ευρέως 
χρησιµοποιούµενο µοντέλο, µε το οποίο θα ασχοληθούµε και εµείς παρακάτω είναι το Μ.Ι.Τ 
Bag-Model.Μιας και τα quark δεν παρατηρούνται αποµονωµένα, η αλληλεπίδρασή τους πρέπει 
να έχει µια συνιστώσα που µεγαλώνει καθώς αυξάνει η απόσταση µεταξύ των quark, σε αντίθεση 
µε την εµπειρία µας από τις ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις όπου η δύναµη ελλατώνεται µε το 
τετράγωνο της απόστασης ακολουθώντας έναν νόµο αντίστροφου τετραγώνου. Ένας τρόπος για 
να περιγράψουµε αυτή την συµπεριφορά της δύναµης µεταξύ quark είναι να επιβάλλουµε µια 
εξωτερική συνθήκη, να θεωρήσουµε δηλαδή τα quark εντός µιας σακούλας που τα αποτρέπει 
από το να φύγουν προς τα έξω. Ένα τέτοιο µοντέλο είχε µεγάλη επιτυχία στο να καταλάβουµε 
τη δοµή των αδρονίων και να συνδέσει την αλληλεπίδραση µεταξύ quark µε αυτή των αδρονίων.  

 Για αυτό το µοντέλο, η πίεση iP  των µεµονωµένων quark και των λεπτονίων, που 
περιέχονται µέσα στη σακούλα αντισταθµίζεται από την ολική εξωτερική πίεση P+B, σύµφωνα 
µε την εξίσωση: 

 f

f

P B P+ =∑  (7.5) 

ενώ η ολική ενεργειακή πυκνότητα των διαφόρων γεύσεων quark, θα δίνεται από την σχέση: 
                               

 f

f

Bε ε= +∑  (7.6) 

                                                 
4 ∆ιατηρώ την αγγλική ορολογία του µοντέλου µιας και η ακριβής ελληνική µετάφραση δεν µου 
ακούστηκε τόσο εύηχη.  
5  Στο σηµείο αυτό, όπως και µε τις ονοµασίες των quark, κρίθηκε προτιµότερο η διατήρηση του αγγλικού 
όρου bag-constant αντί της ελληνικής απόδοσης σταθερά της τσάντας ή της σακκούλας.  
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  Εικ 7.1  Σχετικές ̟υκνότητες quark και 
λε̟τονίων στην ύλη αστέρα-quark σαν συνάρτηση 
της ̟υκνότητας µάζας. (Βλ. Αναφορά 5) 

 

H ποσότητα B, δηλώνει την bag-constant και fε  είναι οι συνεισφορές των µεµονωµένων quark 
στην ολική ενεργειακή πυκνότητα. Η συνθήκη ηλεκτρικής ουδετερότητας ανάµεσα στα quark 
δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση: 
      

 3 33 0
f L

el
f F F

f L

q k k− =∑ ∑  (7.7) 

 

όπου το el
fq  δηλώνει το ηλεκτρικό φορτίο ενός quark µε γεύση f. Η συνεισφορά της κάθε 

γεύσης quark, στην πίεση, την πυκνότητα ενέργειας και την πυκνότητα βαρυονικού αριθµού 
καθορίζονται από το θερµοδυναµικό δυναµικό: 
     

 f f f f fd S d P dV A d µΩ = − Τ − −  (7.8) 

 
από το οποίο βρίσκει κανείς:     
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 H ποσότητα fµ  δηλώνει το χηµικό δυναµικό των quark γεύσης f, και fm  είναι η µάζα του. Ο 

παράγοντας του χώρου φάσεων, είναι fv  και είναι ίσος µε 2(spin)Χ3(color)=6. Η χηµική 

ισορροπία ανάµεσα στις γεύσεις των quark και των λεπτονίων διατηρείται από τις ακόλουθες 
ασθενείς αντιδράσεις: 
   

 , , , ,e e ed u e s u e s c e s u d u c d u dν ν ν− − −↔ + + ↔ + + ↔ + + + ↔ + + ↔ +
 (7.12) 
 
Μιας και οι αστέρες νετρονίων, χάνουν τα νετρόνια τους µέσα στα πρώτα λίγα δευτερόλεπτα 
από την παραγωγή τους, τα χηµικά δυναµικά αυτών των σωµατιδίων θα είναι ίσα µε µηδέν. 
Βρίσκει κανείς από τις ασθενείς αλληλεπιδράσεις ότι: 
     

 , ,d u e c u d sµ µ µ µ µ µ µ µ= + = ≡ =  (7.13) 

 
Η καταστατική εξίσωση της σχετικιστικής ύλης quark, σε µηδενικές θερµοκρασίες  που 
αποτελείται από quark µηδενικής µάζας και αποκλείοντας τις αλληλεπιδράσεις υπολογίζεται 
από τις:          

 4 3
2 2

1
( ) , ( )

324 6
f ff f f f fP

ν ν
µ ε ρ µ

π π
= = =  (7.14) 

 

όπου ο βαθµός εκφυλισµού είναι 6=fν . Η καταστατική εξίσωση τέτοιας ύλης βρίσκεται από 

τις εξισώσεις (7.13) και (7.14) ως:           
 ( 4 ) / 3P ε= − Β  (7.15) 

 
Βλέπει κανείς ότι η εξωτερική πίεση, που δρα σε µια bag γεµάτη µε quark, µηδενίζεται για 
ε=4Β.  Η µάζα εντός του Bag, δίνεται από την θεµελιώδη σχέση µάζας-ακτίνας:  
      

 3

0

(4 / 3)
R

dV Rε π εΜ = =∫  (7.16) 

 
 Τα αποτελέσµατα αυτής της σχέσης, για συστήµατα µε quark δείχνονται στο σχήµα 3. 
Η συνθήκη ηλεκτρικής ουδετερότητας για την αστρική ύλη των quark είναι: 
        

 2 0u d sρ ρ ρ− − =  (7.17) 

 

Μιας και τα sdu µµµ ==  για τα µηδενικής µάζας quark, βρίσκει κανείς από την , ότι για 

µηδενική εξωτερική πίεση, P, η σταθερά Β σχετίζεται µε το χηµικό δυναµικό των quark µέσω 

των σχέσεων:  24 4/3 πµ=B . Η ενέργεια ανά βαρυονικό αριθµό της ύλης των quark, δίνεται 

από την:     

 2
3

4 4 4
( ) / 3u d s u

E B

A

ε π
ρ ρ ρ ρ ρ µ

Β Β≡ = = =
+ +

 (7.18) 

 
όπου ρ είναι η ολική αριθµητική πυκνότητα βαρυονίων που καθορίζεται ως: 
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 / 3f

f

ρ ρ=∑  (7.19) 

 
Έτσι εφαρµόζοντας την µέθοδο Newton-Ramson δύο διαστάσεων για τις εξισώσεις 7.6, 7.18 
και χρησιµοποιώντας την 7.12 για να εκφράσουµε το χηµικό δυναµικό των ηλεκτρονίων 
συναρτήσει  των up και down quark, βρίσκουµε τις αντίστοιχες ορµές Fermi , για το up και 
down quark και στη συνέχεια αξιοποιώντας τη σχέση για το χηµικό δυναµικό, υπολογίζουµε 
την ορµή Fermi για το ηλεκτρόνιο. Στη συνέχεια υπολογίζουµε την πίεση και την ενεργειακή 
πυκνότητα από κάθε είδος quark και στη συνέχεια αλλάζοντας κάθε φορά την παράµετρο B, 
βρίσκουµε µια ολική πίεση και µια ολική ενεργειακή πυκνότητα που αντιστοιχούν σε διάφορες 
πυκνότητες του αστέρα. Στην εικόνα 7.2 φαίνεται η διαφορά των συγκεντρώσεων που 
προκύπτουν για δύο διαφορετικές τιµές της bag constant: 

  

 
  
 Στην περίπτωση τώρα που θεωρήσουµε τα quark ως σωµατίδια κάποιας µάζας έχουµε: 
    

Προκύπτουσα σύσταση για 
Β=150 3/MeV fm  (πάνω 
εικόνα) και 
Β=250 3/MeV fm (κάτω). 
 
(Βλ. Αναφορά 5) 
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 (7.20) 

και το iz , καθορίζεται ως f
ff mz µ/= . Παραλείποντας τα δύο quark, µεγαλύτερης µάζας, τα 

t και b τα οποία είναι πολύ βαριά για να πολλαπλασιαστούν µέσα στον αστέρα, η συνθήκη 
ηλεκτρικής ουδετερότητας που εκφράζεται από την εξίσωση 7.7, διαβάζεται: 
   

 2( ) ( ) 3( ) 0u c d s e µρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − + − + =  (7.21) 

 
η οποία µπορεί να γραφεί: 
 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 / 2 3 / 2 3 3 / 23 2 2 22(1 ( / ) ) 1 1 1 1 / 1 1 0e e
c sz z zµµ µ µ µ− + − − + − − + − =

 (7.22) 
 
Μια έκφραση για την πίεση του συστήµατος, βρίσκεται από την αντικατάσταση της (7.20) στην 
(7.5) και µας οδηγεί:     

 ( )( )( )4
4

2
1 / ( ) ( )

4
e

c sP B z z
µ µ µ
π

+ = − Φ + Φ  (7.23) 

όπου έχουµε καθορίσει το     
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 (7.24) 

και εποµένως για την ολική ενέργεια έχουµε:         
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∑  (7.25) 

Ο πρώτος όρος, στο δεξί µέλος αναπαριστά την καταστατική ενός σχετικιστικού αερίου, µε 
quark µηδενικής µάζας που προκύπτουν στην εξίσωση 37 ενώ ο δεύτερος όρος ισχύει για 
πεπερασµένες µάζες του strange και charm quark. Τελικά, η πυκνότητα του ολικού αριθµού 
βαρυονίων αυτής της ύλης είναι: 
  

 ( )( )( ) ( )( ) ( )( )3
3 3 / 2 3 / 22 2

2
[ 1 / 1 1 1 1 ]

3
e

c sz z
µρ µ µ
π

= − + − + + −  (7.26) 

 
 Η σχετική σύσταση ενός αστέρα νετρονίων, µεταξύ quark-λεπτονίων, σε µηδενική 
θερµοκρασία, φαίνεται στο σχήµα . Μια και η αλληλεπίδραση Coulomb είναι πολύ ισχυρότερη 
από την βαρύτητα, η ύλη των quark για να είναι η χαµηλότερη ενεργειακή κατάσταση πρέπει να 
είναι ηλεκτρικά ουδέτερη µε µεγάλη ακρίβεια. Εποµένως κάθε φορτίο quark, θετικού 
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προσήµου, πρέπει να ισορροπείται από ένα µεγάλο αριθµό αρνητικά φορτισµένων quark και 
λεπτονίων, τα οποία καθορίζουν την συγκέντρωση των λεπτονίων. Λόγω των σχετικά µεγάλων 

µαζών τους, η παρουσία των charm quark απαιτεί πυκνότητες µεγαλύτερες από 317 /10 cmg  

προκειµένου να είναι παρούσα. Η ανάλυση της σταθερότητας µιας ακολουθίας αστέρα µε 
charm quarks, ως προς τις ακτινικές ταλαντώσεις, έδειξε ότι δεν µπορεί µια τέτοια ακολουθία να 
είναι σταθερή σε αντίθεση µε εκείνη που περιέχει strange quarks. Τέλος αναφέρουµε ότι µια 

τιµή για την bag-constant MeVB 1454/1 =  , δίνει µια ενέργεια ανά βαρυονικό αριθµό της ύλης 
των παράξενων quark ίση µε E/A=829 MeV, η οποία αντιστοιχεί σε ύλη quark ισχυρά δέσµιας 

ως προς τον Fe56 , του οποίου η αντίστοιχη ενέργεια ανά βαρυονικό αριθµό είναι: 

MeVcFeM 4,93056/)( 256 = .Τη σηµασία αυτής της πρότασης θα δούµε αµέσως παρακάτω. 

 

7.2  Η υ̟όθεση της ̟αράξενης ύλης των quark. 
 

H θεωρητική δυνατότητα της ύλης να έχει ως θεµελιώδη κατάσταση την ύλη των quark και 

όχι του Fe56 , προτάθηκε από τους Bodmar, Witten και Terazawa. Μια σχηµατική 
αναπαράσταση αυτής της υπόθεσης δίνεται στην εικόνα  η οποία συγκρίνει την ενέργεια αν 
βαρυόνιο του σιδήρου, µε αυτή της ύλης από quark δύο και τριών γεύσεων. Η ύλη µε τρείς 
γεύσεις είναι πάντα χαµηλότερη σε ενέργεια λόγω των επιπλέον Fermi, που είναι διαθέσιµες στα  

   
Εικ 7.3 Ενέργεια ανά νουκλεόνιο για τρείς διαφορετικές 
µορφές ύλης. Σιδήρου, u-d quark και u-d-s quark. (Βλ. 
Αναφορά 5) 

     
παράξενα quark. Τα θεωρητικά επιχειρήµατα µας δείχνουν ότι η ενέργεια της ύλης quark των 
τριών σωµατιδίων, µπορεί να είναι ακόµη µικρότερη από αυτή των 930ΜeV. Σε αυτή την 
περίπτωση, η παράξενη ύλη θα είναι ακόµη πιο σταθερή από την πυρηνική ύλη και τους 
ατοµικούς πυρήνες. Αυτή η περίεργη ιδιότητα κάνει την υπόθεση της strange matter ως µιας 
από τις πιο ενδιαφέρουσες της σύγχρονης φυσικής. η οποία θα παίξει και έναν πολύ σηµαντικό 
ρόλο για την κατανόηση του πρώιµου σύµπαντος, της εξέλιξής τους, της αστροφυσικής των 
compact stars και της εργαστηριακής φυσικής.  

 Στα επόµενα,περιγράφουµε την πιθανή απόλυτη σταθερότητα της παράξενης ύλη των 
quark για ένα αέριο από µηδενικής µάζας u,d,s quark εντός µιας bag σε µηδενική θερµοκρασία.  

Για µηδενικής µάζας, quark γεύσης f, η ορµή Fermi 
fEp  εξισώνει το χηµικό δυναµικό fµ . Οι 
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αριθµητικές πυκνότητες , οι πυκνότητες ενέργειας και οι αντίστοιχες πιέσεις, προκύπτουν από 
την εξίσωση (7.12) ως:   

 3 2 4 2 4 2( ) / , 3( ) / 4 , ( ) / 4 / 3f f f f f f fPρ µ π ε µ π µ π ε= = = =  (7.27) 

  
για ένα αέριο από µηδενικής µάζας u και d  quark, αυτή είναι η συνθήκη ηλεκτρικής 

ουδετερότητας 02 =− du ρρ , η οποία προκύπτει από την 7.20. Το χηµικό δυναµικό για ύλη 

που αποτελείται από δύο quark είναι:  3/1
2 2/du µµµ =≡ . H αντίστοιχη πίεση για τέτοια 

ύλη, είναι: BPPP du =+=+≡ 24
2

3/4
2 4/)21( πµ . Από τις εκφράσεις για την ολική 

ενεργειακή πυκνότητα  BBP 43 22 =+=ε  και την πυκνότητα του βαρυονικού αριθµού 

( ) 23
22 /3/ πµρρρ =+= du  βρίσκει κανείς για την ενέργεια ανά βαρυόνιο της ύλης µε δύο 

quark¨ 
     

 1/ 43
145

3 3 2

4
829

1,127

E
MeV B

A

ε
ρ ρ

Β≡ = = ×  (7.28) 

 
και προκύπτει ότι στην περίπτωση τριών quark έχουµε 100 MeV ενέργειας λιγότερα ανά 
βαρυόνιο. Η διαφορά προκύπτει από το γεγονός ότι ο βαρυονικός αριθµός, µπορεί να πακτωθεί 
καλύτερα σε ύλη µε τρία quark.  

 H bulk ύλη, τριών quark είναι σταθερή συγκρινόµενη µε αυτήν του σιδήρου Fe56 , για 

MeVB 8,1624/1 < . Μετασταθής σε σχέση µε ένα αέριο νετρονίων για τιµές της bag-constant 

MeVB 4,1644/1 <  και τέλος µετασταθής σε σχέση µε ένα αέριο Λ σωµατιδίων για 

MeVB 2,1954/1 < . Αυτά τα νούµερα είναι τα ανώτερα όρια. Μια πεπερασµένη µάζα για το 

strange-quark, όπως και µια µη µηδενική ισχυρή σταθερά σύζευξης µειώνουν τα όρια τιµών για 

τη 4/1B . Η παρουσία συνήθων πυρήνων στη φύση δεν είναι καθόλου παράξενη µιας και η 
διάλυση ενός πυρήνα µε ατοµικό αριθµό Α σε µια σούπα από quark, θα σήµαινε το 
µετασχηµατισµό από A up και down quark, σε παράξενα quark. Η πιθανότητα να συµβεί αυτό 

περιλαµβάνει µια ασθενή µετάβαση A
FG 2∝  , η οποία κάνει τους πυρήνες µε Α>6, σταθερούς 

για περισσότερο από years6010 . Η µετατροπή πολύ ελαφρών πυρήνων σε παράξενη ύλη 

καθορίζεται από το πεπερασµένο µέγεθος και τα φαινόµενα φλοιού τα οποία κυριαρχούν στην 
ενέργεια όγκου της παράξενης ύλης σε µικρές τιµές του Α.  
 Στο bag model της ύλης των quark, η τιµή του B καθορίζει αν η ύλη των παράξενων 
quark έχει µια χαµηλότερη θεµελιώδη στάθµη από την ύλη των αδρονίων στην φάση πυ τα 
quark είναι εγκλωβισµένα (confined phase). Θα διαλέξουµε µια τιµή που δίνει µια ενέργεια 
σύνδεσης ανά βαρυονικό αριθµό Ε/Α=928MeV, για την παράξενη ύλη σε ισορροπία (p=0). 
Αυτή η τιµή είναι λίγο χαµηλότερη από τη µάζα του νουκλεονίου. Η τιµή του Β που δίνει 
Ε/Α=928MeV και κάνει την strange matter, απόλυτα σταθερή είναι: 
           

 1/ 4 154,5B =  (7.29) 

 
Σε αυτή την περίπτωση, το αστέρι αποτελείται εξ’ ολοκλήρου από ύλη quark.  
 Το άκρο του αστέρα, βρίσκεται στην ακτίνα, στην οποία η πίεση γίνεται µηδενική. 
Μηδενική πίεση, στην καταστατική εξίσωση αντιστοιχεί σε ύλη στην ισορροπία ή αλλιώς σε 
µηδενική πυκνότητα. Με την υπόθεση ότι υπάρχει µια bag constant, που κάνει την strange 
matter, την εντελώς βασική κατάσταση της ύλης, η µηδενική πίεση αντιστοιχεί στην ενεργειακή 



Χαρίτος Παναγιώτης 

 100

πυκνότητα της ισορροπίας, της strange ύλης των quark. Εποµένως η µετάβαση σε ένα strange 
quark star, στα όρια του προέρχεται από µια υψηλή πυκνότητα στο εσωτερικό του µέχρι το 
µηδέν, σε µια κλίµακα µήκους που χαρακτηρίζεται από το εύρος της ισχυρής αλληλεπίδρασης -

cm1310− . Η πυκνότητα στο εσωτερικό χείλος, είναι ίση µε δύο φορές την πυρηνική πυκνότητα.  
 
                                      

 
                           Εικ 7.3   Περιγραφή του εσωτερικού ενός αστέρα 

νετρονίων, λαµβάνοντας υ̟’ όψιν την ̟ερί̟τωση της 
ύ̟αρξης διάφορων φάσεων quark (Βλ. Αναφορά 43). 

 
 

 Στο χείλος ενός αστέρα νετρονίων, κυριαρχεί ο σίδηρος, µιας και αυτοί αποτελούνται 
από υλικό το οποίο έχει περάσει από κάποια επεξεργασία. Η ενεργειακή πυκνότητα του 

σιδήρου είναι µόνο µερικά g/cm 3  ή περίπου 14 τάξεις µεγέθους µικρότερη από την ενεργειακή 
πυκνότητα στο κέντρο του αστέρα. ∆ηλαδή σε έναν αστέρα νετρονίων, η πυκνότητα πέφτει 
συνεχόµενα από την πυρηνική πυκνότητα σε αυτήν του σιδήρου. Σε αυτήν την πυκνότητα, 
έχουµε µια απότοµη µετάβαση σε µηδενική πυκνότητα η οποία συµβαίνει σε ένα µια κλίµακα 
µήκους, αντίστοιχη των κενών µεταξύ των ατόµων στη στερεά κατάσταση.  
 Η εικόνα της πυκνότητας για τρεις διαφορετικούς αστέρες µε παράξενη ύλη, 
απεικονίζεται και τα αποτελέσµατα είναι παρόµοια µε τον Haensel και Alcock. Τα όρια των 
αστέρων, υφίστανται όλα στο σηµείο όπου p=0 και εποµένως στην ίδια υψηλή πυκνότητα που 
αντιστοιχεί στην ισορροπία, ,τα εσωτερικά των αστέρων είναι περισσότερο ή λιγότερο 
συµπιεσµένα, αναλόγως της µάζας. Οι πληθυσµοί των quark, των αστέρων µε την µεγαλύτερη 
µάζα τους, δείχνονται στην 8.2. Εκεί βλέπουµε ότι οι πληθυσµοί των ηλεκτρονίων είναι πέντε 
τάξεις µεγέθους, µικρότερες από τους πληθυσµούς των quark. Αυτό είναι ένα παράδειγµα, του 
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πως η ηλεκτρική ουδετερότητα, επιτυγχάνεται πιο οικονοµικά µεταξύ των διατηρούµενων 
σωµατιδίων.  
 Στα όρια του αστέρα, έχουµε από τα χηµικά δυναµικά ότι: 
    

 ( )1/ 42 1/ 44 ./ 3 1,9u d sµ µ µ µ π= = ≡ = Β = Β  (7.30) 

 
Βλέπουµε ότι τα χηµικά δυναµικά είναι περίπου ίσα µε το διπλάσιο της µάζας των quark, σε 
αυτή την προσέγγιση. Εποµένως τα strange quark, θα είναι παρόντα ακόµη και στα όρια του 
αστέρα, σε περίπου ίσο αριθµό των u και d quark και αυτό όχι µόνο για το υψηλής πυκνότητας 
εσωτερικό του.  Η πυκνότητα βαρυονίων είναι στην ίδια προσέγγιση ίση µε: 
      

 3 2/ρ µ π=  (7.31) 

 
και η ενέργεια ανά βαρυονικό αριθµό είναι: 
          

 ( )1/ 42 1/ 4/ 108 5,7 880MeVε ρ π= Β = Β =  (7.32) 

 
Αυτή είναι µικρότερη από την ενέργεια ανά νουκλεόνιο του σιδήρου όπως έχουµε ήδη 
επισηµάνει.  

Για ένα αστέρα που υπακούει στην απλή εξίσωση ε=3ρ+4Β, οι εξισώσεις 
Oppenhheimer-Volkoff παίρνουν µια καθολική µορφή, ανεξάρτητη της bag-constant, όταν 
γίνει η ακόλουθη αντικατάσταση: 
 

 / , / , ,p p B r Br M BMε ε= = Β = =  (7.33) 

 
Με  όρους ακτίνων και µαζών µιας ακολουθίας αστεριών, οι ακτίνες και οι µάζες για κάθε άλλη 
επιλογή Β, θα δίνονται από τις σχέσεις: 
 

 )(/)( BR΄B΄R ΒΒ=                                                   ( ) / ( )M B΄ ΄= Β Β Μ Β  

 
Μπορούµε να καθορίσουµε δύο διαφορετικές µάζες. Η χαµηλότερη καµπύλη είναι η βαρυτική 
µάζα του αστέρα, που καθορίζεται από την:    

 2

0

4 ( )
R

r r drπ εΜ = ∫  (7.34) 

Στην καµπύλη της βαρυτικής µάζας ως συνάρτησης της κεντρικής πυκνότητας, οι περιοχές µε 
θετική κλίση ικανοποιούν την αναγκαία συνθήκη σταθερότητας. Η πρώτη ακολουθία αστέρων 
µε αυξανόµενη µάζα ως συνάρτηση της κεντρικής πυκνότητας είναι η ακολουθία των strange 
stars, µιας και αυτοί οι αστέρες είναι ένα µείγµα από ίσο αριθµό των u,d και s quark. Τι γίνεται 
όµως µε την επόµενη ακολουθία αστέρων που έχουν µια θετική κλίση η οποία επιπλέον περιέχει 
και το charm quark. Μια ανάλογη ακολουθία, µπορεί να βρεθεί και για τους αστέρες νετρονίων 
ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις Oppenheimer-Volkoff µέχρι κάποια υψηλής πυκνότητας. 
Επιπλέον, η µελέτη της σταθερότητας που έγινε το 1960, έδειξε ότι όλοι οι σχηµατισµοί µε 
κεντρικές πυκνότητες µεγαλύτερες από αυτές του ανώτατου ορίου των αστέρων νετρονίων είναι 
ασταθής σε ακτινικές δονήσεις µεγάλων µηκών κύµατος. Τέτοιες δονήσεις µεταφέρουν την ύλη 
της υψηλής πυκνότητας στον αστρικό πυρήνα, κατά µήκος της ακτίνας Scharzschild.  
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 Οι δονήσεις των αστρικών σχηµατισµών, µπορούν να αναλυθούν ως κανονικοί τρόποι 

µε χρονικές εξαρτήσεις ti ne ω± . Οι ασταθείς τρόποι είναι αυτοί για τους οποίους το 2
nω  είναι 

αρνητικό. Ένας όρος µε θετική εκθετική εξάρτηση του χρόνου, µας υποδεικνύει µια 

ανεξέλεγκτη αύξηση αυτού του τρόπου ταλάντωσης.  Μια συνάρτηση του 2
nω , η οποία είναι 

αρνητική όταν το τετράγωνο της συχνότητας είναι αρνητικό. Οι διαδοχικοί τρόποι ταλάντωσης 
γίνονται ασταθείς σε αυτά τα σηµεία, τα οποία τα συναντάµε µε την αύξηση της πυκνότητας.  
 Η σταθερή πίεση, στην µεικτή φάση, ανεξάρτητα της αναλογίας των φάσεων στην 
ισορροπία – είναι µια ειδική περίπτωση η οποία δεν περιγράφει την ύλη των αστέρων νετρονίων. 
Γενικά, η σταθερή πίεση είναι χαρακτηριστικό µια µετάπτωσης πρώτης τάξης σε ένα συστατικό 
που έχει ένα ανεξάρτητο χαρακτηριστικό. Το νερό είναι ένα παράδειγµα. Η ύλη ενός αστέρα 
νετρονίων έχει δύο ανεξάρτητα συστατικά, το διατηρούµενο αριθµό βαρυονίων και το ολικό 
ηλεκτρικό φορτίο.  Γενικά, η πίεση µεταβάλλεται στην µεικτή φάση τέτοιων συστηµάτων και 
αντίστοιχα όλες οι ιδιότητες, όπως οι πυκνότητες κάθε φάσης, µεταβάλλονται αναλόγως της 
αναλογίας της φάσης. Επιπλέον όταν µία από τις διατηρούµενες ποσότητες είναι το ηλεκτρικό 
φορτίο, το µεγάλο εύρος της αλληλεπίδρασης Coulomb εισάγει µία χωρική σειρά µέσα στην 
µεικτή φάση.  
 Πιστεύουµε τώρα ότι η ύλη των quark, η ελεύθερη (deconfined) φάση των quark είναι 
πολύ πιθανό να καταλάβει τις εσωτερικές περιοχές των αστέρων νετρονίων µε µεγαλύτερη µάζα. 
Η ύλη των quark, µπορεί να υπάρχει στην µεικτή φάση σε ισορροπία µε την confined phase 
της αδρονικής ύλης ή πιθανότατα σαν µια καθαρή φάση στην κεντρική περιοχή. Ονοµάζουµε 
τους αστέρες νετρονίων µε φάση quark ή mixed ως hybrid stars, όταν τονίζουµε την πλευρά των 
quark. 
 Η µεικτή φάση της confined και deconfined ύλης είναι περισσότερα ασυνήθιστη. 
Περιµένουµε ότι θα σχηµατίζεται ένα κρυσταλλικό πλέγµα, διαφόρων γεωµετριών µε την 
σπανιότερη φάση να αναµειγνύεται µε την κυρίαρχη. Η έννοια ενός κρυσταλλικού πλέγµατος 
που καταλαµβάνει την κρούστα ενός αστέρα νετρονίων µας έιναι γνωστή. Στην κρυσταλλική 
περιοχή, στο εσωτερικό του αστέρα σε πυκνότητες αρκετά υψηλές για να ιονίσουν τα άτοµα, οι 
πυρήνες αντιστρέφονται µέσα σε ένα περιβάλλον ηλεκτρονίων και υποθέτουµε έναν κρυσταλλικό 
σχηµατισµό προκειµένου να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα των ενεργειών Coulomb και των 
ενεργειών επιφάνειας. Αυτό που είναι ασυνήθιστο στην µεικτή κρυσταλλική confined-
deconfined phase, είναι ότι οι δύο µορφές της ύλης είναι απλώς διαφορετικές φάσεις του ενός 
και µοναδικού συστατικού και όχι διαφορετικά συστατικά όπως είναι ένα σύνολο πυρήνων και 
ένα αέριο ηλεκτρονίων. 
 Η volume-weighted ενέργεια και η πυκνότητα βαρυονίων του συστατικού της µεικτής 
φάσης, στην οποία αναφερόµαστε για συντοµία ως µέση, είναι:          
 

 
( )1

(1 )

H Q

H Q

ε χ ε χε

ρ χ ρ χρ

= − +

= − +
 (7.35) 

 
Εδώ το (1-χ) και το χ είναι η αναλογία όγκου των φάσεων της αδρονικής και της ύλης των 
quark, όπου αυτές συνυπάρχουν. Μπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι αυτές οι εκφράσεις, 

γραµµικές ως προς το χ, µας δείχνουν ότι η πίεση 







∂
∂−=
V

E
p , είναι σταθερή στην µεικτή 

φάση ενός απλού συστατικού.  
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7.3  Υ̟εραγωγιµότητα χρώµατος. 
  
 Αξίζει να αναφερθεί κανείς στην υπεραγωγιµότητα χρώµατος που µπορεί να συµβεί στο 
εσωτερικό ενός τέτοιου αυτοδέσµιου (self-bound) αστέρα, µιας και αυτή παίζει έναν πολύ 
σηµαντικό ρόλο στην ψύξη ενός τέτοιου αντικειµένου.  
 Η φυσική και οι έννοιες που κρύβονται πίσω από την υπεραγωγιµότητα χρώµατος για 
την ύλη που αποτελείται από quark, δεν διαφέρει από αυτήν για την συνήθη υπεραγωγιµότητα.. 
Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, η ασυµπτωτική ελευθερία των quark, σηµαίνει ότι σε αρκετά 
υψηλές πυκνότητες και χαµηλές θερµοκρασίες, υπάρχει µια επιφάνεια Fermi από σχεδόν 
ελεύθερα quark. Οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των quark κοντά στην επιφάνεια Fermi είναι 
σίγουρα ελκτικές σε κάποια κανάλια (τα quark ενώνονται προκειµένου να σχηµατίσουν 
βαρυόνια) και πιο συγκεκριµένα στα διαγράµµατα Feynman, στο 3bar κανάλι.  ∆είχτηκε για 
την περίπτωση της ηλεκτρικής αγωγιµότητας από τους Baarden, Cooper και Schriefer(BCS), 
ότι αν υπάρχει κάποιο κανάλι στο οποίο η αλληλεπίδραση είναι ελκτική, τότε υπάρχει µια 
κατάσταση χαµηλότερης ελεύθερης ενέργειας από µια απλή επιφάνεια Fermi. Αυτή η 
κατάσταση προκύπτει από µια πολύπλοκη υπέρθεση ζευγών σωµατιδίων και τη δηµιουργία ενός 
quasi particle. Όπως λοιπόν στην αγωγιµότητα των µετάλλων, λόγω της ύπαρξης του πλέγµατος, 
η δύναµη Coulomb ελλατώνεται και τα ηλεκτρόνια µπορούν να έρθουν πιο κοντά και να 
σχηµατίσουν ζεύγος δίνοντας ένα µποζόνιο, έτσι και στην περίπτωση των quark, τα quark που 
αλληλεπιδρούν µέσω της ανταλλαγής ενός γκλουονίου, µπορούν να σχηµατίσουν ένα ζεύγος. 
 Οι ελκτικές αλληλεπιδράσεις παίζουν έναν πολύ σηµαντικό ρόλο στον µηχανισµό B.C.S 
για το σχηµατισµό ζευγών Coooper. Αυτό γίνεται εύκολα κατανοητό µε έναν διαισθητικό 
τρόπο. Η ελεύθερη ενέργεια Helmholtz είναι F=E-µΝ, όπου Ε είναι η ολική ενέργεια του 
συστήµατος, µ είναι το χηµικό δυναµικό και Ν είναι ο αριθµός των φερµιονίων. Η επιφάνεια 
Fermi καθορίζεται από µια ενέργεια Fermi µ στην οποία ελαχιστοποιείται η ελεύθερη ενέργεια 
και εποµένως αν προσθέσουµε ή αφαιρέσουµε ένα απλό σωµατίδιο µας κοστίζει µηδενική 
ελεύθερη ενέργεια. Τώρα ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και µία ασθενής αλληλεπίδραση. ∆εν 
απαιτείται καθόλου ελεύθερη ενέργεια για να προσθέσουµε ένα ζεύγος σωµατιδίων και αν έχουν 
τους σωστούς κβαντικούς αριθµούς, τότε η ελκτική αλληλεπίδραση µεταξύ τους θα χαµηλώσει 
την ενέργεια του συστήµατος.. Μάλιστα ενώ στην περίπτωση των ηλεκτρονίων, πρέπει να 
θεωρήσει κανείς το πλέγµα που ελαττώνει την µεταξύ τους απωστική δύναµη Coulomb, στα 
quark προκύπτει από το διάγραµµα Feynman ότι η µεταξύ τους αλληλεπίδραση µε ανταλλαγή 
ενός γκλουονίου είναι απευθείας ελκτική. Πολλά τέτοια ζεύγη θα  σχηµατιστούν κοντά στην 
επιφάνεια Fermi και αυτά τα ζεύγη ως µποζόνια θα τείνουν να σχηµατίσουν συµπυκνώµατα.  Η 
θεµελιώδης κατάσταση θα είναι µια υπέρθεση καταστάσεων µε όλα τα νούµερα των ζευγών να 
σπάνει τη συµµετρία του αριθµού φερµιονίων.  
 Μιας και τα ζεύγη των quark, δεν µπορού να είναι µονές καταστάσεις του χρώµατος, το 
προκύπτον συµπύκνωµα θα σπάει την τοπική συµµετρία χρώµατος SU(3) color. Αυτό το 
ονοµάζουµε υπεραγωγιµότητα χρώµατος.. Αντίστοιχα και στην περίπτωση των ηλεκτρονίων, ο 
σχηµατισµός ενός ζεύγους από ηλεκτρόνια σπάει τη συµµετρία βαθµίδας του 
ηλεκτροµαγνητισµού και έχουµε την εµφάνιση ηλεκτρικού φορτίου.  
 Η προτεινόµενη pairing pattern σε υψηλές πυκνότητες, όπου η ορµή Fermi των strange 
quark, είναι κοντά σε αυτή των up και down, είναι η ΄΄color-flavor locked΄΄ (C.F.L). Αυτό έχει 
επιβεβαιωθεί τόσο από το δυναµικό NJL όσο και από αλληλεπίδρασης µε την ανταλλαγή 
γκλουονίων. Ο γενικός τύπος για το σχηµατισµό ζεύγους είναι: 
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   ( )( )51
1 ( 1)a a

i j j j iPI
q q Cβ α β β

ιγ κ δ δ κ δ δ∝ + + −  

Όπου α,β είναι οι δείκτες χρώµατος και i,j είναι οι δείκτες γεύσης µε τιµές από 1 µέχρι 3, C 
είναι ο πίνακας Dirac για το φορτίο ενώ τα δέλτα του Kroecker συνδέουν δείκτες χρώµατος µε 
γεύσης για να δείξουν ότι το συµπύκνωµα δεν είναι αναλλοίωτο ως προς περιστροφές στο χώρο 
του χρώµατος ή των γεύσεων. Το κ παίρνει σχεδόν µηδενικές τιµές .  Οι ιδιότητές της φάσης 
είναι ότι η οµάδα χρώµατος σπάει εντελώς και τα γκλουόνια αποκτούν µάζα. Τα quark 
χωρίζονται σε µία οκταπλή και µία µονή κατάσταση ( 3 χρώµατα Χ 3 γεύσεις =9 quark) που 
ανήκουν στην SU(3) και έτσι έχω δύο ειδών παραµέτρους χάσµατος. Επίσης παραµένει ένας 
ηλεκτροµαγνητισµός από την στροφή αυτή που είναι συνδυασµός ενός γκλουονίου µε ένα 
φωτόνιο (αυτό το σωµατίδιο είναι ένα λεγόµενο quasi-particle).  Επίσης σπάει η χείραλλη 
συµµετρία και η συµµετρία χρώµατος και έτσι έχουµε δύο αναλλοίωτες παραµέτρους βαθµίδας 
που ξεχωρίζουν την C.F.L από την Q.G.P. Τέλος οι συµµετρίες της C.F.L είναι όµοιες µε αυτές 
της υπερπυρηνικής ύλης τριών γεύσεων και έτσι πιθανόν να µην υπάρχει καµία αλλαγή φάσης 
µεταξύ τους. Οι πυκνότητες αυτές είναι τόσο µεγάλες που ακόµα και αν µάζα του s quark είναι 
πολύ µεγαλύτερη από των u και d quark, µπορεί να ληφθεί ίση µε αυτές. ∆ηλαδή θεωρούµε πως 
τα τρία quark έχουν ίσες µάζες. 
 Αν εισάγουµε τη µάζα και ενός παράξενου quark, τότε παίρνουµε νέες φάσεις 
υπεραγωγιµότητας χρώµατος. Η αδιάστατη παράµετρος που εκφράζει το φαινόµενο της µάζας 

των παράξενων quark είναι: 2( / )s µΜ ∆  που µας λέει πως η παράµετρος χάσµατος ∆ του 

παράξενου quark συγκρίνεται µε το ποσό µε το οποίο η µάζα του παράξενου quark χωρίζει την 
επιφάνεια Fermi του παράξενου quark από αυτές των δύο πιο ελαφριών. Στην πράξη και το ∆ 
και το Μ εξαρτώνται από το µ. Σε πολύ υψηλές πυκνότητες η µάζα του παράξενου quark είναι 

µικρή σε σχέση µε το χηµικό δυναµικό 2( / )s CFLM µ << ∆  και µπορεί να εισάγει µια 

περιστροφή ως προς το χρώµα της C.F.L φάσης. Καθώς µειώνεται η πυκνότητα, η µάζα του 
strange quark γίνεται πιο σηµαντική και υπάρχει και υπάρχει µια οµαλή µετάβαση σε µία 

gapless C.F.L φάση για 2 / 2s CFLM µ = ∆ . Αυτό θα συζητηθεί µε περισσότερες λεπτοµέρειες 

παρακάτω. Σε χαµηλότερες πυκνότητες τα πράγµατα γίνονται πιο πολύπλοκα. Η µάζα του s 
quark και η απαίτηση της ουδετερότητας ως προς το χρώµα και ως προς το ηλεκτρικό φορτίο 
απαιτούν ένα κόστος σε ελεύθερη ενέργεια για να κρατήσουµε τις ορµές Fermi διαφορετικών 

γεύσεων µαζί, ώστε να µπορούν αυτά να σχηµατίσουν ζεύγη και όταν το 2 /sM µ  είναι µεγάλο 

αυτό το κόστος θα είναι πολύ µεγάλο για να προκύψει από την ενέργεια που δίνει ο 
σχηµατισµός ζεύγους.. Θα περίµενα πρώτο να µένει ελεύθερο το s, οδηγώντας σε δύο γεύσεων 
υπεραγωγιµότητα (2 color superconducting phase-2SC) ζευγάρωµα µεταξύ των up και down 
αλλά αυτή η πιθανότητα δεν ευνοείται από την ηλεκτρική ουδετερότητα. Βέβαια υπάρχει και η 

πιθανότητα να έχουµε ένα εύρος τιµών 2 /sM µ  όπου οι διαφορετικές γεύσεις µπορούν να 

υποστηρίξουν κάποιο ζευγάρωµα αλλάζοντας από B.C.S σε LOFF (κρυσταλλική φάση).  
Υπάρχει και η πιθανότητα κάθε γεύση να ζευγαρώνει µόνο µε τον εαυτό της. Σε κάποιο σηµείο 
θα έχουµε και ένα πέρασµα από την ύλη των quark στην βαρυονική.  
   

 1 2 3
5 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b

a
f f f f f f f fC β αβ αβ αβψ γ ψ ε ε ε ε ε ε∆ + ∆ + ∆�  (7.36) 

 

όπου a
faψ  είναι ένα quark µε χρώµα α=(r,g,b) και γεύση ( , , )af u d s= . Παρατηρούµε ότι είναι 

βαθµωτό ως προς Lorentz, αντισυµµετρικό ως προς τους πίνακες του Dirac και εποµένως 

αντισυµµετρικό ως προς τη γεύση. Οι παράµετροι χάσµατος 1 2 3, ,∆ ∆ ∆  αντιστοιχούν στη 
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σύζευξη των bd-gs,bu-rs και gu-rd quark σε ζεύγη Cooper αντίστοιχα. Προκύπτουν λοιπόν 
τρείς βασικές κατηγορίες συζεύξεων. 

 Οι σταθερές χάσµατος 1 2,∆ ∆  µειώνονται όσο αυξάνεται το 2 /s µΜ , ενώ οι παράµετροι 

του κενού 3∆  για τα rd-gu quark,  που παραµένουν ζευγαρωµένα αυξάνεται. Αυτή η 

διαφορετική συµπεριφορά των δεικτών αντανακλά τον τρόπο στον οποιο διαφορετικά quark 

αντιλαµβάνονται την αύξηση της sΜ  και την απαίτηση συµµετρίας. Αυτό µπορεί να φανεί 

καλύτερα στην παρακάτω εικόνα 7.4. 
 
 
    

                                
   Εικ 7.4  Παράµετροι χάσµατος σαν συνάρτηση του 

2 /sm µ  για µ=500 MeV σε ένα NJL µοντέλο. 

Υ̟άρχουν µεταβολές φάσης δεύτερης τάξης µεταξύ της CFL φάσης και τη g-CFL στην 
2 / 2sm µ = ∆ . (Βλ 

Αναφορά 49). 

 
 
 

Εικ 7.5.  ∆ιαγράµµατα φάσης για την QCD. Για µικρά 
2 /sm ∆ , υ̟άρχει µια άµεση µετάβαση α̟ό την 

̟υρηνική ύλη σε υ̟εραγώγιµη ύλη quark (CFL). Για µεγάλα 
2 /sm ∆  υ̟άρχει και µια ενδιάµεση φάση ό̟ου 

είναι δυνατές ενδιάµεσες καταστάσεις ό̟ως η CFL-K, gCFL,2SC,CSL και LOFF.  (Βλ Αναφορά 41). 
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A) Σύζευξης Χρώµατος-Γεύσης. (Color-Flavor Locked) 
 

Ισχύει στις περιπτώσεις όπου ( sm 0→ ), η βασική κατάσταση της QCD είναι η color-flavor 

locked φάση όπου και οι τρείς γεύσεις των quark συµµετέχουν ισότιµα. Σε αυτή την περίπτωση 
έχουµε για τα χάσµατα: 

             1 2 3∆ = ∆ = ∆ = ∆  

 
και τα συµπυκνώµατα των quark της C.F.L φάσης προσεγγίζονται από την µορφή: 
    

 5 b a b

a
fa f f f XC β αβψ γ ψ ε εΧ∆�  (7.37) 

    
µε τους δείκτες χρώµατος και γεύσης να παίρνουν τιµές από 1 µέχρι 3. Μιας και 

a b a b b

a a
f f X f f f fa

αβ β βε ε δ δ δ δΧ = − , το συµπύκνωµα περιλαµβάνει δέλτα του Kronecker που 

συσχετίζουν τους δείχτες χρώµατος και γεύσης. Για αυτό και µιλάµε για locking χρώµατος-
γεύσης. Η φάση αυτή είναι ηλεκτρικά ουδέτερη χωρίς την παρουσία ηλεκτρονίων.  
 
Β) 2-γεύσεων υ̟εραγώγιµη φάση (2SC). 
 
 Αυτή προκύπτει αν η µάζα των strange quark είναι πάρα πολύ µεγάλη και µπορεί να 
αγνοηθεί, οπότε τα up και down quark συζευγνύονται σε µία τέτοια φάση. Σε αυτή την 
περίπτωση: 

 1 2 3, 0∆ = ∆ = ∆ ∆ 〉  (7.38) 
 
και το συµπύκνωµα προκύπτει:   

 5 b

a
fa fC β αβ

αβψ γ ψ ε ε∆�  (7.39) 

 
Σε αυτή την περίπτωση το συµπύκνωµα διαλέγει ένα χρώµα και δηµιουργεί ένα χάσµα 
στην επιφάνεια Fermi, ως προς τα δύο άλλα χρώµατα.  
  
Γ) gapless-C.F.L. 
 

 Κυριαρχεί ως προς τις άλλες δύο για ενδιάµεσες τιµές του 2
sm /µ, µε τα χάσµατα να 

ικανοποιούν τη σχέση: 

     1 2 30 < ∆ < ∆ < ∆  

 
Για χηµικά δυναµικά µε κάποια αστροφυσική σηµασία, το κενό είναι µεταξύ των 50 και 100 
ΜeV.  Η απαίτηση για ηλεκτρική ουδετερότητα που κάνει την φάση αυτή να κινηθεί πάνω από 
την περιοχή εκείνη όπου σπάνε τα ζεύγη των rs-bu και επιβιώνει ένα φορτίο Q΄  από τα bd και 
gs, τα οποία καθώς το σύστηµα φεύγει από την περιοχή όπου είναι ενωµένα σχηµατίζουν µια 
µεγάλη περιοχή εµποδισµού. Η µελέτη αυτής της φάσης καθίσταται εξαιρετικά πολύπλοκη και 
προτιµούµε να θεωρούµε ότι η εµφάνιση των quark, γίνεται στην CFL φάση.  
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 Η υπεραγωγιµότητα τροποποιεί την καταστατική κατα 3( / )µ∆  που είναι, ακόµα και 

για µεγάλα κενά ∆,  µόνο ένα µικρό ποσοστό της ενέργειας bulk. Εποµένως µπορεί να 
παραλειφθεί η συνεισφορά της κατά τον υπολογισµό της καταστατικής εξίσωσης για αστέρες 
που περιέχουν αδρόνια και quark, τους λεγόµενους υβριδικούς αστέρες. Έχει όµως πολύ 
σηµαντικό ρόλο στις ιδιότητες του αστέρα, όπως η εξέλιξη των µαγνητικών του πεδίων, η 
αστάθειες από περιστροφή, τα glitches φαινόµενα κ.α. 

 
7.4  Παρατηρησιακά δεδοµένα αστέρων νετρονίων µε quark. 
 

Για την έυρεση της µέγιστης µάζας, ενός αστέρα που περιέχει quark, χρησιµοποιούµε 
και πάλι την εξίσωση Tolman-Oppenheimer-Volkoff και η ακτίνα του βρίσκεται και πάλι από 
τον µηδενισµό της πίεσης.. Η βαρυτική µάζα, διάφορων αστέρων µε quark ή όχι φαίνεται στην 
εικόνα 7.3  Κάθε ακολουθία αστέρων, δίνεται µέχρι πυκνοτήτων που είναι λίγο µεγαλύτερες από 
αυτές του αστέρα µέγιστης µάζας. Αστέρες πέρα από το µέγιστο της µάζας, είναι ασταθής ως 
προς τις ακτινικές ταλαντώσεις και δεν µπορούν να υπάρξουν στη φύση. Όλες οι καταστατικές 

εξισώσεις µπορούν να υποστηρίξουν µάζες της τάξης των 1.4Μ
�
. Από την άλλη αστέρες µε 

µάζα µεγαλύτερη των 2Μ
�
, υποστηρίζεται µόνο από καταστατικές µε πολύ stiff συµπεριφορά 

σε υψηλές πυκνότητες και δεν υποστηρίζουν εξωτικές µορφές ύλης.  Η γνώση της µέγιστης 
δυνατής µάζας ενός αστέρα νετρονίου είναι χρήσιµη για δύο λόγους. Πρώτον γιατί η 
µεγαλύτερη γνωστή µάζα του αστέρα, θέτει το χαµηλότερο όριο τη θεωρητικά προβλεπόµενη 

µέγιστη µάζα από το µοντέλο µας.  Προς το παρόν το χαµηλότερο όριο είναι 1,55Μ
�
 για τον 

αστέρα νετρονίων Cyx- X-2. Η εύρεση µέγιστων µαζών είναι χρήσιµη και για τον προσδιορισµό 
υποψήφιων για µελανές οπές. 

                                                                                                                                                                                                            

      
Εικ 7.5 Μάζες αστέρων νετρονίων ως ̟ρος ακτίνα για 

διάφορες καταστατικές εξισώσεις. Οι οριζόντιες γραµµές 
αντιστοιχούν στις µάζες των αστέρων ̟ου αναγράφονται ̟άνω 
τους. Η γραµµή ̟ου δηλώνεται ως TC δηλώνει την µέση µάζα των 
ατέρων νετρονίων, ό̟ως υ̟ολογίζεται α̟ό τους Thorsett και 
Chakrabarty 
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Αν η υπόθεση της σταθερής strange ύλης είναι σωστή, τότε προκύπτει µια νέα 
κατηγορία αντικειµένων, τα παράξενα αστέρια, τα οποία δεν είναι στην ίδια ακολουθία µε τους 
αστέρες νετρονίων και τους  λευκούς νάνους. Έχει αναφερθεί ότι στην CFL φάση, δεν υπάρχει 
καµία ανάγκη για ηλεκτρόνια προκειµένου να έχω ηλεκτρική ουδετερότητα. Στην περίπτωση 
όµως αστέρων µεγάλης µάζας και στην περιοχή χαµηλών πυκνοτήτων, έχω µια άλλη µορφή 
υπεραγώγιµης ύλης (CFL-K, 2SC) που επιτρέπει την ύπαρξη ηλεκτρονίων. Τα ηλεκτρόνια αυτά 
σχηµατίζουν ένα ηλεκτρικό δίπολο το οποίο όπως φαίνεται και στην 7.6, µπορεί να υποστηρίξει 
µια πυρηνική κρούστα. Από το µοντέλο Thomas-Fermi υπολογίζεται η ένταση του πεδίου στην 
επιφάνεια των quark και προκύπτει ότι παίρνει πολύ υψηλές τιµές της τάξης των 10^17 V/m. 

και η πυρηνική ύλη που µπορεί να υποστηριχθεί θα έχει µάζα 510 Μ
�
. Αυτά τα αστέρια, λόγω 

του ότι δεν υποστηρίζονται από την βαρύτητα, έχουν µικρότερες ακτίνες κατά 3 µε 4 km, για 

έναν αστέρα µάζας 1,4 Μ
�
 και ακόµη µικρότερες για µεγαλύτερες µάζες. Ένας αστέρας µε 

τόσο µικρή ακτίνα ίσως βρίσκεται στην πηγή ακτίνων X, SAX J1808.4-3658.  Από 
παρατηρήσεις του φάσµατος των ακτίνων Χ και της εξαιρετικής σταθερότητας που παρουσιάζει 
στην περίοδό του, και υποθέτοντας ότι η εκποµπή ακτίνων Χ µεταβάλλεται µόνο κατά έναν 
παράγοντα 100, προκύπτον δύο όρια για την µάζα του. Τα όριο αυτά είναι οι στικτές γραµµές 
της εικόνας 7.7, όπου φαίνεται καθαρά ότι µόνο καταστατικές εξισώσεις που αντιστοιχούν σε 
παράξενη ύλη, µπορούν να περιγράψουν έναν τέτοιο αστέρα.  

    
   Εικ 7.6. Τα στρώµατα σε έναν ̟αράξενο αστέρα.  (Βλ. Αναφορά 5). 

            
  Εικ 7.7 Σύγκριση διάφορων καταστατικών µε 
τα όρια ̟ου οι ̟αρατηρήσεις µας θέτουν στη σχέση µάζας 
ακτίνας του (στικτές γραµµές) [ X.D Liu et al, Phys. Rev Letter 83] 
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Εκτός όµως από την εκποµπή ακτίνων Χ από αστέρες νετρονίων σε διπλά συστήµατα η 

θερµική εκποµπή από την επιφάνεια ενός αποµονωµένου αστέρα νετρονίων είναι σηµαντική για 
τον καθορισµό της µάζας και της ακτίνας του αστέρα νετρονίων.  

Πρόσφατες ανακαλύψεις του Chancre, µας έδωσαν την προσδοκία ότι τα αντικείµενα 
RX J185635-3754 και 3C58 είναι είτε γυµνοί αστέρες νετρονίων, είτε αστέρες µε εκτεταµένους 
πυρήνες quark.Παρ’ όλα αυτά αυτές οι παρατηρήσεις µπορούν να µεταφραστούν και µε όρους 
των κανονικών αστέρων νετρονίων. Βασικές απαιτήσεις για οποιαδήποτε από αυτές τις εξηγήσεις 
είναι ότι ισχύουν ταυτόχρονα i) για τις παρατηρούµενες φασµατικές ιδιότητες, ii) για τα όρια 
στην υποτιθέµενη µάζα Μ και ακτίνα R, iii) τις καµπύλες ψύξης που έχουµε για τους αστέρες. 

Πρόσφατες παρατηρήσεις σε διάφορα µήκη κύµατος των φωτονίων, του αστέρα 
νετρονίων RX J185635-3574, κέντρισαν την προσοχή µας, µια και η απόσταση από τη Γη και η 
ακτίνα του υπολογίστηκαν. Η βάση για τον υπολογισµό της ακτίνας βρίσκεται στον υπολογισµό 

της µετρούµενης ροής ∞f  και της ενεργού θερµοκρασίας ∞T ( όπου µε το δείκτη του απείρου, 

εννοούµε ποσότητες πολύ µακριά από τη πηγή τους) από µια θερµική πηγή, ακτίνας R, 
θερµοκρασία T και απόσταση D και χρησιµοποιούµε τη σχέση:  

   

         ( )2 4 2 44 4 /L R D f R D fπ σ π σ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞= Τ = ⇒ = Τ  (7.40) 

ενώ η σχέση της πραγµατικής µε τη φαινόµενη ακτίνα είναι: 
 
                              1/ 2(1 2 / )R R M R∞= −  
 

Οι υπολογισµοί τους έδωσαν έναν λόγο 100/R D∞ =4.12 0.68km±  όπου το σφάλµα 

προέρχεται από την αβεβαιότητα στην µέτρηση της θερµοκρασίας και από σφάλµατα στην 
περιοχή παρατήρησης. Ανάλογα µε την απόσταση του αστέρα, η οποία ακόµη δεν έχει 

προσδιορισθεί πλήρως, έχουµε 4 8R km km∞ = − . Η τελευταία µέτρηση της απόστασης του στα 
175pc κάνει πιο πιθανή την τιµή των 8km που αντιστοιχούν σε µια πραγµατική ακτίνα 6km. 
Μια εξήγηση για την τόσο µικρή ακτίνα είναι η ύπαρξη ενός strange star. Εναλλακτικά µπορεί 

να οφείλεται στο ότι έχουµε ένα πολύ ψυχρό αστέρι 6( 10 )T K< µε ένα πολύ ισχυρό µαγνητικό 

πεδίο 13( 10 )B T>  στο οποίο συµβαίνει µια αλλαγή φάσης σε ένα στερεό συµπύκνωµα στα 

εξώτερα στρώµατά του δίνοντας µας έτσι το παρατηρούµενο φάσµα ακτίνων Χ.  
Παρατηρήσεις του Chandra6 του pulsar J0205+6449, µας δείχνουν ότι η θερµική 

συνιστώσα πρέπει να είναι πολύ µικρή, µιας και η ακτινοβολία προσοµοιώνεται σχεδόν τέλεια 
από ένα φασµατικό τύπο µε δυνάµεις. Η θερµοκρασία λοιπόν που µας δίνει µια θερµική 
συνιστώσα µπορεί εύκολα να περιοριστεί µε ένα ανώτατο όριο. Η πολύ χαµηλή θερµοκρασία 
την οποία παρουσιάζει ο J0205+6449 µας κάνει να πιστεύουµε ότι πρόκειται για έναν παράξενο 
αστέρα. ∆ιαδικασίες, όπως η διάχυση των νετρονίων, η απότοµη µεταβολή της περιόδου 
περιστροφής, τα έντονα µαγνητικά πεδία παίζουν πολύ σηµαντικό ρόλο στον προσδιορισµό 
ενός µοντέλου ψύξης για τον αστέρα..   

Ο Shaposhnikov ανέλυσε σε µια εργασία του ένα σύνολο 26 εκρήξεις ακτίνων X, τύπου 
Ι για το χαµηλής µάζας διπλό σύστηµα 4U 1728-34. O αστέρας αυτός ανακαλύφθηκε το 1996 
από τον BeppoSAX. Η απόστασή του βρέθηκε στα 4 kpc και έχει µια περίοδο 2,49ms ενώ η 

                                                 
6 Στον δικτυακό τόπο http://chandra.harvard.edu/photo/index.html µπορεί κανείς να βρεί πολλές 
φωτογραφίες αστέρων νετρονίων που πάρθηκαν από το Chandra και µια ανάλυση των µεθόδων που 
χρησιµοποιήθηκαν. 
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µέγιστη τιµή φωτεινότητάς του στις ακτίνες Χ ήταν 366 10 /erg s× .Για τη µελέτη τους ο 

Shaposhnikov και οι συνεργάτες του (S.TΗ) χρησιµοποίησαν ένα µοντέλο για το φάσµα των 
εκρήξεων ακτίνων Χ, που αναπτύχθηκε από τους Shaposhnikov και Titarchuk. Με αυτό 
µπόρεσαν να εξάγουν περιορισµούς για τη  µάζα και την ακτίνα του συµπαγούς αστέρα σε αυτή 
την περιοχή. Η µάζα και η ακτίνα του 4U 1728-34 που βρήκαν σηµειώνεται στην εικόνα 7.8 µε 
κύκλους. Κάθε ένα από τα τέσσερα σηµεία MR αφορά µία διαφορετική τιµή απόστασης από 
την πηγή (d=4, 4.25, 4.50, 4.75 kpc) και παριστάνονται και τα σφάλµατα για βαθµό 
εµπιστοσύνης 90%. Ένας ακόµη περιορισµός δόθηκε από τον Li ο οποίος χρησιµοποιείσαι το 
µοντέλο του στρώµατος µεταπτώσεων (Titarchuk & Osterovich 1999) για να ταιριάξει τα 
παρατηρούµε QPOs µε την πηγή. Η περιοχή αυτή ειναι η χαµηλότερη γωνία της εικόνας που 
περιορίζεται από τις δύο στικτές γραµµές. Είναι σηµαντικό ότι η ανάλυση δύο διαφορετικών 
φυσικών φαινοµένων καταλήγει στους ίδιους περιορισµούς. Επίσης σηµειώνονται οι καµπύλες 
M-R από διάφορες καταστατικές εξισώσεις. Οι τρείς καµπύλες που σηµειώνουµε BBB1, 
BPAL32 και GM3 αφορούν συνήθης αστέρες νετρονίων. Η ΒΒP1 αφορά την καταστατική του 
Baldo που χρησιµοποίησε τη θεωρία πολλών σωµάτων λύνοντας την Brueckner-Bethe-
Goldstone συµπεριλαµβάνοντας και TBF. Η BPAL32 δείχνει τη σχέση MR µε µια 
φαινοµενολογική αλληλεπίδραση (Bombaci 1995, Prakash 1997) για ένα εξαρτώµενο της 
πυκνότητας δυναµικού. Η καµπύλη GM3 αφορά τον υπολογισµό καταστατικής µε χρήση µιας 
σχετικιστικής προσέγγισης µέσου πεδίου ( Gledenning και Moszkowski 1991) . Άλλα µοντέλα 
όπως του Wiringa και του Akmal παριστάνουν αστέρες µε µεγάλες ακτίνες 10-13 km. Η 
καµπύλη µε το δείκτη Hyperon αντιστοιχεί σε αστέρες που περιέχουν και υπερόνια εκτός των 
νουκλεονίων, ενώ αυτές µε το Κ αναφέρονται στην περίπτωση ύπαρξης ενός Κ συµπυκνώµατος. 
Οι καµπύλες µε την ένδειξη B70 και B85 αντιστοιχούν στο bag model που περιγράψαµε για 

bag constants Β=70 3/MeV fm  και Β=85 3/MeV fm  ενώ θεωρούµε τα up και down quark ως 

άµαζα. Τέλος θεωρούµε την περίπτωση υβριδικών αστέρων που παριστάνονται µε την GM3 για 

την αδρονική φάση και µε bag model για τον πυρήνα των quark µε Β=80 3/MeV fm  

Από τη µελέτη όλων αυτών, φαίνεται ότι η ηµιεµπειρική σχέση M-R για τον 4U 1728-
34 δεν είναι συνεπής µε τα µοντέλα αστέρων µε πυρήνες που αποτελούνται από πυρηνική ύλη ή 
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από υπερόνια ενώ είναι συνεπής µε strange stars ή µε hybrid stars. 

 
  Εικ 7.8.  Θεωρητικές καµ̟ύλες για τη σχέση µάζας ακτίνας α̟ό διάφορες καταστατικές εξισώσεις και 
τα ̟αρατηρησιακά δεδοµένα α̟ό τον 4U- 1728-34 σηµειωµένα µε κύκλους και τα σφάλµατά τους. Φαίνεται 
ότι οι µόνες καµ̟ύλες ̟ου δεν α̟οκλείονται αντιστοιχούν σε strange ή σε hybrid star. (Βλ Αναφορές 28 & 
42). 
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ο
    Κεφάλαιο.  .  .  .  Ψύξη των Αστέρων Νετρονίων 

 

8.1 Εισαγωγή 
 
 Ο προσδιορισµός της θερµοκρασίας επιφάνειας των αστέρων νετρονίων από την 
ανίχνευση της θερµικής ακτινοβολίας µέλανος σώµατος µπορεί να µας δώσει σηµαντικές 
πληροφορίες σχετικά µε την αδρονική ύλη στο εσωτερικό του και τη δοµή του αστέρα 

νετρονίων.  Για παράδειγµα το ανώτερο όριο που διαθέτουµε τώρα, των 6102× Κ για την 
επιφανειακή θερµοκρασία του Grab pulsar, θέτει ένα αυστηρό περιορισµό στη θερµική ιστορία 
ενός αστέρα νετρονίων για τα πρώτα 930 χρόνια µετά το σχηµατισµό του. Ξέροντας τη θερµική 
εξέλιξη ενός αστέρα νετρονίων παίρνουµε και πληροφορίες για ιδιότητες που εξαρτώνται από τη 
θερµοκρασία, όπως είναι οι συντελεστές µεταφοράς, η µετάπτωση σε υπερρεύστες καταστάσεις, 
οι εσωτερικοί µηχανισµοί θέρµανσης κ.α.  
 Πιστεύεται γενικά ότι οι αστέρες νετρονίων, σχηµατίστικαν µε πολύ υψηλές 

θερµοκρασίες στο εσωτερικό τους ( )KT 1110> , στον πυρήνα µιας έκρηξης υπερκαινοφανούς.  

Ο κυρίαρχος µηχανισµός ψήξης, αµέσως µετά το σχηµατισµό είναι η εκποµπή νετρίνο, µε 
αρχική κλίµακα ψύξης των λίγων δευτερολέπτων.  Έπειτα από µία µέρα περίπου,  η εσωτερική 

θερµοκρασία πέφτει στα K109 1010 − . Η εκποµπή φωτονίων, κυριαρχεί σε αυτή των νετρίνο 

µόνο όταν η εσωτερική θερµοκρασία πέφτει στα K810 , µε αντίστοιχη θερµοκρασία επιφανείας 

σχεδόν δύο τάξεις µεγέθους µικρότερη. Η ψύξη µέσω νετρίνο κυριαρχεί για τουλάχιστον 310  
χρόνια και τυπικά πολύ περισσότερο από όλους τους υπολογισµούς που έγιναν πρόσφατα. Αυτοί 
οι θεωρητικοί υπολογισµοί µας δίνουν καµπύλες θερµοκρασίας, για την επιφάνεια του αστέρα  
συναρτήσει του χρόνου.  
 Οι υπολογισµοί της θερµικής εξέλιξης, είναι ευαίσθητα εξαρτώµενοι από το 
υιοθετούµενο µοντέλο καταστατικής εξίσωσης, την µάζα του αστέρα, το υποτιθέµενο µαγνητικό 
πεδίο, την πιθανή ύπαρξη υπεραγωγιµότητας, τη συµπύκνωση πιονίων, την ύπαρξη ύλης quark 
κ.α. Έτσι προκύπτουν αρκετά διαφορετικές ακολουθίες για την θερµική εξέλιξη θεωρώντας κάθε 
φορά και κάποια ή κάποιες από τις παραπάνω παραµέτρους.  

 Τυπικά βρίσκει κανείς ότι οι θερµοκρασίες επιφάνειας πέφτουν στην τάξη των K610 , 

για αντικείµενα τουλάχιστον 300 χρόνων και παραµένουν στην περιοχή των (0,5-2) 610× K για 

τουλάχιστον 410  χρόνια.  Τέτοιες θερµοκρασίες κάνουν πιθανή την ανίχνευση εκποµπής 
φωτονίων στην µαλακή συνιστώσα των ακτίνων Χ, 0,2-3 KeV.  
 Μόνο µετά την ανακάλυψη των pulsar παρατηρήθηκε ότι οι αστέρες νετρονίων ήταν και 
πηγές ακτίνων Χ, όχι όµως µεµονωµένοι αστέρες οι οποίοι ψύχονταν µετά τη δηµιουργία τους, 
αλλά αστέρες νετρονίων σε διπλά συστήµατα, που εξέπεµπαν αέριο κατά τη µεταφορά µάζας 
προς το σύντροφό τους. Αυτό το αέριο είναι και η πηγή των ακτίνων Χ. Ο µόνος 
παρατηρησιακός περιορισµός ενός µεµονωµένου αστέρα που ψύχεται µε εκποµπή ακτίνων Χ 

είναι το ανώτατο όριο των K6103×  για τη θερµοκρασία επιφάνειας του Crab pulsar.  
 Παρατηρήσεις της ψύξης των αστέρων νετρονίων µας δίνουν δεδοµένα στη µορφή 

φωτεινοτήτων και θερµοκρασιών ∞T  στο άπειρο. Το µετρούµενο ∞T , εξαρτάται προφανώς από 

το είδος του ατµοσφαιρικού µοντέλου. Το µετρούµενο ∞L , βρίσκεται από την ολικά 

παρατηρούµενη θερµική ροή, διορθωµένη λόγω απορροφήσεων από τη µεσοαστρική ύλη και 
την απόσταση D. Αν η απόσταση είναι γνωστή µε αρκετή ακρίβεια, η εξίσωση 

424 ∞∞∞ ≡ eSBTRL σπ  µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να καθορίσουµε το ∞R , υποθέτοντας ότι το 

eT  είναι επίσης γνωστό µε κάποια ακρίβεια ή ότι το σωστό ατµοσφαιρικό µοντέλο έχει 
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χρησιµοποιηθεί στην περιγραφή του φάσµατος. Αν το υπολογιζόµενο R είναι τόσο µεγάλο 
συγκρινόµενο µε την ακτίνα των 10km, που περιµένουµε να έχουµε σε ένα αστέρα νετρονίων,  
είναι µια ένδειξη ότι το ατµοσφαιρικό µας µοντέλο είναι λάθος. Παρ’ όλα αυτά κάποια εξωτικά 
µοντέλα ενός συµπαγούς αστέρα, όπως των Strange stars, µπορεί να οδηγήσουν  σε µικρές 
ακτίνες και επίσης κάποιοι σχηµατισµοί µαγνητικών πεδίων µπορεί να µας περιορίσουν την 
ανιχνεύσιµη θερµική εκποµπή σε µία περιοχή πολύ µικρότερη από την ολική επιφάνεια του 
αστέρα. 

  
8.2 Αντιδράσεις Νετρίνο σε Αστέρες Νετρονίων. 
 

Θα πρέπει να σταθούµε στην θερµική ιστορία ενός αστέρα νετρονίων ο οποίος έχει ήδη 

ψυχθεί σε µία εσωτερική θερµοκρασία χαµηλότερη των 910 K. Θα συζητήσουµε τη σύντοµη 

αυτή περίοδο στην οποία η θερµοκρασία πέφτει από K1110  στα K910 . Αυτή η πρώιµη 
περίοδος, που προσδιορίζεται από την κατάρρευση του πυρήνα του αστέρα και από µια έκρηξη 
υπερκαινοφανούς είναι πολύ µικρότερη από αυτή που περνάει για να ψυχθεί σε θερµοκρασίες 

µικρότερες των K910 . 

 Για εσωτερικές θερµοκρασίες κάτω των K910  όλα τα νετρίνο που εκπέµπονται κατά 
την διαδικασία ψύξης, φεύγουν ελεύθερα από τον αστέρα νετρονίων χωρίς να αλληλεπιδρούν 
ξανά µε την ύλη του αστέρα. Αυτό το γεγονός το οποίο διαχωρίζει την εποχή χαµηλών 
θερµοκρασιών του αστέρα από την προηγούµενη περίοδο υψηλών θερµοκρασιών µας απλοποιεί 
κατά πολύ τον προσδιορισµό της τελευταίας θερµικής εξέλιξης.  

 Σε πολύ υψηλές θερµοκρασίες ( )KT 910≥ , σαν αυτές που συναντάµε στους πυρήνες, 

εξελιγµένων αστέρων µεγάλης µάζας, ο κυρίαρχος τρόπος ελλάτωσης της ενέργειας µέσω των 
νετρίνο, είναι οι λεγόµενες αντιδράσεις URCA: 

     

 ,e en p e e p nν ν− −→ + + + → +  (8.1) 

 
Αυτές κυριαρχούν και κατά την διάρκεια της κατάρρευσης του πυρήνα. Και στις δύο 
περιπτώσεις, τα νουκλεόνια στο θερµό εσωτερικό του αστέρα, είναι µη εκφυλισµένα. Παρ’όλα 
αυτά όταν τα νουκλεόνια εκφυλιστούν όπως συµβαίνει σε ένα αστέρα νετρονίων που έχει ψυχθεί 

κάτω από K910 , αυτές οι αντιδράσεις περιορίζονται κατά πολύ.  
 Η ύλη στο εσωτερικό του αστέρα, θα έπρεπε να ικανοποιεί τη συνθήκη, β-ισορροπίας: 

 

 n p eµ µ µ= +  (8.2) 

 
όπου µε µια καλή προσέγγιση, τα χηµικά δυναµικά δεν είναι παρά οι ενέργειες Fermi. 
Εποµένως:      
 ( ) ( ) ( )F F FE n E p E e= +  (8.3) 

 
 
 
 
 
 
όπου στις πυρηνικές πυκνότητες:     
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 (8.4) 

 
Η συνθήκη ηλεκτρικής ουδετερότητας απαιτεί: 
           

 ( ) ( )F Fp p p e=  (8.5) 

 
και τελικά βρίσκουµε:               

 
2 ( ( )

( ) 1
2 2

F F
F

n p

p p p
p e c Q

m m c

 
= + −  

 
 (8.6) 

 

και επειδή το ( ) MeVcmmQ pn 293,12 =−=  είναι µικρό σε σχέση µε τους υπόλοιπους όρους, 

η ενέργεια Fermi για τα ηλεκτρόνια γράφεται: 
              

 
2
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και εποµένως:      

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
F F F

΄ ΄

F F

p e p p p n

E p E n

= ≤

<<
 (8.8) 

 
Θεωρήστε τώρα την πιθανότητα µιας αντίδρασης όπως η διάσπαση νετρονίου. Το µόνο 
νετρόνιο που µπορεί να διασπαστεί βρίσκεται στην περιοχή kT, από την επιφάνεια Fermi, 

)(nE΄F . Εποµένως από την διατήρηση ενέργειας, το τελικό πρωτόνιο και ηλεκτρόνιο πρέπει να 

είναι επίσης στην περιοχή kT, από την επιφάνεια Fermi. H ενέργεια του νετρίνο που διαφέυγει 
είναι επίσης περίπου ίση µε kT. Σύµφωνα µε την ανισότητα, το πρωτόνιο και το ηλεκτρόνιο 
πρέπει να έχουν µικρές ορµές συγκρινόµενα µε το νετρόνιο. Αλλά αυτό είναι αδύνατο: η 
διάσπαση δεν µπορεί να διατηρεί την ορµή, αν διατηρεί την ενέργεια.  
 Προκειµένου να υπάρξει η παραπάνω διαδικασία, χρειαζόµαστε ένα σωµατίδιο το 
οποίο θα απορροφά την ορµή. Οι Chiu και Salpeter πρότειναν τις τροποποιηµένες εξισώσεις 
URCA:                

 
e

e

n n n p e

n p e n n

ν
ν

=

−

+ → + + +

+ + → + +
 (8.9) 

 
οι οποίες θα ήταν σηµαντικές για την ψύξη του αστέρα νετρονίων. Συνοδευτικές αυτών των 
αντιδράσεων είναι οι αντιδράσεις εκποµπής νετρίνο-µυονίου: 
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n n n p

n p n n
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µ

µ ν

µ ν

=

−

+ → + + +

+ + → + +
 (8.10) 

 

οι οποίες συµβαίνουν όταν 2cme µµ > . Αντίστοιχες σχέσεις που περιλαµβάνουν νετρίνο του 

ταυ, δεν συµβαίνουν στο εσωτερικό ενός τυπικού αστέρα νετρονίων µιας και 

eMeVcm µτ >>= 17842 . 

 
8.3   Η  Θεωρία των Ασθενών Αλληλε̟ιδράσεων. 
 
 Η παρούσα κατανόηση της ασθενούς αλληλεπίδρασης, όπως η β-διάσπαση, προκύπτει 
από τη θεωρία των Weinberg-Salam-Glashow. Σε αυτή την θεωρία η ασθενής δύναµη µεταξύ 
των φερµιονίων µεταφέρεται από την ανταλλαγή διανυσµατικών µποζονίων µεγάλης µάζας, 
όπως και οι ηλεκτροµαγνητικές από την ανταλλαγή φωτονίων (µηδενικής µάζας µποζόνια). 
 Στο καθιερωµένο µοντέλο της WSG, υπάρχουν δύο φορτισµένα, ενδιάµεσα µποζόνια 

−+ WW ,  και ένα ουδέτερο ενδιάµεσο µποζόνιο, το Ζ. Στην WSG θεωρία εκτός από τις 

αντιδράσεις φορτισµένων ρευµάτων που προέρχονται από τα φορτισµένα διανυσµατικά 
µποζόνια µπορούµε να έχουµε και αντιδράσεις ουδετέρων ρευµάτων που έχουν ως φορέα το Ζ 
µποζόνιο.  
 Οι αντιδράσεις συµβαίνουν µέσω µιας αλληλεπίδρασης φορτισµένων ρευµάτων ενώ η 
διαδικασία σκέδασης:          
 ,n n p pν ν ν ν+ → + + → +  (8.11) 

 
γίνεται µέσω ουδέτερων ρευµάτων. Ενώ αντιδράσεις όπως η σκέδαση νετρονίου-λεπτονίου 
γίνονται µέσω της:     

 ,e ee e µ µν ν ν µ ν µ− − − −+ → + + → +  (8.12) 

  
Οι ενεργές διατοµές, δηλαδή η πιθανότητα να συµβεί µια διάσπαση, προκύπτουν να 

είναι ανάλογες της: 22 EGF , όπου Ε είναι η ενέργεια του κέντρου µάζας σε µια αλληλεππίδραση 

δύο σωµάτων. Εποµένως, καθώς το ∞→E , η ενεργός διατοµή αποκλίνει απότοµα, ενώ στην 
WSG, οι ενεργές διατοµές συγκλίνουν ταχύτερα από το σ. Το µοντέλο της WSG, όπως και η 
QED είναι επανακανονικοποιήσιµο και αποκλίνονται ολοκλήρώµατα που εµφανίζονται σε 
ολοκληρώµατα ανώτερης τάξης, µπορούν µε κατάλληλες µεθόδους να υπολογιστούν.  
 Το πολύ σηµαντικό του WSG, είναι ότι ενώνει σε µία και µόνο Λαγκρανζιανη , τόσο τις 
ασθενείς όσο και τις ηλεκτροµαγνητικές αλληλεπιδράσεις. Οι εξισώσεις πεδίου που προκύπτουν 
συνδέουν το ηλεκτροµαγνητικό µε το ασθενές πεδίο, όπως οι εξισώσεις του Maxwell το πεδίο Ε 
µε το Β.  
 

8.3.1 Ελεύθερη ∆ιάσ̟αση Νετρονίων: 
 
 Οι τροποποιηµένες εξισώσεις URCA περιλαµβάνουν τόσο τις ισχυρές όσο και τις 
ασθενείς αλληλεπιδράσεις. Για παράδειγµα, τα πιόνια ανταλλάσονται µεταξύ των 
συγκρουόµενων νετρονίων σε µία αντίδραση πρότου κάποιο από τα νετρόνιο διασπαστεί σε ένα 
πρωτόνιο.  Πριν υπολογίσουµε το ρυθµό αυτών των αντιδράσεων, θεωρούµε µια απλούστερη 
αντίδραση: την απλή διάσπαση του νετρονίου στο κενο, όπου τα αποτελέσµατα της ισχυρής 
αλληλεπίδρασης είναι πολύ µικρά. Η συζήτηση αυτή αφορά και τη β διάσπαση στους πυρήνες.  
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 Η ενέργεια που ελευθερώνεται σε µια τυπική β-διάσπαση είναι µικρή (Q-MeV) 
συγκρινόµενη µε την ενέργεια ηρεµίας των νουκλεονίων. Αντίστοιχα µπορούµε να εφαρµόσουµε 
τον χρυσό κανόνα της ανεξάρτητης του χρόνου θεωρίας διαταραχών στο µη σχετικιστικό όριο, 
προκειµένου να υπολογίσουµε το ρυθµό διάσπασης: 
   

 ( )22 1

2 fi e e e
spins

d H dE dE Qν ν ν
π ρ ρ δ
 

Γ = Ε + Ε − 
 
∑ % % %

h
 (8.13) 

 

Eδώ τα νρρ ,e  είναι οι πυκνότητες των τελικών καταστάσεων του −e  και του ν  αντίστοιχα, 

ανά διάστηµα της ενέργειας, ενώ το eΕ  είναι η ενέργεια του ηλεκτρονίου. Η ποσότητα fiH  

είναι ο πίνακας της ασθενούς αλληλεπίδρασης στο µη σχετικιστικό όριο.  
     

 fi F f i F p e nH G dV G dVνψ ψ ψ ψ∗ ∗ ∗ ∗= Ψ Ψ =∫ ∫ &&&
 (8.14) 

 

όπου nep ψψψψ ν ,,,  είναι οι κυµατοσυναρτήσεις του πρωτονίου, του ηλεκτρονίου, του 

αντινετρίνο και το νετρονίου. Φανταζόµαστε ότι το διασπόµενο νετρόνιο είναι σε ένα κιβώτιο 
µοναδιαίου όγκου και κανονικοποιούµε κατάλληλα όλες τις κυµατοσυναρτήσεις.  
 Το ολοκλήρωµα στην παραπάνω εξίσωση είναι το πλάτος της πιθανότητας να βρούµε 
και τα τέσσερα σωµατίδια στο ίδιο σηµείο του χώρου. Αντίστοιχα η ασθενής αλληλεπίδραση σε 
αυτή την περιοχή χαµηλών ενεργειών περιγράφεται από ένα δυναµικό επαφής: 
     

 ( ) ( , ) ( ) .fi f w iH V ΄ ΄ dVdV΄∗= Ψ Ψ∫ r r r r  (8.15) 

 
όπου το δυναµικό δίνεται από τη σχέση: 
 

 ( )( , )w FV ΄ G ΄δ= −r r r r  (8.16) 

 
Μπορούµε να πάρουµε το ανάπτυγµα του χωρικού µέρους των κυµατοσυναρτήσεων των 
λεπτονίων και να γράψουµε: 
     

 ( ) ( )exp 1 ...e e ei iν ν νψ ψ∗ ∗  = − + = − + + k k r k k r  (8.17) 

 
και να κρατήσουµε µόνο τους πρώτους όρους στο ολοκλήρωµά µας. Αν το ολοκλήρωµα δεν 
µηδενίζεται, τότε οι όροι που κρατήσαµε περιγράφουν επιτρεπτές µεταπτώσεις. Το µέρος των 
spin της κυµατοσυνάρτησης, µπορεί να είναι είτε µια µονή κατάσταση (µε ολικό spin µηδέν) ή 
µια τριπλή κατάσταση ( µε ολικό spin µονάδα). Στις απλές µεταπτώσεις, η κυµατοσυνάρτηση 
του νουκλεονίου δεν αλλάζει το spin της, ούτε την ολική στροφορµή της J, και εποµένως ∆J=0. 
Οι µεταπτώσεις των triplet, απαιτούν µια αναστροφή των spin και η ολική στροφορµή 
διατηρείται αν 0,1±=∆J . Ο κανόνας για τις µεταβάσεις 0=∆J , είναι ο κανόνας Fermi ενώ οι 

µεταπτώσεις για triplet καταστάσεις ακολουθούν τον κανόνα του Gamow-Teller. Μπορούµε να: 
     

 
2 2 22 2 21

3
2 fi F V V A A

spins

H G C M C M = + ∑  (8.18) 
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Εδώ AV MM ,  το διανυσµατικό και το αξονικό-διανυσµατικό στοιχεία πίνακα, τα οποία 

καθορίζονται από τα ολοκληρώµατα αλληλεπικάλυψης της αρχικής και τελικής πυρηνικής 

κατάστασης. AV CC ,  είναι οι σταθερές σύζευξης που θα ήταν και οι δύο ίσες µε µονάδα αν οι 

ισχυρές αλληλεπιδράσεις, δεν είχαν κάποια αποτέλεσµα στην αλληλεπίδραση και ο παράγοντας 
3 προκύπτει από το στατιστικό βάρος της τριπλής κατάστασης. Πειραµατικά βρίσκεται ότι: 
           

 

0,937 0,0025

1,253 0,007

V

A

V

C

C

C

= ±

= ±
 (8.19) 

 

και για τη διάσπαση νετρονίου, είναι µια πολύ καλή προσέγγιση να πάρουµε: 1== AV MM , 

µιας και οι κυµατοσυναρτήσεις του πρωτονίου και του νετρονίου είναι παρόµοιες. Εποµένως 
έχουµε:    

 ( )2 2 2 21
1 3

2 fi F V
spins

H G C a= +∑  (8.20) 

 

Ολοκληρώνοντας πάνω στο νdE  και χρησιµοποιώντας την δ-συνάρτηση, η εξίσωσή µας 

γίνεται:     

 ( )2 2 22
1 3F V e ed G C a dEν

π ρ ρΓ = +
h

 (8.21) 

 
Για ένα ηλεκτρόνιο µε καθορισµένο προσανατολισµό του spin, έχουµε: 
                                

 
2

3 2 3

44
e

e

pp dp

dEh c h
εππρ Ε

= =  (8.22) 

 
και αφού το νετρίνο είναι άµαζο, έχουµε από την διατήρηση της ενέργειας:: 
 

               : eE Q E p cν ν= = =   

και εποµένως:                      

 
( )2

2 3 32
eQ E

h cνρ
π

−
=&&&  (8.23) 

To 
    

 
( ) ( ) ( )

2 2 2
1/ 2 22 2 4

3 7 6

1 3

2

F V

e e e e e

G C a
d E m c E Q E dE

cπ
+

Γ = − −
h

 (8.24) 

 
και αν εισάγουµε αδιάστατες ενέργειες:   
      

 
( )5 4 2 2 2
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1 3

2
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π
+
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 (8.25) 
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όπου η ενέργεια φάσµατος του διασπόµενου ηλεκτρονίου προκύπτει από τους παράγοντες 
φάσεως-χώρου: 
      

 ( ) ( )1/ 2 22
01df dε ε ε ε ε= − −  (8.26) 

 
και ολοκληρώνοντας από 1 µέχρι ε έχουµε για το ρυθµό διάσπαση του νετρονίου: 
     

 
( )5 4 2 2 2

3 7

1 3 1

1922

e F Vm c G C a f
s

π
+

Γ = =
h

 (8.27) 

 
που είναι πολύ κοντά στον παρατηρούµενο ρυθµό του  1/925s. 
    
  

8.3.2 O ρυθµός των m-URCA. 
 

Επειδή η διατήρηση της ορµής στις αντιδράσεις που περιγράψαµε απαιτούν λόγους 

πρωτονίων ως προς την βαρυονική ύλη px  µεγαλύτερους του 15%, ενώ στην πυρηνική ύλη ο 

λόγος είναι το 5%. Εποµένως στον εξωτερικό πυρήνα του αστέρα ( και αυτός είναι ο ορισµός 
του εξωτερικού πυρήνα) η εκποµπή νετρίνο οφείλεται στις τροποποιηµένες εξισώσεις URCA 
στις οποίες ένα δεύτερο νουκλεόνιο (νετρόνιο ή πρωτόνιο ανάλογα µε το είδος που θα 
θεωρήσουµε) συνεισφέρει µε το να δίνει ή να απορροφά ορµή. Επειδή είναι µια διαδικασία που 
απαιτεί τρία αντί για πέντε φερµιόνια θα είναι πολύ λιγότερο αποτελεσµατική σε σχέση µε την 
άµεση URCA. Οι αντιδράσεις αυτές είναι: 

     

    
( , ) ( , )

( , ) ( , )

e

e

n n p p n p e

p n p n n p e

ν
ν

−

+

+ → + + +

+ → + + +
 

 

και ο ρυθµός τους είναι µειωµένος σε σχέση µε τον URCA κατά 2 4 5( / ) 10 10nT µ − −< − . 

 
 
Έχοντας υπολογίσει τα στοιχεία πίνακα της ασθενούς αλληλεπίδρασης για την διάσπαση 

των ελεύθερων νετρονίων, µπορούµε πλέον να υπολογίσουµε το ρυθµό των τροποποιηµένων 
αντιδράσεων URCA. Θα ακολουθήσουµε την προσέγγιση των Bahcall και Wolf.  

Έστω ότι οι δείκτες 1,2,1,p,e και v , δηλώνουν τα δύο αρχικά νετρόνια, το τελικό νετρόνιο, 
το πρωτόνιο, το ηλεκτρόνιο και το αντινετρίνο. Ο ρυθµός της αντίδρασης για δύο δοσµένες 
καταστάσεις 1 και 2 είναι: 

    

 ( ) 22
f fi p e p ed dE dE dEι ν ν

π δ ρ ρ ρΓ = Ε − Ε Η
h

 (8.28) 

 

όπου το 
2

fiΗ  πρέπει να αθροιστεί πάνω στα τελικά spin και να πάρουµε το µέσο όρο του ως 

προς τα αρχικά spin. Για τον κενό χώρο για κάθε είδος j θα έχουµε: 
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3

3
3j j j

d p
dE d n V

h
ρ ≅ =  (8.29) 

 
Όµως η αντίδραση συµβαίνει σε ένα πυκνό αέριο και τα περισσότερα από τα κελιά του, 

χαµηλής ενέργειας στο χώρο φάσεων, είναι κατειληµµένα. Εποµένως κάθε παράγοντας jnd 3  

πρέπει να πολλαπλασιαστεί µε  jf−1 , όπου jf  η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας: 

            

 
( )

1

exp / 1
j

j j

f
E kTµ

=
 − + 

 (8.30) 

 

και είναι ο λόγος του χώρου φάσεων που καταλαµβάνουµε σε ενέργεια jE . Οι παράγοντες 

jf−1  µεειώνουν τον ρυθµό της αντίδρασης και ονοµάζονται blocking factor. 

 Το στοιχείο πίνακα για την αντίδραση, µπορεί να γραφτεί: 
      

 , , , ,fi wH n p e V n nν=  (8.31) 

 

όπου wV  είναι η Χαµιλτονανή επαφής της ασθενούς αλληλεπίδρασης, η οποία δόθηκε και 

προηγουµένως για την ελεύθερη διάσπαση νετρονίου. Τώρα είναι και πάλι κατάλληλο να 
αναπαραστήσουµε τα λεπτόνια σαν καταστάσεις ελεύθερων σωµατιδίων. ∆εν είναι όµως το ίδιο 
αν το κάνουµε και για τα νουκλεόνια. Ο λόγος είναι ότι η ολική Χαµιλτονιανή είναι: 
      

 0nuc free S w wH H H V H V= + + ≡ +  (8.32) 

 

όπου freeH  είναι η συνεισφορά του ελεύθερου σωµατιδίου και SH  είναι η χαµιλτονιανή της 

ισχυρής αλληλεπίδρασης. Εποµένως η εξίσωση (11.5.6) µας δίνει τον χαµηλότερης τάξης ρυθµό 
µετάπτωσης, µόνο αν οι κυµατοσυναρτήσεις του νουκλεονίου που εµφανίζονται σε αυτόν είναι 

ήδη ιδιοσυναρτήσεις του 0H . Όπως είπαµε και προηγουµένως, η λύση στην εξίσωση 

schrodinger των πολλών σωµάτων, που περιλαµβάνει και το SH , δεν έχει επιλυθεί ακόµη 

θεωρητικά. Θα προσπαθήσουµε όµως να υπολογίσουµε την επίδραση του SH  στην 

κυµατοσυνάρτηση δύο σωµάτων. 
 Γράφουµε εποµένως: 
   

 ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )F
fi np e w nn np nn

G
H dVdV΄ r V ΄ ΄ dV

Vνψ ψ ψ ψ ψ ψ∗ ∗ ∗ ∗= =∫ ∫r r r r r r r  (8.33) 

 
όπως προκύπτει από την 8.31 και θέτοντας: 
     

 ( ) 1/ 2

1
e V

ψ →r  (8.34) 

  
 Υποθέτουµε ότι η αλληλεπίδραση, στην αρχική κατάσταση n-n κυριαρχείται από τη 
σκέδαση του s κύµατος.  Τότε η n-n κατάσταση πρέπει να έχει ολικό σπιν S=0. Το V µέρος της 
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αλληλεπίδρασης συζεύγνυται µε αυτή την κατάσταση σε µία S=0 κατάσταση n-p, ενώ το A 
µέρος την συζεύγνει µε µία S=1 n-p κατάσταση.  Εποµένως: 
             

 ( )
2

2 2 22 2
2

4
3F

fi V V A A
spins

G
H C M C M

V
= +∑  (8.35) 

 
Η εκποµπή αντινετρίνο είναι:    

 ( ) ( )2 248 3 15.1 10 4,7V A

L
ergcm s P M M

V
ν

νε − −≡ = × +  (8.36) 

η οποία µετά τον υπολογισµό του αδιάστατου παράγοντα χώρου-φάσης και των AV MM
~

,
~

, 

παίρνει τη µορφή:  

 ( )
2 / 3

19 3 1 8
96,1 10F

nuc

erg cm s T
ρε

ρ
− −  

= × ×  
 

 (8.37) 

 Στην παραπάνω έκφραση, έπρεπε να προσθέσουµε το ρυθµό απώλειας ενέργειας των 
νετρίνο από την αντίστροφη αντίδραση. Από το αµετάβλητο ως προς την αντιστροφή του 

χρόνου, τα στοιχεία πίνακα VA MM ,  είναι τα µιγαδικά συζηγή των VA MM ,  για την αντίδραση 

11.2.10, µιας και οι παράγοντες χώρου-φάσεων είναι ίδιοι και για τις δύο αντιδράσεις και οι δύο 
αντιδράσεις δύο τον ίδιο ρυθµό απώλειας ενέργειας. Αν πολλαπλασιάσουµε την εξίσωση για την 
απώλεια ενέργειας µε τον παράγοντα 2(F+1) παίρνουµε τον ολικό ρυθµό απώλειας ενέργειας 
από τις τροποποιηµένες εξισώσεις: 

 ( )
2 / 3

20 3 1 8
91,2 10 (1 )F

nuc

erg cm s T F
ρε

ρ
− −  

= × × + 
 

 (8.38) 

 
και αυτός µας δίνει για έναν αστέρα νετρονίων, µάζας Μ και οµοιόµορφης πυκνότητας ρ, µιας 
φωτεινότητα:            

 ( )
1/ 3

38 1 8
98,5 10 (1 )URCA nucM

L erg s T F
Mν

ρ
ρ

−  
= × × + 

 o

 (8.39) 

ή την τροποποιηµένη έκφραση των Friman και Maxwell: 
    

 ( )
1/ 3

39 1 8
95,3 10 (1 )URCA nucM

L erg s T F
Mν

ρ
ρ

−  
= × × + 

 o

 (8.40) 

 
 Καθώς οι Direct Urca processes, απαιτούν ένα αρκετά µεγάλο κλάσµα πρωτονίων, ίσο 

µε %15≥Px  και εποµένως στον εξωτερικό πυρήνα του αστέρα νετρονίων, η εκποµπή νετρίνο 

οφείλεται στις τροποποιηµένες εξισώσεις Urca , όπου το δεύτερο νετρίνο έχει τον ρόλο ενός 
θεατή που δίνει ή απορροφά την επιπλέον ορµή που χρειάζεται. Παρ’ όλα αυτά µιας και 
περιλαµβάνει πέντε αντί τριών φερµιονίων που χρειάζονται η m-Urca είναι πολύ λιγότερο 

αποτελεσµατική σαν διαδικασία ψύξης. Απαιτεί δύο επιπλέον blocking-factors ( )FET /  όπου 

FE  είναι η ενέργεια Fermi του επιπλέον νουκλεονίου, µιας και MeVEF 100≈ µε KTT 9
910=  

η µείωση της m-Urca είναι της τάξης του 2
9

610 T−  συγκρινόµενη µε τις άµεσες διαδικασίες 

URCA. 
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 Εν συντοµία, για τους χηµικούς υπολογισµούς που αναµένονται σε πυκνότητες όχι πολύ 

υψηλότερες από την  nuclρ  όπου ο λόγος των πρωτονίων είναι µικρός και η εκποµπή νετρίνο 

οφείλεται στην τροποποιηµένη διαδικασία URCA, ενώ οποιαδήποτε αλλαγή πέρα από αυτή θα 
αυξήσει την δυνατότητα εκποµπής κατά πολλές τάξεις µεγέθους.  

 Στην επιφάνεια  η θερµοκρασία πέφτει µεταξύ των 1010  και K1110  µέσα σε κλάσµατα 
του δευτερολέπτου από τη γέννηση ενός αστέρα νετρονίων. Τα ηλεκτρόνια γρήγορα γρήγορα 
τακτοποιούνται σε µία εκφυλισµένη θάλασσα Fermi και η ορµή Fermi ξεπερνάει κατά πολύ την 
µάζα ηρεµίας τους κάνοντάς το ένα σχετικιστικό εκφυλισµένο σύστηµα. Στην προσέγγιση του 
παράλληλου επιπέδου για το στρώµα της ηλεκτρόσφαιρας, το χηµικό δυναµικό των 
ηλεκτρονίων σαν συνάρτηση της απόστασης z, από την επιφάνεια των quark, δίνεται από την: 
    

 ( ) ( )
( ) ( )

0 3 10
, 501.3

1 / 0 2 0
e

e
e e

c MeV
z fm

z

µ πµ
µ α µ

 
= Η = =   + Η  

h
 (8.41) 

 

όπου π4/2ea =  είναι η σταθερά λεπτής υφής. Η σκέδαση ηλεκτρονίων στην ηλεκτρόσφαιρα 
δίνει φωτόνια πέδησης. Τα εκπεµπόµενα φωτόνια πρέπει να ταξιδέψουν µέσω ενός πλάσµατος 

ηλεκτρονίων, και εποµένως η σχέση διασποράς τους στο µέσο παίρνεται ως: ( ) 2/122 kp += ωω  

σε φυσικές µονάδες, όπου η συχνότητα του πλάσµατος καθορίζεται από την: 
      

 
2 2

2 2
2

4
1

3 3p e

e

a πω µ
µ µ

 Τ= + 
 

 (8.42) 

 

Το οπτικό βάθος της ηλεκτρόσφαιρας σε κάθε απόσταση, καθορίζεται από το pω , το οποίο 

µειώνεται µε αυξανόµενο z. Η εκποµπή Q είναι µια συνάρτηση )(zpω . Η ολική φωτεινότητα 

µπορεί να γραφεί ως:      

 ( )
0

2

0

4 ( )
z z

p

z

L R Q z dzπ ω
=

=

= ∫  (8.43) 

 

όπου R είναι η ακτίνα του αστέρα και 0z  είναι το πάχος της ηλεκτρόσφαιρας. Η ύλη των quark 

περιέχει προσµίξεις µε ηλεκτρόνια στην πιο εσωτερική περιοχή της ηλεκτρόσφαιρας και τα 
ανταλλασόµενα φωτόνια νοιώθουν φαινόµενα προάσπισης. Γι’ αυτό είµαστε υποχρεωµένοι να 
διαδώσουµε το διαδότη των φωτονίων. Τα αποτελέσµατα µας, µας δείχνουν ότι η ηλεκτρική 
προάσπιση παίζει ένα µικρό µόνο ρόλο στην εκποµπή φωτονίων, χαµηλής ενέργειας.  
 Η εκποµπή των φωτονίων από διαδικασίες πέδησης είναι: 
  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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3 34
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2
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 = ×
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P P

h

% %

 (8.44) 

 

Οι δείκτες i=1 µε 4, αναφέρονται στα ηλεκτρόνια ( )k,κω  και είναι η 4-ορµή των 

εκπεµπόµενων φωτονίων. LPMS  είναι ένας παράγοντας ελαχιστοποίησης λόγω του φαινοµένου 
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Landau, Pomeranchuk, Migdal των πολλαπλών σκεδάσεων κατά την εκποµπή και το οποίο το 

αντιµετωπίζουµε αριθµητικά. Για αυτή την ενότητα θα υποθέσουµε ότι LPMS =1 προκειµένου 

να βρούµε χρήσιµες εκφράσεις για την emissivity.  
 Στο όριο των µαλακών φωτονίων, η αναλυτική έκφραση για την emissivity Q σε δύο 
κοντινές περιοχές θερµοκρασίας δίνεται: 
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6
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 (8.45) 
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 (8.47) 

   
και είναι η ροή αν κυριαρχεί η ακτινοβολία πέδησης επί αυτής της δηµιουργίας ζεύγους για 
πλάσµα ηλεκτρονίων. Προσέξτε την εξάρτησή της από την τρίτη δύναµη του χηµικού 
δυναµικού του ηλεκτρονίου.  
 Το φάσµα των φωτονίων χαµηλής ενέργειας, δίνεται από: 
     

 

3 / 22 2

2
1 lnp e

k
k e kk

d

d m

ω µσω
ω ωω

    
∝ −          

 (8.48) 

 
Στην ηµικλασσική προσέγγιση, η υποστήριξη για αυτό το φάσµα υπάρχει µόνο µεταξύ των 

pωω =min  και ( ) 2/122
max ep m+= ωω . Η παρουσία του πλάσµατος δίνει ένα σκληρότερο φάσµα 

σε σχέση µε το κενό ενώ και η ολική ροή φωτονίων είναι µικρότερη. Αν και η συνεισφορά των 
φωτονίων υψηλής ενέργειας δεν µπορεί να υπολογιστεί αξιόπιστα στις προσεγγίσεις µας, 
περιµένουµε ότι θα πέφτει απότοµα λόγω του µεγάλου εκφυλισµού των ηλεκτρονίων. Το 
φαινόµενο L.P.M που ήδη αναφέραµε, µε τις πολλαπλές σκεδάσεις δεν αλλάζει και πολύ τη 
µέση ενέργεια των φωτονίων και το σχήµα του φάσµατος.  

 Για 910/ ≤KT o , η πέδηση είναι η κύρια διαδικασία εκποµπής φωτονίων, καθώς η 
φωτεινότητα από την εξαύλωση ζευγών µηδενίζεται. Αυτή κυριαρχεί και στην µη θερµική 
ακτινοβολία πέδησης από συγκρούσεις quark-quark στο ανώτατο όριο της ύλης των quark. 

Καθώς η θερµοκρασία πέφτει κάτω από K710  η αύξηση στην ακτινοβολία πέδησης µειώνεται 

από τον εκθετικό παράγοντα και αντιστρέφεται και αρχίζει να µειώνεται. Για 910/ >KT o  η 
ακτινοβολία πέδησης κυριαρχεί της εκποµπής φωτονίων.  
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  Εικ 8.1  Η θερµική εξέλιξη ενός αστέρα νετρονίων κατά το καθιερωµένο σενάριο. (Βλ 
Αναφορα 41). 

 
8.3.3 Ρυθµοί των υ̟όλοι̟ων  αντιδράσεων. 
 
α) Πέδηση α̟ό ζεύγη νουκλεονίων. 
 
 Ο πιο σηµαντικός µηχανισµός ψύξης ο οποίος γίνεται δυνατός όταν τα ουδέτερα 
ρεύµατα ληφθούν υπ’ όψιν µας είναι η πέδηση από ζεύγος νουκλεονίων: 
 

νν +++→+ nnnn         n p n p ν ν+ → + + +  

 
Αυτές οι αντιδράσεις µελετήθηκαν επίσης από τους Flower, Friman και Maxwell και 

βρέθηκε ότι ο ρυθµός επίσης µεταβάλλεται ως 8Τ  και είναι µικρότερος κατά ένα παράγοντα 30, 
σε σχέση µε το ρυθµό των m-URCA που αναφέραµε προηγουµένως. 
 
b) Πέδηση α̟ό ζεύγος νετρίνο. 
 
 Αν τα νετρόνια ΄΄κλειδωθούν΄΄ σε µια υπέρευστη κατάσταση, οι ρυθµοί για όλες τις 
αντιδράσεις που συζητήσαµε προηγουµένως, µειώνονται από τον εκθέτη: )/exp( kT∆− , όπου ∆ 

είναι το ενεργειακό χάσµα και είναι παρόµοιο µε τον παράγοντα Boltzmann. Σε αυτή την 
περίπτωση, η ψύξη από την πέδηση, ζεύγους νετρίνο από πυρήνες στην κρούστα µπορεί να είναι 
σηµαντική. Ο ρυθµός για αυτή την διεργασία είναι: 
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 ( )( , ) ,e Z A e Z A ν ν− −+ → + + +  (8.49) 

και υπολογίζουµε ότι η φωτεινότητα είναι: 
     

 ( )( )39 1 6
95 10 /brem

crL erg s M M Tν
−≈ × ×

o
 (8.50) 

όπου Μ είναι η µάζα της κρούστας.  Μια και η διαδικασία είναι ανάλογη του 6
9T , µειώνεται 

λιγότερο απότοµα από την αντίδραση 8.41 καθώς το αστέρι ψύχεται. 
 Σχηµατισµός ζευγών βαρυονίων, είτε νουκλεονίων, είτε quark προβλέπεται ότι 
συµβαίνει στο µεγαλύτερο µέρος του εσωτερικού ενός αστέρα νετρονίου Σε χαµηλές ορµές 

Fermi τα νετρόνια και τα πρωτόνια περιµένουµε ότι θα ζευγαρώνουν σε µία κατάσταση 0
1S , 

ενώ σε υψηλότερες ορµές σε µία 2
3P . Το 0

1S  χάσµα των νετρονίων είναι επίσης παρόν στο 

εξωτερικό του πυρήνα και µπορεί να φτάσει ή και όχι το κέντρο του αστέρα, αναλόγως του 
µοντέλου σύζευξης που θεωρούµε και της κεντρικής πυκνότητας του αστέρα. Τα αποτελέσµατα 
του σχηµατισµού ζεύγους στη ψύξη, οφείλονται στο κενό που εισάγει στο φάσµα από τη 
διέγερση ενός απλού σωµατιδίου και αυτό έχει ως αποτέλεσµα την µείωση τόσο της ειδικής 
θερµότητας όσο και της emissiviy των νετρίνο. 
 Επίσης ένα τρίτο αποτέλεσµα είναι η εκποµπή ν-ν  σε θερµοκρασίες χαµηλότερες αλλά 

κοντά στην cΤ , η οποία µπορεί να επικαλύψει την εκποµπή από τις τροποποιηµένες αντιδράσεις 

URCA. Για παράδειγµα στην περίπτωση της κατάστασης 2
3 P , η emissivity είναι: 

    

 
3

2

2

1/ 3 7
21

3 9
0

8,6 10 ( / )
10

n P n
P c

n

m T
q F T T

m Kν
ρ
ρ

∗    = × ×    
    

%  (8.51) 

 
Η ειδική θερµότητα. 
 
  Για εκφυλισµένα φερµιόνια µε spin ½ , του τύπου ΄΄i΄΄ , η ειδική θερµότητα 
είναι: 

 ( )
2

2 2 2
, 2

,

0
3

i i
i u i B

i F

m n
c N k k T

p

π π
∗

Β= Τ =  (8.52) 

 
Το µεγαλύτερο µέρος της ειδικής θερµότητας ενός αστέρα παρέχεται από τον πυρήνα του και 
λόγω της απουσίας εξωτικής ύλης, τα νουκλεόνια συνεισφέρουν περίπου το 90% ενώ τα λεπτόνια 
το υπόλοιπο. εφόσον τα νετρόνια και τα πρωτόνια βρεθούν µια φορά σε µια paired κατάσταση η 

ειδική τους θερµότητα αλλάζει κατά πολύ.  Όταν το Τ φτάσει το cT , υπάρχει µια ασυνέχεια στο 

uc  το οποίο ξαφνικά αυξάνει αλλά όταν cTT <<  καταπιέζεται εκθετικά. Αυτό το φαινόµενο 

λαµβάνεται υπ’ όψιν και όταν εισάγουµε µια συνάρτηση ελέγχου. Είναι σηµαντικό να 
προσέξουµε ότι και στις δύο περιπτώσεις υπάρχουν τα λεπτόνια τα οποία παραµένουν ανέπαφα. 

Το ζευγάρωµα µπορεί να ελαττώσει το ολικό UC  κατά 90%.  

 

8.3.4 Το Μινιµαλιστικό Σενάριο.  
 
 Βασικό σηµείο του σεναρίου αυτού είναι ότι οι εκποµπές νετρίνο µπορούν να 
ενισχυθούν και εποµένως η ιστορία της ψύξης ενός αστέρα εξαρτάται µόνο ασθενώς από τη 
µάζα του (Dany Page et.al)) 
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Αυτό που δεν περιορίζουν οι απαιτήσεις του σεναρίου αυτού είναι: 
 

a) Η χηµική σύσταση του ΄΄φακέλλου΄΄ 
b) Η κατάσταση σύζευξης των νουκλεονίων. 

 
και οι µεγάλες αβεβαιότητες σε αυτά τα δύο συστατικά είναι οι πιο σηµαντικές πηγές 
σφαλµάτων στις θεωρητικές προβλέψεις του Minimal σεναρίου.  
 Τα αποτελέσµατα του φακέλου, φαίνονται στην αριστερή στήλη του σχήµατος 8.2 για 
δύο εξαιρετικές περιπτώσεις ενός αστέρα µε ένα ΄΄envelope΄΄ που να περιέχει ένα µέγιστο ποσό 
ελαφρών στοιχείων. Τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά είναι: 

1) Πρώτον, σε ηλικία µικρότερη από yrs510 , και τα δύο αστέρια έχουν την ίδια κεντρική 

θερµοκρασία αλλά το L µοντέλο έχει υψηλότερη eT . Αυτό αντιστοιχεί στην εποχή ψύξης από 

νετρίνο, όπου το νL  είναι κυρίως υπεύθυνο για την ψύξη. Εποµένως το ίδιο centerΤ  και για τα 

δύο αστέρια και η ενέργεια επιφανείας απλά ακολουθεί την εξέλιξη του εσωτερικού του, 

εποµένως υψηλότερο eT  

2) Αργότερα κατά τη διάρκεια ψύξης µέσω φωτονίων, όταν νγ LL >> , οι καµπύλες ψύξης 

αναστρέφονται µιας και ο φάκελος µε τα ελαφρύτερα στοιχεία µας δίνει ένα µια πολύ 
µεγαλύτερη φωτεινότητα και εποµένως γρηγορότερη ψύξη.  Με έναν φάκελο που να 
περιλαµβάνει µικρότερο αριθµό ελαφρών στοιχείων, βρίσκουµε µια ενδιάµεση καµπύλη 
εξέλιξης και αν επιτρέψουµε χρονική εξέλιξη του περιεχοµένου του φακέλου µπορεί να 
µεταπηδήσουµε από τη µια καµπύλη στην άλλη.  

Αν και τρία είδη µοντέλων για τρία διαφορετικά κενά 2
3P  είναι παρόµοια, 

παρουσιάζουν και κάποιες βασικές διαφορές. Αν θεωρήσουµε τους νεαρούς αστέρες 
J0205+6449, PSR 0833-45 (in Vela) and PSR 1706-44,, βλέπει κανείς ότι τα µοντέλα µε το  
 

 
         Εικ 8.2. Στην αριστερή  εικόνα φαίνονται τα 
α̟οτελέσµατα της σύστασης της κρούστας στην ψύξη. ∆εξιά 
φαίνονται τα α̟οτελέσµατα του σχηµατισµού ζεύγους α̟ό τα 
νουκλεόνια στην ψύξη.(Βλ Dany Page. The minimal Cooling of 
Neutron Stars-Αναφορά 29). 
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κενό 2
3P  ΄΄α΄΄, είναι πολύ πιο κοντά στα ανώτερα όρια του Vela και του 3C58, ενώ η διαφορά 

είναι µεγαλύτερη µε τα άλλα δύο κενά.  
 Τα παλαιότερα αντικείµενα εµφανίζουν θερµοκρασίες πολύ υψηλότερες από τις 
προβλέψεις του minimal σεναρίου. Αυτό µπορεί να οφείλεται σε λάθος εκτίµηση της ηλικίας του 
µιας και αυτή προσδιορίζεται µόνο από την χρονική κλίµακα του spin-down η οποία είναι πολύ 
αβέβαιος δείκτης. Μια άλλη εξήγηση µπορεί να είναι η ύπαρξη κάποιου µηχανισµού ο οποίος 
µετατρέπει την περιστροφική ή την µαγνητική ενέργεια σε θερµότητα.  
 Τέλος από την εικόνα 8.5 στο τέλος αυτού του κεφαλαίου, βλέπει κανείς ότι δύο 
αντικείµενα που εµφανίζουν θερµοκρασίες αρκετά χαµηλότερες σε σχέση µε τις προβλέψεις του 
σεναρίου µας και ίσως να µην πρόκειται για συνήθεις αστέρες νετρονίων είναι ο J0205+6449 και 
ο PSR0833-45). 

 
8.3.5  Αντιδράσεις µε ̟ιόνια. 
 
 Όπως έδειξαν πρώτοι οι Bahcall και Wolf, η συµπύκνωση πιονίων µπορεί να αυξήσει 
κατά πολύ το ρυθµό ψύξης στο εσωτερικό των αστέρων νετρονίων. Αν συµβαίνει η συµπύκνωση 
πιονίων, τότε η ΄΄quasi-particle΄΄ β-διάσπαση συµβαίνει µέσω της: 
      

 eN N΄ e ν−→ + +  (8.53) 

 
και της αντίστροφής της. Εδώ τα quasi σωµατίδια N και N’ είναι οι γραµµικοί συνδυασµοί των 
καταστάσεων νετρονίου και πρωτονίου στη θάλασσα των πιονίων. Η συµπύκνωση πιονίων, 
επιτρέπει τόσο στην ενέργεια όσο και στην ορµή να διατηρούνται στην αντίδραση, η οποία είναι 
ανάλογη των συνηθισµένων αντιδράσεων URCA: 
 Οι Bahcall και Wolf  θεώρησαν µια απλοποιηµένη εκδοχή της αντίδρασης (11.4.6) που 
είναι η ψύξη µέσω της διάσπασης των ελεύθερων πρωτονίων: 
      

 
en n e

n n µ

π ν
π µ ν

− −

− −

+ → + +

+ → + +
 (8.54) 

 
και της αντίστροφης διαδικασίας: 
      

 
en e n

n n µ

π ν
µ π ν

− −

− −

+ → + +

+ → + +
 (8.55) 

 
Όπως και µε τις τροποποιηµένες αντιδράσεις URCA, ο ολικός ρυθµός και για τις τέσσερις 
διαδικασίες είναι βασικά τέσσερις φορές ο ρυθµός της αντίδρασης αν γινόταν µόνη της.  
 Μπορούµε να κάνουµε έναν πρόχειρο υπολογισµό του ρυθµού της αντίδρασης ως εξής: 
Μιας και υπάρχουν λιγότερα φερµιόνια που συµµετέχουν στις αντιδράσεις από ότι αυτά που 

συµµετέχουν στις τροποποιηµένες Urca, ο παράγοντας χώρου µεταβάλλεται ως 6T  και όχι ως 
8T . Εποµένως περιµένουµε ο ολικός ρυθµός να είναι: 

      

 

2
( )΄

fURCA

n

E n n
L L

kT n
π π
ν ν

 
= ×   

 
 (8.56) 
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όπου nnn /π  είναι ο λόγος των αριθµητικών πυκνοτήτων των πιονίων και των νετρονίων. Μιας 

και ( ) MeVnE nuc
΄

F
3/2/60)( ρρ= , έχουµε: 

   

 ( )44 1 6
98 10

nuc n

nM
L erg s T

M n
π π
ν

ρ
ρ

−≈ × ×
o

 (8.57) 

 

Οι Bahcall και Wolf ουσιαστικά βρήκαν έναν αριθµητικό παράγοντα 46101×  και καµία 
εξάρτηση από το ρ.  Λεπτοµερής υπολογισµοί της θερµικής εξέλιξης των αστέρων µε την 
παρουσία ή όχι µια αλλαγής φάσης σε συµπύκνωµα µποζονίων έγιναν από τον Umeda (1993) . 
Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατά τους για το ρυθµό ψύξης µε πρόσφατες µετρήσεις των 
θερµοκρασιών επιφάνειας τέτοιων αντικειµένων από τον δορυφόρο ROSAT (Trumper 1995) 
βρίσκει κανείς ότι τα πειραµατικά δεδοµένα µπορούν να εξηγηθούν ικανοποιητικά εντός του 
standard σεναρίου. ∆εν υπάρχει καµία ένδειξη µια ενίσχυση του ρυθµού ψύξης λόγω της 
συµπύκνωσης πιονιών είναι απαραίτητη.  
 

8.3.6 Βήτα ∆ιάσ̟αση των Quark.. 
 

Αν ο πυρήνας ενός αστέρα νετρονίων αποτελείται κυρίως από ύλη quark, τότε υπάρχει η 
πιθανότητα σηµαντικής εκποµπής νετρίνο µέσω της β-διάσπασης των εκφυλισµένων, 
σχετικιστικών quark. Σε αντίθεση µε τη συνηθισµένη ύλη ενός αστέρα νετρονίου στην οποία οι 
αντιδράσεις β-διάσπασης  περιορίζονται κατά πολύ, οι αντίστοιχες διαδικασίες µπορούν να 
συµβούν για τα quark. 

 Θυµηθείτε την προηγούµενη συζήτησή µας, για την ύλη τριών συστατικών u,d,s σε β-
ισορροπία. Εκεί δείξαµε ότι αν αγνοήσουµε τις µάζες των quark και τις µεταξύ τους 
αλληλεπιδράσεις, η σύνθεση στην ισορροπία δίνεται από την: 

     

 , 0u d s en n n n n nµ= = = = =  (8.58) 

 
όπου n είναι η βαρυονική πυκνότητα. Κάθε είδος quark έχει την ίδια ορµής  Fermi η οποία 
δίνεται από:    

 

1/ 3

( ) 235f
nucl

n MeV
p q

n c

 
=  

 
 (8.59) 

όπου 317,0/ −=≡ fmmn Bnucnuc ρ .Η ύπαρξη πεπερασµένης µάζας quark και αλληλεπιδράσεων 

quark-quark είναι πιθανό να αλλάξει τη παραπάνω σύσταση. Για παράδειγµα το s quark 
πιστεύουµε ότι µπορεί να είναι αρκετά βαρύ και αν είναι παρόν σε ένα αστέρα νετρονίων, δεν 
είναι πιθανό να είναι σχετικιστικό Από την άλλη µεριά, τα u και d quark, είναι πιθανόν  πολύ 
ελαφριά και θα είναι εξαιρετικά σχετικιστικά και οι µάζες τους µπορούν και πάλι να αγνοηθούν. 
Οι προκύπτουσες αλλαγές στην σύσταση της ισορροπίας περιλαµβάνουν την παρουσία 
λεπτονίων που είναι φορείς του αρνητικού φορτίου, προκειµένου να διατηρηθεί η ολική 
ηλεκτρική ουδετερότητα. Στην πράξη µιας και οι χαρακτηριστικές ενέργειες Fermi των quark, 

υπερβαίνουν κατά πολύ το 2cme , οποιαδήποτε µικρή διαφορά µεταξύ των ud µµ ,  θα επιδράσει 

στα ηλεκτρόνια µε σχετικιστική ενέργεια Fermi. 
 Η απλούστερη διαδικασία νετρίνο που συµβαίνει στην ύλη των quark είναι οι 
αντιδράσεις β-διάσπασης, που περιλαµβάνουν τα σχετικιστικά quark: 
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     e

e

d u e

u e d

ν
ν

−

−

→ + +

+ → +
 (8.60) 

Οι emissivities λόγω των παραπάνω αλληλεπιδράσεων είναι ίσες και ο Iqamoto υπολόγισε ότι 
το άθροισµά τους είναι:   

 ( )26 1 3 1/ 3 6
98.8 10quark

s e
nuc

n
erg s cm a Y T

nνε − −= × × ×  (8.61) 

όπου nnY ee /=  είναι ο αριθµός ηλεκτρονίων ανά βαρυόνιο. Η τιµή του sa  δεν είναι καλά 

καθορισµένη πειραµατικά. Το Μ.Ι.Τ bag model προβλέπει την τιµή 55,0=sa . 

 Η φωτεινότητα που αντιστοιχεί σε ένα αστέρι οµοιόµορφης πυκνότητας που αποτελείται 
από την ύλη των quark¨    

 ( )44 1 6
91.3 10quark M

L erg s T
Mν

−= × ×
o

 (8.62) 

 Η παρουσία των s quarks θα οδηγήσει σε επιπλέον εκποµπή νετρίνο µέσω αντιδράσεων 
β-διάσπασης του τύπου:     

 
e

e

s u e

u e s

ν
ν

−

−

→ + +

+ → +
 (8.63) 

 
 Το ερώτηµα του αν υπάρχει ή όχι ύλη quark στον πυρήνα ενός αστέρα νετρονίων, δεν 
έχει ακόµη λυθεί. Παρ’ όλα αυτά µια σύγκριση της εξίσωσης 8.62 και των 8.40 και 8.57 µας 
δείχνει ότι ένα αστέρι µε ύλη από quark θα ψύχεται µε έναν ρυθµό πολύ γρηγορότερο από ένα 
συνηθισµένο αστέρα νετρονίων και συγκρίσιµο µε αυτό ενός αστέρα µε έναν πυρήνα όπου 
υπάρχει ένα συµπύκνωµα πιονίων.  
 Οι αντιδράσεις URCA, περιλαµβάνουν ελεύθερα quark τα οποία µπορούν να υπάρχουν 
σε πολλές πιθανές µορφές. Αυτές περιλαµβάνουν µια µεικτή φάση αδρονίων, quark και color-
flavor-locked (CFL) ή 2-flavor superconducting (2SC) ή κρυσταλλικές φάσεις περιβαλόµµενες 
από µια αδρονική φάση µε πιθανές λεπτές διαχωριστικές επιφάνειες. Είναι επίσης πιθανό ότι 
συµπυκνώµατα Bose συµβαίνουν στη αδρονική και στις CFL φάσεις. Η πιο εξωτική περίπτωση 
θα ήταν ένας αστέρας φτιαγµένος εξ΄ολοκλήρου από ύλη quark µε CFL και/ή 2SC φάσεις 
χωρίς καθόλου αδρονική ύλη. 
 Πριν την ανακάλυψη της υπεραγωγιµότητας χρώµατος στην ύλη των quark, πιστεύαµε 
ότι εξαρτώµενη της πυκνότητας των ηλεκτρονίων στην ύλη των quark, η θερµοκρασία τους θα 
έπεφτε πολύ πιο γρήγορα από ότι στους συνηθισµένους αστέρες νετρονίων. Η πυκνότητα των 
ηλεκτρονίων είναι κρίσιµη προκειµένου να προχωρήσουν οι γρήγορες αντιδράσεις Urca. Πρέπει 
η ορµή Φέρµι των ηλεκτρονίων να είναι τέτοια ώστε να διατηρείται η ενέργεια και η ορµή στις 
αντιδράσεις αυτές. Αν η ορµή των ηλεκτρονίων είναι µικρή για να συµβεί αυτό τότε 
χρειαζόµαστε ένα ακόµη quark για να εξασφαλίσουµε διατήρηση ορµής και ενέργειας. Σε αυτή 
την περίπτωση η emissivity είναι πολύ µικρότερη. Αν τα ηλεκτρόνια εξαφανιστούν εντελώς τότε 
η επίδραση των Urca διαδικασιών για τα quark, γίνεται ασήµαντη 
 Στην περίπτωση της ύπαρξης CFL φάσης, η φωτεινότητα ελλατώνεται κατά τον 
παράγοντα exp(-∆/kT), όπως και η θερµοχωρητικότητα και τα quark σε αυτή την φάση 
γίνονται σχεδόν αόρατα στα τηλεσκόπιά µας. Η ψύξη ενός πυρήνα quark οφείλεται κυρίως στην 
µεταφορά θερµότητας, µέσω της επιφάνειας  που είναι σε επαφή µε την πυρηνική κρούστα του 
πυρήνα των quark Μια και η θερµική αγωγιµότητα αυτού του στρώµατος είναι επίσης υψηλή, 
ολόκληρο το εσωτερικό του αστέρα θα είναι περίπου ισόθερµο.  

Τέλος στην περίπτωση της ύπαρξης της 2SC φάσης µπορούµε να έχουµε την σύζευξη 
των quark, µε ∆=100 ΜeV ενώ τα επιτρεπτά κανάλια αυτής της σύζευξης επιτρέπουν το ∆ να 
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είναι  της τάξης από 0.1keV µέχρι 1MeV που είναι και η τάξη θερµοκρασίας ενός  αστέρα. 
Εποµένως δεν θα έχουµε σχηµατισµό ζευγών από τα quark, αλλά πιθανότατα εκποµπή νετρίνο, 
µέσω των άµεσων διαδικασιών Urca και ο πυρήνας θα ψύχεται εξαιρετικά γρήγορα. Ένα τέτοιο 
παράδειγµα δίνεται στην εικόνα 8.3. 

 

 
 Εικ 8.3 Καµ̟ύλες ψύξης της ύλης των 2SC quark για ∆=1ΜeV και ∆=50keV(δεξιά). (Βλ 

Αναφορά 41 & 5). 

 
Οι µελλοντικές παρατηρήσεις φωτονίων από τους αστέρες νετρονίων 1) θα µας δείξουν 

το µικρότερο από τα χάσµατα των ζευγών −n  ή −Λ  και τη µάζα του αστεριού, αλλά (2) 
συµπεραίνοντας τα µεγέθη των gap των quark θα είναι δύσκολο. Μεγάλα χάσµατα θα κάνουν τα 
quark αόρατα σε εµάς και από την άλλη πολύ µικρά χάσµατα θα οδηγούσαν σε καµπύλες 
ψύξης, όµοιες µε αυτές της συνήθους πυρηνικής ύλης. 
 Η θερµική εκποµπή από την γυµνή επιφάνεια ενός παράξενου αστέρα quark, µπορεί να 
παράγει φωτεινότητες πολύ µεγαλύτερες από το όριο Eddington για µεγάλα χρονικά 
διαστήµατα, τα οποία διαρκούν από µία µέρα µέχρι δεκαετίες, ανάλογα µε την υπεραγώγιµη 
κατάσταση της παράξενης ύλης. Αλλά το φάσµα των εκπεµπόµενων φωτονίων θα είναι κατά 
πολύ µικρότερο και διαφορετικό από αυτό ενός αστέρα νετρονίου που ψύχεται µε κανονικό 
τρόπο (30<Ε/KeV<500) αντί του (0,1<keV<2.5). Λόγω του διακριτού  φάσµατος και της 
χρονικής εξέλιξης, µια τέτοια παρατήρηση θα αποτελούσε µια σχεδόν αλάθητη ανίχνευση ενός 
παράξενου αστέρα νετρονίων και θα µας έδινε πληροφορίες για την υπεραγωγιµότητα χρώµατος 
στις αστρικές πυκνότητες.  
 Τα παρατηρήσιµα φαινόµενα των quark, γίνονται σηµαντικά µόνο για αστέρες 
µεγαλύτερης ηλικίας από 10-20s. Αστέρια µε αρκετά µεγάλη µάζα, περιέχουν αρνητικά 
φορτισµένα και αλληλεπιδρώντα µέσω της ισχυρής αλληλεπίδρασης σωµατίδια. Οι αστέρες 
αυτοί µπορεί να καταλήξουν σε µαύρες τρύπες κατά την διάρκεια των πρώτων λεπτών της 
εξέλιξης. Μιας και  η ροή των νετρίνο µηδενίζεται όταν µια µαύρη τρύπα σχηµατίζεται, αυτό θα 
αποτελούσε και ένα σήµα ότι τα quark, εµφανίστηκαν. Η χρονική κλίµακα της κατάρρευσης για 
αστέρες που περιέχουν quark προβλέπονται να είναι ενδιάµεσες καταστάσεις µεταξύ αυτών που 
περιέχουν συµπυκνώµατα καονίων και υπερονίων. 
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 Σε ένα πρόσφατο άρθρο του Drake, αναφέρθηκε ότι οι παρατηρήσεις του Chandra, 
LET+HRC-S της ασθενούς πηγής ακτίνων Χ RX J1856.5-3754 δείχνουν ένα φάσµα πολύ 
κοντά σε αυτό ενός µέλανος σώµατος µε θερµοκρασία T=61.2 eV0.1± . Τα δεδοµένα που 
περιέχουνται είναι στοιχείο για τη έλλειψη των φασµατικών ιδιοτήτων ή του pulsation.  Ο 
Drake επίσης ανέφερε ότι το ενδοαστρικό µέσο του ουδέτερου υδρογόνου έχει πυκνότητα 

( ) 220101.18.0 −×−= cmN H . Έτσι οδηγούµαστε στον υπολογισµό µιας απόστασης 111-170pc 

για το RX J1856,5-3754. Από την ακτινα αυτή και την προσέγγιση για το µέλαν σώµα, 

οδηγούµαστε σε µια ακτίνα: kmR 2.88.3 −=∞ . Αυτή είναι µικρότερη από την ακτίνα ενός 

τυπικού αστέρα νετρονίων. Εποµένως πρότειναν ότι η πηγή ακτίνων Χ µπορεί να είναι ένας 
αστέρας quark.  
 O Burwitz πρότεινε ότι υπάρχει η πιθανότητα ενός συµπυκνώµατος στην επιφάνεια το 
οποίο αποτελείται από άγνωστη ύλη και εξηγεί τόσο το UV όσο και το οπτικό φάσµα και το 
φάσµα των ακτίνων Χ σε ένα αστέρι νετρονίων. Πιο πρόσφατα, µερικές οµάδες, συζήτησαν την 

πιθανότητα ότι τα φαινόµενα ενός ισχυρού µαγνητικού πεδίου ( )GB 1310∝  ή της γρήγορης 

περιστροφής ( )msP 10<  µπορεί να αποκλείσουν όλες τις φασµατικές ιδιότητες. Μοιάζει όµως 

να µην υπάρχει κανένα αξιόπιστο µοντέλο που να εξηγεί όλα τα παρατηρησιακά δεδοµένα. 
Είναι ακόµη ένα ανοικτό θέµα το αν ο RXJ1 856,5-3754 είναι ένα κανονικό αστέρι νετρονίων ή 
κάποιο άλλο compact star. 

 
8.3.7 ∆ιάχυση των Νετρίνο: 
 
 Αν µάθουµε τις φωτεινότητες των νετρίνο, µπορούµε να υπολογίσουµε τα χρονικά 
διαστήµατα ψύξης. Θεµελιώδης παραδοχή είναι ότι τα νετρίνο άπαξ και δηµιουργηθούν στη 
συνέχεια φεύγουν από το αστέρι. Εδώ θα δείξουµε ότι πως το γεγονός αυτό αποδεικνύεται για 

θερµοκρασίες KT 910≤  . 
 Πριν την ανακάλυψη των ουδέτερων ρευµάτων, το 1974, το επιχείρηµα ήταν το εξής: 
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και εποµένως είναι όλες απαγορευµένες στο εσωτερικό των αστέρων νετρονίων λόγω 
διατήρησης της ενέργειας και της ορµής. Η πιο σηµαντική αντίδραση για την απώλεια ενέργειας 
µέσω νετρίνο θα ήταν η ανελαστική σκέδαση ηλεκτρονίων και µυονίων. Σε ένα εκφυλισµένο 

αέριο, η ενεργός διατοµή για τη σκέδαση  −− eeν , υποθέτοντας µόνο φορτισµένες αντιδράσεις 

ρεύµατος είναι:     
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Εποµένως έχουµε ότι:                  
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και αφού kme 10>>λ  το αστέρι θα είναι διάφανο στα νετρίνο δηλαδή αυτά δραπετεύουν 

αµέσως µετά τη δηµιουργία τους.  
 
 
 
 
 
 

 

                         Πίνακας των διάφορων αντιδράσεων ψύξης ̟ου ̟εριγράψαµε ̟αρα̟άνω 

 
8.4  Σύγκριση µε τα ̟αρατηρησιακά δεδοµένα. 

 
 Οι περισσότεροι pulsar που ξέρουµε, έχουν παρατηρηθεί ως pulsar και έχουν εκποµπές 
φωτονίων από τα ραδιοκύµατα, µέχρι τις ακτίνες Χ, µε κυρίαρχο στοιχείο τις µη θερµικές 
εκποµπές. Πιστεύετε ότι το bulk των µη θερµικών εκποµπών συµβαίνει λόγω της ύπαρξης της 
µαγνητόσφαιρας του αστέρα. Αν και αυτές ς οι εκποµπές µπορούν να µας δώσουν πληροφορία 
για τα µαγνητικά πεδία του αστέρα, δεν είναι εύκολο να χρησιµοποιηθούν στον περιορισµό 
ιδιοτήτων όπως η µάζα, η ακτίνα και η θερµοκρασία. Σχεδόν δώδεκα αστέρες νετρονίων µε 
υψηλές θερµικές εκποµπές και µε ηλικίες µέχρι ένα εκατοµµύριο χρόνια έχουν καταγραφεί και 
σύµφωνα µε το καθιερωµένο σενάριο ψύξης θα περιµέναµε να έχουν θερµοκρασίες στο εύρος 

5 63 10 10× −  K.  
 Η ενεργός θερµοκρασία θα δίνεται από τη σχέση: 
 

             2 4 2
,/ 4 ( / )effF L d R dπ σ∞ ∞ Β ∞ ∞= = Τ  
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και ο δείκτης του απείρου σηµαίνει ότι οι ποσότητες αναφέρονται σε παρατηρητή στη γη και F 
είναι η εκπεµπόµενη ροή που δίνεται από το νόµο Steffan-Boltzmann. Αυτές οι ποσότητες, 

λόγω ερυθροµετάθεσης από την επιφάνεια του αστέρα αλλάζουν. Το 2 1(1 2 / ) 1z GM Rc −= − −  

και /(1 )eff effT T z= +  και 2/(1 )F F z∞ = +  και η R∞  υπολογίζεται αν είναι γνωστές οι 

προηγούµενες ποσότητες και η απόσταση του αστέρα. Η R∞ , είναι µια συνάρτηση της µάζας 

και της ακτίνας του αστέρα νετρονίων, αλλά αν είναι γνωστές πληροφορίες για την 
ερυθροµετάθεση από µελέτες του φάσµατος, τα Μ και R µπορούν να υπολογιστούν χωριστά. 
Τέτοιες παρατηρήσεις των φασµατικών γραµµών έχουν γίνει για τα  1Ε 1207.4-5209 και ΕΧΟ 
0748-676. αλλά και πάλι το z παίρνει ένα εύρος τιµών από 0,12 µέχρι 0,35. 
 Μια ακόµη δυσκολία προκύπτει από το γεγονός ότι οι αστέρες νετρονίων, δεν είναι 
µέλανα σώµατα. Η ατµόσφαιρά τους επηρεάζει και µετατοπίζει την φασµατική κατανοµή της 
εκπεµπόµενης ακτινοβολίας. Αν και έχουν προταθεί κάποια µοντέλα ατµόσφαιρας, συνήθως 

αυτά δεν ενσωµατώνουν το έντονο µαγνητικό πεδίο της τάξης των 1210 G, αν και η συµπεριφορά 
του µαγνητισµένου υδρογόνου είναι σχετικά απλή.  
 Μια εξαιρετική περίπτωση είναι αυτή που ο αστέρας νετρονίων είναι κοντά στη Γη και 
µπορεί να εκπεµφθεί η οπτική θερµική ακτινοβολία (πράσινα παραλληλόγραµµα στην εικόνα 
8.2). Αυτά τα αστέρια έχουν οπτικές ροές πολλές φορές µεγαλύτερες από του µέλανου σώµατος 
και υπολογίζουµε µια ακτίνα µεγαλύτερη από ότι αν είχαµε ακτινοβολία µέλανου σώµατος.  
Μια ατµόσφαιρα αποτελούµενη από βαριά στοιχεία, ταιριάζει µε τις φασµατικές κατανοµές από 
τις ακτίνες Χ µέχρι τις οπτικές ενέργειες και µας δίνει ακτίνες σε λογικά πλαίσια τιµών. Βέβαια 
δεν παρατηρούµε τις ασθενής φασµατικές γραµµές που αυτά τα µοντέλα προβλέπουν. Αυτό 
µπορεί να οφείλεται στην µετατόπιση και διεύρυνση των φασµατικών γραµµών από το 
µαγνητικό πεδίο.  
 Οι υπολογισµοί των ακτινών από αποµονωµένους αστέρες νετρονίων, ενώ βρίσκονται 
εντός ενός σωστού εύρους επηρεάζονται πολύ από την αβεβαιότητα µας ως προς την απόσταση. 
Σε λίγες µόνο περιπτώσεις, όπως οι Geminga, RX J185636-3754 και PSR B0656+14. 
  Η πρόσφατη ανακάλυψη θερµικής ακτινοβολίας από εκρήξεις ακτίνων X, πιθανότατα 
από την ανταλλαγή ύλης σε διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων µας κάνει ελπίζουµε σε ποιο 
ακριβείς µετρήσεις. Τιµές για την ακτίνα από 13 µε 16 km έχουν υπολογιστεί από τα νέφη 
NCG 5139 και 47 Tuc. 
 Οι θεωρητικές καµπύλες ψύξης στην εικόνα 8.4, υπολογιζόµενες από το standard 
σενάριο που λαµβάνει υπ’ όψιν του µόνο τις τροποποιηµένες URCA,  συγκρίνονται µε 
παρατηρήσεις αν οι ηλικίες των αστέρων µπορούν να υπολογιστούν. Οι παρατηρήσεις από τον 
ρυθµό του spin down και την ηλικία των pulsar είναι λιγότερο αξιόπιστες από αυτές µέσω των 
παρατηρούµενων ταχυτήτων. Στην εικόνα παρατηρείται επίσης πως όταν θεωρήσουµε την 
επαυξηµένη ψύξη οι καµπύλες ψύξης πέφτουν πιο απότοµα. Οι περισσότεροι είναι συνεπής µε 
τις συνήθεις διαδικασίες ψύξης. Μια εξαίρεση είναι ο PSR 0205+6449 στο 3C58 για τον οποίο 
υπάρχουν µόνο άνω όριο στην θερµοκρασία και τη φωτεινότητα.  
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  Εικ 8.4 Παρατηρησιακές εκτιµήσεις της ηλικίας και της θερµοκρασίας αστέρων νετρονίων, µαζί µε 
θεωρητικά υ̟ολογιζόµενες καµ̟ύλες ψύξης. Προσοµοιώσεις µε ατµόσφαιρα Fe (H) ̟αρουσιάζονται µε 
συνεχής (στικτές ) γραµµές. Αυτές ̟ου ̟εριλαµβάνουν το φαινόµενο της υ̟ερευστότητας είναι µε κόκκινο 
ενώ όσες το α̟οκλείουν µε µ̟λέ. Οι τέσσερις ̟άνω καµ̟ύλες ̟εριλαµβάνουν ψύξη µέσω των m-URCA και 
µόνο οι δύο κάτω µε direct Urca. Η κίτρινη ̟εριοχή ενσωµατώνει τις καµ̟ύλες ψύξης για µοντέλα µε direct 
Urca ̟ου ̟εριλαµβάνουν φαινόµενα superfuidity. (Βλ Αναφορά 43). 
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                                                                Εικ 8.5  Καµ̟ύλες ψύξης για το µινιµαλιστικό σενάριο και σύγκρισή τους µε τα ̟αρατηρησιακά 
δεδοµένα. Στην αριστερή ̟λευρά έχουµε διαγράµµατα της ενεργού θερµοκρασίας T∞ 
στο ά̟ειρο ως ̟ρος την ηλικία, ενώ στη δεξιά ̟λευρά έχουµε διαγραµµάτα της φωτεινότητας ως ̟ρος τη 

ηλικία. Οι τρεις εικόνες σε κάθε στήλη αντιστοιχούν σε τρείς διαφορετικές τιµές του κενού 3
2P . Τα δύο 

ζεύγη καµ̟ύλων αντιστοιχούν σε δύο διαφορετικές ̟ερι̟τώσεις σύστασης του φακέλου α̟ό ελαφριά ή 

βαριά στοιχεία. Σε κάθε set έχουµε 15 καµ̟ύλες για διαφορετικές ε̟ιλογές του 
1

0S . Η καταστατική έγινε για 

ένα αστέρα µάζας 1,4Μ µε τη χρήση της A.P.R. (Βλ Αναφορά 29). 
 

    

    

    

9999ο            Κεφάλαιο....    
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9.1 Σχετικιστικές εξισώσεις ∆οµής  
 
 Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις T.O.V η εξαγωγή των οποίων δίνεται στο παράρτηµα 
µπορούµε να συζητήσουµε τα σχετικιστικά φαινόµενα πολύ εύκολα συγκρίνοντάς τα µε τη µη 
σχετικιστική φόρµα. Οι παρακάτω αντικαταστάσεις µπορούν να γίνουν: 
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όπου η πρώτη δείχνει πως η πίεση αυξάνει την παθητική βαρύτητα, η δεύτερη δείχνει πως η 
πίεση ενισχύει την ενεργή βαρύτητα και η τελευταία πως ο καµπυλωµένος χώρος προκαλεί αυτό 
το φαινόµενο. 
 Ένα από τα κυριότερα προβλήµατα της σηµερινής αστροφυσικής είναι το πρόβληµα 
των ακτινικών διαταραχών µη σχετικιστικών αστέρων νετρονίων ως προς την σταθερότητά τους. 
Είναι αξιοπρόσεκτο ότι η σταθερότητα των στατικών µοντέλων, ως προς τις ακτινικές 
διαταραχές τους µπορεί να βρεθεί απλώς από τη σχέση της µάζας µε την ακτίνα. χωρίς κανένα 
ουσιαστικό υπολογισµό των συχνοτήτων ταλάντωσης.  
 Πρώτον προκύπτει ότι οι εξισώσεις Τ.Ο.V στην ισορροπία µπορούν να βρεθούν από 
µια αρχή µεγίστου στην οποία ψάχνουµε το µέγιστο της µάζας, που δίνεται από 

∫
∞

=
0

2)(4 drrrM ρπ  µε έναν σταθερό ολικό βαρυονικό αριθµό Ν. Ο αριθµός των βαρυονίων Ν 

βρίσκεται από το ολοκλήρωµα:   
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Το ότι το Ν είναι µια διατηρούµενη ποσότητα, βρίσκεται και από το νόµο διατήρησης του 
βαρυονικού αριθµού:    
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και µας δίνει σαν διατηρούµενο ολοκλήρωµα: 

      

 3tnu gd xΝ = −∫  (9.4) 

 
το οποίο για σφαιρική συµµετρία γίνεται ίδιο µε το ολοκλήρωµα στην σχέση 30.  
 Χρησιµοποιώντας την αρχή των µεταβολών και κάποιους πολλαπλασιαστές Lagrange, 
έχουµε:               

 0 0M µ δ− Ν =  (9.5) 

όπου 0µ  είναι µια σταθερά. που εκφράζει τη µεταβολή του n µε τη µεταβολή του ρ, µέσω της 

σχέσης: 

 
n
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δ δρ
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+

 (9.6) 

και καταλήγουµε στη σχέση Τ.Ο.V Εποµένως αν θεωρήσουµε την εξάρτηση της µάζας Μ και 
του βαρυονικού αριθµού Ν από την κεντρική πυκνότητα ρ, παίρνουµε τη σχέση:  
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 0
c c

dM dN

d d
µ

ρ ρ
=  (9.7) 

η οποία σηµαίνει ότι το µέγιστα του Μ και του Ν συµβαίνουν στα ίδια σηµεία στην 
µονοπαραµετρική ακολουθία ισορροπίας. 
 Αυτό το κριτήριο στηρίζεται στην παρατήρησή µας ότι ένας ακτινικός τρόπος 

ταλάντωσης, π.χ η ταλάντωση σε συγκεκριµένη συχνότητα nω , αλλάζει το χαρακτήρα της από 

ευσταθής σε ασταθής µόνο στο µέγιστο του Μ και Ν. Ο λόγος που γίνεται αυτό είναι ότι µια 

τέτοια αλλαγή γίνεται µόνο όταν 02 =nω , το οποίο σηµαίνει ότι µια άλλη λύση ισορροπίας 

ρ(r)+δρ(r) υπάρχει στην απειροστή γειτονιά, όπου δΜ=0 και δΝ=0, λόγω της διατήρησης της 

ενέργειας και του βαρυονικού αριθµού, αλλά 0≠cδρ . Μπορούµε αντί της πυκνότητας να 

χρησιµοποιήσουµε ως παράµετρο την ακτίνα R. Προσέχοντας το πρόσηµο του dR/dρ στην 
καµπύλη του σχήµατος 9.1 όπου έχει σχεδιαστεί η σχέση µάζας ακτίνας για την καταστατική 
εξίσωση του Max-Planck και φαίνεται ποιοι είναι οι ευσταθείς και ποιοι οι ασταθείς κλάδοι. 
Προκύπτει ότι για τους αστέρες νετρονίων υπάρχει µόνο ένας σταθερός κλάδος, που ξεκινά σε 

µια ελάχιστη µάζα περίπου 0,1
o

M  και συνεχίζει µέχρι τη µέγιστη µάζα η οποία παρουσιάζει 

µια ευαίσθητη εξάρτηση από την καταστατική επειδή η κεντρική πυκνότητα είναι πολύ πιο 
µακριά από την standard πυρηνική πυκνότητα. Αυτή η αβεβαιότητα επεκτείνεται και στις 
ακτίνες των αστέρων µεγαλύτερης µάζας, αλλά ο υπολογισµός µιας ακτίνας R=0 δεν είναι 
καθόλου κακός.  

       
  
          Μάζα ως προς την ακτίνα για αστέρες νετρονίων, λευκούς νάνους και πλανήτες. Τα αστέρια µεταξύ του ελαφρύτερου αστέρα νετρονίων (2) 
και του βαρύτερου λευκού νάνου (3) είναι ασταθή ως προς ακτινικές ταλαντώσεις και εποµένως δεν µπορούν να υπάρξουν στη φύση. Αν η 
παράξενη ύλη είναι πιο σταθερή από την πυρηνική τότε θα υπήρχε µια ολόκληρη περιοχή γεµάτη µε αντικείµενα αποτελούµενα από τέτοια ύλη. 
(Βλ. Αναφορά 5). 

 
 
 
 

9.2 Ταχέως ̟εριστρεφόµενοι Αστέρες. 
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 Η περίπτωση της αργής περιστροφής θεωρήθηκε για πρώτη φορά από τους Hartle και 
Thorne. Σε αυτή την περίπτωση η γωνιακή ταχύτητα Ω υποθέτουµε ότι είναι µικρή και 

φαινόµενα µέχρι 2Ω  τάξης και λαµβάνονται υπ΄όψιν στον καθορισµό της δοµής και των 
βαρυτικών πεδίων του αστέρα.  
 Αν θέλουµε να αφήσουµε την προσέγγιση για αργή περιστροφή, π.χ αν θέλουµε να 
φτιάξουµε µοντέλα για γρήγορα περιστρεφόµενους αστέρες νετρονίων, πρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε διαφορετικές µεθόδους.  Μια πρώτη προσέγγιση προς αυτή την κατεύθυνση 
είναι των Butterworth και Ipper που χρησιµοποίησαν οµογενή σώµατα σταθερής πυκνότητας. 
Βασισµένοι σε αυτή την µέθοδο, ο Friedman και οι συνεργάτες του υπολόγισαν λύσεις για 
περιστρεφόµενους αστέρες νετρονίων µε τη χρήση ρεαλιστικών εξισώσεων. Η αριθµητική 
µέθοδος που εφαρµόστηκε από αυτούς στηρίζεται στην άµεση διακριτοποίηση του πεδίου του 
Einstein για µια συγκεκριµένη παραµετροποίηση της µετρικής – για να είµαστε πιο ακριβείς 
ασχολήθηκαν µε τις γραµµικές εξισώσεις που προέκυψαν από τις εξισώσεις του Νεύτωνα. 
Πρόσφατα, φασµατικές µέθοδοι, αντί για διαφορετικές µεθόδους χρησιµοποιήθηκαν για την 
επίλυση  µερικών διαφορικών εξισώσεων, που περιγράφουν περιστρεφόµενα σώµατα στη γενική 
σχετικότητα.  
 Εδώ θα δείξουµε ότι ο φορµαλισµός της ελάχιστης επιφάνειας, όπως περιγράφηκε από 
τους Neugebaeur και Herold είναι µια πολύ βολική βάση για την ανάπτυξη αριθµητικών 
µεθόδων για τον υπολογισµό των βαρυτικών πεδίων και τη δοµή τέτοιων σωµάτων.  
 
Βασικός Φορµαλισµός. 
 

Ο χωρόχρονος που δηµιουργείται από έναν αποµονωµένο αστέρα, περιέχει δύο 

διανύσµατα Killing που αντιµετατίθεται: τα χρονοειδή ( )
t∂

∂=µξ  που εκφράζουν τη 

στατικότητα του προβλήµατος και τα χωροειδή ( )φµ ∂∂= /n  τα υπάρχουν υπάρχουν λόγω της 

αξονικής συµµετρίας. Η ιδιότητα Killing σηµαίνει ότι οι συντελεστές της µετρικής δεν 

εξαρτώνται από τις συντεταγµένες φ== 30 , xtx : 

     

 0, 0g g
t µν µνφ

∂ ∂= =
∂ ∂

 (9.8) 

 

Οι άλλες χωρικές συντεταγµένες 21, xx , δεν θα καθοριστούν σε αυτό το στάδιο.  µπορούν να 

είναι σφαιρικές συντεταγµένες ρ,z ή σφαιρικές συντεταγµένες r,θ 

  Αν δεν υπάρχει καµία χρονική αντιστροφή ( )tt −→  και λόγω και του 

αναλλοίωτου του προβλήµατος λόγω περιστροφής έχουµε τη συνδυασµένη συµµετρία: 

( )φφ −→−→ ,tt . Εποµένως προκύπτει ότι 021 == tt gg  και .021 == φφ gg  και η µετρική 

µπορεί να ξαναγραφεί ως: 
       

 2 2 22 a b
tt t abds g dt g dtd g d g dx dxφ φφφ φ= + + +  (9.9) 

 

όπου οι συνιστώσες της µετρικής είναι συναρτήσεις των 21, xx . Υπάρχουν διάφορες πιθανότητες 

για την παραµετροποίηση αυτής της µετρικής. Στους Neugebauer και Herold, ακολουθήθηκε η 
ακόλουθη µορφή: 
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 ( ) ( )22 2 2 2 2U U a b
abds e dt Ad e dx dx W dφ γ φ−= − + + +  (9.10) 

 
Αυτό σηµαίνει ότι οι συνιστώσες της µετρικής δίνονται από τις σχέσεις: 
     

 
2 2

2 2 2 2 2

,

,

U U
tt t

U U U
ab ab

g e g e A

g e W e A g e

φ

φφ γ− −

= − = −

= − =
 (9.11) 

 

Πρέπει να προσεχθεί ότι φφφ ggg ttt ,,  και εποµένως και τα U, A και W είναι ποσότητες 

αναλλοίωτες, µιας και µπορούν να εκφραστούν µέσω δύο διανυσµάτων Killing: 
 

    =ttg ξξ ,  =φtg ξn  ,  nn=φφg  

 
Στα επόµενα θα χρησιµοποιήσουµε τη µορφή: 
  

 ( )22 2 2 2 2a b
abds e dt e dx dx W d dtν ν γ φ ω−  = − + + −

   (9.12) 

 
και οι συνιστώσες της µετρικής δίνονται: 
 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2

,

,

tt t

ab ab

g e e W g e W

g e W g e

ν ν ν
φ

ν ν
φφ

ω ω

γ

− −

− −

= − + = −

= =
 (9.13) 

 
και τα παλιά δυναµικά U και A συνδέονται µε τα καινούργια µέσω των σχέσεων: 
 

 
( )

( )
2 2 2 2 4

2 4 2 2 4

1

1

Ue e W e

W e W e

ν ν

ν ν

ω

ω ω

−

− −

= −

Α = −
 (9.14) 

 

Η καινούργια µορφή της µετρικής είναι προτιµητέα επειδή το πρόσηµο του ttg , µπορεί να 

αλλάζει. Το εκθετικό στην 9.14 για την φφg , δεν είναι πρόβληµα επειδή το 0>φφg  είναι πάντα 

αληθές λόγω του αζιµουθιακού χαρακτήρα της συντεταγµένης φ.  
 Έχοντας συζητήσει τις υποθέσεις για τη στατικότητα της µετρικής, τους χωροχρόνους 
µε αξονική συµµετρία, θα ασχοληθούµε τώρα µε τις µεταβλητές της ύλης. Υποθέτουµε ότι η 
ύλη είναι ένα τέλειο ρευστό το οποίο περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα Ω. Εποµένως έχουµε 
για τις συνιστώσες της τετραταχύτητας:   
  

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , 0t tu u x x u u x x u uφ φ= = = =  (9.15) 

 

και επειδή tuudtd // φφ ==Ω , η σχέση tuu Ω=φ . Αυτό σηµαίνει ότι η τετραταχύτητα 

δίνεται από τη:    

 ( ) ( ) ( )V Vu e e n
t

µ µ µξ
φ

− − ∂ ∂  = + Ω = + Ω   ∂ ∂ 
 (9.16) 
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όπου ο παράγοντας Ve− , χρειάζεται για την κανονικοποίηση uu=-1. Εισάγοντας εδώ την 
µετρική µαζί µε την 9.14, βρίσκουµε: 

 1 ( )22 2 2 41Ve e W eν νω − = − Ω −
   (9.17) 

 
Η αντίστοιχα : 

 ( )2 2 41
ln 1

2
V W e νν ω − = + − Ω −   (9.18) 

 
Στο µη σχετικιστικό όριο ν<<1, W=ρ, ω=0, και Ωρ<<1, η έκφραση 9.41 γίνεται η 

22

2

1 ρΩ−= vV , που είναι το άθροισµα του Νευτώνειου και του φυγόκεντρου δυναµικού.  

 Η διατήρηση ενέργειας-ορµής µπορεί να υπολογιστεί από την τετραταχύτητα που 
συζητήσαµε παραπάνω και οδηγεί σε µία γενίκευση της εξίσωσης πίεσης της σφαιρικά 
συµµετρικής περίπτωσης. Ένας άµεσος υπολογισµός µας δίνει τις δύο σχέσεις ισορροπίας 
πιέσεων (α=1,2):      

 ( )a a

p V
p

x x
ρ∂ ∂= − +

∂ ∂
 (9.19) 

 
από τις οποίες βλέπει κανείς ότι η πίεση και η πυκνότητα µάζας ρ, εξαρτώνται µόνο από το 
δυναµικό V. Αυτή η συνάρτηση πρέπει να ικανοποιεί τις:                          

 ( )
dp

p p
dV

ρ + = −  (9.20) 

Για δοθείσα καταστατική εξίσωση ρ=ρ(p), η διαφορική εξίσωση , µπορεί να ολοκληρωθεί για να 
µας δώσει την συνάρτηση p=p(V).  
 Μας είναι γνωστό από την αρχή των µεταβολών ότι η µεταβολή του όρου , ενός 

συστήµατος υλικών σηµείων ως προς την µετρική µνg , µας δίνει τον τελεστή ενέργειας-ορµής 

της ύλης:           

 41

2
d x gT gµν

µνδ δΜΙ = −∫  (9.21) 

και αν το µορφοποιήσουµε για ένα τέλεια υγρό σε οµαλή περιστροφή, βρίσκουµε ότι µπορούµε 
να εφαρµόσουµε το ολοκλήρωµα δράσης:          

 4 ( )d x g p VΜΙ = −∫  (9.22) 

 
µε τη συνάρτηση πίεσης όπως την βρήκαµε παραπάνω. Αυτό γίνεται εφικτό από τον υπολογισµό 
της µεταβολής: 

 4 1
( )

2

dp
d x g g g p V V

dV
µν

µνδ δ δΜ
 Ι = − +  ∫  (9.23) 

 

και καθορίζοντας το δV από τη σχέση: ( )( )ννµµ
µν ξξ nnge V Ω+Ω+−=2  ως 

µν
νµ δδ guuV

2

1−= . Το τελευταίο αποτέλεσµα, εισάγεται στην (4.59)  και µας οδηγεί µε τη 

βοήθεια της 4.54 στην: 
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 ( )41

2
d x g g pg p u uµν µ ν

µνδ δ ρΜ  Ι = − + + ∫  (9.24) 

που είναι η σωστή µορφή για τον τελεστή ενέργειας-ορµής ενός τέλειου ρευστού.  
 Εκτός από το ολοκλήρωµα της δράσης, χρειαζόµαστε το ολοκλήρωµα για το βαρυτικό 
πεδίο, π.χ.  το ολοκλήρωµα δράσης του Einstein-Hilbert:                       

 41

16GI d x g R
Gπ

= −∫  (9.25) 

Το ολοκλήρωµα της (9.25) µπορεί να χωριστεί σε έναν όρο quadratic στα σύµβολα Cristoffel 
και έναν όρο: 
    

 ( )
,

g R g R gS λ

λ
− = − + −%  (9.26) 

όπου χρησιµοποιήσαµε τους συµβολισµούς: 
                         

 
( )R g

S g g

µν κ λ λ κ
µλ νκ µν λκ

λ µν λ µλ κ
µν µκ

= Γ Γ − Γ Γ

= Γ − Γ

%

 (9.27) 

 
έχουν εισαχθεί. Εισάγοντας την µετρική σε αυτές τις εκφράσεις µπορούµε να έχουµε έναν 

άµεσο υπολογισµό, χρησιµοποιώντας για παράδειγµα την σχέση γν2−=− Weg ε, µε 

( )abγγ det= : 

( ) ( ), 3 4 ,
, ,

1
2 ,

2
ab c bc a ab c d c d

a bc bc ad bc ab cdg R W v W e ΅ W Wα ν α
α αγ ν ω ω γ γ γ− − = − + + Γ − Γ + Γ Γ − Γ Γ  

%

 (9.28) 
και: 
 

 ( ), ,2 2a a bc a ab c
bc bcgS W W Wαγ ν γ γ − = − + + Γ − Γ   (9.29) 

 

Σε αυτές τις εκφράσεις οι δείκτες πηγαίνουν πάνω µε τους αντίστροφους πίνακες abγ , και a
bcΓ , 

είναι τα σύµβολα Cristofell της µετρικής abγ .  Ο τανυστής Ricci µπορεί να γραφτεί σε µία 

κάπως διαφορετική µορφή της µετρικής abγ  και συγκεκριµένα της: 

     

 ( ) 2, 3 4 , , ,
, ,

,

1
2 2 2

2
ag R W W e W W W Rα ν α α

α α α
γ ν ν ω ω γ ν γ−   − = − + + − + +    

 (9.30) 
 
Για τον υπολογισµό του R, χρησιµοποιούµε την βολικότερη µορφή της µετρικής: 
     

 (2) 2 2 2 2( )a b k
bds dx dx e d dzαγ ρ≡ = +  (9.31) 

και παίρνουµε:       

 (2) 2
,

k
aaR e k= −  (9.32) 
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Ένα µειονέκτηµα του k σε σχέση µε τα υπόλοιπα δυναµικά της µετρικής είναι ότι δεν είναι 
αναλλοίωτο και έτσι εισάγουµε την ποσότητα: 
       

 2 2 ,
, , ,: ab
a be W W e W Wζ ν µ

µγ− −= =  (9.33) 

από την οποία προκύπτει η σχέση:  

 ( )22 2ke e Wζ= ∇  (9.34) 

και ο τελεστής βαθµίδας χρησιµοποιείται µε τη γνωστή του ευκλείδεια έννοια: 
                           

 ( )2 2 2
, ,zW W Wρ∇ = +  (9.35) 

 
O µετασχηµατισµός από ισοτροπικές σε αυθαίρετες συντεταγµένες δίνει: 
                     

 ( )2 2 2
, ,

cd a b
c d abds e W W h h dx dxζ=  (9.36) 

 
Εξαλείφοντας το k στην (9.54) µέσω της (9.57) παίρνουµε: 
                    

 ( )(2) , 2 , ,2 b a
b

a
R e W Wα ζγ γ ζ = − +   (9.37) 

     
Από όλα τα προηγούµενα καταλήγουµε σε µία συµπυκνωµένη µορφή για το ολοκλήρωµα 
δράσης της βαρύτητας και συγκεκριµένα:                      

 ( ), 3 4 , ,
, , ,

,

1
2 2 2

2
a

a
a

g R W W e W Qα ν α α
α αγ ν ν ω ω ζ γ− − = − + + + 

 
 (9.38) 

όπου:       

 , , 2 , ,(a a b a
bQ W U e W Wα ζζ= − −  (9.39) 

 
Συνοψίζοντας γράφουµε το ολικό ολοκλήρωµα δράσης ως:    

 
2

2

1
1

( )
t

t

G M G M t
t

I I L L dt Ldt+ = + =∫ ∫  (9.40) 

και βρίσκουµε για το βαρυτικό του µέρος: 
                

 1 2 3 4
, , , , , ,

1 1
2 2

8 2
ab

G b b a bL dx dx hh W W e W
G

ν
α αν ν ω ω ζ− = − + + 

 ∫  (9.41) 

 
και από το κοµµάτι της ύλης:   

 1 2 2 2
, ,2 ( )ab

M a bL dx dx hh We e W W p Vν ζπ −= ∫  (9.42) 

 
  Μπορεί να δειχτεί ότι ο φορµαλισµός που ακολουθήσαµε είναι ένα πρόβληµα 
ελαχίστων επιφανειών σε ένα αυθαίρετο δυναµικό Riemann, µε συντεταγµένες v,ω,W,ζ  και µια 
καλά καθορισµένη µετρική. Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein είναι ισοδύναµες µε τη λύση ενός 
τέτοιου προβλήµατος. Η Λαγκρανζιανή µας δίνει µια αρχή µεταβολών που είναι η βάση για την 
αριθµητική λύση του προβλήµατος. Εποµένως η Λαγκρανζιανή που η µεταβολή της πρέπει να 
µηδενίζεται δL=0, δίνεται από την: 
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 ( ) ( )
/ 2

2 23 4 2 2 2

0 0

1 1
8 ( )( )

2 4
L d drr W W e W GWe p V W

G

π
ν ζ νθ ν ω ζ π

∞
− − = − ∇ + ∇ + ∇ ∇ + ∇  ∫ ∫

 (9.43) 
 
και θα έπρεπε να θεωρείται ως συναρτησοειδές των τεσσάρων δυναµικών ν,ω,ζ,W. Έχουµε 
πλέον µεταπηδήσει σε σφαιρικές συντεταγµένες και έχουµε υποθέσει και συµµετρία ως προς το 
επίπεδο (z=0 ή θ=π/2). Η µετρική στα πλαίσια των νέων συντεταγµένων είναι: 

       

 ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2 2ds e dt e e W dr r d W d dtν ν ζ θ φ ω−  = − + ∇ + + −
 

 (9.44) 

  
Θα µπορούσε κανείς να πάρει τις εξισώσεις πεδίου κάνοντας µεταβολές της Λαγκρανζιανής ως 
προς τα ω,ν,ζ,W, οδηγώντας µας σε ένα σύστηµα τεσσάρων συζευγµένων µερικών διαφορικών 
εξισώσεων, αλλά στην περίπτωσή µας αυτό δεν είναι απαραίτητο. 
 Στην προσέγγιση µας  δεν ξεχωρίσαµε περιοχές στον αστέρα και η συνθήκη που 
ξεχωρίζει το εξωτερικό του είναι η p(V)=0 που οδηγεί και σε µηδενισµό του τελευταίου όρου 
στην (4.80).  Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι οι παράµετροι που περιγράφουν ένα αστέρι 

είναι η γωνιακή ταχύτητα Ω και η βαρύτητα στην επιφάνειά του 0V , η οποία περιγράφει το 

πόσο συµπαγές είναι το σύστηµα. 
 
 Λόγω της περιστροφής, θα έχω αλλαγές στην πίεση και στην ενεργειακή πυκνότητα. Ο 

τανυστής πυκνότητας-ορµής Tµν  παίρνει την µορφή: 

 

     0
0µν µ µνΤ = Τ + ∆Τ  

 
µε: 
 

                             

0 ( )

( )

P u u Pg

u u Pg
µν µ ν µν

µν µ ν µν

ε
ε

Τ = + +

∆Τ = ∆ + ∆Ρ + ∆
 

 
P,ε και ρ  είναι ποσότητες σε ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς που κινείται µαζί µε το ρευστό σε 
κάθε στιγµή µέτρησης. Για τις παραµορφώσεις λόγω περιστροφής, υποθέτουµε ένα ανάπτυγµα 
πολυπόλου µέχρι δεύτερης τάξης. (όπου P2 είναι τα αναπτύγµατα Legendre). 
 

         

0 2 2( )( (cos ))P P p p P

P
P

P
P

ε θ
εε

ρρ

∆ = + +
∂∆ = ∆
∂
∂∆ = ∆
∂

 

 
Για τους παραµορφωµένους και περιστρεφόµενους αστέρες µε συχνότητα περιστροφής Ω 
πρέπει να χρησιµοποιήσουµε µια γενικευµένη σχέση για την µετρική: 
 

  2 2 ( , , ) 2 2 2 2 2 2 2 3( ( , ) ) ( )rds e dt e d r dt e d e dr Oν θ φ ψ µ λφ ω θ= − + − Ω + + + Ω  
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όπου το ω(r) δηλώνει την γωνιακή ταχύτητα του τοπικού συστήµατος αναφοράς, το οποίο λόγω 
της παράσυρσης των τοπικών συστηµάτων είναι ανάλογο του Ω.  
 Οι συναρτήσεις της µετρικής που αντιστοιχούν σε στατική περιστροφή και αξονική 
συµµετρία ως προς τον άξονα περιστροφής γράφονται ως αναπτύγµατα δεύτερης τάξης µε την 
ακόλουθη µορφή: 
 

                 
 
H γωνιακή ταχύτητα στο τοπικό σύστηµα αναφοράς καθορίζεται από την διαφορική εξίσωση: 
 

   4 3 ( )
( ( ( ) ) 4 ( ) 0, s

d d da r
r a r r r r R

dr dr dr

ω ω+ = <  

 

όπου ω(r) είναι οµαλό για r=0 µε 0
d

dr

ω = .Το α(r) δηλώνει: 

 

    ( )( ) 1 ( )ra r e rφ γ−= −  

Εκτός του αστέρα η περίοδος δίνεται από τη σχέση: 
 

    3

2
( , ) ( ),r J r R

r
ω Ω = Ω − Ω >  

Η ολική γωνιακή ορµή καθορίζεται από: 
 

    
4

( ) ( )
6 s

s
r R

R d
J

dr

ω
=Ω =  

 
Για τις δύο τελευταίες εξισώσεις, βρίσκουµε ότι η γωνιακή συχνότητα Ω σαν συνάρτηση της 

κεντρικής γωνιακής ταχύτητας ( 0)c rω ω= = είναι: 

 

            
3

2
( ) ( ) ( )c s

s

R J
R

ω ωΩ = + Ω  

 
Η αδρανειακή ορµή δίνεται από τη σχέση Ι=J/Ω που παίρνει τη µορφή: 
 

              
4

0

( ) 8
3 1 ( )

RJ P
dvr e

r
φπ ε ω

γ
−Ω + − ΩΙ = =

Ω Ω−∫  
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Σχετικιστικές αλλαγές από την Νευτώνεια τιµή προκαλούνται από την παράσυρση των 

αδρανειακών συστηµάτων. Για παράδειγµα το /ω Ω , και η ερυθροµετάθεση ( ie φ− )  και η 

καµπύλωση του χώρου 1/ 2((1 ( )) )rγ −− . Για αργά περιστρεφόµενους αστέρες µπορούµε να 

αγνοήσουµε τις παραµορφώσεις από την παράσυρση και περιστροφή  
 

9.3 Παρατηρησιακά  ∆εδοµένα. 
  
 Ένα από τα πλέον ενδιαφέροντα ζητήµατα στην φυσική των αστέρων νετρονίων είναι το 
αν οι χρησιµοποιούµενες E.O.S συµφωνούν µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα τα οποία είναι και 
ένα κριτήριο της ορθότητας των υποθέσεών µας για υψηλές πυκνότητες. ∆υστυχώς όµως, οι 
περισσότερες από αυτές σε ότι αφορά ιδιότητες, όπως η ακτίνα ή η µάζα του αστέρα δίνουν 
αποτελέσµατα που είναι εντός των παρατηρούµενων τιµών.  
 Ένα πιο αποτελεσµατικό κριτήριο µπορεί να είναι η ευστάθεια του αστέρα ως προς την 
περιστροφή και µιας και δεν µας είναι γνωστό κάποιο κριτήριο ως προς την ευστάθεια 
περιστρεφόµενων αντικειµένων στα πλαίσια της Γ.Θ.Σ ως ένα τέτοιο κριτήριο θα θεωρήσουµε 
το κριτήριο του Kepler το οποίο θέτει ένα απόλυτο άνω όριο στην περιστροφή του αστέρα. την 

προκύπτουσα συχνότητα Kepler, KΩ . Για συχνότητες µεγαλύτερης αυτής, η αστάθεια 

προκύπτει λόγω της αποβολής µάζας  και του σχηµατισµού δίσκου προσαύξησης.. Η συχνότητα 
αυτή, δίνεται από τη σχέση: 
 

    ( ) ( )

,
( ) ( )

eq
e Vν ψ ω

Κ

Ω − Ω

Ω=Ω
 Ω = Ω + Ω   

 
µε: 

   

2
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΄ ΄ ΄

ψ ν ψ νω ν ω
ψ ψ ω ψ ω
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που πρέπει να υπολογιστεί στον equator. V είναι η τροχιακή ταχύτητα ενός µετακινούµενου 
µαζί µε το σύστηµα παρατηρητή σχετικά µε έναν τοπικό ακίνητο. Παράλειψη των διαταραχών 

δίνει 2 2( , 1)h u <<  και της παράσυρσης των τοπικών αδρανειακών συστηµάτων δίνει: 

 

          
1

, 1
2 1
eq

eq eq c eq

eq

V R
γ

γ
γ

= → Ω →
−

 

 
µε: 
 

       3
s

c
s

M

R
Ω ≡  

 
 Το Νευτώνειο αποτέλεσµα προκύπτει αν χρησιµοποιήσουµε µια γεωµετρία επίπεδου-
χωροχρόνου. Η συχνότητα Kepler για τον βαρύτερο αστέρα νετρονίων βρίσκεται από την 
σχέση: 

     3

2

3
S

sRΚ
ΜΩ =  
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η οποία έχει το πλεονέκτηµα ότι χρειαζόµαστε µόνο τα αποτελέσµατα από ένα µοντέλο µη 
περιστρεφόµενου αστέρα.  
 Όπως είπαµε και πριν το κριτήριο του Kepler µας δίνει µόνο ένα άνω όριο. Οι 
αστάθειες βαρυτικών κυµάτων σε έναν περιστρεφόµενο αστέρα είναι πιθανόν να χαµηλώσουν 

την µέγιστη συχνότητα περιστροφής κάτω από το ΚΩ . Η κρίσιµη συχνότητα για την εµφάνιση 

ενός τρόπου ταλάντωσης είναι: 
 

    

1/ 2 1

,

,

(0)
( ) ( )

m

g mm
m m m m

r m

a
m

ν ν ν
µ

τω γ
τ

+   Ω = Ω + Ω    
   

 

 
όπου το ν δηλώνει την viscosity, εξαρτώµενη από την θερµοκρασία Τ. Οι εκφράσεις για τους 
χρόνους απόσβεση τ των βαρυτικών κυµάτων , και των surface mode, µπορούν να βρεθούν στις 
αναφορές..  
   
 

                    
           Εικ 9.3  Κεντρική ̟υκνότητα ως ̟ρος την συχνότητα 
̟εριστροφής για διάφορους N.S. µε σταθερό βαρυονικό αριθµό 
σε κάθε ̟ερί̟τωση. (Βλ.Αναφορά 5).        

 
Ένα άλλο στοιχείο ισορροπίας που είναι πολύ σηµαντικό και το οποίο παρατηρούµε 

στην ακολουθία των ισορροπιών είναι η βαρυτική µάζα.  Η βαρυτική µάζα φαίνεται να 
ταλαντώνεται, η συµπεριφορά όµως αυτή είναι λανθασµένη και οφείλεται σε λάθη τερµατισµού. 
Η ταλαντωτική συµπεριφορά, αν ήταν σωστή θα αντιστοιχούσε σε ένα µέρος µιας ακολουθίας 
που είναι ασταθής σε ηµι-ακτινικές διαταραχές. . Σε αυτή την ακολουθία, πριν εµφανιστεί ο 
πυρήνας των quark. τα µοντέλα ισορροπίας είναι ευσταθή, ενώ ο αστέρας χάνει κινητική 
ενέργεια Τ και στροφορµή J και η ακτίνα µειώνεται µόνο λόγω της µείωσης του flattening κατά 
τη διάρκεια της spin-down περιόδου του αστέρα..  
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Όταν ο καθαρός πυρήνας των quark, εµφανιστεί στο κέντρο του αστέρα η ακτίνα 
αρχίζει να µειώνεται σηµαντικά και η EOS γίνεται πιο µαλακή. Κοιτώντας τα µοντέλα µε 
µεγαλύτερες κεντρικές πυκνότητες κατά την ακολουθία των ισορροπιών η γωνιακή ταχύτητα Ω, 
η γωνιακή ορµή J η κινητική ενέργεια Τ και η απόλυτη τιµή της βαρυτικής ενέργειας σύνδεσης 
Μ αυξάνονται. Έτσι ο αστέρας δεν µπορεί πλέον να εξελίσσεται κατά την ακολουθία των 
περιστρεφόµενων αστέρων καταναλώνοντας την ήδη διαθέσιµη από τον αστέρα µάζα-ενέργεια.  
 Από την εικόνα 9.3 µπορεί να φανεί ότι η µείωση στην ταχύτητα περιστροφής ενός 
αστέρα προκαλεί µια σηµαντική αύξηση της κεντρικής του πυκνότητας. Από την εικόνα 9.3 
φαίνεται η κεντρική πυκνότητα ενός αστέρα µε µάζα Μ=1,42 ηλιακές µάζες, υπολογιζόµενη µε 

µία µαλακή καταστατική εξίσωση  να αυξάνει από 450 2/MeV c  που είναι για συχνότητα 

περιστροφής ίση µε την Kepler σε τιµές πάνω από 21500 /MeV c  για µηδενική περιστροφή, 
δηλαδή κατά 66%. Τέτοιες δραµατικές αλλαγές στην εσωτερική πυκνότητα του αστέρα, που 
συνοδεύουν τις αλλαγές στη συχνότητα περιστροφής, µπορούν να αλλάξουν δραµατικά τη 
σύσταση του αστέρα. Αν η µάζα και η αρχική συχνότητα του αστέρα είναι τέτοια που κατά τη 
διάρκεια του spinning down η πυκνότητα στο εσωτερικό να ξεπεράσει την κρίσιµη πυκνότητα 
για την οποία έχουµε την αλλαγή φάσης από quark σε αδρόνια (ξεκινώντας από το κέντρο και 
επεκτεινόµενη ακτινικά προς τα έξω) τότε η ύλη θα µετατρέπεται σταδιακά από την σχετικά 
ασυµπιέστη πυρηνική ύλη στην πιο συµπιεσµένη ύλη των quark όπως φαίνεται και στην 9.4. Το 
µεγάλο βάρος των υπερκείµενων στρωµάτων της πυρηνικής ύλης τείνει να συµπιέσει τον πυρήνα 
της ύλης των quark και αυτό προκαλεί την συρρίκνωση ολόκληρου του αστέρα σε µια κλίµακα 
των εκατοντάδων µέτρων. Η συγκέντρωση µάζας στον πυρήνα θα αυξηθεί επιπλέον λόγω της 
αύξησης της βαρυτικής έλξης του πυρήνα των quark στα υπερκείµενα στρώµατα της πυρηνικής 
ύλης. Η ορµή εποµένως µειώνεται απότοµα µε την αύξηση της περιστροφικής συχνότητας, όσο 
η νέα φάση ύλης κυριαρχεί σε ένα µεγαλύτερο κοµµάτι του αστέρα (Εικ 9.5, 9.6).  

                                        
  Εικ 9.4  Λόγος της ύλης quark ̟ρος την ύλη 

αδρονίων συναρτήση της συχνότητας 
̟εριστροφής.(Βλ. Αναφορά 5). 

 
Η εικόνα 9.5 δείχνει την αδρανειακή ορµή Ι, όπως υπολογίζεται από την       για διάφορα 
αστέρια ίδιου βαρυονικού αριθµού αλλά διαφορετικής σύστασης. Συγκεκριµένα για quark-

hybrid ( 300
180

K
BG ), για αστέρα µόνο µε υπερόνια (n,p,Η), µόνο µε (n,p). Ο αστέρας συρρικνώνεται 

όσο µικρότερη η περιοχή του πυρήνα quark. Η µείωση στην τιµή του Ι που δίνει το µοντέλο µε 
µάζα Μ=1,42 δύσκολα ερµηνεύεται από κάποιο άλλο σενάριο εκτός αυτού του υβριδικού 
αστέρα. Η εµφάνιση υπερονίων τροποποιεί ελάχιστα την καταστατική και δεν µπορεί να 
δικαιολογήσει την µείωση της τιµής του Ι. Βέβαια τα υπερόνια µπορούν να προκαλέσουν µια 
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µεταβολή της ροπής αδράνειας. backbending το οποίο είτε θα καταλήξει οµαλά µέσω µια 
συνεχούς µετάβασης σε µια ελάττωση της ιδιοστροφορµής του αστέρα, είτε ασταθώς. Η 
παρατήρηση του backbending είναι ένα στοιχείο για την ύπαρξη ενός πυρήνα quark. Η µείωση 
της ροπής αδράνειας από την µεταβολή φάσης quark σε υπερόνια, κυριαρχεί στην µεταβολή 
του σχήµατος του αστέρα λόγω µείωσης του κεντρόφυγου δυναµικού µέσω της απώλειας 
περιστροφικής ενέργειας  κατά την περίοδο του  
 
 

 
  Εικ 9.5 – 9.6.  Εξάρτηση της δοµής του αστέρα α̟ό τη συχνότητα. Υ̟ολογισµένη για µάζα 

αστέρα Μ=1,42 M
�

. Οµοίως µε την 9.5 αλλά για την ̟ολική διεύθυνση.  

 
 
spin down. Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε ότι η παράγωγος του Ω πρέπει να µειώνεται 
κατά απόλυτο µέγεθος, που σηµαίνει ότι µπορεί να αλλάξει και πρόσηµο και να έχουµε ακόµη 
και αύξηση της συχνότητας περιστροφής του αστέρα. Αυτή η ανώµαλη συµπεριφορά του Ι είναι 
ανάλογη του φαινοµένου backbending της πυρηνικής. Σε αυτό ο πυρήνας ενός ατόµου αλλάζει 
απότοµα της ορµή του, λόγω αλλαγής φάσης από µια κατάσταση ευθυγραµµισµένη µε το spin 
σε υψηλές ορµές, σε µία φάση ενός συσχετισµού ζεύγους σωµατιδίων σε χαµηλότερες ορµές. 
Στην περίπτωση ενός N.S αυτό φαίνεται στην (9.7) όπου οι αστέρες που εξελίσσονται από το 

σηµείο α στο β, επιταχύνουν την περιστροφή τους ( 0)Ω >& , ενώ όσοι πάνε από το β στο α (που 

µπορεί να είναι αστέρες που εκκρίνουν ύλη) έχουν µια µείωση της περιστροφής τους.  
 Υπάρχουν πολλοί µηχανισµοί που µπορούν να προκαλέσουν τη µείωση της γωνιακής 
ταχύτητας και µέσω των οποίων χάνει ενέργεια ένας Pulsar. Τέτοιοι είναι η ακτινοβολία 
µαγνητικού διπόλου, ή η εκποµπή φορτισµένων σωµατιδίων. Από την διατήρηση της ενέργειας 
προκύπτει: 
 

    2 11
( )

2
ndE d

I C
dt dt

+ = Ω Ω = − Ω 
 

 

 

Στην περίπτωση της εκποµπής ακτινοβολίας µαγνητικού διπόλου η σταθερά 2 22
sin

3
C aµ=  

όπου το µ δηλώνει την µαγνητική ορµή του αστέρα. Η ποσότητα n, στην εξίσωση για την 
απώλεια ενέργειας είναι ο λεγόµενος συντελεστής επιβράδυνσης (braking index). Είναι ίσος µε 3 
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αν µένει σταθερός κατά την διάρκεια µεταβολής της ιδιοπεριστροφής του αστέρα. Αν η γωνιακή 
ταχύτητα Ω είναι η µόνη εξαρτώµενη του χρόνου ποσότητα τότε έχουµε: 
 

     nΩ = −ΚΩ&  
 

                     
    Εικ 9.7      
Ορµή ως ̟ρος την συχνότητα 
̟εριστροφής για quark-hybrid star µε 

µάζα 1,421M M=
�

 ̟ου 

χαρακτηρίζεται α̟ό ένα backbending 
του Ι για τα σηµεία α και b. (Βλ. 
Αναφορά 5). 

 
 
και προκύπτει ότι η ηλικίας του spin-down είναι ίση µε: 
 

            1( 1) /nτ −= − − Ω Ω&  

 
µε  n=3 για την απώλεια ενέργειας που περιγράφεται από την εκποµπή ακτινοβολίας διπόλου. 
Παρ’ όλα αυτά η ορµή δεν είναι σταθερή και εξαρτάται από αλλαγές στην περιστροφική 
συχνότητα αναλόγως µε το πόσο σκληρή η µαλακή είναι η καταστατική µας. Αυτή η εξάρτηση 
κάνει και τον δείκτη n να εξαρτάται της συχνότητας Ω. Εποµένως κατά τη διάρκεια 
οποιασδήποτε περιόδου παρατήρησης, ο braking index µετριέται να είναι διαφορετικός από 
την τιµή 3. Το πόσο εξαρτάται από τον pulsar που µελετάµε και την συχνότητά του. Όταν 
ληφθεί υπ’ όψιν και η εξάρτηση της συχνότητας από την ορµή τότε η προηγούµενη εξίσωση 
γίνεται: 

    12 (2 ( / ))nC I dI d −Ω = − Ω + Ω Ω&  

 
Εποµένως πρέπει να εξαρτάται και από την µάζα και από την εσωτερική σύσταση του αστέρα 
και να µην είναι ένας απλός πολυωνυµικός νόµος.  Για τον συντελεστή επιβράδυνσης παίρνουµε 
τη σχέση: 
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Και βλέπουµε την εξάρτησή του από το Ω. Την τιµή 3 την παίρνει µόνο αν το I είναι 
ανεξάρτητο της συχνότητας. Βέβαια από τα µέχρι τώρα παρατηρησιακά δεδοµένα για αργά  
 

    
  Εικ 9.8 Συντελεστής ε̟ιβράδυνσης ως ̟ρος 
χρόνο για υβριδικό αστέρα νετρονίων, µε µάζα 

Μ=1.421 M
�

. Η ̟ερίοδος ό̟ου ο n εµφανίζει ανωµαλία 

λόγω της εµφάνισης των ελεύθερων quark σηµειώνεται 
αντιστοιχεί στη γραµµοσκιασµένη ̟εριοχή. (Βλ. 
Αναφορά 5). 

 
 
περιστρεφόµενους Pulsar η αλλαγή στη φυγόκεντρη δύναµη είναι πολλή µικρή για να δώσει µια 
σηµαντική µεταβολή του δείκτη n. Εποµένως περιµένουµε µια σηµαντική µεταβολή του µόνο 
σε millisecond pulsar. Σε αυτούς η αλλαγή φάσης quark-hadron µπορεί να γίνει µόνο αν 
περιστρέφονται κοντά στη µέγιστη κορυφή µάζας που καθορίζει η καταστατική που τους 
περιγράφει. Αλλιώς το ποσοστό των quark µπορεί να µην είναι αρκετό για να έχουµε την 
αναµενόµενη συρρίκνωση. Βέβαια για millisecond pulsar η µέτρηση του δείκτη n επηρεάζεται 
από τον πολύ υψηλό θόρυβο που έχουν τα δεδοµένα, λόγω του µικρού χρόνου µέτρησης. Το 
χρονικό διάστηµα που διαρκεί αυτή η ανωµαλία στο n δίνεται από τη σχέση: 
 

             / /P P∆Τ = −∆Ω Ω = ∆& &  
 
Όπου ∆Ω είναι το χρονικό διάστηµα της ανωµαλίας. Το διάστηµα για το οποίο το n(Ω) είναι 

µικρότερο από µηδέν και µεγαλύτερο από έξι είναι 1100s−∆Ω = −  ή 
2 42 / 3 10P π −∆ = − ∆Ω Ω = ×  για Ω=1370 1s− . Εποµένως για έναν millisecond pulsar του 

οποίου η παράγωγος της περιόδου είναι 1910P −=&  βρίσκω ∆Τ= 810 . Η ηλικία τέτοιων pulsar 

είναι 910  χρόνια. Εποµένως περιµένουµε περίπου το 10% των 30 µέχρι σήµερα γνωστών 
millisecond pulsar να είναι στην εποχή µετάβασης κατά την οποία ο καθαρός πυρήνας quark 
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ξεκινάει να σχηµατίζεται στο κέντρο τους. Αυτοί οι pulsar µας δίνουν το σήµα για την έναρξη 
της φάσης των ελεύθερων quark.  
Στηριγµένη στις ιδιότητες περιστρεφόµενων αστέρων και στα παρατηρησιακά δεδοµένα που 
τους αφορούν είναι και η ιδέα για την ανίχνευση της πιθανότητας ύπαρξης µια µεταβολής 
φάσεως στο εσωτερικό των αστέρων νετρονίων. 
 Σύµφωνα µε τον Gleddening, όταν ένας ταχέως περιστεφόµενως αστέρας, µειώνει τη 
στροφορµή του, τότε η κεντρική του πυκνότητα αυξάνει µε το χρόνο. Από την άλλη έχουµε 
ήδη πει ότι σε συγκεκριµένες πυκνότητες µπορεί να προκύψει µια µεικτή φάση αδρονίων-quark, 
ενώ σε ακόµη υψηλότερες πυκνότητες είναι δυνατό να εµφανιστεί ένας πυρήνας quark. Από τη 
µελέτη ακολουθιών spin-down έγινε αντιληπτό ότι όταν εµφανίζεται αυτός ο πυρήνας των 
quark, το αστέρι υφίσταται µια σύντοµη σε σχέση µε το χρόνο ζωής του, περίοδο spin up , και 
ο braking index παρουσιάζει µια ανώµαλη συµπεριφορά. Αυτή η µεταβολή έχει προταθεί ότι 
µπορεί να ανιχνευτεί  
 Οι Σπύρου και Στεργιούλας, µελέτησαν το πρόβληµα αυτό µε τη χρήση πλήρως 
σχετικιστικών, ταχέως περιστρεφόµενων αστέρων και βρήκαν πως το backbending, στην ροπή 
αδράνειας δεν εµφανίζεται για κανονικούς πάλσαρς, αλλά είναι πολύ ισχυρό για millisecond 
pulsars µεγάλης µάζας. Η συµπεριφορά του backbending είναι ευαίσθητη στα λάθη 
τερµατισµού των αριθµητικών µεθόδων που χρησιµοποιούµε. Η στροφορµή είναι µια πολύ 
ευαίσθητη συνάρτηση της γωνιακής ταχύτητας και πρέπει να υπολογιστεί µε µεγάλη ακρίβεια.  
Τα λάθη τερµατισµού, όπως η χρήση ενός περιορισµένου αριθµού σηµείων της E.O.S ή η 
χρήση της προσέγγισης αργής περιστροφής µπορεί να είναι µεγάλα ώστε να επηρεάσουν τον 
υπολογισµό της ορµής.  
 Η περίπτωση αστέρων µεγάλης µάζας, είναι πολύ ενδιαφέρουσα µιας και η περίοδος της 
αύξησης του spin τους διαρκεί από την στιγµή εµφάνισης των quark µέχρι τη στιγµή της 
κατάρρευσής τους σε µία µαύρη τρύπα. Για µεγάλης µάζας millisecond πάλσαρ που 
δηµιουργούνται µέσω προσαύξησης. η οποία προκαλεί και µία αύξηση του spin η περίοδος 
αύξησης του spin τους µπορεί να διαρκέσει για το µεγαλύτερο µέρος της ζωής τους αν υπάρχει 
µια αλλαγή φάσης µεταξύ quark και αδρονίων. Εποµένως η πρώτη παράγωγος της περιόδου 
περιστροφής µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν ένα εργαλείο για την παρατήρηση quark-hadrons 
αλλαγές φάσεων.  Εποµένως η παράγωγος πρώτης τάξης ως προς τον χρόνο, της περιόδου 
περιστροφής µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν ένα εργαλείο για να παρατηρήσουµε quark-hadron 
µεταβολές φάσεων και δεν χρειάζεται να σταθεί κανείς στις µετρήσεις του δείκτη επιβράδυνσης 
(braking index). Η παρατεταµένη αυτή περίοδος του spin up, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε 
άλλες περιπτώσεις µεταβολών φάσεων, όπως είναι η µεταβολή φάσης σε ένα συµπύκνωµα 
πιονίων. 
 Η απουσία spin-up στους µέχρι τώρα γνωστούς millisecond pulsars, υποστηρίζει την 
απουσία µεταβολών φάσης ή µας δείχνει ότι η EOS σε τέτοιους millisecond πάλσαρ, που 
δηµιουργήθηκαν µέσω προσαύξησης, δεν υποστηρίζει µεγάλες µάζες.  Επίσης αν αγνοήσουµε 
την πιθανότητα µεταβολών φάσης, παίρνουµε πολύ µικρές τιµές για το αρχικό spin των 
αστέρων, ενώ αν συµπεριλάβουµε την πιθανότητα της ύπαρξη phase transition, παίρνουµε πιο 
λογικές περιόδους για τον pulsar µας και εποµένως είµαστε σε θέση να υποθέσουµε αρκετά 
µεγάλες τιµές για τον braking index. Επιπλέον τα glitches που παρατηρούµε σε πολλούς pulsar, 
σχετίζονται µε την εµφάνιση ενός πυρήνα αποτελούµενου από quark, ο οποίος έχει ως 
αποτέλεσµα έναν αυξηµένο ρυθµό συστολής του αστέρα κατά την περίοδο του spin-down. Σε 
αντίθεση, οι ταχέως περιστρεφόµενοι πάλσαρ, δεν παρουσιάζουν τόσο τεράστια glitches, όταν η 
κεντρική τους πυκνότητα είναι µικρότερη από την κρίσιµη πυκνότητα για την εµφάνιση των 
πυρήνων από quark.  
 Μελέτες για µη περιστρεφόµενους αστέρες, έδειξαν ότι για κεντρικές πυκνότητες κοντά 
στην κεντρική ενεργειακή πυκνότητα όπου εµφανίζεται η φάση των quark, το διάγραµµα της 
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βαρυτικής µάζας ως προς την κεντρική ενεργειακή πυκνότητα δείχνει µια ασυνήθιστη 
συµπεριφορά. Υπάρχει ένα τοπικό µέγιστο, που ακολουθείται από ένα τοπικό ελάχιστο και η 
µάζα αυξάνει και πάλι, πριν να φτάσει την τιµή της µέγιστης µάζας που επιτρέπει το 
σχετικιστικό όριο ακτινικής ευστάθειας.. 
 Ο PSR J0537-6910 βρίσκεται να έχει µια περίοδο ίση µε 6 ms. Η παρουσία µια ύλης 
χωρίς την ύπαρξη quark-gluon πλάσµατος µπορεί να µας δώσει µια πιο λογική αρχική περίοδο 
για αυτόν τον Pulsar, σε σχέσεις µε άλλους υπολογισµούς.  
 Ο PSR J0537-6910 δείχνει τον µεγαλύτερο αριθµό σπινθηρισµών ( 6 σε τρία χρόνια) 
από όλους τους γνωστούς πάλσαρ σαν τον Crab ενώ ταυτοχρόνως είναι και ο πιο γρήγορος. Αν 
ο καθαρός πυρήνας quark εµφανίζεται σε µικρές περιόδους ιδιοστροφορµής, τότε η αναλογία 
των quark στον πυρήνα συνεχώς µεταβάλλεται και προφανώς συνεισφέρει στο µέγεθος αυτών 
των σπινθηρισµών. Το γεγονός ότι αυτός ο πάλσαρ δείχνει το µεγαλύτερο ρυθµό σπινθηρισµών, 
µπορεί να σχετίζεται µε το γεγονός ότι η αλλαγή φάσης έχει γίνει πολύ πρόσφατα αναλογικά µε 
το χρόνο ύπαρξής του και η συµπεριφορά spin-down επηρεάζεται από τη σταδιακή µεταβολή 
της αναλογίας quark στον πυρήνα κατά τη διάρκεια του spin-
down.

 
 Εικ 9.8β. Σχέση µάζας-ακτίνας για διάφορες καταστατικές εξισώσεις και οι ̟εριορισµοί α̟ό την 
causality και α̟ό µετρήσεις glitches στον Vela pulsar. ( J.Lattimer and M.Prakas). (Βλ. Αναφορά 19). 
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     Πίνακας 9.1 

 
Βαρυτικά κύµατα. 
 
 Στα πλαίσια του νέου πεδίου της αστρονοµίας βαρυτικών κυµάτων, το οποίο 
θεµελιώθηκε µόλις την περασµένη δεκαετία από τους Κόκκοτα και Andersson 
(βλ.βιβλιογραφία./54) γίνεται µια προσπάθεια να αποκτήσουµε πληροφορία για τις ιδιότητες 
µια καταστατικής εξίσωσης της ύλης σε υψηλές πυκνότητες. Παρακάτω µετά από µια σύντοµη 
εισαγωγή στη θεωρία αυτού του πεδίου θα παρουσιάσουµε τα µέχρι σήµερα δεδοµένα µας.  
 Τα βαρυτικά κύµατα εκπέµπονται από µη σφαιρικές ταλαντώσεις των compact objects. 
Οι ταλαντώσεις είναι φθίνουσες καθώς τα βαρυτικά κύµατα µεταφέρουν ενέργεια. Τέτοιες 
ταλαντώσεις είναι οι Quasi Normal Modes. Αυτοί οι τρόποι ταλάντωσης έχουν µιγαδικές 
συχνότητες των οποίων τα πραγµατικά και τα φανταστικά µέρη αντιστοιχούν στη συχνότητα 
ταλάντωσης και στο ρυθµό απόσβεσης αντίστοιχα. Υπάρχουν δύο είδη QNM, το ένα σχετίζεται 
µε τρόπους ταλάντωσης ρευστών, και άλλους που περιλαµβάνει ταλαντώσεις σχετιζόµενες µε 
τον χωρόχρονο. Οι τρόποι ταλάντωσης του ρευστού κατηγοριοποιούνται wς f,g, p modes. Το 
χαρακτηριστικό τους είναι ότι ο ρυθµός απόσβεσης Im(ω) είναι πολύ µικρότερος από τη 
συχνότητα ταλάντωσης Re(ω). O f τρόπος ταλάντωσης είναι ο θεµελιώδης τρόπος. Υπάρχει 
µόνο ένας τρόπος ταλάντωσης f για κάθε δείκτη l των σφαιρικών αρµονικών Ylm. O p τρόπος 
είναι ο ακουστικός τρόπος ταλάντωσης και ο g είναι ο βαρυτικός τρόπος ταλάντωσης.  Οι 

,ω ωΙΙ  είναι τρόποι του χωρόχρονου. Σε αντίθεση µε τους τρόπους του ρευστού, ο ρυθµός 

απόσβεσης των ,ω ωΙΙ  είναι συγκρίσιµος ή µεγαλύτερος από τη συχνότητα ταλάντωσης.  

 Για τους QNMs των βαρυτικών κυµάτων έχουν προταθεί πολλοί τρόποι για τον 
καθορισµό της E.O.S σε υψηλές πυκνότητες και τον προσδιορισµό των R και M. Σαν δύο 
πολλοί καλοί υποψήφιοι για ανίχνευση των βαρυτικών τους κυµάτων θεωρούνται τα quark stars 
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που περιβάλλονται από αδρόνια και ανήκουν στον κλάδο των αστέρων νετρονίων και των quark 
stars που δεν γνωρίζουµε ακριβώς τι αντικείµενα είναι και οι ακτίνες και οι µάζες τους είναι 
µικρότερες από αυτές των συνηθισµένων αστέρων νετρονίων.  
 Σε ότι αφορά τις παρατηρήσεις των βαρυτικών κυµάτων από quark stars οι Yip, Chu 
και Leung µελέτησαν µη ακτινικές ταλαντώσεις µε ακτίνες γύρω στα 10 km, οι Kojima και 
Sakata έδειξαν ότι υπάρχει η πιθανότητα να ξεχωρίσουµε τους αστέρες quark από τους αστέρες 
νετρονίων χρησιµοποιώντας τόσο την συχνότητα ταλάντωσης και το ρυθµό απόσβεσης f. Οι 

Sotani και Harada έδειξαν ότι ο f και οι χαµηλότεροι ωΙΙ  τρόποι εξαρτώνται έντονα από την 

Ε.O.S της ύλης των quark και των ιδιοτήτων των αστέρων quark. Βέβαια χρησιµοποίησαν µόνο 
µία παράµετρο στο Bag model, ενώ υπάρχουν και άλλες όπως η µάζα του s quark, η σταθερά 
λεπτή υφής της Q.C.D.  
 Σε ότι αφορά την εκποµπή βαρυτικών κυµάτων, υπάρχουν QNM για κάθε l των 
σφαιρικών αρµονικών. Οι Sotani, Kohri και Harada, µελέτησαν την περίπτωση του l=2 που 
είναι και ο κυρίαρχος τρόπος ταλάντωσης. Σε σύγκριση µε τα υπόλοιπα QNM µπορούµε 
σχετικά εύκολα να ανιχνεύσουµε τον f mode λόγω του ότι η συχνότητα και ο ρυθµός 
απόσβεσης είναι στο εύρος των ανιχνευτών µας. Σε ότι αφορά τις συχνότητες Re(ω) και το 
ρυθµό απόσβεσης Im(ω) του ω έχουµε ότι το σχετικό σφάλµα της συχνότητας είναι περίπου 
τρείς φορές µικρότερο από το ρυθµό απόσβεσης. Για να έχουµε ένα insight στην εξάρτηση του 
f-τρόπου από τη σταθερά απόσβεσης B και της µάζας του s quark, υπολογίζουµε τον f τρόπο 
για κάθε αστρικό µοντέλο.  
 Στο σχήµα 9.9a  έχουµε τις µιγαδικές συχνότητες του f τρόπου για l=2. Tα τετράγωνα 

οι κύκλοι και τα τρίγωνα παριστάνουν 0,150,300sm MeV=  και  οι άδειοι (γεµάτοι) κύκλοι 

αντιστοιχούν σε τιµές της bag constants 1/ 4 200 (145 )B MeV MeV=  και παρατηρούµε µια 

αλλαγή στις συχνότητες και στο ρυθµό ταλάντωσης κατά 10% και άρα είναι σηµαντικό να µη 
θεωρήσουµε µηδενική µάζα των s προκειµένου να υπολογίσουµε τον f τρόπο.  
 Στην εικόνα 9.10 έχουµε την ακτίνα ακτινοβολίας συνάρτηση της συχνότητας και του 
ρυθµού απόσβεσης. Βλέπουµε ότι το Im(ω) είναι πολύ ευαίσθητο στην ακτίνα ακτινοβολίας σε 
αντίθεση µε τη συχνότητα. Αν παρατηρήσουµε το Ιm(ω) µε ακρίβεια 20% , η ακτίνα µπορεί να 

υπολογιστεί µε ακρίβεια 10% σαν συνάρτηση του Β ανεξαρτήτως της sm . Από την άλλη αν 

µετρήσουµε τη συχνότητα µε 20% (9.10a) µπορούµε να υπολογίσουµε µε καλή ακρίβεια την Β, 
χρησιµοποιώντας και την ταυτόχρονα προκύπτουσα ακτίνα από την 9.10b.   

 Σε ότι αφορά τους ω και ωΙΙ  θα επικεντρωθούµε στους δεύτερους, επειδή είναι πιο 

ευαίσθητοι στις παραµέτρους ενός bag model. Στην εικόνα 9.9 β δείχνονται οι µιγαδικές 

συχνότητες του χαµηλότερου ωΙΙ  τρόπου. Στην εικόνα 9.11 όπου έχουµε την συχνότητα και το 

ρυθµό απόσβεσης βλέπουµε την ίδια εικόνα µε την περίπτωση του f τρόπου, κυρίως επειδή ο 
ρυθµός απόσβεσης είναι πιο ευαίσθητος στην ακτίνα ακτινοβολίας σε αντίθεση µε τη συχνότητα. 
Εποµένως αν παρατηρήσουµε το ρυθµό απόσβεσης µπορούµε να υπολογίσουµε την ακτίνα 
ακτινοβολίας της ύλης των quark.  
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      Εικ 9.9.Μιγαδικές συχνότητες για τον f και τον w τρό̟ο στο a και b αντίστοιχα.(Βλ Αναφορά 
53) 
 

 
 
                         
            

  
  Εικ 9.10. Ακτίνα ακτινοβολίας συνάρτηση του Re(ω) και του Im(ω) για τον f τρό̟ο.(Βλ 
Αναφορά 53). 
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   Εικ 9.11. Ακτίνα ακτινοβολίας συναρτήσει του Re(ω) και του Im(ω) για τον w τρό̟ο. 

 
Θα πρέπει όµως να αναφέρουµε στο σηµείο αυτό ότι αν και ένα µεγάλο ποσό ενέργειας 

ελευθερώνεται µέσω αυτών των τρόπων, η ακριβής παρατήρηση των ω και ωΙΙ  µπορεί να είναι 

δύσκολη. Επειδή τόσο η συχνότητα όσο και ο ρυθµός απόσβεσης αυτών των τρόπων είναι 
µεγαλύτερος από τα όρια ευαισθησίας των ανιχνευτών µας. Εποµένως κυρίαρχος τρόπος 
παρατήρησης είναι ο f προκειµένου να πάρουµε πληροφορίες για τα µοντέλα µας. Όπως θα 
δούµε και παρακάτω στο µέλλον νέοι ανιχνευτές µε εύρη συχνοτήτων από 1kHz µέχρι 3kHz 
είναι απαραίτητοι προκειµένου να εξερευνήσουµε τις ιδιότητες των compact objects. 

Τέλος θα επανέρθουµε στα παρατηρησιακά δεδοµένα που αναµένεται να συλλέξουµε 
από τους ανιχνευτές βαρυτικών κυµάτων. Θεωρούµε 7 περιπτώσεις καταστατικών εξισώσεων. 
Συγκεκριµένα αυτές είναι οι APR2 (Akmal, Panharipande, Ravenhall), η APRB200, APRB120 
(+quark inner core)., ΒΒS1 (Baldo, Burgio. Schultze), ΒΒS2 (που είναι όµοια µε την BBS1 
µόνο που περιλαµβάνει και υπερόνια και η G240 που είναι η στηριζόµενη στη θεωρία µέσου 
πεδίου του Glendenning. Ακόµη υπάρχει η SS1 που στηρίζεται στο M.I.T bag model χωρίς 
την πυρηνική κρούστα και η SS2 που θεωρεί και ένα στρώµα πυρήνων γύρω από τον αστέρα των 
quark. Για την εύρεση των συχνοτήτων και των χρόνων απόσβεσης των quasi-normal modes 
λύνει κανείς τις εξισώσεις που περιγράφουν τις µη ακτινικές ταλαντώσεις ενός µη 
περιστρεφόµενου αστέρα αν και στην εικόνα παρουσιάζονται µόνο τα αποτελέσµατα του f 
τρόπου που είναι και η κύρια συνιστώσα των βαρυτικών κυµάτων. Τα δεδοµένα µας 
προσεγγίζονται από εµπειρικούς τύπους της µορφής: 
 

                            3f
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Και δύο διαφορετικές προσεγγίσεις των Κόκκοτα και Andersson και των Benhar, Ferrari, 
Gualtieri, φαίνονται στην εικόνα. Των πρώτων ως ΑΚ-fit και των δεύτερων ως µια 
συνεχόµενη µαύρη γραµµή. Η διαφορά τους στη συχνότητα είναι 100Ηz ενώ ως προς το 
χρόνο απόσβεσης ταυτίζονται. Νέοι ανιχνευτές πρέπει να σχεδιαστούν που να είναι 
ευαίσθητοι σε συχνότητες f πάνω από 1 µε 2 kHz. Αν µπορέσουµε να µετρήσουµε αυτά 
τα σήµατα και γνωρίζουµε και τη µάζα του αστέρα από τον οποίο προέρχονται τότε θα 
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µπορέσουµε να αποκλείσουµε κάποιες καταστατικές και να οδηγηθούµε σε 
συµπεράσµατα για το εσωτερικό τους.  

     
 Εικ 9.8 Η συχνότητα των τρό̟ων ταλάντωσης σχεδιάζεται στο δεξί διάγραµµα συναρτήση της 
ολικής ̟υνότητας για διαφορετικές E.O.S. Ο χρόνος α̟όσβεσης σχεδιάζεται στο δεξί σαν συνάρτηση του 
λόγου Μ/R.(Βλ. Αναφορά 24).     
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