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José A. Font (Universidad de Valencia)

Nikìlaoc StergioÔlac (Aristotèleio Panepist mio JessalonÐkhc)

JessalonÐkh
Septèmbrioc 2006



Sthn oikogènei� mou.

2



EuqaristÐec

Apì th jèsh aut , ja  jela na euqarist sw ton kajhght  mou kai epiblèponta aut c
thc ptuqiak c Nikìlao StergioÔla. Pr¸ta apì ìla ja  jela na ton euqarist sw gia
th bo jei� tou, qwrÐc thn opoÐa de ja mporoÔsa na oloklhr¸sw aut  thn ergasÐa.
Ja  jela ìmwc na ton euqarist sw kai gia to endiafèron pou èdeixe ìsec forèc
qrei�sthka th bo jei� tou sta 4 qrìnia pou ton gnwrÐzw. EpÐshc, ja  jela na
euqarist sw ton kajhght  kai sunepiblèponta aut c thc ptuqiak c, José Antonio
Font, apì to Panepist mio thc Valencia, gia th bo jei� tou kai thn polÔ jerm 
filoxenÐa sto sugkekrimèno Panepist mio, kat� th di�rkeia thc tetr�mhnhc paramon c
mou sth Valencia. H upomon  tou kai oi suneqeÐc enjarrÔnseic tou dhmioÔrghsan to
idanikì Ðswc perib�llon ergasÐac gia thn ekpìnhsh miac ptuqiak c ergasÐac.
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PerÐlhyh

Skopìc thc ergasÐac aut c eÐnai h arijmhtik  melèth thc didi�stathc, sqetik-
istik c prosaÔxhshc m�zac se mia melan  op  Schwarzschild. Arqik�, genikeÔ-
oume k�poiec prohgoÔmenec ergasÐec eis�gontac mia bajmÐda puknìthtac stic
arqikèc sunj kec thc ro c. EpÐshc qrhsimopoioÔme mia seir� tim¸n gia thn
taqÔthta thc ro c, thn taqÔthta tou  qou, ton adiabatikì deÐkth kai th bajmÐ-
da puknìthtac. Ta apotelèsmata aut c thc ergasÐac faner¸noun ìti ìqi mìno h
morfologÐa all� kai h eust�jeia thc ro c exart¸ntai se meg�lo bajmì apì tic
parap�nw paramètrouc. Pio sugkekrimèna, h melèth mac esti�zetai se èna sug-
kekrimèno eÐdoc ast�jeiac, th legìmenh ast�jeia flip-flop, h opoÐa sqetÐzetai
me ton k¸no prosaÔxhshc sto pÐsw mèroc thc perioq c prosaÔxhshc. Se oris-
mènec peript¸seic emfanÐzontai shmantikèc diaforèc se sqèsh me prohgoÔmenec
Neut¸neiec melètec.
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1 To fusikì prìblhma kai oi basikèc exis¸-
seic.

1.1 To prìblhma thc prosaÔxhshc m�zac se sumpageÐc
astèrec.

To 50% perÐpou twn astèrwn pou èqoun parathrhjeÐ sth geitoni� tou 'Hliou eÐnai
mèlh dipl¸n   pollapl¸n susthm�twn. Se pollèc peript¸seic ta mèlh tou sust -
matoc eÐnai kal� qwrismèna (meg�loc hmi�xonac À astrik c aktÐnac) kai to k�je
astèri èqei apì polÔ mikr  wc kai mhdenik  epÐdrash sthn dom  kai thn exèlixh tou
sunodoÔ tou. Parìla aut� k�poia astrofusik� fainìmena eÐnai �mesec sunèpeiec
thc polÔ mikr c apìstashc (meg�loc hmi�xonac ∼ astrik  aktÐna) metaxÔ twn mel¸n
enìc diploÔ sust matoc. Parak�tw ja epikentrwjoÔme se ekeÐna ta fainìmena pou
sqetÐzontai me antallag  m�zac metaxÔ twn mel¸n tou sust matoc kaj¸c kai sthn
perÐptwsh pou ènac apì touc dÔo astèrec ekr gnutai wc uperkainofan c.

H basik  dÔnamh metaxÔ twn astèrwn enìc sust matoc eÐnai barutik c fÔsewc
kai dÐnetai apì ton nìmo thc pagkìsmiac èlxhc tou NeÔtwna:

F = G
M1M2

r2
(1)

ìpou M1, M2 eÐnai oi m�zec twn dÔo mel¸n, G h pagkìsmia stajer� thc barÔthtac
kai r h metaxÔ touc apìstash.

Sto sq ma 1 faÐnontai tèsseric isodunamikèc epif�neiec gia èna diplì sÔsthma
astèrwn. Oi dÔo eswterikèc epif�neiec pou perib�lloun touc astèrec eÐnai sqedìn
sfairikèc. 'Oso plhsi�zoume ton k�je astèra oi epif�neiec autèc diafèroun ìlo kai
ligìtero apì tic antÐstoiqec isodunamikèc epif�neiec gia èna apomonwmèno astèra.
Mia monadik  epif�neia tèmnei ton eautì thc se èna shmeÐo L1 pou kaleÐtai eswterikì
Lagkranzianì shmeÐo. Aut  h epif�neia orÐzei dÔo perioqèc k�je mia apì tic opoÐec
perib�llei ènan astèra kai oi opoÐec kaloÔntai loboÐ tou Roche.

Oi isodunamikèc epif�neiec pou perikleÐoun mìno èna astèri brÐskontai mèsa sto
lobì Roche tou asterioÔ autoÔ. Oi epif�neiec ìmwc pou perikleÐoun kai ta dÔo �stra
brÐskontai èxw apì touc loboÔc tou Roche. Mil¸ntac genik� ènac lobìc Roche den
eÐnai sfaÐra all� den diafèrei polÔ apì mia sfaÐra.

Up�rqoun treÐc kathgorÐec dipl¸n susthm�twn. Ta apoqwrismèna zeÔgh, ìpou
h fwtìsfaira k�je astèra brÐsketai mèsa ston antÐstoiqo lobì Roche, ta hmiapo-
qwrismèna zeÔgh ìpou h fwtìsfaira tou enìc mèlouc tautÐzetai me ton antÐstoiqo
lobì Roche, en¸ h fwtìsfaira tou �llou mèlouc brÐsketai mèsa ston antÐstoiqo
lobì Roche (ta dÔo mèlh onom�zontai mèloc epaf c kai apoqwrismèno mèloc anti-
stoÐqwc) kai ta zeÔgh se epaf , ìpou h fwtìsfaira k�je mèlouc eÐnai Ðsh   kai
megalÔterh apì to lobì Roche. Sthn perÐptwsh aut , pou eÐnai kai h pio sunhjis-
mènh, èna koinì kèlufoc brÐsketai p�nw apì thn eswterik  kritik  epif�neia pou
perib�llei ta dÔo mèlh kai empodÐzei thn anex�rthth parat rhsh touc. Antijètwc ta
apoqwrismèna mèlh eÐnai polÔ qr sima apì pleur�c parat rhshc giatÐ apì th melèth
touc mporoÔme na antl soume qr simec plhroforÐec gia tic m�zec kai tic aktÐnec twn
astèrwn. Ousiastik�, ta mèlh twn apoqwrismènwn zeug¸n exelÐssontai anex�rthta
to èna apì to �llo. To kÔrio dunamikì qarakthristikì pou diakrÐnei ta apoqwrismèna
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Sq ma 1: Isodunamikèc kampÔlec sto ishmerinì epÐpedo enìc diploÔ sust matoc pou
peristrèfetai me gwniak  taqÔthta Ω gÔrw apì to kèntro m�zac tou. AnadhmosÐeush
apì Richard Bowers, Terry Deeming, Astrophysics I, II, Jones and Bartlett publish-
ers, inc. (1984).

apì ta hmiapoqwrismèna zeÔgh eÐnai h metafor� m�zac apì to mèloc me pl rh to lobì
tou Roche proc to sunodì tou.

Ja melet soume t¸ra thn exèlixh enìc hmiapoqwrismènou diploÔ sust matoc
kai ja doÔme se poia akrib¸c exeliktik� st�dia èqoume prosaÔxhsh m�zac se ènan
sumpag  astèra. Wc par�deigma ja jewr soume èna sÔsthma pou apoteleÐtai arqik�
apì astèrec me m�zec 20 kai 6 m�zec HlÐou pou kinoÔntai se kuklik  troqi� me perÐodo
4.4 hmèrec. JewroÔme ìti kai ta dÔo astèria brÐskontai arqik� sthn kÔria akoloujÐa.

SÔmfwna me par�deigma exèlixhc twn Richard Bowers, Terry Deeming, Astro-
physics I, II, Jones and Bartlett publishers, inc. (1984), to astèri me th megalÔterh
m�za exelÐssetai taqÔtera apì to sunodì tou kaÐgontac to udrogìno tou met� apì
6.16 ekatommÔria qrìnia. H zw  tou sunodoÔ astèra sthn kÔria akoloujÐa eÐnai
perÐpou 10 forèc megalÔterh. Sth sunèqeia to �stro pou èqei exeliqjeÐ grhgorìter-
a gemÐzei to lobì Roche tou kai Ôlh metafèretai mèsw enìc dÐskou prosaÔxhshc ston
sunodì astèra. H diadikasÐa aut  diarkeÐ perÐpou 20.000 qrìnia.

Met� apì perÐpou 500.000 qrìnia h Ôlh pou kinoÔntan sto dÐsko gÔrw apì ton
sunodì astèra ja prosauxhjeÐ se autìn, sqhmatÐzontac ènan astèra m�zac 20.6 h-
liak¸n maz¸n. O prwteÔwn astèrac, pou t¸ra èqei mikrìterh m�za apì to sunodì
tou, èqei apomeÐnei me 5.4 m�zec HlÐou kai suneqÐzei thn exèlixh tou qwrÐc ìmwc na
mporeÐ na gemÐsei to lobì Roche pou ton perib�llei. Se 600.000 qrìnia ja k�yei
to  liì tou kai sth sunèqeia ja per�sei sthn kaÔsh twn C, O, kai Si se ìlo kai
mikrìterec qronikèc klÐmakec. Sto st�dio autì eÐnai ètoimoc na ekrageÐ wc uperkain-
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ofan c. En tw metaxÔ, o sunodìc astèrac suneqÐzei thn exèlix  tou wc astèrac thc
kÔriac akoloujÐac me m�za 20.6 hliakèc m�zec. Sto shmeÐo autì na tonÐsoume kai p�li
ìti sto sugkekrimèno st�dio exèlixhc tou sust matoc o astèrac me th megalÔterh
m�za eÐnai autìc pou an kei sthn kÔria akoloujÐa, en¸ o astèrac pou èqei apomeÐnei
me th mikrìterh m�za eÐnai autìc pou èqei exeliqjeÐ perissìtero.

Apì th stigm  pou ja ekrageÐ o prwteÔwn astèrac wc uperkainofan c ja eks-
fendonÐsei ston gÔrw q¸ro ulikì sunolik c m�zac 3.4 Hliak¸n maz¸n kai ja af sei
èna upìleimma m�zac 2 Hliak¸n maz¸n to opoÐo polÔ gr gora ja katarreÔsei eÐte se
melan  op  eÐte se astèra netronÐwn. H èkrhxh aut  de ja dialÔsei to sÔsthma all�
h ap¸leia m�zac apì to sÔsthma ja aux sei thn aktÐna thc troqi�c kai pijanìn na
metab�llei di�fora qarakthristik� thc, ìpwc thn ekkentrìtht� thc.

Telik� afoÔ kai ta dÔo astèria metaferjoÔn stic nèec touc troqièc ja dhmiourgh-
jeÐ mia nèa kat�stash isorropÐac. To nèo sÔsthma ja eÐnai plèon apoqwrismèno kai
oi nèec troqièc pijanìn na eÐnai arket� èkkentrec. Oi palliroiogìnec dun�meic ìmwc
ja xanak�noun tic troqièc kuklikèc meta apì k�poia ekatommÔria qrìnia.

O sunodìc astèrac t¸ra pou ìso qrìno paramènei sthn kÔria akoloujÐa eÐnai
fasmatikoÔ tÔpou O   B, mìlic exantl sei thn kaÔsh tou udrogìnou tou diastèlletai
kai gÐnetai ènac mple upergÐgantac. Kat� th di�rkeia twn pr¸twn 30.000 et¸n thc
f�shc thc diastol c tou o astèrac q�nei m�za me th morf  isquroÔ astrikoÔ anèmou
upokinoÔmenou apì thn uyhl  pÐesh thc aktinobolÐac sta exwterik� tou str¸mata.
Kaj¸c loipìn oi dÔo astèrec peristrèfontai gÔrw apì to kèntro m�zac tou sust -
matoc Ôlh prosaux�netai sto sumpag  astèra kai èna meg�lo mèroc thc dunamik c
thc enèrgeiac metatrèpetai se aktÐnec Q. H hlikÐa tou sust matoc eÐnai plèon 12
ekatommÔria qrìnia.

Met� apì 30.000 qrìnia o diastellìmenoc mple upergÐgantac gemÐzei to lobì
Roche tou kai èna nèo st�dio metafor�c m�zac xekin�ei. 'Enac dÐskoc prosaÔxhsh-
c sqhmatÐzetai gÔrw apì ton sumpag  astèra o opoÐoc ekpèmpei kurÐwc sto uper-
i¸dec. An t¸ra o sunodìc astèrac uposteÐ èkrhxh soÔpernìba parìmoia me aut  tou
prwteÔontoc astèra, tìte èna mèroc apì to ulikì pou ja ektoxeuteÐ ston mesoas-
trikì q¸ro ja prosauxhjeÐ ston sumpag  astèra.

Apì thn parap�nw an�lush parathroÔme ìti kat� thn exèlixh enìc diploÔ sust -
matoc up�rqoun poll� st�dia kat� ta opoÐa sumbaÐnei prosaÔxhsh m�zac se ènan
sumpag  astèra. H prosaÔxhsh aut  ìpwc eÐdame mporeÐ na gÐnei eÐte me th morf 
enìc isquroÔ astrikoÔ anèmou, eÐte me uperqeÐlish tou loboÔ Roche tou sunodoÔ
astèra,   akìma kai apì mia èkrhxh uperkainofan  tou sunodoÔ astèra. Tèloc, na
anafèroume kai mia �llh perÐptwsh ìpou eÐnai dunatìn na èqoume prosaÔxhsh m�zac
se ènan sumpag  astèra. Stic meg�lhc m�zac diplèc phgèc aktÐnwn Q mporeÐ na mh-
n eÐnai dunat  h sÔgqronh peristrof  tou kanonikoÔ astèra. Sthn perÐptwsh aut 
epeid  h stroform  tou kanonikoÔ astèra apoteleÐ èna meg�lo mèroc thc olik c stro-
form c tou sust matoc eÐnai dunatìn o kanonikìc astèrac na gemÐsei to lobì Roche
qwrÐc na metafèrei m�za sto sumpag  sunodì apl¸c mìno sumperilamb�nontac ton
teleutaÐo mèsa sto lobì tou. To sÔsthma exelÐssetai wc diplìc pur nac kai an den
dialujeÐ apì mia endi�mesh èkrhxh oi dÔo pur nec telik� lìgw twn dun�mewn trib c
ja apotelèsoun èna mìno s¸ma. Mèqri ìmwc na sumbeÐ autì o sumpag c astèrac
prosaux�nei m�za apì ton kanonikì.
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Sq ma 2: Ta kÔria exeliktik� st�dia enìc diploÔ sust matoc pou apoteleÐtai apì
ènan upergÐganta kai mia melan  op . AnadhmosÐeush apì Richard Bowers, Terry
Deeming, Astrophysics I, II, Jones and Bartlett publishers, inc. (1984).

1.2 Oi exis¸seic thc klasik c udrodunamik c.
Gia na perigr�youme thn kÐnhsh enìc reustoÔ epilègoume k�poiec sunart seic pou sth
genik  perÐptwsh exart¸ntai apì th jèsh r kai ton qrìno t. Mia dunat  epilog  eÐnai
na dialèxoume tic legìmenec prwtarqikèc   fusikèc metablhtèc pou eÐnai h puknìthta
r, h taqÔthta V = (u, v, w) kai h pÐesh p. Mia enallaktik  epilog  ja  tan na
epilèxoume tic legìmenec diathroÔmenec metablhtèc: thn puknìthta r, thn orm  ρV =
(ρu, ρv, ρw) kai thn sunolik  enèrgeia an� mon�da m�zac E. Apì fusik c pleur�c oi
diathroÔmenec metablhtèc aporrèoun �mesa apì tic jemeli¸deic exis¸seic diat rhshc
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Sq ma 3: ProsaÔxhsh m�zac se sumpag  astèra mèsw isquroÔ astrikoÔ anèmou.
AnadhmosÐeush apì Juhan Frank, Andrew King, Derek Raine, Accretion Power in
Astrophysics, Cambridge University Press (2002).

Sq ma 4: ProsaÔxhsh m�zac se sumpag  astèra mèsw uperqeÐlishc tou loboÔ Roche
tou sunodoÔ astèra. AnadhmosÐeush apì Richard Bowers, Terry Deeming, Astro-
physics I, II, Jones and Bartlett publishers, inc. (1984).

thc m�zac, thc orm c kai thc enèrgeiac. Apì upologistik c pleur�c up�rqoun poll�
pleonekt mata an qrhsimopoioÔme diathroÔmenec metablhtèc. Sto jèma autì ìmwc ja
epanèljoume parak�tw.

Gia na d¸soume t¸ra tic basikèc exis¸seic pou perigr�foun thn kÐnhsh enìc
reustoÔ sthn klasik  udrodunamik  ja k�noume tic ex c dÔo upojèseic: 1) ja jew-
r soume ìti to reustì pou jèloume na perigr�youme eÐnai idanikì, ja agno soume
dhlad  to ix¸dec kai 2) ja k�noume thn upìjesh twn adiabatik¸n kin sewn, dhlad 
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Sq ma 5: ProsaÔxhsh m�zac se sumpag  astèra met� apì mia èkrhxh uperkainofan .
AnadhmosÐeush apì Richard Bowers, Terry Deeming, Astrophysics I, II, Jones and
Bartlett publishers, inc. (1984).

de ja l�boume upìyh fainìmena metafor�c jermìthtac. Tic upojèseic autèc ja tic
krat soume mèqri to tèloc aut c thc ergasÐac. To zhtoÔmeno sÔsthma twn exis¸sewn
eÐnai:

∂ρ

∂t
+∇(ρV) = 0 (2)

∂(ρV)

∂t
+∇(ρV ⊗V + pI) = ρg (3)

∂E

∂t
+∇

[
(E + P )V

]
= ρVg (4)

ìpou I o monadiaÐoc tanust c, g h epit�qunsh tou pedÐou barÔthtac kai E h suno-
lik  puknìthta enèrgeiac (to �jroisma dhlad  kinhtik c kai eswterik c puknìthtac
enèrgeiac, E = 1

2
ρV 2 + ρε, ìpou e h eswterik  enèrgeia an� mon�da m�zac. To

sÔmbolo ⊗ qrhsimopoieÐtai gia na dhl¸sei to tanustikì ginìmeno. IsqÔei dhlad :

V ⊗V =




u2 uv uw
vu v2 vw
wu wv w2
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H pr¸th apì tic exis¸seic autèc eÐnai h gnwst  exÐswsh sunèqeiac. Oi exis¸seic
(3) eÐnai oi epÐshc gnwstèc exis¸seic tou Euler en¸ h teleutaÐa exÐswsh ekfr�zei
thn diat rhsh thc enèrgeiac. Tic exis¸seic autèc mporoÔme na tic gr�youme kai pio
analutik� (paraleÐpontac kai thn epit�qunsh thc barÔthtac) wc ex c:

ρt + (ρu)x + (ρv)y + (ρw)z = 0 (5)

(ρu)t + (ρu2 + p)x + (ρuv)y + (ρuw)z = 0 (6)

(ρv)t + (ρuv)x + (ρv2 + p)y + (ρvw)z = 0 (7)

(ρw)t + (ρuw)x + (ρvw)y + (ρw2 + p)z = 0 (8)

Et + [u(E + p)]x + [v(E + p)]y + [w(E + p)]z = 0 (9)

Oi exis¸seic autèc mporoÔn na grafoÔn se sumpag  morf  orÐzontac èna di�nusma
st lh U diathroÔmenwn metablht¸n, ta dianÔsmata st lec F(U), G(U), H(U) pou
eÐnai oi roèc stic x, y, z dieujÔnseic antÐstoiqa kaj¸c kai èna di�nusma st lh S(U)
gia tic phgèc (oi opoÐec ed¸ eÐnai mhdèn). Oi exis¸seic paÐrnoun t¸ra th morf :

(U)t + F(U)x + G(U)y + H(U)z = S(U) (10)

me

U =




ρ
ρu
ρv
ρw
E




F =




ρu
ρu2 + p

ρuv
ρuw

u(E + p)




G =




ρv
ρuv

ρv2 + p
ρvw

v(E + p)




H =




ρw
ρuw
ρvw

ρw2 + p
w(E + p)




S =




0
0
0
0
0




AxÐzei sto shmeÐo autì na parathr soume ìti oi roèc sto sÔsthma twn exis¸sewn
(10) eÐnai sunart seic twn diathroÔmenwn metablht¸n. K�je sÔsthma merik¸n di-
aforik¸n exis¸sewn thc morf c aut c kaleÐtai sÔsthma nìmwn diat rhshc. Gia na
kleÐsei to sugkekrimèno sÔsthma twn exis¸sewn prèpei na broÔme kai mia epiplèon
exÐswsh pou eÐnai h katastatik  exÐswsh sthn opoÐa ja upakoÔei to reustì. Ja
jewr soume ed¸ thn katastatik  exÐswsh tou idanikoÔ reustoÔ:

p = (γ − 1)ρε (11)

ìpou g o adiabatikìc deÐkthc pou gia èna sugkekrimèno aèrio ja jewrhjeÐ stajerìc.
Tèloc, na anafèroume ìti h diaforik  morf  twn udrodunamik¸n exis¸sewn pou qrhsi-
mopoi same proôpojètei omalèc lÔseic giatÐ se perÐptwsh emf�nishc asuneqei¸n, ìp-
wc ta kroustik� kÔmata, oi merikèc par�gwgoi apeirÐzontai.

1.3 Uperbolik� sust mata diaforik¸n exis¸sewn me
merikèc parag¸gouc.

Sthn par�grafo aut  ja asqolhjoÔme me sust mata diaforik¸n exis¸sewn thc mor-
f c:

∂ui

∂t
+

m∑
j=1

aij(x, t, u1, ..., um)
∂uj

∂x
+ bi(x, t, u1, ..., um) = 0 (12)
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gia i=1,...,m. Aut� eÐnai sust mata m exis¸sewn me m agn¸stouc. An oi sunte-
lestèc aij kai bi eÐnai ìloi stajeroÐ tìte to sÔsthma eÐnai grammikì me stajeroÔc sun-
telestèc. To sÔsthma eÐnai ìmwc grammikì akìma kai an oi suntelestèc bi exart¸ntai
grammik� apì ta uj, en¸ kaleÐtai hmigrammikì an ta aij exart¸ntai apì ta uj.

ParathroÔme t¸ra ìti oi nìmoi diat rhshc ètsi ìpwc touc orÐsame sthn pro-
hgoÔmenh par�grafo, sqèsh (10), mporoÔn na grafoÔn se hmigrammik  morf . Gia
aplopoÐhsh ja jewr soume mìno th di�stash x.'Eqoume:

∂F(U)

∂x
=

∂F

∂U

∂U

∂x

'Ara h (10) gr�fetai:
Ut + A(U)Ux = 0 (13)

ìpou A(U) = ∂F
∂U

h Iakwbian  thc ro c F(U). Dhlad :

A(U) =
∂F

∂U
=




∂f1/∂u1 ... ∂f1/∂um

∂f2/∂u1 ... ∂f2/∂um
... ... ...

∂fm/∂u1 ... ∂fm/∂um


 (14)

Ja d¸soume t¸ra duo orismoÔc gia tic idiotimèc kai ta idiodianÔsmata enìc pÐnaka.
Oi idiotimèc λi enìc pÐnaka A eÐnai oi lÔseic tou qarakthristikoÔ poluwnÔmou:

|A− λI| = det(A− λI) = 0

Oi idiotimèc enìc iakwbianoÔ pÐnaka ìpwc autìc thc exÐswshc (14) kaloÔntai kai idio-
timèc tou antÐstoiqou sust matoc exis¸sewn. Apì fusik c pleur�c oi idiotimèc autèc
anaparistoÔn taqÔthtec di�doshc plhroforÐac. To dexÐ idiodi�nusma enìc pÐnaka A
pou antistoiqeÐ sthn idiotim  λi eÐnai èna di�nusma K(i) = [k

(i)
1 , k

(i)
2 , ..., k

(i)
m ]T tètoio

¸ste: AKi = λiK
i. Me antÐstoiqo trìpo orÐzoume kai èna aristerì idiodi�nusma

enìc pÐnaka A to opoÐo antistoiqeÐ sthn idiotim  λi tou A. Prìkeitai gia èna di�nusma
L(i) = [l

(i)
1 , l

(i)
2 , ..., l

(i)
m ]T tètoio ¸ste: LiA = λiL

i.
EÐmaste t¸ra se jèsh na d¸soume ton orismì tou uperbolikoÔ sust matoc. 'Ena

sÔsthma exis¸sewn thc morf c (12) lègetai uperbolikì se èna shmeÐo (x, t) an h
iakwbian  tou èqei m pragmatikèc idiotimèc λ1, λ2, ..., λm kai èna antÐstoiqo sÔnolo
m grammik� anex�rthtwn dexi¸n idiodianusm�twn K(1), ...,K(m). To sÔsthma eÐnai
austhr� uperbolikì an oi idiotimèc λi eÐnai ìlec diaforetikèc.

1.4 Oi exis¸seic thc udrodunamik c sth Genik  JewrÐa
Sqetikìthtac.

An jèloume na melet soume thn kÐnhsh enìc reustoÔ kont� se ènan sumpag  astèr-
a eÐmaste upoqrewmènoi na qrhsimopoi soume tic exis¸seic thc udrodunamik c me th
morf  pou èqoun autèc sth genik  jewrÐa sqetikìthtac. Autì sumbaÐnei epeid  ektìc
apì tic polÔ uyhlèc taqÔthtec pou anaptÔssontai, èqoume kai èna polÔ isqurì baru-
tikì pedÐo. Na shmei¸soume sto shmeÐo autì ìti sth sunèqeia ja qrhsimopoi soume
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èna sÔsthma mon�dwn sto opoÐo G=c=1, ìpou G h pagkìsmia stajer� thc barÔthtac
kai c h taqÔthta tou fwtìc. Oi exis¸seic loipìn pou ja qrhsimopoi soume eÐnai:

(ρuµ);µ = 0 (15)

(T µν);ν = 0 (16)

ìpou T µν (me m, n sumbolÐzoume touc deÐktec pou paÐrnoun timèc 0, 1, 2 kai 3) eÐnai o
tanust c enèrgeiac orm c tou reustoÔ kai to sÔmbolo (;) ekfr�zei th sunalloÐwth
par�gwgo. H pr¸th apì autèc eÐnai h exÐswsh sunèqeiac kai h deÔterh ekfr�zei ton
topikì nìmo diat rhshc tou tanust  enèrgeiac orm c. O Tanust c enèrgeiac orm c
gia èna idanikì reustì dÐnetai apì th sqèsh:

T µν = (E + p)uµuν + pgµν (17)

an l�boume upìyh ìti h sunolik  puknìthta enèrgeiac tou reustoÔ eÐnai to �jroisma
thc puknìthtac enèrgeiac lìgw thc m�zac tou kai thc puknìthtac thc eswterik c tou
enèrgeiac, dhlad  E = ρ + ρε, tìte h prohgoÔmenh sqèsh gr�fetai:

T µν = ρhuµuν + pgµν (18)

ìpou èqoume eisag�gei thn posìthta h, pou eÐnai h sqetikistik  eidik  enjalpÐa kai
orizètai mèsw thc sqèshc:

h = 1 + ε + p/ρ (19)

Gia na kleÐsei to sÔsthma twn exis¸sewn apaiteÐtai kai ed¸, ìpwc kai sthn klasik 
perÐptwsh, na eisag�goume mia katastatik  exÐswsh. Ja krat soume loipìn thn
exÐswsh (11) tou idanikoÔ reustoÔ.

Mia polÔ shmantik  posìthta pou ja prokÔyei apì thn katastatik  exÐswsh eÐnai
h taqÔthta tou  qou cs, h opoÐa orÐzetai mèsw thc sqèshc:

hc2
s = x + (p/ρ2)κ (20)

me x = ∂p/∂ρ |ε kai κ = ∂p/∂ε |ρ.

1.5 O formalismìc twn Banyuls et al.

'Estw M mia genik  morf  qwrìqronou, h opoÐa perigr�fetai apì èna tetradi�stato
metrikì tanust  gµν . SÔmfwna me ton formalismì 3+1 (York, 1983) to grammikì
stoiqeÐo mporeÐ na grafeÐ sth morf :

ds2 = −(α2 − βiβ
i)dt2 + 2βidxidt + γijdxidxj (21)

ìpou a h bajmwt  sun�rthsh tou qronikoÔ �lmatoc kai βi to di�nusma qwrik c
metatìpishc, en¸ γij to qwrikì komm�ti thc metrik c. SÔmfwna me to formalismì
autì o qwrìqronoc upodiaireÐtai se trisdi�statec qwroeideÐc uperepif�neiec Σt (t=
staj.). An n eÐnai èna monadiaÐo qronoeidèc di�nusma k�jeto stic uperepif�neiec
autèc tìte:

∂t = αn + βi∂i (22)

me n · ∂i = 0, gia k�je i. Parathrhtèc mhdenik c stroform c sthn uperepif�neia
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Sq ma 6: Trisdi�statec qwroeideÐc uperepif�neiec ston tetradi�stato qwrìqrono.
AnadhmosÐeush apì José A. Font, Numerical relativistic hydrodynamics, Lectures
given at the School on “Structure and dynamics of compact objects, Albert Einstein
Institute, Golm Germany, September 2004.

Σt (parathrhtèc Euler), dhlad  autoÐ pou èqoun to n wc tetrataqÔthta, metr�ne thn
akìloujh 3-taqÔthta gia to reustì:

vi =
u · ∂i

−u · n (23)

me antalloÐwtec sunist¸sec tic:

vi =
ui

αut
+

βi

α
(24)

kai o paronomast c sthn exÐswsh (23) eÐnai o par�gontac Lorentz W = −u ·n = aut

pou ikanopoieÐ thn exÐswsh: W = (1− v2)−1/2 me v2 = γijv
ivj.

OrÐzontac t¸ra k�poiec nèec genikeumènec metablhtèc, oi sqetikistikèc exis¸seic
thc udrodunamik c, sqèseic (15) kai (16), mporoÔn na grafoÔn wc èna uperbolikì
sÔsthma nìmwn diat rhshc. OrÐzoume loipìn tic ex c posìthtec:

D = ρw (25)

Sj = ρhW 2uj (26)

E = ρhW 2 − p (27)

H pr¸th apì autèc tic sqèseic sqetÐzetai me puknìthta m�zac hremÐac, h deÔterh thn
puknìthta orm c sthn j-dieÔjunsh kai h teleutaÐa thn puknìthta olik c enèrgeiac.
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Me b�sh touc parap�nw orismoÔc to sÔsthma twn exis¸sewn paÐrnei thn parak�tw
morf , thn opoÐa ja qrhsimopoi soume kai gia tic arijmhtikèc efarmogèc:

1√−g

[∂
√

γF0(w)

∂x0
+

∂
√−gFi(w)

∂xi

]
= S(w) (28)

ìpou oi posìthtec Fα(w) eÐnai:

F0(w) = (D,Sj, τ)T (29)

Fi(w) =
[
D

(
vi − βi

α

)
, Sj

(
vi − βi

α

)
+ pδi

j, τ
(
vi − βi

α

)
+ pvi

]T

(30)

kai oi antÐstoiqec phgèc S(w) eÐnai:

S(w) =
[
0, T µν

(∂gνj

∂xµ
− Γδ

νµgδj

)
, α

(
T µ0∂lnα

∂xµ
− T µνΓ0

νµ

)]T

(31)

ìpou τ ≡ E − D kai g ≡ detgµν h orÐzousa tou metrikoÔ tanust  gia thn opoÐa
isqÔei: √−g = α

√
γ (32)

me γ ≡ detγij. AxÐzei sto shmeÐo autì na anafèroume ìti oi phgèc den perièqoun kanè-
na diaforikì telest  pou na epidr� stic sunist¸sec tou w, to opoÐo eÐnai mia basik 
sunj kh gia na diathrhjeÐ, arijmhtik�, o uperbolikìc qarakt rac tou sust matoc.

Sundu�zontac tic exis¸seic (28), (29), (30) kai (31) gr�foume to sÔsthma se ana-
lutik  morf  prokeimènou na deÐxoume ìti mporoÔme na p�roume apì autì tic exis¸seic
thc udrodunamik c tìso sthn eidik  jewrÐa sqetikìthtac, ìso kai sth Neut¸neia
mhqanik , k�nontac k�je for� tic aparaÐthtec proseggÐseic. 'Eqoume loipìn:

1√−g

(∂
√

γρW

∂t
+

∂
√−gρWvi

∂xi

)
= 0 (33)

1√−g

(∂
√

γρhW 2vj

∂t
+

∂
√−g(ρhW 2vivj + pδij)

∂xi

)
= T µν

(∂gνj

∂xµ
− Γδ

νµgδj

)
(34)

1√−g

(∂
√

γ(ρhW 2 − p− ρW )

∂t
+

∂
√−g(ρhW 2 − ρW )vi

∂xi

)
= α

(
T µ0∂lnα

∂xµ
− T µνΓ0

νµ

)

(35)
An jewr soume t¸ra ìti èqoume epÐpedo qwrìqrono ja prèpei to parap�nw sÔsthma
exis¸sewn na anaqjeÐ stic exis¸seic thc udrodunamik c sthn eidik  jewrÐa sqetikìth-
tac. H prosèggish tou epÐpedou qwrìqronou majhmatik� ekfr�zetai wc ex c: jew-
roÔme ìti o metrikìc tanust c èqei morf  g = (−1, 1, 1, 1) ìpou ìla ta mh diag¸nia
stoiqeÐa tou eÐnai mhdèn. Opìte ja isqÔei:

√−g = 1 kai √γ = 1. 'Ara paÐrnoume:

∂ρW

∂t
+

∂ρWvi

∂xi
= 0 (36)

∂ρhW 2vj

∂t
+

∂(ρhW 2vivj + pδij)

∂xi
= 0 (37)

∂(ρhW 2 − p− ρW )

∂t
+

∂(ρhW 2 − ρW )vi

∂xi
= 0 (38)
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Gia na p�roume t¸ra to Neut¸neio ìrio jewroÔme polÔ mikrèc taqÔthtec. Anap-
tÔssontac kat� Taylor ton par�gonta Lorentz W kai krat¸ntac ìrouc mèqri kai
deÔterhc t�xhc paÐrnoume: W ' 1 + u2/2 kai W 2 ' 1 + u2. EpÐshc sto Neut¸neio
ìrio h → 1 giatÐ an apokatast soume tic mon�dec èqoume h = 1 + ε/c2 + p/(ρc2)
kai sth Neut¸neia mhqanik  c → ∞. Efarmìzontac ìlec autèc tic proseggÐseic
paÐrnoume:

∂ρ

∂t
+

∂ρvi

∂xi
= 0 (39)

∂ρvj

∂t
+

∂(ρvivj + pδij)

∂xi
= 0 (40)

∂
(
ρε + 1

2
ρv2

)

∂t
+

∂
(
ρε + 1

2
ρv2 + p

)
vi

∂xi
= 0 (41)

pou eÐnai oi exis¸seic thc klasik c udrodunamik c.
Oi treic 5 Q 5 IakwbianoÐ pÐnakec Bi pou sqetÐzontai me to sÔsthma twn exis¸sewn

(28) eÐnai:

Bi = α
∂Fi

∂F0
(42)

Sth sunèqeia ja parajèsoume tic idiotimèc kai ta dexi� idiodianÔsmata tou pÐnaka Bx.
Oi idiotimèc eÐnai:

λ0 = αvx − βx(τριπλη) (43)

pou sqetÐzetai me ta ulik� kÔmata kai dÔo �llec λ± pou sqetÐzontai me ta akoustik�
kÔmata:

λ± =
α

1− v2c2
s

{vx(1− c2
s)± cs

√
(1− v2)[γxx(1− v2c2

s)− vxvx(1− c2
s)]} − βx (44)

Ta dexi� idiodianÔsmata eÐnai:

r0,1 =
[ κ̃

hW (κ̃− c2
s)

, vx, vy, vz, 1− κ̃

hW (κ̃− c2
s)

]
(45)

r0,2 = [Wvy, 2hW 2vxv
y, h(1 + 2W 2vyv

y), 2hW 2vzv
y, 2hW 2vy −Wvy] (46)

r0,3 = [Wvz, 2hW 2vxv
z, 2hW 2vyv

z, h(1 + 2W 2vzv
z), 2hW 2vz −Wvz] (47)

r± =
[
1, hW

(
vx −

vx − Λx
±

γxx − vxΛx±

)
, hWvy, hWvz,

hW (γxx − vxvx)

γxx − vxΛx±
− 1

]T

(48)

me κ̃ = κ/ρ, Λi
± = λ̃± + β̃i, λ̃ = λ/α kai β̃i = βi/α.

H parap�nw an�lush qrhsimopoieÐtai se proseggistikèc mejìdouc tÔpou Godunov
gia na lujoÔn oi sqetikistikèc exis¸seic thc udrodunamik c.

1.6 Exis¸seic gia 2D, mh axonik� summetrik  prosaÔxhsh
m�zac se sumpageÐc astèrec.

Stìqoc mac eÐnai na melet soume thn prosaÔxhsh m�zac se sumpageÐc astèrec. Prokeimè-
nou ìmwc h melèth aut  na gÐnei gia mh axonik� summetrikèc roèc, ja perioristoÔme
se mia didi�stath melèth tou probl matoc sto ishmerinì epÐpedo tou astèra kai gi'

17



autì ja k�noume qr sh mìno twn suntetagmènwn r kai φ. 'Etsi apì thn exÐswsh (28)
krat¸ntac mìno tic r kai φ sunist¸sec paÐrnoume:

1√−g

[∂
√

γF0(w)

∂x0
+

∂
√−gFr(w)

∂r
+

∂
√−gFφ(w)

∂φ

]
= S(w) (49)

an anaptÔxoume t¸ra tic merikèc parag¸gouc sto aristerì mèloc thc prohgoÔmenhc
sqèshc ja p�roume:

∂F0(w)

∂x0
+

∂αFr(w)

∂r
+

∂αFφ(w)

∂φ
= αS(w)− αFr 1√

γ

∂
√

γ

∂r
− αFφ 1√

γ

∂
√

γ

∂φ
(50)

An t¸ra to dexÐ mèloc thc parap�nw sqèshc to onom�soume S∗(w) paÐrnoume:

∂F0(w)

∂x0
+

∂αFr(w)

∂r
+

∂αFφ(w)

∂φ
= S∗(w) (51)

ìpou to * ja to paraleÐpoume apì 'dw kai pèra enno¸ntac p�nta ìti den qrhsi-
mopoioÔme autèc kaj' autèc tic phgèc S(w) all� autèc pou èqoume orÐsei pio p�nw
wc nèec phgèc.

EÔkola mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti gia tic roèc kai tic phgèc isqÔei:

F0(w) = (D,Sr, Sφ, τ) (52)

Fr(w) = (Dvr, Srv
r + p, Sφv

r, [τ + p]vr) (53)

Fφ(w) = (Dvφ, Srv
φ, Sφv

φ + p, [τ + p]vφ) (54)

S(w) = =
(
Dvr

[ M

αr2
− 2α

r

]
,− M

αr2
(τ + D) + α

[1

r
Sφv

φ − 2

r
Srv

r
]
, (55)

Sφv
r
[ M

αr2
− 2α

r

]
,−2α

r
Sr −Dvr

[ M

αr2
− 2α

r

])
(56)

Aut  eÐnai kai h telik  morf  twn exis¸sewn pou ja qrhsimopoi soume gia to
sugkekrimèno prìblhma. Sto epìmeno kef�laio ja k�noume mia sÔntomh perigraf 
tou k¸dika pou qrhsimopoi same gia na lÔsoume tic parap�nw exis¸seic, kaj¸c kai
ìlwn twn stoiqeÐwn pou anafèrontai sto upologistikì mèroc thc ergasÐac aut c. Sto
trÐto kai teleutaÐo kef�laio ja parajèsoume kai ja sqoli�soume ta apotelèsmata pou
p rame katal gontac se k�poia sumper�smata gia th morfologÐa kai th stajerìthta
thc ro c.
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2 Perigraf  tou k¸dika.

2.1 To prìblhma tou Riemann.
Ja perigr�youme arqik� to jewrhtikì prìblhma tou Riemann to opoÐo apoteleÐ th
b�sh gia tic arijmhtikèc mejìdouc tÔpou Godunov . To prìblhma tou Riemann eÐnai
èna sugkekrimèno prìblhma arqik¸n tim¸n me asunèqeia. Ja jewr soume èna idanikì
reustì to opoÐo brÐsketai mèsa se èna monodi�stato swl na o opoÐoc qwrÐzetai me
èna di�fragma se dÔo perioqèc. Tìso dexi� ìso kai arister� tou diafr�gmatoc to
reustì èqei stajerèc timèc pÐeshc kai puknìthtac oi opoÐec en gènei eÐnai diaforetikèc.
H arqik  taqÔthta ìmwc tou reustoÔ kai stic dÔo perioqèc eÐnai mhdèn, dhlad  to
reustì eÐnai akÐnhto th qronik  stigm  t = 0. To prìblhma tou Riemann anafèretai
sth melèth thc qronik c exèlixhc tou reustoÔ apì th stigm  pou ja afairèsoume to
di�fragma.

Apì majhmatik c pleur�c to prìblhma tou Riemann mporeÐ na melethjeÐ poiotik�
me thn ex c apl  bajmwt  uperbolik  exÐswsh:

ut + αux = 0, −∞ < x < ∞, t > 0 (57)

ìpou a mia stajer� kai:
u(x, 0) = u0(x) (58)

oi arqikèc sunj kec tou probl matoc. Sto prìblhma tou Riemann oi arqikèc sun-
j kec eÐnai:

u(x, 0) = u0(x) =

{
uL an x < 0
uR an x > 0

(59)

ìpou uL kai uR eÐnai dÔo stajerèc timèc. H lÔsh tou sugkekrimènou probl matoc
eÐnai h:

u(x, t) = u0(x− αt) =

{
uL an x− αt < 0
uR an x− αt > 0

(60)

Dhlad  k�je shmeÐo twn arqik¸n sunjhk¸n diadÐdetai amet�blhto kai dianÔei apìstash
d = αt se qrìno t.

Ac genikeÔsoume t¸ra to prìblhma twn arqik¸n sunjhk¸n pou perigr�yame sth-
n arq  jewr¸ntac èna uperbolikì sÔsthma m merik¸n diaforik¸n exis¸sewn thc
morf c:

Ut + AUx = 0 (61)

ìpou o pÐnakac A eÐnai stajerìc kai epeid  to sÔsthma eÐnai uperbolikì èqei m
idiotimèc λi kai m grammik� anex�rthta idiodianÔsmata K(i), i = 1, ..., m. To prìblhma
tou Riemann se aut  thn perÐptwsh ja p�rei th morf :

Ut + AUx = 0, −∞ < x < ∞, t > 0 (62)

me arqikèc sunj kec:

U(x, 0) = U0(x) =

{
UL an x < 0
UR an x > 0

(63)

Upojètoume ìti to sÔsthma eÐnai austhr� uperbolikì kai èqei m pragmatikèc kai
diakritèc idiotimèc: λ1 < λ2 < ... < λm.
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H genik  lÔsh tou probl matoc apoteleÐtai apì m kÔmata, èna gia k�je idiotim ,
kajèna apì ta opoÐa fèrei mia asunèqeia sto U pou diadÐdetai me taqÔthta λi. H
lÔsh sta arister� tou λ1 kÔmatoc eÐnai apl¸c h arqik  tim  UL kai h lÔsh sta
dexi� tou λm kÔmatoc eÐnai h UR. Efìson t¸ra ta idiodianÔsmata K(1), ...,K(m) eÐnai
grammik� anex�rthta mporoÔme na gr�youme ta UL, UR wc grammikoÔc sundiasmoÔc
twn idiodianusm�twn. 'Eqoume loipìn:

UL =
m∑

i=1

αiK
(i), UR =

m∑
i=1

βiK
(i) (64)

ìpou oi suntelestèc αi, βi eÐnai stajeroÐ gia i = 1, ...,m. Opìte mporoÔme na
gr�youme thn genik  lÔsh sto sugkekrimèno prìblhma Riemann wc:

U(x, t) =
m∑

i=I+1

αiK
(i) +

I∑
i=1

βiK
(i) (65)

ìpou o akèraioc I = I(x, t) eÐnai h mègisth tim  tou deÐkth i gia thn opoÐa x−λit > 0.
Na shmei¸soume ed¸ ìti h sunolik  metabol  tou U sth lÔsh tou probl matoc

Riemann eÐnai:

∆U = UR −UL = (β1 − α1)K
(1) + ... + (βm − αm)K(m) (66)

Autì eÐnai èna an�ptugma wc proc ta idiodianÔsmata me suntelestèc thn isqÔ tou
k�je kÔmatoc pou emfanÐzetai sto prìblhma Riemann. H metabol  dhlad  tou U
kat� m koc tou kÔmatoc i sumbolÐzetai me (∆U)i kai eÐnai:

(∆U)i = (βi − αi)K
(i) (67)

EÐdame mèqri stigm c loipìn ìti h genik  lÔsh tou probl matoc Riemann gi-
a grammik� sust mata me stajeroÔc suntelestèc apoteleÐtai apì m + 1 stajerèc
katast�seic pou qwrÐzontai apì m kÔmata. Sthn pio genik  perÐptwsh gia k�je id-
iotim  λi up�rqei mia oikogèneia kum�twn. 'Otan mil�me gia grammik� sust mata me
stajeroÔc suntelestèc tìte k�je kÔma eÐnai mia asunèqeia pou diadÐdetai me taqÔthta
λi. Gia mh grammik� sust mata, ìpwc eÐnai oi exis¸seic thc udrodunamik c, ta kÔmata
mporeÐ na eÐnai asunèqeiec ìpwc kroustik� kÔmata kai asunèqeiec epaf c all� kai
kÔmata araÐwshc.

2.2 Kataskeu  tou plègmatoc.
Prokeimènou na lÔsoume to sÔsthma twn exis¸sewn (51) kai na melet soume thn
prosaÔxhsh m�zac se mia melan  op  dhmiourgoÔme èna didi�stato plègma pou èqei
th morf  kuklikoÔ daktulÐou. To plègma autì to qwrÐzoume se 200 aktinikèc z¸nec
kai 80 (  100) gwniakèc z¸nec. Oi gwniakèc z¸nec se k�je perÐptwsh isapèqoun en¸
gia tic aktinikèc z¸nec frontÐzoume h puknìthta twn zwn¸n kont� sto eswterikì ìrio
tou plègmatoc na eÐnai polÔ megalÔterh apì ìti sto exwterikì tou ìrio. H metabol 
aut  eÐnai aparaÐthth diìti to eswterikì ìrio tou plègmatoc eÐnai polÔ kont� ston
orÐzonta gegonìtwn thc melan c op c, h opoÐa stic suntetagmènec Schwarzschild
parousi�zei an¸malh sumperifor� (apeirismìc twn sunistws¸n tou metrikoÔ tanust ,
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tou par�gonta Lorentz ktl). Opìte, h an�lush tou plègmatoc sthn perioq  aut  ja
prèpei na eÐnai polÔ uyhl , an jèloume na p�roume swst� apotèlesmata.

Gia na kataskeu�soume loipìn tic aktinikèc z¸nec tou plègmatoc orÐzoume arqik�
to eswterikì kai to exwterikì ìrio tou plègmatoc kat� thn aktinik  dieÔjunsh kaj¸c
kai ton arijmì twn aktinik¸n zwn¸n. Me ton trìpo autì mporoÔme na upologÐsoume
to mèso aktinikì mègejoc tou k�je kelioÔ. Sth sunèqeia gia na oloklhrwjeÐ h
kataskeu  tou plègmatoc ja prèpei na kajorÐsoume kai mia teleutaÐa par�metro pou
ja kajorÐsei pìsec forèc mikrìtero ja eÐnai to pr¸to kelÐ apì to mèso mègejoc tou
k�je kelioÔ. Sun jwc epilègoume na eÐnai 10   20 forèc mikrìtero. To mègejoc twn
epìmenwn keli¸n prokÔptei pollaplasi�zontac to prohgoÔmeno p�nta kelÐ me ènan
stajerì arijmì pou kajorÐzetai ètsi ¸ste to exwterikì �kro tou teleutaÐou kelioÔ
na sumpÐptei me to exwterikì ìrio tou plègmatoc ètsi ìpwc to kajorÐsame sthn arq .
QrhsimopoioÔme dhlad  mia sqèsh thc morf c:

∆ri = β∆ri−1

ìpou to b eÐnai tètoio ¸ste, p.q.:

∆r1 + ∆r2 + ... + ∆r200 = ∆r1 + β∆r1 + β2∆r1 + ... + β199∆r1 = rmax− rmin

ìpou rmax kai rmin to exwterikì kai to eswterikì antÐstoiqa ìrio tou plègmatoc.
O arijmìc β sun jwc brÐsketai sto di�sthma 1.01-1.05.

2.3 H mèjodoc tou Godunov.

'Otan epiqeiroÔme na upologÐsoume arijmhtik� lÔseic pou perièqoun asunèqeiec, ìpwc
kroustik� kÔmata, tìte ja prèpei na prosèxoume idiaÐtera tìso to majhmatikì for-
malismì twn exis¸sewn pou qrhsimopoioÔme ìso kai th mèjodo epÐlushc. 'Oson afor�
to formalismì, oi exis¸seic mporoÔn na brÐskontai eÐte se diaforik  morf  eÐte se
oloklhrwtik  morf . EpÐshc, up�rqoun pollèc epilogèc kai gia tic metablhtèc pou
ja qrhsimopoi soume. Mia dunat  epilog  eÐnai na doulèyoume me tic diathroÔmenec
metablhtèc. 'Opwc èqoume  dh anafèrei, mèjodoi pou den basÐzontai se diathroÔmenec
metablhtèc apotugq�noun sthn perigrafh twn kroustik¸n kum�twn. Parak�tw ja
analÔsoume th mèjodo tou Godunov sthn opoÐa sthrÐzetai o k¸dikac pou qrhsi-
mopoi same. Prin per�soume ìmwc sthn mèjodo tou Godunov ja d¸soume ton orismì
thc diathrhtik c mejìdou. Mia diathrhtik  mèjodoc gia mia exÐswsh ìpwc h (57) eÐnai
mia arijmhtik  mèjodoc thc morf c:

un+1
i = un

i +
∆t

∆x
[fi− 1

2
− fi+ 1

2
] (68)

ìpou fi+ 1
2

= fi+ 1
2
(un

i−IL
, ..., un

i+IR
) kai IL, IR dÔo mh arnhtikoÐ akèraioi, fi+ 1

2
eÐnai

h legìmenh arijmhtik  ro , h opoÐa diafèrei apì thn pragmatik  kat� ìrouc pou
prokÔptoun apì thn sugkekrimènh mèjodo.

'Estw t¸ra ìti èqoume na lÔsoume èna mh grammikì sÔsthma diaforik¸n ex-
is¸sewn me merikèc parag¸gouc thc morf c:

Ut + F(U)x = 0 (69)
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me arqikèc sunj kec:
U(x, 0) = U0(x)

kai oriakèc sunj kec:

U(0, t) = Ul(t), U(L, t) = Ur(t)

ìpou [0, L] eÐnai to qwrikì di�sthma sto opoÐo jèloume na lÔsoume to sÔsthma.
Upojètoume bèbaia ìti up�rqei lÔsh sto prìblhma.

Arqik� diakritopoioÔme to q¸ro [0, L] se M upologistik� keli� Ii = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
]

megèjouc ∆x = xi+ 1
2
− xi− 1

2
= L/M me i = 1, ...,M . Gia èna dedomèno kelÐ Ii, to

kèntro tou kai ta sÔnora tou dÐnontai antÐstoiqa apì touc tÔpouc:

xi− 1
2

= (i− 1)∆x, xi =
(
i− 1

2

)
∆x, xi+ 1

2
= i∆x

An t¸ra upojèsoume ìti gnwrÐzoume thn qronik  stigm  t = tn tic arqikèc sun-
j kec Ũ(x, tn) kai jèloume na broÔme th lÔsh th qronik  stigm  tn+1 = tn + ∆t
tìte ja jewr soume mia tmhmatik� stajer  katanom  twn arqik¸n sunjhk¸n. Autì
mporeÐ na epiteuqjeÐ orÐzontac se k�je kelÐ mèsec timèc sÔmfwna me ton tÔpo:

Un
i =

1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

Ũ(x, tn)dx (70)

o opoÐoc par�gei thn epijumht  tmhmatik� stajer  katanom  U(x, tn) me:

U(x, tn) = Un
i (71)

se k�je kelÐ Ii = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
]. AfoÔ orÐsoume thn katanom  parathroÔme ìti sta

sÔnora twn keli¸n dhmiourgoÔntai diadoqik� topik� probl mata Riemann. 'Ara, to
epìmeno b ma eÐnai na lÔsoume ta probl mata aut�, prosèqontac to qronikì b ma
na eÐnai arket� mikrì ¸ste na apofÔgoume thn allhlepÐdrash kum�twn apì geitonik�
keli�. Sth sunèqeia mporoÔme na orÐsoume mia sunolik  lÔsh gia ìlo to plègma. H
mèjodoc tou Godunov loipìn mporeÐ na grafeÐ se diathrhtik  morf :

Un+1
i = Un

i +
∆t

∆x
[Fi− 1

2
− Fi+ 1

2
] (72)

me tic arijmhtikèc roèc na dÐnontai apì:

Fi+ 1
2

= F(Ui+ 1
2
(0)) (73)

an to qronikì b ma ∆t ikanopoieÐ thn sunj kh

∆t ≤ ∆x

Sn
max

(74)

ìpou me Sn
max sumbolÐzoume thn mègisth taqÔthta kÔmatoc pou up�rqei sto plègma

mac th qronik  stigm  tn.
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2.4 PeriorismoÐ klÐsewn.
H sunj kh TVD (Total Variation Diminishing) exasfalÐzei stajerìthta stic ari-
jmhtikèc mejìdouc. Gia na doÔme poia eÐnai h sunj kh aut  ja orÐsoume pr¸ta thn
olik  apìklish TV miac sun�rthshc u(x). H olik  apìklish miac sun�rthshc u(x)
orÐzetai wc:

TV (u) = lim
δ→0

1

δ

∫ ∞

−∞
|u(x + δ)− u(x)|dx (75)

An h sun�rthsh u orÐzetai apì diakritèc timèc, tìte h olik  apìklish thc un orÐzetai
wc:

TV (un) =
∞∑

i=−∞
|un

i+1 − un
i | (76)

H olik  apìklish eÐnai èna mètro gia ton arijmì twn diataraq¸n pou emfanÐzei h
u. An mia arijmhtik  mèjodoc emfanÐzei dusleitourgÐec tìte eÐnai dunatìn na èqoume
sqhmatismì diataraq¸n pou prokaloÔn nèa mègista kai el�qista. Me ton trìpo autì
h olik  apìklish thc u aux�nei.

H sunj kh TVD majhmatik� mporeÐ na ekfrasteÐ wc ex c:

TV (un+1) ≤ TV (un) ∀n. (77)

kai mac exasfalÐzei ìti o arijmìc twn diataraq¸n eÐnai fragmènoc.
Parak�tw ja perigr�youme ènan apì touc pio diadedomènouc periorismoÔc klÐsewn,

ton periorismì klÐshc minmod. SÔmfwna me ton periorismì klÐsewn minmod oi nèec
klÐseic prokÔptoun wc ex c:

σi = minmod(si− 1
2
, si+ 1

2
) (78)

ìpou
si+ 1

2
=

ūi+1 − ui

x̄i+1 − xi

kai h sun�rthsh minmod orÐzetai wc ex c:

minmod(a, b) =

{
sgn(a)min(|a|, |b|) an sgn(a)=sgn(b)
0 se k�je �llh perÐptwsh. (79)

Oi periorismoÐ klÐsewn efarmìzontai kat� thn anadìmhsh me mejìdouc an¸terhc
t�xhc, ¸ste na apofeÔgontai polÔ apìtomec klÐseic kont� se asunèqeiec.

2.5 Ta basik� shmeÐa tou k¸dika.
Ta kÔria shmeÐa tou k¸dika eÐnai ènac proseggistikìc Riemann solver (Roe 1981) kai
mia grammik  mèjodoc anadìmhshc twn diathroÔmenwn posot twn apì ta kèntra twn
keli¸n sta sÔnora touc pou akoloujeÐtai apì èna periorismì klÐshc minmod. Se
k�je sÔnoro tou plègmatoc o Iakwbianìc pÐnakac A tou sust matoc twn diaforik¸n
exis¸sewn, A = ∂F/∂U jewreÐtai stajerìc. Me ton trìpo autì to arqikì mh
grammikì sÔsthma twn diaforik¸n exis¸sewn grammikopoieÐtai kai o Riemann solver
brÐskei mia akrib  lÔsh sto grammikopoihmèno sÔsthma.
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H akrib c èkfrash gia tic arijmhtikèc roèc eÐnai:

F̂i+ 1
2

=
1

2

[
F(UR

i ) + F(UL
i+1)−

4∑
n=1

λ̃
(n)

i+ 1
2

∆ω̃
(n)

i+ 1
2

r̃
(n)

i+ 1
2

]
(80)

ìpou {λ̃(n)

i+ 1
2

, r̃
(n)

i+ 1
2

} eÐnai antÐstoiqa oi idiotimèc kai ta idiodianÔsmata tou IakwbianoÔ

pÐnaka tou sust matoc. Oi posìthtec ∆ω̃
(n)

i+ 1
2

, oi asunèqeiec dhlad  twn metablht¸n
kat� m koc k�je kÔmatoc brÐskontai apì tic:

UR
i −UL

i+1 =
4∑

n=1

∆ω̃i+ 1
2
r̃i+ 1

2
(81)

Gia thn qronik  exèlixh o k¸dikac qrhsimopoieÐ mia mèjodo Runge-Kutta deÔterhc
t�xhc. Met� apì k�je epan�lhyh upologÐzoume tic prwtarqikèc metablhtèc apì tic
diathroÔmenec qrhsimopoi¸ntac mia mèjodo Newton-Raphson.

2.6 Arqikèc kai oriakèc sunj kec.
Gia na xekin soume tic prosomoi¸seic ja prèpei na kajorÐsoume tic arqikèc kai tic
oriakèc sunj kec gia th ro . 'Oson afor� thn taqÔthta qrhsimopoioÔme tic parak�tw
sqèseic gia na orÐsoume tic arqikèc sunj kec.

ur =
1√
γrr

u∞ cos φ (82)

uφ =
1√
γφφ

u∞ sin φ (83)

ìpou γrr = 1 − 2M/r kai γφφ = 1/r2. Gia thn puknìthta se ìsa montèla jewroÔme
ìti h ro  arqik� eÐnai omogen c qrhsimopoioÔme th sqèsh:

ρ = ρ∞ (84)

en¸ an jewr soume ìti èqoume k�poia bajmÐda puknìthtac èqoume:

ρ = ρ∞(1 + ερ
r

rα

sin φ) (85)

ìpou ερ mia par�metroc pou elègqei thn bajmÐda puknìthtac kai rα h aktÐna prosaÔxhsh-
c pou dÐnetai apì ton tÔpo:

rα =
M

u2∞ + c2
s∞

(86)

Gia tic oriakèc sunj kec sto exwterikì ìrio tou plègmatoc diakrÐnoume perip-
t¸seic gia thn mprost� kai pÐsw pleur� thc melan c op c. Wc mprost� pleur�
jewroÔme aut  apì thn opoÐa plhsi�zei h ro  th melan  op . Sthn pleur� aut 
qrhsimopoioÔme tic arqikèc sunj kec kai wc oriakèc sunj kec. Sthn pÐsw pleur�
ìmwc k�noume grammik  prìbleyh gia ìlec tic metablhtèc. To Ðdio k�noume kai sto
eswterikì sÔnoro tou plègmatoc. Oi metablhtèc pou qrhsimopoioÔntai ston k¸dika
èqoun kanonikopoihjeÐ jètontac G = c = M = 1.

24



3 Apotelèsmata.

3.1 Eisagwgik�.
'Opwc anafèrame kai se prohgoÔmeno kef�laio stìqoc mac eÐnai h melèth thc mor-
fologÐac thc ro c kat� thn prosaÔxhsh m�zac se mia melan  op . H prosaÔxhsh
ja jewr soume ìti gÐnetai ìqi sfairik�, all� apì th mÐa pleur� thc melan c op c.
Me �lla lìgia mporoÔme isodÔnama na jewr soume ìti h melan  op  kineÐtai me mi-
a stajer  taqÔthta mèsa sto ulikì pou prosaux�nei. Me to Ðdio prìblhma èqoun
asqolhjeÐ mèqri s mera dek�dec ereunhtèc. Parak�tw dÐnetai mia lÐsta me k�poiec er-
gasÐec pou èqoun gÐnei mèqri s mera kai sth sunèqeia sqoli�zontai ta apotelèsmata
merik¸n apì autèc.

• Hoyle, Lyttleton 1939

• Bondi, Hoyle 1944

• Hunt 1971, 1979

• Shima et al. 1985

• Matsuda, Inoue, Sawada 1987

• Anzer, Borner, Monaghan 1987

• Fryxell & Taam 1988

• Sawada et al. 1989

• Petrich et al. 1989

• Taam & Fryxell 1989

• Livio et al. 1991

• Taam, Fu, Fryxell 1991

• Matsuda et al. 1991

• Ruffert & Arnett 1994

• Ruffert 1994a, 1994b, 1995, 1996, 1997

• Benenshon, Lamb, Taam 1997

• Font & Ibanez 1998a, 1998b

Oi perissìterec apì autèc eÐnai Neut¸neiec (ektìc apì mÐa: Petrich et al. 1989 pou
eÐnai sqetikistik . Sqetikistikèc eÐnai fusik� kai oi ergasÐec twn Font & Ibanez 1998
sta plaÐsia twn opoÐwn gr�fthke o k¸dikac pou qrhsimopoi same. Oi ergasÐec autèc
kai kurÐwc h deÔterh (ja thn apokaloÔme sto ex c FI 1998b gia lìgouc suntomÐac)
st�jhke h afethrÐa apì thn opoÐa xekin same th melèth aut  kai èna stajerì shmeÐo
anafor�c gia sugkrÐseic.
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Gia na melet soume th morfologÐa thc ro c sqedi�zoume isostajmikèc kampÔlec
thc puknìthtac gia di�forec qronikèc stigmèc kat� th di�rkeia thc prosomoÐwshc.
Olèc oi ergasÐec pou èqoun gÐnei gia upohqhtikèc roèc dÐnoun se genikèc grammèc
ìmoia apotelèsmata. Oi isostajmikèc kampÔlec moi�zoun polÔ autèc thc sfairik c
prosaÔxhshc me thn diafor� ìti èqoume mia sunolik  taqÔthta proc th mia pleur�.
Gia uperhqhtikèc ìmwc roèc èqoume shmantikèc diafwnÐec, ìqi mìno posotikèc all�
kai poiotikèc. Arqik� parathroÔme na sqhmatÐzetai sto pÐsw mèroc thc melan c op c
(wc mprostinì mèroc jewroÔme autì apì to opoÐo èrqetai ulikì) èna kroustikì kÔma,
to opoÐo polÔ gr gora diatar�ssetai kai anoÐgei. To �noigma autì ja suneqisteÐ
mèqri mia sugkekrimènh gwnÐa sthn opoÐa ja stajeropoihjeÐ. Apì ekeÐ kai pèra
k�poioi ereunhtèc èqoun brei ìti to kroustikì kÔma paramènei akÐnhto kai h ro 
gÐnetai stajer , en¸ se �llec ergasÐec to kroustikì kÔma faÐnetai na kineÐtai p�nw
k�tw kai h ro  de ft�nei potè se mia stajer  kat�stash. H sumperifor� aut  tou
kroustikoÔ kÔmatoc eÐnai èna eÐdoc ast�jeiac pou onom�zetai ast�jeia flip-flop.

Oi pr¸tec aplopoihmènec analutikèc melètec èginan th dekaetÐa tou 1940 apì
touc Bondi, Hoyle kai Lyttleton. Sto Ðdio jèma sunèqise na douleÔei th dekaetÐa
tou 1970 o Hunt. Arqikèc, axonik� summetrikèc melètec me qamhl  an�lush plèg-
matoc (Shima et al. 1985, Anzer, Borner, Monaghan 1987) èdeixan ìti h ro  ft�nei
se mia stajer  kat�stash. Sth sunèqeia, didi�statec, mh axonik� summetrikèc er-
gasÐec me uyhlìterh an�lush (Matsuda et al. 1987, Fryxell & Taam 1988, Taam &
Fryxell 1989) èdeixan ìti to kroustikì kÔma de ft�nei p�nta se mia stajer  kat�s-
tash all� antijètwc parousi�zei sumperifor� flip-flop mazÐ me periìdouc sqhmatismoÔ
dÐskou prosaÔxhshc. Autì to eÐdoc thc sumperifor�c emfanÐsthke ìqi mìno se pro-
somoi¸seic pou peril�mbanan bajmÐdec sthn arqik  puknìthta   taqÔthta all� kai
se omogeneÐc roèc (Matsuda et al. 1991), dhlad  se roèc ìpou h arqik  puknìthta
 tan stajer .

Oi pr¸tec sugkrÐseic metaxÔ didi�statwn kai tridi�statwn montèlwn èginan apì
touc Sawada et al 1989. Pio prìsfata oi Ruffert & Arnett 1994 kai Ruffert 1994a,
1994b, 1995, 1996 èkanan tridi�statec prosomoi¸seic qwrÐc ìmwc na broun kanèna
shm�di sumperifor�c flip-flop gia omogeneÐc arqikèc sunj kec all� mìno diataraqèc
sto kroustikì kÔma. H ast�jeia flip-flop emfanÐsthke mìno jewr¸ntac bajmÐdec
puknìthtac.

H genik  eikìna pou èqei sqhmatisteÐ apì tic Neut¸neiec prosomoi¸seic èqei fan-
er¸sei ìti to kroustikì kÔma pou sqhmatÐzetai mporeÐ na eÐnai eÐte proskollhmèno
eÐte apokollhmèno apì th melan  op . Sthn perÐptwsh pou eÐnai apokollhmèno xek-
in�ei apì to mprostinì mèroc thc melan c op c. Gia meg�lec timèc tou adiabatikoÔ
deÐkth g (γ = 4/3, 5/3) to kroustikì kÔma xekin�ei apì to mprostinì tm ma thc
melan c op c kai eÐnai apokollhmèno apì aut n, en¸ kaj¸c to g paÐrnei oloèna kai
mikrìterec timèc (γ → 1) to kroustikì kÔma metakineÐtai sto pÐsw mèroc thc melan -
c op c kai proskoll�tai se aut n. EpÐshc, ìson afor� th stajerìthta thc ro c
up�rqei mia susqètish metaxÔ aut c, tou megèjouc tou sumpagoÔc astèra kai tou
asumptwtikoÔ arijmoÔ Mach. Kaj¸c to mègejoc tou sumpagoÔc astèra mei¸netai
kai o arijmìc Mach aux�netai emfanÐzontai diataraqèc kai h ro  den mporeÐ na ft�sei
se mia stajer  kat�stash.

H epèktash ìlwn twn parap�nw sth sqetikìthta pragmatopoi jhke gia pr¸th
for� apì touc Petrich et al 1989 jewr¸ntac èna pl joc montèlwn gia di�forec timèc
taqÔthtac, taqÔthtac  qou kai adiabatikoÔ deÐkth. Oi prosomoi¸seic touc  tan ax-
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onik� summetrikèc kai h an�lush tou plègmatoc polÔ qamhl  (40 × 20). Parìlo
pou oi upologismoÐ touc sto Neut¸neio ìrio apok�luyan k�poia sumfwnÐa me pro-
hgoÔmenec melètec, eidik� gia upohqhtikèc roèc, oi asumfwnÐec gia uperhqhtikèc roèc
 tan shmantikèc. Sth melèth touc ìmwc emfanÐsthkan mìno stajerèc roèc gegonìc
to opoÐo mporeÐ na ofeÐletai sthn polÔ qamhl  an�lush pou qrhsimopoÐhsan.

'Opwc anafèrame kai pio prin mia polÔ shmantik  par�metroc pou sqetÐzetai me thn
emf�nish astajei¸n eÐnai to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc. Fusik� gnwrÐzoume
ìti o orÐzontac gegonìtwn miac melan c op c brÐsketai p�nta sta 2M. 'Otan mil�me
ìmwc gia mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc ja ennooÔme to lìgo racc/rmin ìpou
rmin eÐnai to eswterikì ìrio tou plègmatoc kai racc eÐnai h aktÐna prosaÔxhshc.
H sÔmbash aut  gÐnetai diìti stic prosomoi¸seic oi oriakèc sunj kec efarmìzontai
p�nta sto eswterikì ìrio tou plègmatoc pou den mporeÐ na eÐnai potè akrib¸c Ðso me
2M (h epif�neia 2M stic suntetagmènec Schwarschild parousi�zei anwmalÐec) all�
lÐgo megalÔtero. 'Etsi, stic prosomoi¸seic to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc ja
eÐnai p�nta megalÔtero apì racc/2M kai o lìgoc racc/rmin ekfr�zei to mègejoc thc
perioq c prosaÔxhshc se mon�dec rmin. Gia par�deigma sthn ergasÐa twn Sawada
et al. 1989 kai Matsuda et al. 1991 o lìgoc autìc eÐqe tim  0.0625. EpÐshc, br kan
ìti h ro  eÐnai stajer  an o lìgoc autìc p�rei tim  megalÔterh apì ≈ 0.125. Pio
prìsfata, oi Benenshon, Lamb & Taam pragmatopoÐhsan prosomoi¸seic ìpou o
lìgoc autìc eÐqe akìmh mikrìterh tim , 0.0375, brÐskontac epÐshc ast�jeiec sth ro .

Sto shmeÐo autì ìmwc prèpei na anafèroume ìti o dikìc touc orismìc gia thn
aktÐna prosaÔxhshc eÐnai sÔmfwna me th Neut¸neia fusik  kai diafèrei lÐgo apì
autìn pou qrhsimopoioÔme emeÐc. Pio sugkekrimèna, orÐzoun thn aktÐna prosaÔxhshc
me b�sh ton tÔpo:

ra =
2GM

u2∞
(87)

en¸ emeÐc qrhsimopoioÔme ton sqetikistikì orismì twn Petrich et al. pou dÐnetai apì
thn:

ra =
M

u2∞ + c2
s∞

(88)

oi dÔo orismoÐ dhlad  diafèroun kat� èna par�gonta 2 sto Neut¸neio ìrio ìpou
cs∞ → 0. Na anafèroume ìti kai oi dÔo orismoÐ prospajoÔn na d¸soun mia ektÐmhsh
gia to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc, dhlad  thc perioq c ìpou h olik  enèrgeia
eÐnai arnhtik .

'Opwc gÐnetai fanerì apì ta parap�nw to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc
paÐzei exairetik� spoudaÐo rìlo ìson afor� th stajerìthta thc ro c. O lìgoc ìmwc
rmin/racc de mporeÐ na paÐrnei p�nta arkoÔntwc mikrèc timèc ¸ste na èqoume ast�-
jeiec sth ro . Stic sqetikistikèc melètec twn Font, Ibanez 1998a, 1998b h taqÔthta
eÐnai polÔ uyhl , gia par�deigma u∞ = 0.5, to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc
gÐnetai ter�stio kai h ro  eÐnai exairetik� stajer . Sto sumpèrasma autì katèlhxan
pr¸toi oi Font, Ibanez 1998a,b trèqontac di�fora montèla kai brÐskontac se k�poiec
peript¸seic k�poiec posotikèc mìno diaforèc me touc Petrich et al. 1989 .

Antijètwc, se Neut¸neia montèla to eswterikì ìrio tou plègmatoc brÐsketai
qili�dec forèc makrÔtera apì ton orÐzonta kai kat� sunèpeia praktik� p�nta up�rqei
h dunatìthta na meiwjeÐ arket� ¸ste o lìgoc rmin/racc na p�rei arkoÔntwc mikr 
tim  ¸ste na èqoume emf�nish ast�jeiac. Gia par�deigma oi Fryxell & Taam 1998
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qrhsimopoÐhsan èna plègma me rmin = 14.000M . Epiplèon h tim  tou racc aux�nei
kai apì to gegonìc ìti h taqÔthta thc ro c polÔ makri� apì ton astèra jewroÔme
ìti eÐnai polÔ mikr .

Tèloc, ìson afor� thn par�metro ερ pou kajorÐzei th bajmÐda puknìthtac gnwrÐ-
zoume apì thn ergasÐa twn Fryxell & Taam (1988) ìti gia mikrèc kai endi�mesec timèc
thc paramètrou (0.005 < ερ < 0.25) èqoume sumperifor� flip-flop kat� thn opoÐa to
kroustikì kÔma talant¸netai apì th mia pleur� sthn �llh. Kat� th di�rkeia thc
tal�ntwshc aut c èqoume sqhmatismì dÐskwn prosaÔxhshc oi opoÐoi peristrèfontai
eÐte dexiìstrofa eÐte aristerìstrofa. Antijètwc, gia meg�lec timèc thc paramètrou
èqoume mia pio stajer  kat�stash kat� thn opoÐa sqhmatÐzontai dÐskoi pou peristrè-
fontai mìno dexiìstrofa.

Sumperasmatik�, ja mporoÔsame na poÔme ìti oi eleÔjerec fusikèc par�metroi
tou probl matoc eÐnai h taqÔthta thc ro c polÔ makri� apì ton astèra u∞, o ari-
jmìc Mach M∞, pou orÐzetai wc h taqÔthta thc ro c polÔ makri� apì ton astèra dia
thn taqÔthta tou  qou, o adiabatikìc deÐkthc g kai to ερ, h par�metroc pou elègqei
thn bajmÐda puknìthtac. Oi dÔo pr¸tec par�metroi kajorÐzoun kai thn taqÔthta tou
 qou, thn opoÐa den jewroÔme eleÔjerh par�metro. EpÐshc, h taqÔthta thc ro c
sundèetai �mesa me thn aktÐna prosaÔxhshc giatÐ to rmin epilègoume na brÐsketai
sto di�sthma 2M-3M kai kat� sunèpeia mporeÐ na jewrhjeÐ sqedìn stajerì. S-
ta parak�tw kef�laia ja exet�soume pwc exart�tai h morfologÐa thc ro c apì tic
eleÔjerec fusikèc paramètrouc tou probl matoc, ja doÔme dhlad  analutik� pwc
exart�tai apì to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc, ton arijmì Mach kai ton adia-
batikì deÐkth kai tèloc apì ton bajmì anomoiogènoiac thc Ôlhc.

3.2 H ex�rthsh thc ro c apì to mègejoc thc perioq c
prosaÔxhshc.

Sto kef�laio autì ja melet soume thn ex�rthsh thc morfologÐac thc ro c apì
to mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc. Gia th melèth aut  qrei�sthke na exelÐxoume
qronik� 5 montèla sta opoÐa all�zame mìno thn par�metro pou sqetÐzetai me to mège-
joc tou astèra, dhlad  thn taqÔthta thc ro c. Tic upìloipec fusikèc paramètrouc
tou probl matoc tic krat same stajerèc kai sugkekrimèna epilèxame tic Ðdiec timèc
me autèc twn Fryxell & Taam 1988 ¸ste na eÐnai pio eÔkolec oi sugkrÐseic. 'Ola ta
stoiqeÐa pou aforoÔn ta sugkekrimèna montèla dÐnontai ston pÐnaka 1. Parak�tw,
dÐnontai epÐshc oi isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia kajèna
apì ta montèla.

Na anafèroume sto shmeÐo autì ìti o telikìc qrìnoc pou stamat same thn proso-
moÐwsh den eÐnai o Ðdioc gia ìla ta montèla. Autì sumbaÐnei epeid  o sunolikìc qrìnoc
pou epilègoume na exelÐxoume èna montèlo exart�tai apì th di�stash tou plègmatoc
kai thn taqÔthta tou  qou. Pio sugkekrimèna h aktÐna prosaÔxhshc apoteleÐ mia
qarakthristik  qwrik  klÐmaka exèlixhc tou fainomènou en¸ h taqÔthta tou  qou
apoteleÐ mia tupik  taqÔthta gia to sÔsthma. O lìgoc aut¸n twn dÔo posot twn ja
mac d¸sei èna tupikì qrìno gia to sÔsthma. Epilègoume loipìn wc telikì qrìno gia
mia prosomoÐwsh to eikosapl�sio perÐpou tou qrìnou autoÔ.

Apì ta parak�tw sq mata faÐnetai kajar� pìso isqur� exart�tai h morfologÐa
thc ro c apì to mègejoc tou sumpagoÔc astèra. ParathroÔme katarq�c ìti gia ìla
ta montèla oi isostajmikèc kampÔlec sthn mprost� pleur� (h pleur� apì thn opoÐa
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Montèlo u∞ cs∞ M∞ γ rmin(racc) rmax(racc) ερ

M1 0.4 0.1 4 4/3 0.5 8.5 0.005
M2 0.3 0.075 4 4/3 0.25 8.5 0.005
M3 0.2 0.05 4 4/3 0.125 8.5 0.005
M4 0.1 0.025 4 4/3 0.043 8.5 0.005
M5 0.06 0.015 4 4/3 0.0125 8.5 0.005

PÐnakac 1: Montèla gia th melèth thc epÐdrashc tou megèjouc tou sumpagoÔc astèra
sthn morfologÐa thc ro c.

èrqetai h Ôlh) eÐnai kuklikèc en¸ sthn pÐsw pleur� kuriarqeÐ èna kroustikì kÔma
qarakthristikì twn uperhqhtik¸n ro¸n. Sto montèlo 1, pou eÐnai to megalÔtero
se mègejoc, h ro  eÐnai exairetik� stajer  kai den up�rqei kanèna Ðqnoc ast�jeiac
sto kroustikì kÔma. 'Oson afor� to montèlo 2, ìpou h perioq  prosaÔxhshc èqei
megalÔtero mègejoc, parathroÔme ìti parìlo pou den eÐnai emfan c mia ast�jeia
tÔpou flip-flop to kroustikì kÔma faÐnetai na eÐnai diataragmèno. IdiaÐtera emfan c
eÐnai h diataraq  gia t = 1080M kai gia t = 1260M . Na shmei¸soume ed¸, ìti
oi isostajmikèc kampÔlec pou parousi�zontai sth sunèqeia kalÔptoun ìqi ìlo to
plègma all� mia polÔ mikr  perioq  kont� sthn melan  op , diìti autì pou mac
endiafèrei se autì to kef�laio eÐnai h emf�nish ast�jeiac flip-flop pou eÐnai polÔ
emfan c kont� ston astèra.

Apì tic isostajmikèc kampÔlec tou montèlou 3 parathroÔme ìti plèon to kroustikì
kÔma èqei arqÐsei na parousi�zei sumperifor� flip-flop . H tal�ntwsh bèbaia è-
qei akìma polÔ mikrì pl�toc all� parìla aut� mporeÐ na diakrijeÐ polÔ kajar�.
Gia par�deigma gia t = 6000M kai gia t = 6600M   gia t = 7200M kai gia
t = 7800M blèpoume to kroustikì kÔma na èqei metakinhjeÐ olìklhro sthn p�nw
kai sthn k�tw pleur� antÐstoiqa tou sumpagoÔc astèra. Gia akìma megalÔterec
perioqèc prosaÔxhshc, ìpwc blèpoume sta montèla 4 kai 5, h sumperifor� flip-flop
apoteleÐ pia kurÐarqo stoiqeÐo thc ro c.

Parìla aut� mia shmantik  diafor� èqei  dh emfanisteÐ se sqèsh me Neut¸neiec
prosomoi¸seic, ìpwc autèc twn Fryxell & Taam 1988 kai Benenshon et al. (1997).
Se kanèna montèlo mèqri stigm c den eÐqame emf�nish dÐskou prosaÔxhshc. 'Opwc
anafèrame kai sthn eisagwg  sta montèla twn Fryxell & Taam 1988 ektìc apì thn
emf�nish thc flip-flop sumperifor�c eÐqame kai sqhmatismì dÐskwn prosaÔxhshc pou
peristrèfontai eÐte dexiìstrofa eÐte aristerìstrofa. M�lista, en¸ h tal�ntwsh
tou kroustikoÔ kÔmatoc moi�zei hmiperiodik , o sqhmatismìc dÐskwn prosaÔxhshc
den eÐnai, diìti h tal�ntwsh den èqei p�nta arket� meg�lo pl�toc gia na sqhmatÐsei
èna dÐsko. Oi Fryxell & Taam ìmwc sthn Ðdia ergasÐa anafèroun ìti an o sumpag -
c astèrac eÐqe epilegeÐ ètsi ¸ste na èqei 3 forèc mikrìtero mègejoc, dhlad  an
rmin/racc = 0.0125 antÐ gia rmin/racc = 0.0375, tìte se k�je tal�ntwsh ja
eÐqame kai sqhmatismì dÐskou prosaÔxhshc.

Se aut  thn ergasÐa akìma gia to montèlo 5, pou èqei th megalÔterh perioq 
prosaÔxhshc, (rmin/racc = 0.0125) den parathr same sqhmatismì dÐskou prosaÔxhsh-
c. An kai apeujeÐac sugkrÐseic me apotelèsmata Neut¸neiwn ergasi¸n de mporoÔn
na gÐnoun diìti qrhsimopoioÔme diaforetikoÔc orismoÔc gia thn aktÐna prosaÔxhshc,
parìla aut� h tim  tou lìgou rmin/racc sto montèlo 5 uperkalÔptei thn diafor�
tou par�gonta 2 pou emfanÐzoun oi dÔo orismoÐ gia thn aktÐna prosaÔxhshc kai èt-
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Sq ma 7: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo 1.
Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 60, 120,...,900.

si mporoÔme me sqetik  asf�leia na poÔme ìti h apousÐa dÐskwn prosaÔxhshc, gia
tic timèc rmin/racc pou melet same ed¸, mporeÐ na eÐnai èna kajar� sqetikistikì
fainìmeno pou den emfanÐzetai se Neut¸neiec prosomoi¸seic. O isqurismìc autìc ja
gÐnei akìma pio peistikìc sth sunèqeia, ìpou ja exelÐxoume montèla pou to pl�toc
thc ast�jeiac flip-flop ja gÐnei polÔ megalÔtero apì to antÐstoiqo pou emfanÐzetai
sto montèlo twn Fryxell & Taam (1988) all� kai p�li den ja èqoume emf�nish dÐskou
prosaÔxhshc.

BrÐskoume loipìn ìti h emf�nish thc ast�jeiac flip-flop sunteleÐtai gia rmin/racc ≈
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Sq ma 8: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo 2.
Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 180, 360,...,2700.

0.125. H tim  aut  eÐnai Ðdia me aut n pou br kan kai oi Sawada et al. 1989 kai Mat-
suda et al. 1991. An l�boume bèbaia upìyh kai p�li to ìti o sqetikistikìc orismìc
thc aktÐnac prosaÔxhshc diafèrei apì ton antÐstoiqo Neut¸neio ja mporoÔsame na
poÔme ìti h ast�jeia sthn perÐptwsh mac emfanÐzetai lÐgo pio nwrÐc apì ìti stic
ergasÐec twn Sawada et al. kai Matsuda et al.

Sth sunèqeia ja upologÐsoume touc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stro-
form c sthn melan  op . Oi posìthtec autèc eÐnai polÔ kaloÐ deÐktec gia to pìso
stajer  eÐnai h ro  ki ètsi ja antimetwpistoÔn sth sunèqeia. Jèloume dhlad  mèsw
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Sq ma 9: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo 3.
Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 600, 1200,...,9000.

twn posot twn aut¸n na bg�loume sumper�smata gia th stajerìthta thc ro c kai
ìqi na k�noume k�poia akrib  prìbleyh, p.q. gia thn posìthta thc Ôlhc pou ja
prosauxhjeÐ sthn melan  op . Akolouj¸ntac touc sullogismoÔc twn FI 1998a,b
qrhsimopoioÔme ton tÔpo:

ṁ = −
∫

Dvrr2dφ (89)

gia thn m�za. Gia ton upologismì twn orm¸n akoloujoÔme touc Petrich et al., orÐ-
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Sq ma 10: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
4. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 3000, 6000,...,45000.

zontac thn qronik  metabol  thc i-orm c wc:

ṗi = −
∫

∂V

T ij
√−gdΣj +

∫

V

(source)i
√−gdV (90)

Sthn pr�xh an èqoume to exwterikì ìrio tou plègmatoc arket� makri� tìte mporoÔme
na agno soume to deÔtero olokl rwma giatÐ oi ìroi twn phg¸n mhdenÐzontai se
epÐpedo qwrìqrono. All� epeid  de sumbaÐnei autì sto peperasmèno plègma mac
prèpei p�nta na sunupologÐzoume thn suneisfor� twn phg¸n sta apotelèsmata. Met�
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Sq ma 11: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
5. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 10000, 20000,...,150000.

apì pr�xeic katal gei kaneÐc stic telikèc ekfr�seic:

ṗr = −r2
c

∫ 2π

0

[
Srvr + p

(
1− 2M

rc

)]
dφ

+

∫ rc

rmin

∫ 2π

0

[
−M

α
(τ + D) + αr(Sφv

φ − 2Srv
r)

]
drdφ (91)

ṗφ = −r2
c

∫ 2π

0

Sφvrdφ +

∫ rc

rmin

∫ 2π

0

Sφv
r
(M

α
− 2αr

)
drdφ (92)
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pou mac epitrèpoun na upologÐsoume touc rujmoÔc prosaÔxhshc orm c kai stro-
form c antÐstoiqa. Stic ekfr�seic autèc rc eÐnai h aktÐna sthn opoÐa upologÐzoume
touc rujmoÔc prosaÔxhshc. Sta apotelèsmata pou ja parousi�soume ìloi oi rujmoÐ
prosaÔxhshc upologÐzontai p�nta sthn aktÐna prosaÔxhshc.

Parak�tw dÐnoume touc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stroform c gia ta
montèla 1 kai 5. Parìlo pou èqoume sqedi�sei touc rujmoÔc prosaÔxhshc gia ìla ta
montèla epilègoume na parajèsoume mìno dÔo gia oikonomÐa q¸rou. H epilog  aut¸n
twn dÔo den eÐnai tuqaÐa. Epilèxame to pio eustajèc kai to pio astajèc montèlo ètsi
¸ste na deÐxoume pwc eÐnai dunatìn melet¸ntac mìno touc rujmoÔc prosaÔxhshc na
ex�goume sumper�smata gia thn eust�jeia thc ro c. 'Oloi oi rujmoÐ prosaÔxhshc
m�zac èqoun kanonikopoihjeÐ sthn tim  pou prìteinan oi Petrich et al:

ṁcan =
4πλM2ρ∞

(u2∞ + c2
s∞)3/2

(93)

ìpou λ eÐnai mia adi�stath par�metroc pou dÐnetai apì (Shapiro & Teukolsky 1983)

λ =
(1

2

)(γ+1)/[2(γ−1)](5− 3γ

4

)(5−3γ)/[2(γ−1)]

(94)

Me b�sh aut  thn kanonikopoÐhsh èqoun orisjeÐ kai oi kanonikopoi seic gia ton rujmì
prosaÔxhshc orm c (Bl.Petrich et al. 1989.)

Sq ma 12: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac gia to montèlo 1.

Gia to rujmì prosaÔxhshc m�zac gia to montèlo 1 parathroÔme ìti arqik� aux�ne-
tai polÔ gr gora kai sth sunèqeia proseggÐzei mia stajer  tim , thn opoÐa diathreÐ
mèqri to tèloc thc prosomoÐwshc. H sumperifor� aut  eÐnai mia polÔ isqur  èndeixh
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Sq ma 13: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac gia to montèlo 5.

Sq ma 14: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc orm c kai stroform c gia to
montèlo 1.
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Sq ma 15: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc gia to montèlo 5.

ìti h ro  eÐnai apìluta stajer  kai de diatar�ssetai apì kanenìc eÐdouc ast�jeiec gia
tic sugkekrimènec jewrhtikèc kai upologistikèc paradoqèc pou k�name. H antÐstoiqh
grafik  par�stash gia to montèlo 5 parousi�zei polÔ diaforetik  sumperifor�. Ed¸
o rujmìc prosaÔxhshc m�zac met� thn arqik  aÔxhsh parousi�zei talant¸seic mikroÔ
pl�touc gÔrw apì mia mèsh tim . Oi talant¸seic autèc prokaloÔntai apì diataraqèc
sto kroustikì kÔma kai eÐnai èndeixh ìti h ro  den katafèrnei potè na ft�sei se mia
stajer  kat�stash.

Oi rujmoÐ prosaÔxhshc orm c parousi�zoun se genikèc grammèc ìmoia sumperi-
for�. Gia to M1 faner¸noun ìti brÐsketai se stajer  kat�stash, en¸ gia to M5 to
antÐjeto. Tèloc, apì touc rujmoÔc prosaÔxhshc stroform c mporoÔme na p�roume
kai mia prìsjeth plhroforÐa. ParathroÔme ìti gia to M1 o antÐstoiqoc rujmìc
diathreÐ se ìlh th di�rkeia thc prosomoÐwshc polÔ qamhlèc timèc, en¸ antijètwc oi
timèc gia to M5 parousi�zoun polÔ megal  diaspor� tìso ston jetikì ìso kai ston
arnhtikì �xona. Autì sumbaÐnei epeid  sto M5 kuriarqeÐ h ast�jeia flip-flop . To
fainìmeno autì epitrèpei sth melan  op  na prosaux�nei perissìterh m�za pìte apì
thn p�nw pleur� (h pleur� me thn uyhl  puknìthta) kai pìte apì thn k�tw pleur�.
'Otan to kroustikì kÔma ektrèpetai proc thn k�tw pleur� tìte h melan  op  dèqe-
tai perissìtero ulikì apì thn p�nw pleur�. To ulikì aut c thc pleur�c jewroÔme
ìti diajètei arnhtik  stroform  ki ètsi an to kroustikì kÔma parameÐnei gia meg�lo
qronikì di�sthma sthn k�tw pleur� o rujmìc prosaÔxhshc stroform c ja p�rei polÔ
arnhtikèc timèc. To antÐjeto sumbaÐnei ìtan to kroustikì kÔma ektrèpetai proc thn
p�nw pleur�. Koit¸ntac dhlad  touc rujmoÔc prosaÔxhshc stroform c mporoÔme
na p�roume shmantikèc plhroforÐec ìson afor� thn emf�nish kai thn exèlixh thc
ast�jeiac flip-flop .
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3.3 H ex�rthsh thc ro c apì ton arijmì Mach kai ton
adiabatikì deÐkth.

Sthn enìthta aut  ja melet soume pwc exart�tai h morfologÐa kai h eust�jeia thc
ro c apì ton arijmì Mach kai ton adiabatikì deÐkth. Gia na to petÔqoume autì ja
prèpei na krat soume stajerèc tic upìloipec eleÔjerec paramètrouc thc ro c kai
sugkekrimèna thn taqÔthta kai th bajmÐda puknìthtac. Qrhsimopoi same sunolik�
18 montèla. Ta pr¸ta 9 montèla èqoun lìgo rmin/racc 0.5 en¸ ta upìloipa 9 0.043.
SÔmfwna loipìn me ìsa eÐpame sthn prohgoÔmenh enìthta, anamènoume sta pr¸ta 9
montèla na mhn èqoume parousÐa thc ast�jeiac flip-flop en¸ sta upìloipa 9 na eÐnai
paroÔsa h sugkekrimènh ast�jeia. Gia k�je mia apì tic dÔo parap�nw peript¸seic
epilègoume 3 timèc gia ton arijmì Mach kai 3 timèc gia ton adiabatikì deÐkth. Gia
ton arijmì Mach qrhsimopoi same tic timèc 1.6, 4 kai 8 kai gia ton adiabatikì deÐkth
1.1, 4/3 kai 5/3. Tic timèc autèc bèbaia den tic epilèxame tuqaÐa all� akoloujoÔme
prohgoÔmenec ergasÐec pou èqoun gÐnei sto prìblhma autì.

H onomasÐa k�je montèlou ègine wc ex c: o pr¸toc arijmìc met� to M (Montèlo)
paÐrnei tic timèc 1 kai 2. Ta montèla me thn tim  1 eÐnai aut� gia ta opoÐa isqÔei:
rmin/racc=0.5 en¸ gia ta montèla me thn tim  2 èqoume: rmin/racc=0.043. To
gr�mma met� ton pr¸to arijmì sumbolÐzei ton adiabatikì deÐkth. To A sumbolÐzei to
1.1, to B to 4/3 kai to C to 5/3. O teleutaÐoc arijmìc sumbolÐzei ton arijmì Mach.
To 1 eÐnai gia montèla me arijmì Mach 1.6, to 2 gia 4 kai to 3 gia 8.

Apì ta 18 sunolik� montèla, ta M1A1 kai M2A1  tan polÔ dÔskolo na ex-
eliqjoÔn qronik� kai gia to lìgo autì ta af same ektìc thc melèthc mac. 'Oson
afor� ta upìloipa montèla, parathroÔme ìti ta M1A2 kai M2A2 parousi�zoun mia
idiaÐterh sumperifor�. To kroustikì kÔma paramènei se ìlh th di�rkeia thc proso-
moÐwshc kleistì sqhmatÐzontac mia st lh polÔ uyhl c puknìthtac apì thn opoÐa
sumbaÐnei kurÐwc h prosaÔxhsh m�zac sthn melan  op . 'Idia akrib¸c morfologÐa
parousi�zoun kai ta M1A3 kai M2A3 pou den ta èqoume parajèsei gia oikonomÐa
q¸rou. H morfologÐa aut  faÐnetai loipìn na eÐnai qarakthristik  twn montèlwn me
mikrì adiabatikì deÐkth.

IdiaÐtero endiafèron parousi�zei to gegonìc ìti to M2A2 parìlo pou èqei lìgo
rmin/racc=0.043 kai sÔmfwna me ìsa eÐpame sthn prohgoÔmenh par�grafo ja èprepe
na parousi�zei èntonh sumperifor� flip-flop , den èqei kanèna shm�di ast�jeiac oÔte
stic isostajmikèc thc puknìthtac all� oÔte kai stouc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac,
orm c kai stroform c. 'Oloi oi rujmoÐ prosaÔxhshc parousi�zoun mia axioshmeÐwth
stajerìthta.

Parathr¸ntac t¸ra tic isostajmikèc kampÔlec tou M1C3 blèpoume ìti up�rqoun
di�forec ast�jeiec sto kroustikì kÔma. Parìlo dhlad  pou to M1A2 kai to M1C3
èqoun ton Ðdio lìgo rmin/racc h morfologÐa kai h eust�jeia twn ro¸n touc eÐnai
teleÐwc diaforetikèc. Katarq�c, sthn perÐptwsh tou M1C3 to kroustikì kÔma polÔ
gr gora diatar�ssetai kai anoÐgei. Melet¸ntac tic isostajmikèc tou montèlou autoÔ
blèpoume ìti gia t = 400 kai gia t = 480 to kroustikì kÔma eÐnai strammèno proc
thn p�nw kai thn k�tw pleur�, antistoÐqwc. H sumperifor� aut  deÐqnei thn ènarxh
thc ast�jeiac flip-flop mikroÔ pl�touc.

'Ara, mporoÔme na poÔme ìti h eust�jeia thc ro c den kajorÐzetai mìno apì ton
lìgo rmin/racc all� kai apì ton arijmì Mach kai ton adiabatikì deÐkth. H ex�rthsh
aut  ja faneÐ kalÔtera parathr¸ntac tic isostajmikèc tou montèlou 2C3. To montè-
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lo autì parousi�zei thn ast�jeia flip-flop me to megalÔtero pl�toc se sÔgkrish me
ta upìloipa pou melet same. 'Opwc faÐnetai kajar�, to pl�toc thc tal�ntwshc tou
kroustikoÔ kÔmatoc gÐnetai mègisto kai xepern�ei akìma kai tic 90 moÐrec wc proc thn
orizìntia dieÔjunsh. AxioshmeÐwto eÐnai to gegonìc ìti parìlo pou to M1 apì thn
prohgoÔmenh enìthta eÐqe polÔ mikrìtero lìgo rmin/racc se sqèsh me to M2C3 to
pl�toc thc tal�ntwshc gia to M2C3 eÐnai polÔ megalÔtero. Autì sumbaÐnei epeid 
kai o arijmìc Mach tou M2C3 kai o adiabatikìc tou deÐkthc eÐnai megalÔteroi apì tic
antÐstoiqec timèc tou M1. Parìlo ìmwc pou to pl�toc tal�ntwshc tou kroustikoÔ
kÔmatoc eÐnai tìso meg�lo den parathroÔme na emfanÐzontai dÐskoi prosaÔxhshc.
'Etsi diapist¸noume gia tic sugkekrimènec timèc twn diafìrwn paramètrwn pou jew-
r same, ìti h emf�nish enìc dÐskou prosaÔxhshc eÐnai èna fainìmeno pou emfanÐzetai
mìno se Neut¸neiec prosomoi¸seic. AxÐzei ìmwc sto shmeÐo autì na doÔme pwc
sumperifèrontai oi rujmoÐ prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stroform c gia èna tètoio
montèlo me tìso astaj  sumperifor�.

Montèlo u∞ cs∞ M∞ γ rmin/racc rmax/racc ερ

M1A1 0.4 0.25 1.6 1.1 0.5 8.5 0.005
M1B1 0.4 0.25 1.6 4/3 0.5 8.5 0.005
M1C1 0.4 0.25 1.6 5/3 0.5 8.5 0.005
M1A2 0.4 0.1 4 1.1 0.5 8.5 0.005
M1B2 0.4 0.1 4 4/3 0.5 8.5 0.005
M1C2 0.4 0.1 4 5/3 0.5 8.5 0.005
M1A3 0.4 0.05 8 1.1 0.5 8.5 0.005
M1B3 0.4 0.05 8 4/3 0.5 8.5 0.005
M1C3 0.4 0.05 8 5/3 0.5 8.5 0.005

PÐnakac 2: Montèla gia th melèth thc epÐdrashc tou arijmoÔ Mach kai tou adia-
batikoÔ deÐkth sthn morfologÐa thc ro c.

Montèlo u∞ cs∞ M∞ γ rmin/racc rmax/racc ερ

M2A1 0.1 0.0625 1.6 1.1 0.043 8.5 0.005
M2B1 0.1 0.0625 1.6 4/3 0.043 8.5 0.005
M2C1 0.1 0.0625 1.6 5/3 0.043 8.5 0.005
M2A2 0.1 0.025 4 1.1 0.043 8.5 0.005
M2B2 0.1 0.025 4 4/3 0.043 8.5 0.005
M2C2 0.1 0.025 4 5/3 0.043 8.5 0.005
M2A3 0.1 0.0125 8 1.1 0.043 8.5 0.005
M2B3 0.1 0.0125 8 4/3 0.043 8.5 0.005
M2C3 0.1 0.0125 8 5/3 0.043 8.5 0.005

PÐnakac 3: Montèla gia th melèth thc epÐdrashc tou arijmoÔ Mach kai tou adia-
batikoÔ deÐkth sthn morfologÐa thc ro c.
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Sq ma 16: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
1A2. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M,
eÐnai t=0, 60, 120,...,900.

'Oson afor� touc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac kai orm c blèpoume ìti kai oi dÔo
parousi�zoun talant¸seic meg�lou sqetik� pl�touc gÔrw apì mia mh mhdenik  mèsh
tim . Antijètwc, o rujmìc prosaÔxhshc stroform c talant¸netai gÔrw apì timèc
kont� sto mhdèn. Oi talant¸seic ìmwc èqoun polÔ meg�lo pl�toc (megalÔtero apì
k�je �llo montèlo). H sumperifor� aut  eÐnai fusik� apìluta anamenìmenh, afoÔ h
kÐnhsh kai h paramon  tou kroustikoÔ kÔmatoc tìso sthn p�nw ìso kai sthn k�tw
pleur� prèpei na epitrèpei sth ro  na metafèrei proswrin� meg�la pos� stroform c
sthn melan  op .
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Sq ma 17: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
1C3. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M,
eÐnai t=0, 80, 160,...,1200.

Gia ìla ta upìloipa montèla ta opoÐa anafèrame sthn arq  thc enìthtac kai
den parajèsame tic isostajmikèc touc kampÔlec   k�poia grafik  par�stash, ja
arkestoÔme na poÔme ta ex c: Parathr¸ntac prosektik� tìso tic isostajmikèc tou-
c kampÔlec ìso kai touc rujmoÔc prosaÔxhshc, prokÔptei to sumpèrasma ìti gia
mikroÔc arijmoÔc Mach kai mikroÔc adiabatikoÔc deÐktec h ro  gÐnetai arket� eusta-
j c, en¸ gia meg�louc arijmoÔc Mach kai meg�louc adiabatikoÔc deÐktec emfanÐzetai
h ast�jeia flip-flop . H met�bash apì th mia kat�stash sthn �llh eÐnai stadiak .
Pio sugkekrimèna, apì mia entel¸c stajer  ro  ja per�soume se mia ro  ìpou de ja
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Sq ma 18: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
2A2. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M,
eÐnai t=0, 3000, 6000,...,45000.

èqei emfanisteÐ akìma ast�jeia tÔpou flip-flop all� apl¸c k�poiec diataraqèc sto
kroustikì kÔma. Sth sunèqeia ja èqoume emf�nish thc ast�jeiac flip-flop all� me
polÔ mikrì pl�toc talant¸sewn, gia na per�soume katìpin se talant¸seic meg�lou
kai polÔ meg�lou pl�touc. Gia na mporoÔme profan¸c na problèyoume an se èna
sugkekrimèno montèlo ja emfanisteÐ ast�jeia flip-flop ja prèpei na gnwrÐzoume tìso
to lìgo rmin/racc ìso kai ton arijmì Mach kai ton adiabatikì deÐkth, afoÔ k�je
mia apì autèc tic paramètrouc sumb�lei anex�rthta apì tic �llec sth morfologÐa thc
ro c.
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Sq ma 19: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
2C3. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M,
eÐnai t=0, 6000, 12000,...,90000.

Tèloc, prin kleÐsoume thn enìthta aut , mènei na k�noume èna teleutaÐo sqìlio.
Parathr same ìti to M2C3 parousi�zei mia polÔ astaj  sumperifor�. H parat rhsh
ègine ìmwc mìno polÔ kont� sthn melan  op , dhlad  se mia polÔ periorismènh perioq 
tou sunolikoÔ plègmatoc. An sqedi�soume tic isostajmikèc kampÔlec tou montèlou
autoÔ se ìlo to plègma ja parathr soume ìti parìlo pou polÔ kont� sthn melan 
op  kuriarqeÐ h ast�jeia flip-flop , se megalÔterec apost�seic den eÐnai kai tìso
emfan c h kÐnhsh tou kroustikoÔ kÔmatoc. H morfologÐa dhlad  thc ro c exart�tai
kai apì thn klÐmaka sthn opoÐa thn parathroÔme.
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Sq ma 20: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac gia to montèlo 2A2.

Sq ma 21: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc orm c gia to montèlo 2A2.
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Sq ma 22: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc stroform c gia to montèlo 2A2.

Sq ma 23: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac gia to montèlo 2C3.
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Sq ma 24: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc orm c gia to montèlo 2C3.

Sq ma 25: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc stroform c gia to montèlo 2C3.
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Sq ma 26: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to M2C3.
Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 6000, 12000,...,90000..

3.4 H ex�rthsh thc ro c apì th bajmÐda puknìthtac.
Sthn enìthta aut  ja exet�soume thn ex�rthsh thc morfologÐac thc ro c kai thc
eust�jei�c thc apì th bajmÐda puknìthtac stic arqikèc sunj kec. Mèqri stigm c,
ìla ta montèla pou kataskeu�same eÐqan mia polÔ mikr  arqik  bajmÐda puknìthtac.
Sth sunèqeia, ja perigr�youme th sumperifor� montèlwn me mhdenik  all� kai polÔ
meg�lh bajmÐda puknìthtac.
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Montèlo u∞ cs∞ M∞ γ rmin/racc rmax/racc ερ

M2 0.3 0.075 4 4/3 0.250 8.5 0.005
M3 0.2 0.05 4 4/3 0.125 8.5 0.005
M2b 0.3 0.075 4 4/3 0.250 8.5 0
M3b 0.2 0.05 4 4/3 0.125 8.5 0

PÐnakac 4: Montèla gia th melèth thc epÐdrashc thc bajmÐdac puknìthtac sth mor-
fologÐa thc ro c.

Montèlo u∞ cs∞ M∞ γ rmin/racc rmax/racc ερ

MA2 0.4 0.1 4 1.1 0.36 8.5 0.8
MB2 0.4 0.1 4 4/3 0.36 8.5 0.8
MC2 0.4 0.1 4 5/3 0.36 8.5 0.8
MA3 0.4 0.05 8 1.1 0.36 8.5 0.8
MB3 0.4 0.05 8 4/3 0.36 8.5 0.8
MC3 0.4 0.05 8 5/3 0.36 8.5 0.8

PÐnakac 5: Montèla gia th melèth thc epÐdrashc thc bajmÐdac puknìthtac sth mor-
fologÐa thc ro c.

Pr¸toc stìqoc mac eÐnai na diapist¸soume an eÐnai telik� aparaÐthth mia bajmÐda
puknìthtac gia thn emf�nish miac astajoÔc sumperifor�c tÔpou flip-flop. Gia ton
lìgo autì epilègoume ta montèla 2 kai 3 pou trèxame se prohgoÔmenh enìthta kai ta
xanatrèqoume gia mhdenik  bajmÐda puknìthtac. H epilog  twn dÔo sugkekrimènwn
montèlwn den ègine fusik� tuqaÐa. EÐnai ta dÔo montèla sta opoÐa mìlic arqÐzoun na
faÐnontai ta pr¸ta Ðqnh ast�jeiac flip-flop . Ja doÔme loipìn an h bajmÐda puknìthtac
ephre�zei thn emf�nish thc ast�jeiac kai an nai se poio bajmì gÐnetai autì.

SugkrÐnontac tic isostajmikèc kampÔlec twn M2b kai M3b me tic antÐstoiqec M2
kai M3 pou dìjhkan se prohgoÔmenh enìthta parathroÔme ìti kai me anomoiogèneia
kai qwrÐc anomoiogèneia paÐrnoume poiotik� ìmoia sumperifor�. Gia rmin/racc=0.250
den eÐnai xek�jaro ìti up�rqei ast�jeia flip-flop . Apl�, to kroustikì kÔma gia thn
perÐptwsh tou M2b faÐnetai na eÐnai lÐgo pio diataragmèno. Gia rmin/racc=0.125 h
ro  qwrÐc arqik  anomoiogèneia parousi�zei ast�jeia flip-flop megalÔterou pl�touc
apì ìti parousi�zei me arqik  anomoiogèneia. Prin ex�goume ìmwc k�poio sumpèrasma,
ac rÐxoume mia mati� kai stouc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stroform c.

Gia na èqoume th dunatìthta sÔgkrishc, èqoume sqedi�sei se koinoÔc �xonec touc
rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stroform c gia ta montèla 2b, 2 kai 3b,
3. Melet¸ntac arqik� touc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac kai orm c parathroÔme
ìti parousi�zoun talant¸seic Ðsou perÐpou pl�touc gÔrw apì mia mèsh tim . 'Et-
si, eÐnai polÔ dÔskolo na entopÐsei kaneÐc diaforèc an�mesa sthn omogen  kai thn
mh omogen  perÐptwsh. Ac epikentr¸soume t¸ra thn prosoq  mac stouc rujmoÔc
prosaÔxhshc stroform c. ParathroÔme ìti mia shmantik  diafor� an�mesa stic o-
mogeneÐc kai tic mh omogeneÐc roèc eÐnai ìti stic omogeneÐc roèc o rujmìc prosaÔxhshc
stroform c sta pr¸ta st�dia thc prosomoÐwshc èqei timèc polÔ kont� sto mhdèn.
Parìla aut�, Ôstera apì peperasmèno qronikì di�sthma kai stic dÔo peript¸seic,
parathroÔme talant¸seic meg�lou pl�touc pou den k�noun dunatì to diaqwrismì
twn dÔo peript¸sewn. 'Oson afor� ta montèla 2b kai 2, eÔkola mporoÔme na doÔme
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Sq ma 27: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
2b. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 180, 360,...,2700.

ìti to M2 parousi�zei se genikèc grammèc talant¸seic megalÔterou pl�touc, se
sumfwnÐa me to gegonìc ìti to kroustikì kÔma se autì to montèlo fainìtan pio di-
ataragmèno se sÔgkrish me to kroustikì kÔma tou M2b. Antijètwc, to M3 faÐnetai
na parousi�zei talant¸seic mikrìterou pl�touc apì to M3b. All� autì eÐnai k�ti
apolÔtwc anamenìmeno afoÔ, ìpwc eÐdame pio p�nw, to pl�toc thc ast�jeiac flip-flop
eÐnai megalÔtero gia to M3b apì ìti gia to M3.

Sumperasmatik� loipìn, ja mporoÔsame na poÔme ìti den eÐnai aparaÐthth h parousÐ-
a miac bajmÐdac puknìthtac gia thn emf�nish thc ast�jeiac flip-flop . Bèbaia, mia
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Sq ma 28: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
3b. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 600, 1200,...,9000.

bajmÐda puknìthtac ja ephre�sei wc k�poio bajmì ta morfologik� qarakthristik�
thc ro c, all� den eÐnai tìso xek�jaro akìmh to ti akrib¸c all�zei me thn eisagwg 
thc se mia omogen  ro . To sumpèrasma autì brÐsketai se sumfwnÐa me autì twn
Matsuda et al 1991 pou eÐqan isquristeÐ ìti ast�jeiec mporoÔn na prokÔyoun ìqi
mìno apì mh omogeneÐc all� kai apì omogeneÐc roèc.

Sth sunèqeia, ja melet soume pwc mporoÔn na ephre�soun th ro  meg�lec ba-
jmÐdec puknìthtac. Ta montèla pou qrhsimopoi same dÐnontai se pÐnaka sthn arq 
thc enìthtac aut c. 'Opwc parathroÔme, o lìgoc rmin/racc epilèqjhke na èqei mia

50



Sq ma 29: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc m�zac.

Sq ma 30: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc orm c.
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Sq ma 31: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc stroform c.

Sq ma 32: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc m�zac.
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Sq ma 33: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc orm c.

Sq ma 34: Kanonikopoihmènoi rujmoÐ prosaÔxhshc stroform c.
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arket� meg�lh tim , ètsi ¸ste oi ìpoiec ast�jeiec dhmiourghjoÔn na ofeÐlontai mìno
sth bajmÐda puknìthtac kai ìqi sto mègejoc thc perioq c prosaÔxhshc. Sqedi�zon-
tac isostajmikèc thc puknìthtac kai gi' aut  thn perÐptwsh, parathroÔme ìti h ro 
èqei diaforetik� morfologik� qarakthristik� kai parousi�zei pollèc ast�jeiec.

Arqik� ja exet�soume th morfologÐa tou MA3. ParathroÔme ìti lìgw thc polÔ
meg�lhc bajmÐdac puknìthtac to kroustikì kÔma èqei ektrapeÐ proc thn pleur� me
th mikrìterh puknìthta. Autì sumbaÐnei epeid  to ulikì pou èrqetai apì thn p�nw
pleur� thc melan c op c èqei megalÔterh puknìthta kai kat� sunèpeia ja askeÐ kai
megalÔterh pÐesh sto kroustikì kÔma apì aut  pou askeÐ to ulikì pou èrqetai apì
thn k�tw pleur�. Sth sunèqeia, èqoume na parathr soume ìti to kroustikì kÔma èqei
anoÐxei se mia polÔ mikr  gwnÐa. Sqedi�zontac isostajmikèc kai gia �lla montèla ja
faneÐ kalÔtera h sqèsh thc gwnÐac pou anoÐgei to kroustikì kÔma me ton adiabatikì
deÐkth g. Tèloc, ìpwc faÐnetai xek�jara tìso apì touc rujmoÔc prosaÔxhshc ìso
kai apì tic isostajmikèc, to kroustikì kÔma eÐnai exairetik� diataragmèno. 'Amesh
sunèpeia aut c thc diataraq c eÐnai oi rujmoÐ prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stro-
form c na parousi�zoun polÔ oxeÐec korufèc me meg�lec apoklÐseic apì th mèsh tim 
touc. Se kanèna �llo montèlo to fainìmeno autì den eÐnai tìso èntono. Apì ton
rujmì prosaÔxhshc stroform c parathroÔme epÐshc ìti h ro  kat�fere na apojèsei
sth melan  op  èna shmantikì posostì stroform c se sumfwnÐa me thn parat rhsh
pou k�name pwc omogeneÐc roèc den mporoÔn na metab�lloun shmantik� thn stroform 
enìc antikeimènou.

Sth sunèqeia, ja exet�soume th morfologÐa thc ro c gia ta montèla B3 kai C3.
ParathroÔme ìti to kroustikì kÔma sto montèlo B3 eÐnai ligìtero diataragmèno apì
ìti sto A3. Parìla aut�, kai se aut  thn perÐptwsh de mporoÔme na poÔme ìti
èqoume mia eustaj  ro . Apì tic isostajmikèc kampÔlec parathroÔme gia par�deigma
ìti gia t=600 kai gia t=1400 to kroustikì kÔma parousi�zei shmantikèc diatarqèc.
Oi diataraqèc autèc eÐnai emfaneÐc kai stouc rujmoÔc prosaÔxhshc, ìpou se sumfwnÐa
me ta ìsa eÐpame parap�nw èqoume talant¸seic arket� meg�lou pl�touc, ìqi ìmwc
tìso meg�lou ìso sthn prohgoÔmenh perÐptwsh. Parìmoia sumperifor� parousi�zei
kai to MC3. Sthn perÐptwsh aut  ìmwc, h ro  èqei gÐnei akìma pio stajer . To
kroustikì kÔma faÐnetai na eÐnai sqedìn akÐnhto kai o rujmìc prosaÔxhshc m�zac
eÐnai sqedìn stajerìc. Oi rujmoÐ prosaÔxhshc orm c kai stroform c parousi�zoun
talant¸seic lÐgo megalÔterou pl�touc apì to rujmì prosaÔxhshc m�zac, all� arket�
mikrìterou pl�touc se sÔgkrish me touc antÐstoiqouc rujmoÔc twn montèlwn B3 kai
A3. Blèpoume dhlad  ìti, ìso megal¸nei o adiabatikìc deÐkthc, h ro  gÐnetai ìlo kai
pio stajer . To sumpèrasma autì prokÔptei melet¸ntac th ro  kai touc rujmoÔc
prosaÔxhshc twn montèlwn A2, B2 kai C2 pou se genikèc grammèc parousi�zoun
parìmoia sumperifor� me ta montèla pou exet�same.

H parat rhsh aut  eÐnai shmantik , diìti sthn prohgoÔmenh enìthta eÐdame ìti
h ro  gÐnetai pio eustaj c me meÐwsh tou adiabatikoÔ deÐkth kai tou arijmoÔ Mach.
Up�rqoun bèbaia dÔo shmantikèc diaforèc me thn prohgoÔmenh enìthta. H pr¸th
eÐnai ìti h bajmÐda puknìthtac  tan polÔ mikrìterh kai h deÔterh ìti ekeÐ eÐqame èna
sugkekrimèno eÐdoc ast�jeiac, thn flip-flop, en¸ ed¸ den eÐnai paroÔsa h ast�jeia
aut  all� èqoume diataraqèc sto kroustikì kÔma pou prokaloÔn kai tic talant¸seic
stouc rujmoÔc prosaÔxhshc. To pwc akrib¸c ephre�zei mia meg�lh bajmÐda puknìth-
tac th ro  kai to an up�rqoun diaforèc me thn perÐptwsh miac ro c me mikr  bajmÐda
puknìthtac ja faneÐ kalÔtera an melet soume ta montèla thc enìthtac aut c kai gia
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mia melan  op  me mikrìtero lìgo rmin/racc ìpou ja  tan paroÔsa kai h ast�jeia
flip-flop .

Sq ma 35: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
A3. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 100, 200,...,1500.
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Sq ma 36: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
B3. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 100, 200,...,1500.

Prin kleÐsoume me thn enìthta aut , na anafèroume ìti apì ta prohgoÔmena mon-
tèla prokÔptei kai èna �llo sumpèrasma. Blèpoume ìti sto MA3 h gwnÐa pou anoÐgei
to kroustikì kÔma eÐnai polÔ mikr , sto MB3 h gwnÐa aut  eÐnai lÐgo megalÔterh
kai sto MC3 akìma pio meg�lh. Thn Ðdia sumperifor� parousi�zoun kai ta montèla
A2, B2 kai C2. EpÐshc, h sumperifor� aut  faÐnetai polÔ kajar� kai sta montèla
thc prohgoÔmenhc enìthtac, tìso se aut� pou eÐnai paroÔsa h ast�jeia flip-flop ìso
kai se aut� ìpou den emfanÐzetai. EkeÐ m�lista h sumperifor� aut   tan akìma pio
èntonh, diìti sta montèla me mikrì adiabatikì deÐkth to kroustikì kÔma den �noige
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Sq ma 37: Isostajmikèc kampÔlec tou logarÐjmou thc puknìthtac gia to montèlo
C3. Apì p�nw arister� proc ta k�tw dexi� oi antÐstoiqoi qrìnoi, se mon�dec M, eÐnai
t=0, 100, 200,...,1500.

kajìlou, en¸ sta montèla me meg�lo adiabatikì deÐkth to �noigma tou kroustikoÔ
kÔmatoc idiaÐtera sthn perÐptwsh pou eÐqame ast�jeia flip-flop  tan polÔ meg�lo.
Parìlo pou sthn prohgoÔmenh enìthta den èqoume d¸sei tic isostajmikèc k�poiou
montèlou me adiabatikì deÐkth 4/3, na poÔme ìti to �noigma tou kroustikoÔ kÔmatoc
eÐnai oÔte tìso meg�lo ìso sthn perÐptwsh me γ = 5/3 all� oÔte fusik� kai tìso
mikrì ìso sthn perÐptwsh me γ = 1.1. Oi gwnÐec stic opoÐec anaferìmaste eÐnai oi
gwnÐec pou anoÐgei to kroustikì kÔma kont� sthn melan  op , diìti, ìpwc eÐdame kai
sto tèloc thc prohgoÔmenhc enìthtac, h morfologÐa tou kroustikoÔ kÔmatoc all�zei
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Sq ma 38: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac.

Sq ma 39: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc orm c.
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Sq ma 40: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc stroform c.

Sq ma 41: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac.
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Sq ma 42: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc orm c.

Sq ma 43: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc stroform c.
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Sq ma 44: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc m�zac.

Sq ma 45: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc orm c.
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Sq ma 46: Kanonikopoihmènoc rujmìc prosaÔxhshc stroform c.

shmantik� se meg�lec qwrikèc klÐmakec. Pio sugkekrimèna, h gwnÐa pou anoÐgei to
kroustikì kÔma gia thn perÐptwsh tou M2C3 mei¸netai se polÔ meg�lo bajmì an
apomakrunjoÔme arket� apì th melan  op .
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4 Sumper�smata.
Melet same leptomer¸c th sqetikistik  prosaÔxhsh m�zac se mia melan  op  jew-
r¸ntac uperhqhtik  ro  periorismènh sto ishmerinì epÐpedo. Apì tic prosomoi¸seic
pou k�name proèkuyan ta parak�tw sumper�smata:

1. Se Neut¸neia montèla h prosaÔxhsh m�zac se mia melan  op  apì uperhqhtikèc
roèc me mia bajmÐda puknìthtac qarakthrÐzetai apì thn parousÐa enìc kroustikoÔ
kÔmatoc to opoÐo parousi�zei thn legìmenh ast�jeia flip-flop . Oi talant¸seic
tou kroustikoÔ kÔmatoc diakìptontai apì to sqhmatismì dÐskwn prosaÔxhshc
pou peristrèfontai eÐte dexiìstrofa eÐte aristerìstrofa. Sta sqetikistik�
montèla pou qrhsimopoi same emeÐc, an kai emfanÐsthke h ast�jeia flip-flop den
eÐdame se kanèna montèlo sqhmatismì dÐskou prosaÔxhshc. Akìma kai ìtan
o lìgoc rmin/racc ègine mikrìteroc apì ton antÐstoiqo lìgo se Neut¸neiec
prosomoi¸seic den eÐqame sqhmatismì dÐskou. EpÐshc, sqhmatismì dÐskou den
eÐqame oÔte se roèc me meg�lo arijmì Mach kai meg�lo adiabatikì deÐkth ìpou
to pl�toc tal�ntwshc tou kroustikoÔ kÔmatoc gÐnetai polÔ megalÔtero apì to
antÐstoiqo pl�toc Neut¸neiwn prosomoi¸sewn.

2. Roèc me meg�lo adiabatikì deÐkth kai meg�lo arijmì Mach parousi�zoun polÔ
pio èntonh ast�jeia flip-flop , kat� thn opoÐa to pl�toc tal�ntwshc tou kroustikoÔ
kÔmatoc megistopoieÐtai, sugkritik� me roèc me mikrì arijmì Mach kai mikrì a-
diabatikì deÐkth.

3. H morfologÐa thc ro c all�zei drastik� se meg�lec qwrikèc klÐmakec. Pio sug-
kekrimèna, se montèla pou parousi�zoun èntonh ast�jeia flip-flop to �noigma
tou kroustikoÔ kÔmatoc kai to pl�toc thc tal�ntws c tou mei¸nontai se meg�-
lo bajmì an apomakrunjoÔme arket� apì thn melan  op .

4. Den eÐnai aparaÐthth mia bajmÐda puknìthtac gia na èqoume ast�jeia flip-flop. H
ast�jeia flip-flop mporeÐ na emfanisteÐ kai se roèc pou èqoun omogeneÐc arqikèc
sunj kec gia thn puknìthta.

5. Se roèc me meg�lec bajmÐdec puknìthtac, ìpou o lìgoc rmin/racc eÐnai tètoioc
¸ste na mhn èqoume emf�nish thc ast�jeiac flip-flop , ìso aux�nei o adiabatikìc
deÐkthc tìso pio eustajèc gÐnetai to kroustikì kÔma. Gia mikroÔc adiabatikoÔc
deÐktec to kroustikì kÔma parousi�zei isqurìtatec diataraqèc pou dhmiourgoÔn
polÔ oxeÐec korufèc stouc rujmoÔc prosaÔxhshc m�zac, orm c kai stroform c.

6. To �noigma tou kroustikoÔ kÔmatoc exart�tai isqur� apì ton adiabatikì deÐk-
th. Gia mikroÔc adiabatikoÔc deÐktec to kroustikì kÔma den anoÐgei kajìlou
ki èqoume sqhmatismì miac st lhc polÔ uyhl c puknìthtac apì thn opoÐa sum-
baÐnei kurÐwc h prosaÔxhsh m�zac sto sumpag  astèra. 'Oso megal¸nei o
adiabatikìc deÐkthc tìso megal¸nei kai to �noigma tou kroustikoÔ kÔmatoc.
Stic peript¸seic pou to �noigma autì metab�lletai shmantik� se meg�lec a-
post�seic, anaferìmaste sthn perioq  kont� sth melan  op .
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