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ΠλάνοΠλάνο ΠαρουσίασηςΠαρουσίασης

ΙστορικήΙστορική ΑναδροµήΑναδροµή
Βασική Θεωρία Περιστρεφόµενων Αστέρων Βασική Θεωρία Περιστρεφόµενων Αστέρων 
Ανάπτυξη της Μεθόδου Ανάπτυξη της Μεθόδου ΑυτοσυνεπούςΑυτοσυνεπούς Πεδίου Πεδίου 
του του Izumi HachisuIzumi Hachisu
((Hachisu SelfHachisu Self--Consistent Field Method, HSCF)Consistent Field Method, HSCF)
Παρουσίαση ΑποτελεσµάτωνΠαρουσίαση Αποτελεσµάτων
Επεκτάσεις της ΜεθόδουΕπεκτάσεις της Μεθόδου



ΙστορικήΙστορική ΑναδροµήΑναδροµή

(1687) (1687) Isaac NewtonIsaac Newton: : ““Μαθηµατικές Αρχές Φυσικής ΦιλοσοφίαςΜαθηµατικές Αρχές Φυσικής Φιλοσοφίας”  ”  --
Πρώτες συζητήσεις ΣφαιροειδώνΠρώτες συζητήσεις Σφαιροειδών
(1737(1737--1743) 1743) AlexisAlexis--Claude Claude ClairautClairaut & Colin & Colin MaclaurinMaclaurin::
ΠρώτεςΠρώτες σωστές υποθέσεις για συνθήκες ισορροπίαςσωστές υποθέσεις για συνθήκες ισορροπίας
(1755) (1755) Leonard EulerLeonard Euler:: Γενικές εξισώσεις κίνησης ρευστού χωρίς ιξώδεςΓενικές εξισώσεις κίνησης ρευστού χωρίς ιξώδες
(1773(1773--1793)1793)
AndrieuAndrieu--Marie LegendreMarie Legendre: Εισαγωγή του βαρυτικού δυναµικού,: Εισαγωγή του βαρυτικού δυναµικού,
Marquis PierreMarquis Pierre--Simon de LaplaceSimon de Laplace: Εισαγωγή βαρότροπων και λύση : Εισαγωγή βαρότροπων και λύση 
σφαιρικού πολύτροπου µε δείκτη Ν=1. σφαιρικού πολύτροπου µε δείκτη Ν=1. 
(1829) Denis Poisson: (1829) Denis Poisson: Εξίσωση Εξίσωση PoissonPoisson

2ρKP =
ρπ G42 =Φ∇



ΙστορικήΙστορική ΑναδροµήΑναδροµή

(1834) Karl (1834) Karl JacobiJacobi: : Καταστάσεις ισορροπίας αποτελούν όχι µόνο τα Καταστάσεις ισορροπίας αποτελούν όχι µόνο τα 
σφαιροειδή αλλά και τα σφαιροειδή αλλά και τα τριαξονικάτριαξονικά ελλειψοειδήελλειψοειδή

(1854(1854--1912)1912)
Henri Poincare: Henri Poincare: Θεµελίωση της θεωρίας ισορροπίας και ευστάθειας των Θεµελίωση της θεωρίας ισορροπίας και ευστάθειας των 

ελλειψοειδών δοµώνελλειψοειδών δοµών
Alexandr Mikhailovich Liapunov: Alexandr Mikhailovich Liapunov: Ύπαρξη δοµών µε σχήµα αχλαδιούΎπαρξη δοµών µε σχήµα αχλαδιού

((pearpear--shaped configurations)shaped configurations)
(1896(1896--1949)1949)
RolinRolin WavreWavre: : Βασικά θεωρήµατα και τεχνικές ταχέως Βασικά θεωρήµατα και τεχνικές ταχέως 

περιστρεφόµενων αστέρωνπεριστρεφόµενων αστέρων
Pierre Dive: Pierre Dive: Πρώτες µελέτες της διαφορικής περιστροφήςΠρώτες µελέτες της διαφορικής περιστροφής



ΘεωρίαΘεωρία Περιστρεφόµενων ΑστέρωνΠεριστρεφόµενων Αστέρων

ΒασικέςΒασικές ΥποθέσειςΥποθέσεις

Ο αστέρας είναι αποµονωµένος στο χώρο και περιστρέφεται γύρω απόΟ αστέρας είναι αποµονωµένος στο χώρο και περιστρέφεται γύρω από
ένα καθορισµένο άξονα µε κάποια ακαθόριστη γωνιακή  ταχύτητα.ένα καθορισµένο άξονα µε κάποια ακαθόριστη γωνιακή  ταχύτητα.

Το σύστηµα είναι στατικό όταν παρατηρείται από αδρανειακό σύστηµΤο σύστηµα είναι στατικό όταν παρατηρείται από αδρανειακό σύστηµα α 
αναφοράς και η πυκνότητα της κάθε στοιχειώδους µάζας (αναφοράς και η πυκνότητα της κάθε στοιχειώδους µάζας (massmass--
element) element) παραµένει σταθερή καθώς ακολουθούµε την κίνησή της.παραµένει σταθερή καθώς ακολουθούµε την κίνησή της.

Τα φαινόµενα ιξώδους είναι αµελητέαΤα φαινόµενα ιξώδους είναι αµελητέα

Τα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα είναι αµελητέαΤα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα είναι αµελητέα

Ο αστέρας βρίσκεται σε κατάσταση Ο αστέρας βρίσκεται σε κατάσταση Μόνιµης ΠεριστροφήςΜόνιµης Περιστροφής



Μόνιµη Περιστροφή=> Αξονική ΣυµµετρίαΜόνιµη Περιστροφή=> Αξονική Συµµετρία

Κυλινδρικές Συντ/νες: Κυλινδρικές Συντ/νες: ϖϖ,, φφ,, zz

ΤαχύτηταΤαχύτητα:                      :                      

Εξίσωση συνέχειας:                                            Εξίσωση συνέχειας:                                            
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ΜερικοίΜερικοί ΟρισµοίΟρισµοί

ΒαρότροποΒαρότροπο: : P=P(P=P(ρρ))
π.χ. π.χ. 

Βαροκλινές: Βαροκλινές: P=P(P=P(ρ,Τ,α,β,γ,λ,µρ,Τ,α,β,γ,λ,µ,…),…)

ΨεύδοΨεύδο--βαρότροπο: βαρότροπο: P=P(P=P(ρ,Τ,α,β,γ,λ,µρ,Τ,α,β,γ,λ,µ,…),…) και και 
Ω=Ω(Ω=Ω(ϖϖ))

Θα ασχοληθούµε µε: Θα ασχοληθούµε µε: 
βαρότροπο: βαρότροπο: P=P(P=P(ρρ) ) και Ω=Ω(και Ω=Ω(ϖϖ))

Ν+= /11ρKP



∆ύο∆ύο Βασικά ΘεωρήµαταΒασικά Θεωρήµατα
ΘεώρηµαΘεώρηµα PoincarPoincaréé--WavreWavre::
Για έναν αστέρα σε κατάσταση µόνιµης περιστροφής κάθε µια από τιΓια έναν αστέρα σε κατάσταση µόνιµης περιστροφής κάθε µια από τις ς 
ακόλουθες προτάσεις συνεπάγεται τις άλλες ακόλουθες προτάσεις συνεπάγεται τις άλλες τρείςτρείς: : 
(i) (i) η γωνιακή ταχύτητα είναι σταθερή πάνω σε κυλινδρικές επιφάνειες η γωνιακή ταχύτητα είναι σταθερή πάνω σε κυλινδρικές επιφάνειες 

µε άξονα τον άξονα περιστροφής του αστέραµε άξονα τον άξονα περιστροφής του αστέρα
((iiii)) η ενεργός επιτάχυνση της βαρύτητας µπορεί να προέρχεται από η ενεργός επιτάχυνση της βαρύτητας µπορεί να προέρχεται από 
δυναµικόδυναµικό
((iii)iii) η ενεργός επιτάχυνση της βαρύτητας είναι κάθετη στις ισόπυκνες η ενεργός επιτάχυνση της βαρύτητας είναι κάθετη στις ισόπυκνες 
επιφάνειεςεπιφάνειες
((iv) iv) οι ισοβαρείς, ισόπυκνες και ισοδυναµικές επιφάνειες ταυτίζονταιοι ισοβαρείς, ισόπυκνες και ισοδυναµικές επιφάνειες ταυτίζονται

Θεώρηµα Θεώρηµα Lichtenstein:Lichtenstein:
Ένας διαφορικά (ή µη) περιστρεφόµενος Ένας διαφορικά (ή µη) περιστρεφόµενος βαροτροπικόςβαροτροπικός αστέρα θα έχει αστέρα θα έχει 
πάντοτε επίπεδο συµµετρίας κάθετο στον άξονα περιστροφής τουπάντοτε επίπεδο συµµετρίας κάθετο στον άξονα περιστροφής του,, αν αν 
η γωνιακή του ταχύτητα είναι ανεξάρτητη από το η γωνιακή του ταχύτητα είναι ανεξάρτητη από το z z 



ΤαΤα µοντέλα µας για µοντέλα µας για 
τους αστέρες νετρονίωντους αστέρες νετρονίων

ΜόνιµηΜόνιµη ΠεριστροφήΠεριστροφή
Είναι Είναι βαρότροπαβαρότροπα PP==PP(ρ)(ρ)
Η γωνιακή ταχύτητα είναι συνάρτηση µόνο της απόστασης Η γωνιακή ταχύτητα είναι συνάρτηση µόνο της απόστασης 
από τον άξονα περιστροφήςαπό τον άξονα περιστροφής Ω=Ω(Ω=Ω(ϖϖ))

ΕποµένωςΕποµένως

Έχουν αξονική συµµετρίαΈχουν αξονική συµµετρία
Παρουσιάζουν ισηµερινό επίπεδο συµµετρίαςΠαρουσιάζουν ισηµερινό επίπεδο συµµετρίας



ΚαθορισµόςΚαθορισµός ΜοντέλουΜοντέλου

ΑπόΑπό
((ii)) Συνολική ΜάζαΣυνολική Μάζα
((ii)  ii)  Συνολική Συνολική ΣτροφορµήΣτροφορµή ή ή 
((iii) iii) Πεδίο ΠεριστροφήςΠεδίο Περιστροφής

(i)  (i)  Λόγος αξόνων

W
Τ

=τ

Λόγος αξόνων
((ii) ii) Μέγιστη πυκνότητα Μέγιστη πυκνότητα 
((iii) iii) Πεδίο ΠεριστροφήςΠεδίο Περιστροφής



ΜερικέςΜερικές ΑνισώσειςΑνισώσεις

ΠαράγωνΠαράγων Ευστάθειας τΕυστάθειας τ
ΒαθµωτόΒαθµωτό Θεώρηµα Θεώρηµα VirialVirial: : 
ΌµωςΌµως

Άρα         Άρα         

Γωνιακή ΤαχύτηταΓωνιακή Ταχύτητα
Για τα σφαιροειδή Για τα σφαιροειδή MaclaurinMaclaurin αποδεικνύεται: αποδεικνύεται: 
Θεωρητικά από την εξίσωση Θεωρητικά από την εξίσωση PoissonPoisson::
Αριθµητικά Αριθµητικά 
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ΣύντοµηΣύντοµη Περιγραφή της Μεθόδου Περιγραφή της Μεθόδου HSCFHSCF

ΑπόΑπό τις εξισώσεις τις εξισώσεις Euler Euler 

Καταστατική ΕξίσωσηΚαταστατική Εξίσωση
ΠολυτροπικήΠολυτροπική::

Σχέση πυκνότητας ενθαλπίαςΣχέση πυκνότητας ενθαλπίας

ppf
Dt
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ΣύντοµηΣύντοµη Περιγραφή της Μεθόδου Περιγραφή της Μεθόδου HSCFHSCF

ΝόµοιΝόµοι ΠεριστροφήςΠεριστροφής
(i)  (i)  περιστροφή ως περιστροφή ως στερεοστερεο

(ii) (ii) ∆ιαφορική υ∆ιαφορική υ--σταθερή Περιστροφήσταθερή Περιστροφή

Ο ολοκληρωτικός όρος στην εξίσωση ισορροπίας γράφεταιΟ ολοκληρωτικός όρος στην εξίσωση ισορροπίας γράφεται
, όπου  , όπου  

Τελικά η εξίσωση ισορροπίας γράφεται:               Τελικά η εξίσωση ισορροπίας γράφεται:               
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ΣυνοριακέςΣυνοριακές συνθήκεςσυνθήκες

ΣτηνΣτην επιφάνεια επιφάνεια P=P=ρ=0 άρα και Η=0. Τότε για το επιφανειακό ρ=0 άρα και Η=0. Τότε για το επιφανειακό 
ισηµερινό σηµείο Α και πολικό σηµείο Β του αστέρα θα ισχύειισηµερινό σηµείο Α και πολικό σηµείο Β του αστέρα θα ισχύει

Αν λύσουµε το παραπάνω σύστηµα προκύπτειΑν λύσουµε το παραπάνω σύστηµα προκύπτει

Οπότε µπορούµε να υπολογίσουµε την ενθαλπία από την εξίσωση Οπότε µπορούµε να υπολογίσουµε την ενθαλπία από την εξίσωση 
ισορροπίας.

Ψ(Β)h -Φ(Β)-C0Η(Β)

  καιΨ(Α)h -Φ(Α)-C0Η(Α)
2
0

2
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==

==

Ψ(Α)h -Φ(Α(C
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ισορροπίας.



ΒήµαταΒήµατα της Μεθόδου της Μεθόδου HSCFHSCF

1) Καθορισµός του µοντέλου: ∆ίνουµε τη µέγιστη πυκνότητα, το 1) Καθορισµός του µοντέλου: ∆ίνουµε τη µέγιστη πυκνότητα, το 
λόγο των αξόνων και το νόµο περιστροφήςλόγο των αξόνων και το νόµο περιστροφής



ΒήµαταΒήµατα της Μεθόδου της Μεθόδου HSCFHSCF
2) Εισαγωγή δοκιµαστικής κατανοµής πυκνότητας 2) Εισαγωγή δοκιµαστικής κατανοµής πυκνότητας 
3) Υπολογισµός του βαρυτικού δυναµικού3) Υπολογισµός του βαρυτικού δυναµικού

4) Υπολογισµός των  4) Υπολογισµός των  C, hC, h από τις συνοριακές συνθήκεςαπό τις συνοριακές συνθήκες
και υπολογισµός της ενθαλπίας και υπολογισµός της ενθαλπίας 

5) Υπολογισµός της βελτιωµένης κατανοµής πυκνότητας 5) Υπολογισµός της βελτιωµένης κατανοµής πυκνότητας 

66) ) Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1--5 µέχρι επιθυµητής ακρίβειας5 µέχρι επιθυµητής ακρίβειας
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ΑριθµητικάΑριθµητικά ΑποτελέσµαταΑποτελέσµατα

Περιστροφή ως στερεόΠεριστροφή ως στερεό

======================================================================================
======================================================================================
r_B   r_B   ΩΩ_{0}^2  _{0}^2  M    M    V     V     J   J   TT --W       3W       3ΠΠ PmaxPmax

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
N=0.0N=0.0

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
1.000  1.000  0.000  0.000  4.17   4.17   4.18   4.18   0.000   0.000   0.000   0.000   10.47   10.7710.47   10.77 2.1872.187
0.500 0.500 1.369  1.369  2.07  2.07  2.07   2.07   0.924   0.924   0.540    3.163   2.112 0.540    3.163   2.112 0.8920.892
0.333  0.333  1.460  1.460  1.34   1.34   1.30   1.30   0.608   0.608   0.368    1.433   0.708  0.368    1.433   0.708  0.4970.497
0.250  0.250  1,324  1,324  0.912  0.906 0.912  0.906 0.383   0.383   0.220    0.709   0.271  0.220    0.709   0.271  0.3080.308
0.167  0.167  0.238  0.238  0.090  0.439  0.090  0.439  0.033   0.033   0.008    0.008   0.005  0.008    0.008   0.005  0.1000.100
0.083  0.083  0.139  0.139  0.057  0.319  0.057  0.319  0.022   0.022   0.004    0.003   0.001  0.004    0.003   0.001  0.0200.020
0.000  0.000  0.022  0.022  0.031  0.216  0.031  0.216  0.005   0.005   0.000    0.001   0.001  0.000    0.001   0.001  0.0930.093



ΑστρικάΑστρικά ΠροφίλΠροφίλ
N=0.0, N=0.0, r_Br_B=0.5                        N=0.1, =0.5                        N=0.1, r_Br_B=0.411=0.411

N=1.5, N=1.5, r_Br_B=0.625                     N=4.0, =0.625                     N=4.0, r_Br_B=0.917=0.917



∆ιάγραµµα∆ιάγραµµα ΩΩ--JJ



∆ιάγραµµα∆ιάγραµµα JJ--ττ



∆ιαφορική∆ιαφορική Περιστροφή Περιστροφή 

========================================================================================
========================================================================================
r_B   r_B   υυ_{0}^2  _{0}^2  MM V  V  JJ T  T  --W       3W       3Π   Π   PmaxPmax
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

N=0.0N=0.0
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
0.750  0.750  0.194 0.194 3.721  3.721  3.681  1.011   0.350    8.017   7.463  3.681  1.011   0.350    8.017   7.463  1.4311.431
0.667  0.667  0.369  0.369  3.173 3.173 3.270  1.124   0.540    7.134   6.112  3.270  1.124   0.540    7.134   6.112  1.1891.189
0.333  0.333  0.460  0.460  2.375 2.375 2.302  1.163   0.668    4.433   3.708 2.302  1.163   0.668    4.433   3.708 0.8970.897
0.250  0.250  1,324 1,324 0.912  0.912  0.906  0.383   0.220    0.709   0.271 0.906  0.383   0.220    0.709   0.271 0.3080.308
0.167  0.167  0.354  0.354  0.111  0.111  0.569  4.7E0.569  4.7E--2 2 1.6E1.6E--2  2  1.2E1.2E--2 8.5E2 8.5E--3 3 1.4E1.4E--11



ΑστρικάΑστρικά ΠροφίλΠροφίλ

ΝΝ=0.0, =0.0, r_Br_B=0.333                               =0.333                               Ν=Ν=11..55, , r_Br_B=0.333=0.333



ΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις της µεθόδου της µεθόδου HSCFHSCF

ΛευκοίΛευκοί Νάνοι Μηδενικής ΘερµοκρασίαςΝάνοι Μηδενικής Θερµοκρασίας

Προσοµοίωση δακτυλίωνΠροσοµοίωση δακτυλίων -- ακολουθία ακολουθία DysonDyson--WongWong

Τρισδιάστατη µέθοδος Τρισδιάστατη µέθοδος HSCF => HSCF => Μελέτη διπλών συστηµάτωνΜελέτη διπλών συστηµάτων

Μελέτη περιστρεφόµενου δίσκου προσαύξησηςΜελέτη περιστρεφόµενου δίσκου προσαύξησης





ΣυνθήκηΣυνθήκη Ισορροπίας Ισορροπίας 

22
02

1 ϖΩ−Φ−= CH



ΚρίσιµηΚρίσιµη ΠεριστροφήΠεριστροφή

ΌτανΌταν στην επιφάνεια του αστέρα στο ύψος του ισηµερινού η ανά στην επιφάνεια του αστέρα στο ύψος του ισηµερινού η ανά 
µονάδα µάζας φυγόκεντρος δύναµη γίνει ίση µε την ανά µονάδα µονάδα µάζας φυγόκεντρος δύναµη γίνει ίση µε την ανά µονάδα 
µάζας βαρυτική δύναµη τότε φτάνουµε στο όριο της κρίσιµης µάζας βαρυτική δύναµη τότε φτάνουµε στο όριο της κρίσιµης 
περιστροφής. περιστροφής. 
ΠαραγωγίζονταςΠαραγωγίζοντας τη τη συνθήκη ισορροπίαςσυνθήκη ισορροπίας ως προς ως προς rr

Κρίσιµη ΠεριστροφήΚρίσιµη Περιστροφή
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