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Περίληψη 
 
 
 

         Η κατάρρευση διπλών συστηµάτων αστέρων νετρονίων αναµένεται να 
αποτελέσει µια από τις βασικότερες πηγές βαρυτικής ακτινοβολίας, ανιχνεύσιµη από 
τα συµβολόµετρα LIGO, TAMA, GEO600 και VIRGO. Αντικείµενο αυτής της 
διπλωµατικής εργασίας αποτελεί η µελέτη της εξέλιξης και της εκποµπής βαρυτικής 
ακτινοβολίας αυτό τέτοια συστήµατα. Αντιµετωπίζοντας τους αστέρες νετρονίων ως 
ελλειψοειδή πολύτροπα προσδιορίζουµε καταστάσεις ισορροπίας τις οποίες στη 
συνέχεια εξελίσσουµε, λύνοντας ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων. Η αριθµητική 
επίλυση γίνεται µε πρόγραµµα που έχει κατασκευαστεί για το σκοπό αυτό, του 
οποίου ο πηγαίος κώδικάς παρατίθεται στο παράρτηµα της εργασίας. Με τη βοήθεια 
του προγράµµατος µελετάµε την ευστάθεια διπλών συστηµάτων και κατασκευάζουµε 
κυµατοµορφές βαρυτικής ακτινοβολίας για διάφορα συστήµατα.  
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Abstract  
 
 
 

         Neutron star binary systems are one of the most promising sources of 
gravitational radiation for detection by laser interferometric detectors, such as LIGO, 
TAMA, GEO600 and VIRGO. In this work we study the evolution and emission of 
gravitational radiation of these binaries. Modeling the neutron stars as compressible 
ellipsoids, obeying a polytropic equation of state, we determine equilibrium 
conditions, which we evolve by solving (numerically) a system of differential 
equations. For this aim we have developed a program, which can be seen in the 
appendix of this work. With the help of this program we study the stability of binaries 
and construct inspiral waveforms for various neutron star binaries.   
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Εισαγωγή 
 
 
         Τα διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων παρουσιάζουν έντονο ενδιαφέρον 
διότι αναµένεται να αποτελέσουν µια από τις βασικότερες πηγές βαρυτικής 
ακτινοβολίας, ανιχνεύσιµη από τα συµβολόµετρα LIGO, TAMA, GEO και VIRGO. 
Τα διπλά αυτά συστήµατα εκπέµπουν ανιχνεύσιµη ακτινοβολία, από τους σηµερινούς 
ανιχνευτές, τόσο κατά τις τελευταίες τους περιστροφές πριν την σύγκρουση, όσο και 
κατά την σύγκρουση των δύο αστέρων και λίγο µετά αυτής . Από τα προηγούµενα 
είναι άµεσα αντιληπτό πως οι τελευταίες αυτές στιγµές της ζωής των διπλών 
συστηµάτων (συνήθως πολύ λιγότερο από ένα δευτερόλεπτο) έχουν ιδιαίτερη αξία, 
αφού η εκπεµπόµενη βαρυτική ακτινοβολία θα δώσει χρήσιµες πληροφορίες για την 
δοµή των αστέρων νετρονίων. Τέτοια διπλά συστήµατα είναι γνωστό ότι υπάρχουν 
και στο δικό µας γαλαξία, όπως για παράδειγµα το PSR B1913+16 και PSR 
B1534+12, τα οποία εκπέµπουν βαρυτική ακτινοβολία χαµηλής συχνότητας, πιθανώς 
ανιχνεύσιµη από µελλοντικούς ανιχνευτές, όπως το LISA. 
 
         Η κατάρρευση των διπλών συστηµάτων αστέρων νετρονίων δείχνει να είναι 
αναπόφευκτη. Αυτό συµβαίνει διότι η εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας προκαλεί 
απώλεια στροφορµής και ενέργειας του συστήµατος µ’ αποτέλεσµα να πλησιάζουν 
συνεχώς οι δύο αστέρες µεταξύ τους. Φτάνοντας σε µία αρκετά κοντινή απόσταση 
(περίπου για αστέρες νετρονίων µε ακτίνα k10 ), αναπτύσσονται δυναµικές 
αστάθειες εξαιτίας των παλιρροιακών δυνάµεων που ασκούνται µεταξύ των αστέρων. 
Αυτές οι αστάθειες επιφέρουν αποσταθεροποίηση του συστήµατος µ’ αποτέλεσµα 
την σύγκρουση των δύο σωµάτων και την δηµιουργία ενός σώµατος, το οποίο στη 
συνέχεια ενδεχοµένως να καταρρέει δηµιουργώντας µια µελανή οπή.  

km50  m

         Η εξέλιξη των διπλών συστηµάτων όπως περιγράφηκε παραπάνω βασίζεται σε 
προσοµοιώσεις, που γίνονται τα τελευταία 15 περίπου χρόνια. Οι προσοµοιώσεις 
αυτές είναι εξαιρετικά δύσκολο να γίνουν, εφόσον λαµβάνουν χώρα στις τρεις 
διαστάσεις, και απαιτείται µεγάλη υπολογιστική ισχύς. 
 
         Μια πρώτη προσέγγιση έγινε αντιµετωπίζοντας τους αστέρες νετρονίων ως 
πολύτροπα που ακολουθούν την καταστατική εξίσωση Γ , όπου = ρKP  P  η πίεσ , η
ρ  η πυκνότητα της µάζας ηρεµίας K  µία σταθερά και,  Γ  ο αδιαβατικός εκθέτης που 
συνδέεται µε τον πολυτροπικό δείκτη, , µέσω της σχέσεως n n11+=Γ . Αυτού του 
είδους τα µοντέλα (οι πιο απλές περιπτώσεις) µελετήθηκαν για πρώτη φορά από τον 
Chandrasekhar το 1969 αναλυτικά. Μεταξύ άλλων οι  Lai, Rasio και Shapiro 
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µελέτησαν πιο σύνθετες περιπτώσεις, αριθµητικά (Lai, Rasio & Shapiro 1993, 1994) 
και κατέληξα  στο συµπέρασµα πως οι αστάθειες ου αρχικά εµφανίζονται, σύντοµα 
καθίστανται καθολικές και προκαλούν την πλήρη αποσταθεροποίηση του 
συστήµατος και συνεπώς την κατάρρευσή του. Ένα άλλο ενδιαφέρον στοιχείο αυτής 
της µελέτης είναι το γεγονός πως οι δυναµικές αστάθειες που εµφανίζονται στο 
σύστηµα είναι νευτώνειας προέλευσης. Ωστόσο η µέθοδος αυτή είναι αρκετά 
προσεγγιστική και θα πρέπει να θεω

ν π

ρείται αξιόπιστη µόνο µέχρι την στιγµή που 

οµή του σώµατος που προκύπτει από 

ν λόγο αυτό ο αριθµός των συστηµάτων που 

α φαίν
, δεξιά όπου , η µάζα του Ήλιου). Η 

ροσοµοίωση έγινε µε την µέθοδο SPH.  

 

εµφανίζονται οι δυναµικές αστάθειες. 
         Μια καλύτερη προσέγγιση είναι αυτή της υδροδυναµικής οµαλοποιηµένων 
σωµατιδίων (Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH), η οποία δίνει την δυνατότητα 
να ληφθούν υπόψη µια σειρά από παραµέτρους όπως η δοµή του αστέρα και εκποµπή 
νετρίνων µετά την σύγκρουση των αστέρων νετρονίων. Έτσι µπόρεσε να µελετηθεί 
καλύτερα το γεγονός της σύγκρουσης και η δ
την συγχώνευση των δύο αστέρων νετρονίων.  
         Η πλήρης λύση του προβλήµατος δίνεται σήµερα από την γενική θεωρία 
της σχετικότητας, ωστόσο η υπολογιστική ισχύς που απαιτείται για κάτι τέτοιο 
είναι εξαιρετικά µεγάλη και για το
έχουν µελετηθεί είναι µικρός.       
         Στο παρακάτω σχήµ εται η σύγκρουση δύο αστέρων νετρονίων ίδιας 
µάζας (αριστερά .1 HM4 HM0.2 , HM
π
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Σχήµα E-1. Σύγκρουση δύο αστέρων νετρονίων ίδιας µάζας (Rosswog, Melvyn & Davies  2002) 
         
         Η τελική φάση της ζωής των διπλών συστηµάτων αστέρων νετρονίων 
συνοδεύεται από έντονη εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας, η οποία µπορεί να γίνει 
αντιληπτή απ  τους ανιχνευτές βαρυτικής ακτινοβολίας LIGO, VIRGO, TAMA, 
GEO. Οι τελευταίοι αποτελούν συµβολόµετρα λέιζερ µε ευαισθησία στην περιοχή 
συχνοτήτων Hz100010 − , όπου και αναµένεται να εκπέµπουν το µέγιστο της 
βαρυτικής ακτινοβολίας τα καταρρέοντα διπλά συστήµατα. Συνολικά  o χρόνος που 
θα εκπέµπουν στη περιοχή ευαισθησίας των ανιχνευτών είναι περίπου τα τελευταία 
15 λε  ανταποκρίνεται σε 16000 περίπου περιφορές. Ο 
αριθµός των γεγονότων που αναµένεται να µετρούν οι ανιχνευτές θα είναι της τάξης 
των 31 )200/(3 Mpcόyr στασηαπ− , αν και πιο πρόσφατες µελέτες δείχνουν πως ο 
αριθµός αυτός ενδεχοµένως να είναι πολύ µεγαλύτερος (µέχρι και 5 φορές) . Τα 
διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων, µαζί µε τα διπλά συστήµατα µελανών οπώ

ό

πτά της χρόνος που

ν, 

ικιστικά 

υπάρχει αναπόφευκτα στο γήινο περιβάλλον, και 
ποµένως θα µπορεί να ανιχνεύει βαρυτικά κύµατα σε συχνότητες που δεν θα 

 που περιγράφηκε από τους Lai, Rasio 

 

αι κατά την σύγκρουση. Ωστόσο η απλότητα της µεθόδου καθώς και η 

 Τ ν χ ε α  

ρατίθεται 

 ζωής τους, 

καθώς και τα διπλά συστήµατα αστέρα νετρονίων-µελανής οπής, αναµένεται να 
αποτελέσουν τον κύριο στόχο παρατήρησης των ανιχνευτών βαρυτικών κυµάτων. 
         ∆εδοµένης της εξαιρετικά µικρής έντασης των βαρυτικών κυµάτων και του 
θορυβώδους υπόβαθρου (από τον ανθρώπινο παράγοντα και από σεισµούς ) οι πηγές 
βαρυτικών κυµάτων θα είναι αδύνατο να ανιχνευτούν αν δεν είναι µε ακρίβεια 
γνωστή η κυµατοµορφή την οποία αναµένεται να έχουν. Μια τέτοια ακριβής γνώση 
της κυµατοµορφής µπορεί να προκύψει µόνο αν ληφθούν υπόψη σχετ
φαινόµενα. Η λύση συνεπώς του προβλήµατος των διπλών συστηµάτων αστέρων 
νετρονίων επιβάλλεται να γίνει µέσω της γενικής θεωρίας της σχετικότητας.  
         Ανιχνευτής βαρυτικών κυµάτων σχεδιάζεται να γίνει επίσης και στο διάστηµα, 
όχι όµως πριν την επόµενη δεκαετία. Ένας τέτοιος ανιχνευτής θα είναι απαλλαγµένος 
από τον ανεπιθύµητο θόρυβο, που 
ε
µπορούν οι επίγειοι ανιχνευτές.      
 
         Στην εργασία αυτή θα αντιµετωπίσουµε τους αστέρες νετρονίων ως πολύτροπα 
που διέπονται από την καταστατική εξίσωση Γ= ρKP , στην οποία αναφερθήκαµε 
και παραπάνω, και ακολουθώντας την τεχνική
και Shapiro θα δούµε ορισµένες περιπτώσεις διπλών συστηµάτων αστέρων 
νετρονίων, κατασκευάζοντας και το ανάλογο λογισµικό.  
         Η προσέγγιση που ακολουθούµε είναι νευτώνεια ενώ η βαρυτική ακτινοβολία 
προέρχεται από κατάλληλες προσεγγίσεις του τανυστή τετραπολικής ροπής. Επίσης 
δεν λαµβάνουµε υπόψη µας κανένα είδος τριβής. Τα αποτελέσµατα που θα πάρουµε 
δεν µπορούν να θεωρηθούν αξιόπιστα µετά την εµφάνιση της δυναµικής αστάθειας 
κ
αναπαραγωγή, ποιοτικά, πολλών αποτελεσµάτων την καθιστούν εξαιρετικά χρήσιµη.    
 
        ο κείµε ο που ακολουθεί είναι ωρισµένο σ  τρία κεφάλαι . Στο πρώτο 
κεφάλαιο γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση της αντιµετώπισης του προβλήµατος 
των διπλών συστηµάτων αστέρων νετρονίων, παραθέτοντας και κάποια 
αποτελέσµατα από σχετικές εργασίες. Στο δεύτερο κεφάλαιο αναπτύσσουµε το 
φορµαλισµό και τη µεθοδολογία για τη µοντελοποίηση των αστέρων νετρονίων ως 
ελλειψοειδή πολύτροπα. Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφουµε το πρόγραµµα που 
βασίστηκε στην ελλειψοειδή αντιµετώπιση του προβλήµατος, όλες τις αριθµητικές 
µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν και παρατίθενται κάποιες εφαρµογές χρονικής 
εξέλιξης διπλών συστηµάτων αστέρων νετρονίων. Τέλος στο παράρτηµα πα
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ο πηγαίος κώδικας του προγράµµατος. Μια µικρή εισαγωγή προηγείται κάθε 
εφαλαίου αναλύοντας µε περισσότερες λεπτοµέρειες το περιεχόµενό του. 

 
 

κ
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 Κεφάλαιο 1ο  

α είναι αφιερωµένη στη σχετικότητ και τις δυσκολίες ως προς την εφαρµογή 
της.   

 

µατοµορφές βαρυτικής ακτινοβολίας 

λές συχνότητες. Παρακάτω θα αναλύσουµε αυτά τα δύο 
οµµάτια ξεχωριστά.  

 

 

 
 
 

         Στο κεφάλαιο αυτό αναπτύσσεται συνοπτικά η θεωρία που αφορά στα διπλά 
συστήµατα αστέρων νετρονίων, παρουσιάζονται οι τρόποι αντιµετώπισης του 
προβλήµατος και κάποια αποτελέσµατα αυτών. Συγκεκριµένα η πρώτη ενότητα 
αναφέρεται στις κυµατοµορφές βαρυτικής ακτινοβολίας που αναµένεται να 
προέλθουν από τέτοια συστήµατα. Η δεύτερη ενότητα αφορά στις αστάθειες που 
εµφανίζουν τα διπλά συστήµατα, η οποία και τελικά οδηγεί στην σύγκρουση. Στην  
τρίτη ενότητα κάνουµε νύξη για µη συγχρονισµένα διπλά συστήµατα, ενώ η τελευταία 
ενότητ α 

 

 
1.1 Κυ

 
     ∆υστυχώς σήµερα δεν υπάρχει η δυνατότητα µιας ενιαίας περιγραφής του 
φαινοµένου της εκποµπής βαρυτικής ακτινοβολία από διπλά συστήµατα αστέρων 
νετρονίων (και µελανών οπών). Κάτι τέτοιο αναµένεται να επιτευχθεί µε την 
αριθµητική επίλυση των εξισώσεων Einstein της γενικής θεωρίας της σχετικότητας, 
εγχείρηµα εξαιρετικά δύσκολο, αφού απαιτεί µεγάλη υπολογιστική ισχύ. Έτσι µη 

τέχοντας η δυνατότητα για µια καθολική περιγραφή του φαινοµένου µπορεί κανείς να 
προσφύγει  σε προσεγγίσεις.   
         Η εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας από διπλά συστήµατα προσεγγίζεται 
συνήθως σε δύο φάσεις, κάθε µια από τις οποίες αντιστοιχεί και σε µία εποχή της 
ζωής του διπλού συστήµατος. Έτσι έχουµε την προσέγγιση για την περίοδο πριν την 
σύγκρουση των αστέρων (inspiral waveform), η οποία είναι το κοµµάτι της 
ακτινοβολίας που εκπέµπεται σε χαµηλές συχνότητες, και την προσέγγιση για την 
σύγκρουση των δύο αστέρων (coalescence waveform), που είναι το κοµµάτι της 
κτινοβολίας σε υψηα
κ
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Κυµατοµορφή πριν την σύγκρουση 
 
 
         Αυτή η περίοδος εκποµπής βαρυτικής ακτινοβολίας χαρακτηρίζει τις τελευταίες 
δεκαπέντε χιλιάδες περίπου περιφορές του συστήµατος. Κατά την περίοδο αυτή η 
συχνότητα εκποµπής ανεβαίνει από τα Hz1  σ Hz .Για να υπολογίσει κανείς 
τις αναµενόµενες κυµατοµορφές θα πρέπει να κάνει ανώτερης τάξης µετά-νευτώνειες 
προσεγγίσεις για το πρόβληµα των δύο σηµειακών µαζών. Τα αποτελέσµατα που 
προκύπτουν µε την µέθοδο αυτή είναι αρκετά ακριβή, γεγονός απαραίτητο αν σκεφτεί 
κανείς ότι ένα σφάλµα στη διαφορά φάσης της τάξη  410−≈  µετά από µερικές 
χιλιάδες περιστροφές θα µπορούσε να αποτρέψει την ανίχνευση του σή

0 τα 300

ς
µατος.  

 

         Ο µετά-νευτώνειος φορµαλισµός αποτελείται από ένα ανάπτυγµα της 
παραµέτρου 2urM ≈≈ε , όπου M  η µάζα του συστήµατος, r  η απόσταση µεταξύ 
των αστέρων και  η τροχιακή ταχύτητα. Η παράµετρος αυτή είναι µικρή για ασθενή 
βαρυτικά πεδία και µικρές ταχύτητες. Στόχος είναι µε µία σηµειακή αντιµετώπιση 
των αστέρων να υπολογίσει κανείς το µετά-νευτώνειο ανάπτυγµα µέχρι τον όρο 

u

( )[ ]11cuO  ώστε να επιτευχθεί ικανοποιητική ακρίβεια στον προσδιορισµό της 
κυµατοµορφής.  
 
 
 

Κυµατοµορφή κατά την σύγκρουση 
 
 

         Για τον υπολογισµό της κυµατοµορφής κατά την σύγκρουση των 
αστέρων δεν µπορεί να συνεχιστεί η προσέγγιση των σηµειακών µαζών. 
Ενδιαφέροντα στοιχεία προκύπτουν από την επίλυση των νευτώνειων 
εξισώσεων της υδροδυναµικής, θεωρώντας την βαρυτική ακτινοβολία ως ένα 
διαταρακτικό όρο στην τετραπολική προσέγγιση. Για να έχει νόηµα κάτι τέτοιο 
θα πρέπει να ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο ανισότητες:  
 

  1<<ε  και 1<<RM                                           (1.1.1) 
 
όπου συµβολίσαµε µε  την ακτίνα του αστέρα νετρονίων.  R
         Η νευτώνεια αντιµετώπιση της κατάρρευσης µπορεί να γίνει είτε µε 
τρισδιάστατες αριθµητικές υδροδυναµικές προσοµοιώσεις, είτε αναλυτικά 
µοντελοποιώντας τους αστέρες νετρονίων ως ελλειψοειδή. Η τελευταία αυτή 
αντιµετώπιση επιτρέπει την µελέτη φαινοµένων όπως την επίδραση της παλιρροιακής 
διαταραχής στην εξέλιξη του συστήµατος και την εσωτερική κίνηση του ρευστού, 
όµως δεν µπορεί να δώσει πληροφορίες για το γεγονός καθαυτό  της κατάρρευσης 
του συστήµατος. Στην περίπτωση αυτή απαιτούνται αριθµητικές προσοµοιώσεις για 
να αντιµετωπίσουν τις πολύπλοκες υδροδυναµικές αλληλεπιδράσεις µε εκτόξευση 
µάζας που συνήθως συνοδεύουν την σύγκρουση.  
         Για την ποσοτική αξιοπιστία των κυµατοµορφών απαιτούνται σχετικιστικοί 
υπολογισµοί, οι οποίοι αναµένεται να αναδείξουν και ποιοτικά κάποια φαινόµενα, 
όπως αυτό της κατάρρευσης του σώµατος που θα προκύψει από την σύγκρουση δύο 
αστέρων νετρονίων. Τέτοιοι υπολογισµοί απαιτούν αριθµητική επίλυση των 
εξισώσεων Einstein σε 3+1 διαστάσεις, χωρίς προσεγγίσεις.  
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Σφάλµα στη διαφορά φάσης της κυµατοµορφής πριν την σύγκρουση 
 
 

         Όπως αναφέραµε και στην αρχή αυτής της παραγράφου είναι απαραίτητο το 
φίλτρο που έχουµε κατασκευάσει (η κυµατοµορφή που υπολογίσαµε)  και το σήµα 
που περιµένουµε να ληφθεί από τους ανιχνευτές να παραµένουν σε σύµπτωση φάσης 
κατά την διάρκεια ενός κλάσµατος ενός κύκλου ( )1.0≤cycNδ , καθώς το σήµα περνάει 
από την περιοχή ευαισθησίας του ανιχνευτή. Θεωρώντας σηµειακές µάζες και 
εκποµπή τετραπολικής βαρυτικής ακτινοβολίας µπορούµε να πάρουµε την εξής 
σχέση για τους κύκλους που χάνουµε σε µια λογαριθµική κλίµακα συχνότητας: 
 

 

( ) 3535
0

1
96

5
ln fMfd
Nd

c

cyc

ππ
δ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
                                   (1.1.2) 

 
 

όπου 5235 MM c µ≡ , µ  η ανηγµένη µάζα και M  η συνολική µάζα του συστήµατος. 
Αναµένεται ότι οι ανιχνευτές LIGO/VIRGO πορούν να προσδιορίζουν τηνθα µ  cM  
µε ακρίβεια 0.04% για διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων και 0.3% για διπλά 
συστήµατα µελανών οπών.  
         Η παραπάνω απλή προσέγγιση µπορεί να γίνει πιο σύνθετη και ως εκ τούτου 
πιο ακριβής, αν συνυπολογίσουµε µετά-νευτώνειους όρους. Έτσι, για παράδειγµα, αν 
υποθέσουµε ότι ο ένας από τους αστέρες έχει ιδιοστροφορµή S , η οποία σχηµατίζει 
ωνία µε την κανονική διεύθυνση του τροχιακού επιπέδου,  η σχέση (1.1.2) θα 
ιορθωθεί κατά έναν παράγοντα και θα προκύψει η παρακάτω σχέση: 

 
 

 i τότεγ
δ
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ix

M
S

fd
Nd

fd
Nd cyccyc cos

12
1131

lnln
23

2
0

δδ
                        (1.1.3) 

 
 

όπου ( ) rMMfx ≅≡ 32π  και επιπλέον κάναµε την προσέγγιση ότι η µάζα του ενός 
αστέρα είναι πολύ µεγαλύτερη από αυτή του άλλου. Η εξάρτηση της συχνότητας από 
την ιδιοστροφορµή θα µας επιτρέψει να βγάλουµε συµπεράσµατα για την κατανοµή 
ς ιδιοστροφορµής, αν και στην πραγµατικότητα η διαδικασία θα είναι µάλλοντη  

οφη, δηλαδή γνωρίζοντας µε κάποιον άλλον τρόπο την στροφορµή θα είµαστε 
 να βγάλουµε συµπεράσµατα για την ανηγµένη µάζα του συστήµατος.   

          
 

 
       Παρακάτω παραθέτουµε ορισµένες κυµατοµορφές όπως αυτές υπολογίστηκαν 
άνοντας προσοµοιώσεις.  

αντίστρ
ε θέσησ

  

Εφαρµογές  
 

  
κ
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Σχήµα 1.1. Κυµατοµορφές βαρυτικής ακτινοβολίας για διάφορους πολυτροπικούς δείκτες 
(Rasio & Shapiro, 1994)  

 Σχή  λέπουµ

 
 
 
         Στο µα 1.1 β ε τις κυµατοµορφές για διάφορους πολυτροπικούς 
δείκτες, συγκεκριµένα από αριστερά προς δεξιά 35=Γ , 3=Γ  και 10=Γ  
(αντιστοιχούν στι  τιµές ς 23=n , 21=n  και 91=n ), για διπλό σύστηµα µε 
αστέρες ίδιας µάζας Οι κυµατοµορφές καταγράφονται όπως θα φαίνονταν κατά την 
διεύθυνση περιστροφής, και σε απόσταση 0r  από το σύστηµα. Η πάνω τριάδα αφορά 
στην “+ ” πόλωση, ενώ η κάτω τριάδα στην “

. 

× ” πόλωση  (Rasio & Shapiro, 1994). 
Παρατηρούµε ότι, καθώς αυξάνουµε τη τιµή του πολυτροπικού δείκτη n , η εκποµπή 
βαρυτικής ακτινοβολίας λίγο µετά την σύγκρουση φθίνει όλο και πιο απότοµα και 
στην περίπτωση 23=n  αµέσως µετά την σύγκρουση δεν έχουµε εκποµπή 
ακτινοβολίας. Η συµπεριφορά αυτή είναι αναµενόµενη αφού για µικρές τιµές του 
πολυτρο δείκτη το ρευστό είναι περισσότερο ασυµπίεστο και συνεπώς το σώµα 
που προκύπτει αµέσως  µετά την σύγκρουση διατηρεί µία ασύµµετρη δοµή που στην 
πραγµατικότητα είναι η πηγή της βαρυτικής ακτινοβολίας. Αντίθετα για την 

πικού 

περίπτωση του ρευστού µε πολυτροπικό δείκτη 23=n  το ρευστό είναι αρκετά 
συµπιέσιµο, ώστε το σώµα που θα προκύψει αµέσως µετά την σύγκρουση να 
αποκτήσει πιο γρήγορα σφαιρικό σχήµα και συνεπώς να χάσει την ικ νότη  
εκπέµπει βαρυτική ακτινοβολία.   
         Στο Σχήµα ονται τα χαρακτηριστικά της βαρυτικής ακτινοβολίας ενός 
διπλού συστήµατος όπως τα έδωσε µια προσοµοίωση µε την µέθοδο SPH. Το 
σύστηµα αποτελείτο από δύο αστέρες ίσης µάζας και ακτίνας ( MM 4.1=  
=

α τά του να

 1.2 φαίν  

και
10  αντίστοιχα), ενώ οι αστέρες τοποθετήθηκαν αρχικά σε απόσταση . 

ετά από την πάροδο χρόνου 

H

kmR  km40

Dtt 125= , όπου ( ) 213 GMRtD = , το σύστηµα Μ
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κατέρρευσε. Οι συµπαγείς γραµµές αντιπροσωπεύουν το αποτέλεσµα της 
προσοµοίωσης, ενώ οι διακεκοµµένες τα αποτελέσµατα για ισοδύναµο σύστηµα ση- 
 
 
 

 
 

Σχήµα 1.2. (α) Η βαρυτική κυµατοµορφή για ένα παρατηρητή στην διεύθυνση θ=φ=0 και σε 
απόσταση r από την πηγή. Η διακεκοµµένη γ αµµή αντιστοιχεί σε σηρ

υναρτή
µειακές µάζες. (β) Η 

φωτεινότητα της εκπεµπόµενης ακτινοβολίας σ σει του χρόνου. (γ) Το ενεργειακό φάσµα 
του βαρυτικού κύµατος dE/df (Zhuge, Centrella n, 1996).   
  
µειακών µαζών.  Παρατηρούµε ότι η διαφορά µεταξύ των δύο καµπυλών εµφανίζεται 

lan, 1996).   
 

κτηριστικό όλων των συστηµάτων που το δυναµικό τους είναι πιο 

 & McMilla

λίγο πριν την σύγκρουση (Zhuge, Centrella & McMil

 
 
 

1.2. Υδροδυναµικές αστάθειες και σύγκρουση 
 

 
 

         Είναι γνωστό πως διπλά συστήµατα µε µικρή απόσταση µεταξύ των µελών τους 
είναι δυναµικά ασταθή, χωρίς να ληφθούν υπόψη σχετικιστικά φαινόµενα. Αυτό είναι 
γενικό χαρα
«απότοµο» από το νόµο r1 . Η αστάθεια εκδηλώνεται αφού τα δύο µέλη πλησιάσουν 
σε µικρή απόσταση. Στην περίπτωση αυτή η αστάθεια οφείλεται στο εγονός ότι 
ασκούνται παλιρροϊκές δυνάµεις µεταξύ των αστέρων. Αν κανείς λάβει υπόψη και 
σχετικιστικά φαινόµενα, για αρκετά συµπαγή συστήµατα, η αστάθεια δείχνει να 
ενισχύεται.  
         Η ευστάθεια των διπλών συστηµάτων εξαρτάται ισχυρά από την καταστα  
εξίσωση των αστέρων. Έτσι συστήµατα µε πολυτροπικό δείκτη 1≤n  είναι πιο 
ιρρεπή ο να εκδηλώσουν αστάθεια απ’ ότι τα συστήµατα για τα οποία ισχύει 

1≥n . Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στα πρώτα πρόκειται

 γ

τική

επ στ
 περισσότερο για 

ασυµπίεστο ρευστό και ως εκ τούτου οι παλιρροϊκές δυνάµεις µεταξύ των αστέρων 
θα είναι πολύ πιο ισχυρές. Οι Rasio και Shapiro έδειξαν ότι αστέρες µε πολυτροπικό 
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δείκτη 1=n  δεν µπορούν να δηµιουργήσουν ευσταθή διπλά συστήµατα για 
απόσταση µεταξύ τους ORr 3≤ , όπου OR  είναι η ακτίνα των αστέρων. Το 
αποτέλεσµα αυτό επαληθεύτηκε από ανεξάρτητες µελέτες και µπορεί να θεωρηθεί 
αξιόπιστο.  
         Στο Σχήµα 1.3 και 1.4 βλέπουµε την δυναµική εξέλιξη ενός διπλού συστήµατος 
που αποτελείται από δύο όµοιους αστέρες. Το σύστηµα είναι συγχρονισµένο και η 
περιστροφή των αστέρων γίνεται αντίθετα προς τους δείκτες του ρολογιού. Κατά το 
αρχικό, γραµµικό στάδιο της αστάθειας, οι δύο αστέρες πλησιάζουν ο ένας τον άλλον 
και έρχονται σε επαφή µετά από µία περίπου περιστροφή. Στο συµπεριστρεφόµενο 
στηµ σχετική ταχύτητα µένει  και ως εκ τούτου η εξέλιξη σ’ 
υτό το στάδιο µπορεί να θεωρηθεί αδιαβατική. Μετά από δύο περίπου περιστροφές 
ι πυρήνες των δύο αστέρων έχουν συγκρουστεί και έχει σχηµατιστεί το σώµα που 
βλέπουµε στο Σχήµα 1.3 (e). Στο σηµείο  της εξέλιξης ανακύπτει µια δεύτερη 

α

σύ α η  παρα υποηχητική
α
ο

αυτό
αστάθεια και απότοµ  εκτοξεύεται µάζα η οποία διερχόµενη από τα εξωτερικά 
σηµεία Lagrange διαχέεται µε σπειροειδή κίνηση στον περιβάλλοντα χώρο.  
  
 

, 

 

 
 

Σχήµα 1.3. Εξέλιξη ενός ασταθούς συστήµατος (για χρόνο από 0 ως 40) αποτελούµενο από δύο 
όµοιους αστέρες µε πολυτροπικό δείκτη n=1. Η αρχική απόσταση µεταξύ των αστέρων είναι 
r=2.95R, όπου R η αρχική αδιατάρακτη ακτίνα των αστέρων. Η προσοµοίωση έγινε µε την 
µέθοδο SPH µε 40000 σηµεία (Rasio & Shapiro, 1994).  
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         Στην τελική φάση οι βραχίονες που έχουν σχηµατιστεί από την διάχυση µάζας 
ενώνονται και χάνουν την συµπαγή τους µορφή. Η σχετική ταχύτητα των γειτονικών 
βραχιόνων καθώς συγκρούονται είναι υπερηχητική µ’ αποτέλεσµα τη δηµιουργία 
κρουστικού κύµατος. Η άλως που σχηµατίζεται από την σύγκρουση έχει αξονική 
συµµετρία και περιστρέφεται γύρω από τον πυρήνα ακολουθώντας έναν νόµο της 
µορφής  µε νω −∝Ω ~  2≤ν  και  ω~  η απόσταση από τον άξονα περιστροφής. Η άλως 
αποτελεί το 20% περίπου της συνολικής µάζας των αστέρων, ενώ το υπόλοιπο 80% 
αποτελεί ο πυρήνας. Η εξέλιξη του σχηµατισµένου πλέον πυρήνα, δεν µπορεί να 
προβλεφθεί µε ακρίβεια, από την µέθοδο SPH, αλλά απαιτείται η χρήση πιο 
εξελιγµένων αριθµητικών µεθόδων στη σχετικότητα. 
Οι κυµατοµορφές που προκύπτουν από την παραπάνω προσοµοίωση είναι αυτές του 
Σχήµατος 1.1 για . Η εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας συµβαδίζει µε την 
έλλειψη συµµ , η οποία εξαρτάται άµεσα από την καταστατική εξίσωση 
που χρησιµοποιού  ο εκθέτης

3=Γ
ετρικότητας

µε. Όταν  Γ  έχει τιµή µικρότερη από µία κρίσιµη τιµή 
, όπου  (που αντιστοιχεί σε πολυτροπικό δείκτη ), τότε το 

σώµα αποκτά συµµετρία και σταµατά να εκπέµπει βαρυτική ακτινοβολία. Αντιθέτως 
 
 
 

critΓ<Γ  3.2≅Γcrit  8.0≅n

 
 

Σχήµα 1.4. Εξέλιξη του συστήµατος του σχήµατος 1.3 (από χρόνο 50 ως 100). 
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για υπάρχει η δυνατότητα διατήρησης κάποιας ασυµµετρίας και γι’ αυτό δεν 
στα εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας µετά την σύγκρουση. Ρεαλιστικά 
µ µένεται να έχουν

 critΓ>Γ  
µατά η 

οντέλα ανα  32 −≅Γ  . Η ανίχνευση πραγµατικών κυµατοµορφών 
σαν αυτή του σχήµατος 1.1 θα δώσουν µια ένδειξη, αν όχι απόδειξη, για την 
καταστατική εξίσωση που ακολουθούν οι αστέρες. Τέλος, ο συνυπολογισµός 
σχετικιστικών φαινοµένων θα τροποποιήσει την κρίσιµη τιµή του πολυτροπικού 
δείκτη.   
     Στα Σχήµατα 1.5, 1.6 και 1.7 φαίνεται η εξέλιξη ενός συγχρονισµένου διπλού 
συστήµατος αποτελούµενο από δύο αστέρες νετρονίων ίδιας µάζας, ίσης µε . 
Η προσοµοίωση έγινε µε την µέθοδο SPH και χρησιµοποιήθηκε τρισδιάστατο  
αποτελούµενο από περίπου σηµεία. Η αρχική απόσταση µεταξύ των στέρων 
ήταν και αγνοήθηκαν φαινόµενα τριβής.  

 HM4.1
 πλέγµα

610  α
 km48  

     
 
 

 
 

Σχήµα 1.5. Προσοµοίωση σύγκρουσης δύο αστέρων νετρονίων ίδιας µάζας, την χρονική στιγµή 
t=1.562ms. Αριστερά φαίνεται το πεδίο ταχυτήτων και οι ισόπυκνες καµπύλες ενώ δεξιά δίνονται 
οι αντίστοιχες θερµοκρασίες (Rosswog & Davies, 2002) .  
 
 
 

 
 
Σχήµα 1.6. Χρονική στιγµή t=3.503m. Εµφανίζονται δύο περιδινούµενες περιοχές. Στη διπλανή 
ικόνα φαίνεται πως έχουν υψηλές θερµοκρασίες (Rosswog & Davies, 2002). ε

 17



 
 
Σχήµα 1.7. Χρονική στιγµή t=10.68ms. Οι δύο περιδινούµενες περιοχές που εµφανίστηκαν µετά 
την σύγκ ραµένουν και διατηρούν υψη ές θερµοκρασίες (Rosswog & D
 
 
         Στο δε Σχήµα 1.8 φαίνεται µια εγκάρσια τοµή του συσσωµατώµατος που 
προέκυψε από την σύγκρουση (επίπεδο x-z).   

ρουση πα λ avies, 2002). 

 
 
 

 
 
Σχήµα 1.8. Πεδίο ταχυτήτων και ισόπυκνες γραµµές (αριστερά) και η θερµοκρασία για το σώµα 
που προέκυψε της σύγκρουσης (δεξιά). Οι αποστάσεις εκφράζονται σε km και οι θερµοκρασίες 
σε Mev (Rosswog & Davies, 2002).  
 
 
  
 

Μεταφορά µάζας και εξάρτηση από τον λόγο των µαζών των αστέρων 
 
 
         Έντονο ενδιαφέρον παρουσιάζει το ερώτηµα αν µπορεί να υπάρξει ευσταθής 
µεταφορά µάζας µεταξύ των µελών ενός διπλού συστήµατος αστέρων νετρονίων. 
Σχετικές µελέτες έχουν γίνει τα τελευταία τριάντα χρόνια µε αντιφατικά 
αποτελέσµατα. Φαίνεται ωστόσο πως για συστήµατα µε 2>Γ  οι δυναµικές 
στάθειες εµφανίζονται πριν το όριο Roche και ως εκ τούτου πριν αρχίσει η 

ά 
α
µεταφορά µάζας το σύστηµα είναι ήδη ασταθές και εποµένως η ευσταθής µεταφορ
άζας είναι αδύνατη.  µ
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         Σηµαντικό ρόλο στο παραπάνω θέµα δείχνει να παίζει ο λόγος των µαζών για 
τους δύο αστέρες νετρονίων. Έτσι για σύστηµα µε πολυτροπικό εκθέτη 3=Γ  και 
λόγο µαζών 85.0=q , το όριο αστάθειας είναι 95.2=ORr , ενώ το όριο Roche είναι 

85.2=ORr  και εποµένως δεν µπορεί να υπάρξει ευσταθής µεταφορά µάζας. 
Ωστόσο η εξέλιξη ενός τέτοιου συστήµατος δείχνει να είναι τελείως διαφορετική, από 
την εξέλιξη ενός συστήµατος µε αστέρες ίσης µάζας. Στο Σχήµα 1.5 φαίνεται η 
εξέλιξη ενός συστήµατος µε αστέρες που έχουν λόγο µαζών 85.0=q .   
 
 
 

 
 
Σχήµα 1.9.  Εξέλιξη ενός διπλού συστήµατος µε λόγο µαζών q=0.85 (Rasio & Shapiro, 1994). 

ετά από περίπου δύο περιφορές ο αστέρας µικρότερης µάζας υφίσταται τις 
οποίες µεταφέρουν το µεγαλύτερο 
του συνοδού του, ενώ ένα µικρό ποσό 

ς µάζας του διαχέεται µέσω του εξωτερικού σηµείου Lagrange, µε σπειροειδή 
όπο στον περιβάλλοντα χώρο. Ο αστέρας µεγαλύτερης αρχικής µάζας σ’ όλη τη 

 
 
Μ
παλιρροϊκές δυνάµεις του συνοδού του, οι 
οσοστό της µάζας του αστέρα στην επιφάνεια π
τη
τρ
φάση της εξέλιξης διαταράσσεται ελάχιστα και τελικά αποτελεί τον κεντρικό πυρήνα 
του νέου αστέρα που προήλθε από αυτή τη «σύγκρουση». Η εξέλιξη που 
περιγράψαµε είναι χαρακτηριστική για διπλά συστήµατα µε αστέρες λίγο 
διαφορετικής µάζας.       
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Φυσική των αστέρων νετρονίων 
 
 

         Η παράµετρος που επηρεάζει περισσότερο από κάθε άλλη την εκπεµπόµενη 
βαρυτική ακτινοβολία είναι ο λόγος RM  για τους αστέρες νετρονίων. Για το 
πρόβληµα των δύο σηµ ιακών µαζών η εξάρτηση από την παραπάνω παράµετρο 
είναι, για το πλάτος του κύµατος: 

ε
( ) RMhMrO ∝ , όπου Or  η απόσταση του 

παρατηρητή από το σύστηµα, ενώ για την φωτεινότητα ισχύει:  ( )5RML ∝ . 
Παροµοίως και για την συχνότητα µέγιστης εκποµπής θα υπάρχει η εξάρτηση: 

( ) 23
max RMf ∝ . Οι περισσότερες καταστατικές εξισώσεις δίνουν 2.01.0 −≈RM  

µε ακτίνα kmR 10≅ , σχεδόν ανεξάρτητη από την µάζα στην περιοχή 

         Τόσο η υδροδυναµική όσο και η  τροποποιούν τις παραπάνω 
σχέσεις. Συµπεριλαµβάνοντας για παράδειγµα την σχετικότητα στους υπολογισµούς 
το πλάτος της κυµατοµορφής και η φωτεινότητα του σήµατος θα δίνονται από τις 
παρακάτω σχέσεις: 
 
 

OO MMM 5.18.0 ≤≤ . 
σχετικότητα

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×Γ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

R
MRMqHh

M
rO ,,~

max                                     (1.2.1) 

 
 

( )
5

,,~
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×Γ=

R
MRMqL

L
L

O

                                         (1.2.2) 

 
 

όπου ( )RMqH ,,~ Γ  και ( )RMqL ,,~ Γ  είναι αδιάστατες ποσότητες. 
 
 
 
 
1.3. Μη συγχρονισµένα διπλά συστήµατα 

ύτερος από τον χρόνο περιφοράς 
ων αστέρων. Ακόµη και υποθέτοντας την ύπαρξη ιξώδους η τιµή του θα 
πρεπε να είναι εξαιρετικά µεγάλη ώστε να επιφέρει τον συγχρονισµό του 
υστήµατος.  
       Για τα µη συγχρονισµένα συστήµατα η κατάρρευση είναι πιο σύνθετη απ’ ότι 
για συγχρονισµένα συστήµατα. Η κυµατοµορφή της σύγκρουσης διαφέρει αρκετά, 
γεγονός που οφείλεται και στην επιπλέον εξάρτηση αυτής από τις στροφορµές των 
αστέρων.  
         Στα Σχήµατα 1.10, 1.11 και 1.12 φαίνεται η σύγκρουση δύο αστέρων 
νετρονίων, ίδιας µάζας ( ) οι οποίοι αρχικά δεν έχουν ιδιοστροφορµή. Οι δύο 

 
 
         Ο χρόνος που απαιτείται για τον συγχρονισµό ενός διπλού συστήµατος 
στέρων νετρονίων συνήθως είναι πολύ µεγαλα
τ
έ
σ
  

HM4.1
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αυτοί αστέρες στο συµπεριστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς θα έχουν αντίθετες 
στροφορµές και ως εκ τούτου στο σηµείο επαφής των επιφανειών τους θα 
δηµιουργηθούν δίνες οι οποίες είναι ασταθείς κατά Kelvin-Helmholtz και εξαιρετικά 
δύσκολο να προσοµοιωθούν ακόµη και στην περίπτωση των νευτώνειων εξισώσεων.  
        Τέλος στα σχήµατα 1.13, 1.14 και 1.15 δίνεται το πεδίο ταχυτήτων και η 
θερµοκρασία του περιβάλλοντα χώρου για διάφορες χρονικές στιγµές. 

 
 
 
 
 

 
 

Σχήµα 1.10. Σύγκρουση δύο αστέρων νετρονίων ίδιας µάζας και µηδενικής ιδιοστροφορµής. 
Αριστερά φαίνεται το πεδίο ταχυτήτων και ισόπυκνες καµπύλες, ενώ δεξιά φαίνονται οι 
αντίστοιχες θερµοκρασίες (χρονική στιγµή t=1.386ms, προσοµοίωση περίπου 350000 σηµείων) 
(Rosswog & Davies, 2002). 
 
 
 
 
 

 
 
Σχήµα 1.11. Χρονική στιγµή t=2.394ms της σύγκρουσης. Έχει εµφανιστεί µια ζώνη από δίνες στο 
σηµείο επαφής των αστέρων (Rosswog & Davies, 2002). 
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Σχήµα 1.12. Σχηµατισµός ενός διαφορικά περιστρεφόµενου αστέρα που προέκυψε από την 
σύγκρουση (Rosswog & Davies, 2002).  

 
 
 

     
 
Σχήµα 1.13. Περιβάλλων χώρος της σύγκρουσης του συστήµατος των σχηµάτων 1.10 ως 1.12. 
ριστερά φαίνεται η κατανοµή µάζας και δεξιά η θερµοκρασία (χρονική στιγµή t=7.434ms) 

(Rosswog & Davies, 2002). 
 
 
 

Α

     
 
Σχήµα 1.14. Η διάχυση της µάζας στον περιβάλλων χώρο και η θερµοκρασία την χρονική στιγµή 

11.214ms (Rosswog & Davies, 2002). t=
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Σχήµα 1.1 σι
 

5. Εγκάρ α τοµή του πεδίου ταχυτήτων και της θερµοκρασίας στον περιβάλλοντα 
χώρο του συστήµατος. Χρονική στιγµή t=10.710ms (Rosswog & Davies, 2002). 

 
 

1.4. ∆ιπλά συστήµατα στην Γενική Θεωρία της Σχετικότητας 

στηρά πλαίσια της θεωρίας της Σχετικότητας και όσο αφορά στα διπλά 
ς ποµπ

νάπτυ

τατης ευσταθούς κυκλικής τροχιάς είναι απαραίτητο να λάβει 
κανείς υπόψη του τόσο νευτώνεια παλιρροϊκά φαινόµενα, όσο και σχετικιστικά 
φαινόµενα. Παρακάτω αναπ δύο τρόπους αντιµετώπισης 
σχετικιστικών φαινοµένων για τον υπολογισµό της ΕΕΚΤ.                                                                           
 

 
 

 
 
         Στα αυ
συστήµατα δεν υπάρχουν κυκλικές τροχιές ισορροπία , εξαιτίας της εκ ής 
βαρυτικής ακτινοβολίας. Ωστόσο, όταν ο χρόνος που απαιτείται για την κατάρρευση 
του συστήµατος από εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας είναι πολύ µεγαλύτερος από 
την περίοδο περιφοράς τότε το σύστηµα µπορεί να θεωρηθεί ότι βρίσκεται 
προσεγγιστικά σε ισορροπία. Από την θεώρηση αυτή προκύπτει και η έννοια της 
εσώτατης ευσταθούς κυκλικής τροχιάς (ΕΕΚΤ), που αποτελεί την τελευταία τροχιά 
όπου η τροχιακή περίοδος του συστήµατος είναι πολύ µεγαλύτερη από τον χρόνο που 
απαιτείται για την κατάρρευση εξαιτίας υδροδυναµικής ή σχετικιστικής τροχιακής 
αστάθειας του συστήµατος. 
         Η ευστάθεια αυτών των περίπου κυκλικών τροχιών µπορεί να µελετηθεί στα 
πλαίσια της γενικής θεωρίας της σχετικότητας είτε περικόπτοντας όρους στο µετά-
νευτώνειο α γµα, είτε λύνοντας αριθµητικά µέρος των µη γραµµικών εξισώσεων 
Einstein. Αν και οι παραπάνω µέθοδοι δεν είναι παρά προσεγγίσεις, ωστόσο όλα τα 
αποτελέσµατα που προκύπτουν δείχνουν να συµφωνούν στο γεγονός ότι για τον 
υπολογισµό της εσώ

τύσσουµε σύντοµα τους 

 
 

Μετά-Νευτώνειοι υπολογισµοί τις ΕΕΚΤ 
 
 

         Θεωρώντας τους αστέρες ως ελλειψοειδή πολύτροπα (κεφάλαιο 2ο) και 
προσθέτοντας µετά-νευτώνειους όρους στις εκφράσεις της εσωτερικής και βαρυτικής 
ενέργειας, καθώς και  κατάλληλους υβριδικούς τροχιακούς όρους, µπορεί κανείς να 
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κατασκευάσει ακολουθίες σορροπίας, ι οποίες επιτρέπουν τον υπολογισµό της 
ΕΕΚΤ.  
         Τα µοντέλα αυτά είναι απλά, δεν απαιτούν µεγάλη υπολογιστική ισχύ και έτσι 
µπορούν να προσοµοιωθούν και µη συγχρονισµένα διπλά συστήµατα. Τα 
συµπεράσµατα στα οποία κατέληξαν οι Lombardi, Rasio και Shapiro 
χρησιµοποιώντας την µέθοδο αυτή είναι ότι η συχνότητα εκποµπής στην ΕΕΚΤ για 
µη περιστρεφόµενα συστήµατα είναι κατά 17% µεγαλύτερη από την

ι ο

 αντίστοιχη 
συγχρονισµένων συστηµάτων για πολυτροπικό δείκτη 5.0=n  και κατά 20% για 
δείκτη 1=n  (Lombardi, Rasio & Shapiro, 1997).  
 
 
 

Πλήρως σχετικι τικοί υπολογισµοί της ΕΕΚΤ 
 
 

         Οι πρώτοι υπολογι

σ

σµοί διπλών συστηµάτων σε ηµι-ισορροπία λαµβάνοντας 
όψη την σχετικότητα έγιναν από τον Baumgarte (Baumgarte et al 1996, 1998). 
υτές αφορούσαν σε συγχρονισµένα διπλά συστήµατα µε πολύτροπα ίδιας µάζας σε 
ατάσταση ηµισορροπίας. Ο Baumgarte κατασκεύασε ακολουθίες σταθερής µάζας 
ρεµίας για διαφορετικές ακτίνες και καθόρισε σηµεία καµπής στις καµπύλες 
νέργειας. Τα σηµεία αυτά αντιστοιχούν στην εµφάνιση δυναµικής αστάθειας και ως 
κ τούτου στον προσδιορισµό της ΕΕΚΤ. Από τα αποτελέσµατα που προέκυψαν µε 
ν µέθοδο αυτή δείχνει να επιβεβαιώνεται το γεγονός ότι δεν µπορεί να υπάρξει 
ΕΚΤ για .   

Η τελική κατάστασ  του συστήµατος 
 
 

       Για την µελέτη της τελικής κατάστασης του συστήµατος, ο συνυπολογισµός 
χετικιστικών φαινοµένων είναι περισσότερο απαραίτητος από κάθε άλλη 
ερίπτωση. 
       Έστω η περίπτωση δύο αστέρων νετρονίων µάζας ο καθένας, όπου 

 η µέγιστη µάζα για έναν αποµονωµένο αστέρα νετρονίων. Η σύγκρουση των 
ο αστέρων θα συνοδευτεί από την δηµιουργία κρουστικών κυµάτων που θα 
ατευθυνθούν κατά µήκος της ευθείας σύγκρουσης των αστέρων. Τα κρουστικά 
ύµατα εξυπηρετούν στην µετατροπή κινητικής ενέργειας σε θερµική. Μετά το 
γονός αυτό υπάρχουν δύο πιθανοί τρόποι εξέλιξης του συστήµατος. Σύµφωνα µε 
ν πρώτο, το προκύπτον από τη  εκτελεί µία η δύο ταλαντώσεις 

σε δυναµική κλίµακα ( ) και αρρέει σχηµατίζοντας µια µελανή 
οπή. Στην δεύτερη περίπτωση η θερµική  που προκύπτει από τα κρουστικά 
κύµατα είναι ικανή να αναχαιτίσει προσωρινά την κατάρρευση µέχρις ότου η 
εκποµπή νετρίνων προκαλέσει την ψύξη  σώµατος, σε µια χρονική κλίµακα της 
τάξης των Οι δύο παραπάνω τρόποι εξέλιξης, που εξαρτώνται από τη µάζα 

υπ
Α
κ
η
ε
ε
τη
Ε  5.1≥n
 
 
 

η

  
σ
π

max5.0 M  

max

  
M
δύ
κ
κ
γε
το ν σύγκρουση σώµα

στην συνέχεια κατms≈
 πίεση

του
sec10 . 

των δύο αστέρων και την καταστατική εξίσωση, δίνουν διαφορετικά αποτελέσµατα 
σε ότι αφορά την κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας και την 
εκποµπή νετρίνων. 
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Υπολογιστική σχετικότητα 
 
 

         Στην αριθµητική επίλυση των εξισώσεων Einstein στις 3+1 διαστάσεις 
εµφανίζονται πολλές δυσκολίες, ορισµένες από τις οποίες θα αναφερθούν παρακάτω. 
Η επίλυση µη γραµµικών συστηµάτων σε πολλές διαστάσεις αποτελεί πάντα µια 
δυσκολία, αν και δεν είναι η σχετικότητα η µοναδική περίπτωση εµφάνισης αυτής της 
δυσκολίας. Κάτι ανάλογο συµβαίνει και στην επίλυση των εξισώσεων της 
ροδυναµικής στις τρεις διαστάσεις. Ιδιαιτερότητα της σχετικότητας αποτελεί 
στόσο η εµφάνιση ανωµαλιών στις αριθµητικές απεικονίσεις. Στις περιοχές όπου 
µφανίζονται ανωµαλίες οι φυσικές ποσότητες απειρίζονται, κάτι που κάνει τις 
ροσοµοιώσεις να καταρρέουν, ακόµη και αν οι ανωµαλίες είναι αποµονωµένες στο 
σωτερικό µιας µελανής οπής. Μια ακόµη ιδιαιτερότητα των σχετικιστικών 

υµατοµορφής της 
αρυτικής ακτινοβολίας σε κάποια απόσταση από την πηγή. Το πρόβληµα αυτό 
νακύπτει διότι η βαρυτική ακτινοβολία θεωρείται ως µία διαταραχή στην µετρική 
υ χωροχρόνου. Έτσι, υπολογ ερη ακρίβεια την εξέλιξη της 

περιοχής κοντά στο διπλό σύσ ισώσεις είναι περισσότερο µη 

ν

 ε

 δε ύ
αποτελ

πορούν να δώσουν σηµαντικές πληροφορίες αν 
ίνουν µε έξυπνο τρόπο. 

   

 
 

υδ
ω
ε
π
ε
προσοµοιώσεων είναι η δυσκολία στον προσδιορισµό της κ
β
α
το ίζοντας µε µεγαλύτ

τηµα, όπου οι εξ
γραµµικές, χάνει σε ακρίβεια η κυµατοµορφή µακριά από το σύστηµα 
         Τόσο τα διπλά συστήµατα αστέρω  νετρονίων, όσο και τα αντίστοιχα µελανών 
οπών είναι εξαιρετικά δύσκολο να προσοµοιωθούν στα πλαίσια της γενικής θεωρίας 
της σχετικότητας. Μια µη προσεγγιστική λύση των προβληµάτων αυτών θα 
απαιτούσε ιρετι ά µεγάλη υπο εξα κ λογιστική ισχύ, η οποία τώρα αρχίζ ι να γίνεται 
διαθέσιµη. Αν και χρησιµοποιούνται ακόµη κάποιες προσεγγίσεις στην επίλυση των 
εξισώσεων Einstein, αυτές είναι πλέον υτερε ουσας σηµασίας και σύντοµα 
αναµένονται έσµατα χωρίς απολύτως καµία προσέγγιση. Οι σηµερινές 
τεχνικές, αν και προσεγγιστικές, µ
γ
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άλαιο αυτό αναπτύσσεται η βασική θεωρία πάνω στην οποία θα 
 ο υπολογιστικός κώδικας. Συγκεκριµένα, στην πρώτη ενότητα 

 η µέθοδος, βάσει της οποίας οδηγούµαστε σε καταστάσεις ισορροπίας 
τα πολύτροπα. Πρόκειται για µία ενεργειακή αρχή µεταβολών, η οποία στην 

πραγµατικότητα δίνει καταστά  οποίες όµως για χρονικά 
, της τάξης της περιόδου περιφοράς µπορούν να θεωρηθούν ως 

αταστάσεις ισορροπίας. Στην δεύτερη ενότητα παραθέτουµε τις διαφορικές 

ρυτική ακτ
ν συστηµάτων αποτελούµενα από ελλειψοειδή 

ολύτροπα.  
  
 

ευστό σύστηµα. Αυτό θα χαρακτηρίζεται 
πό διατηρήσιµα µεγέθη όπως η µάζα, 

 

 
 
 

Κεφάλαιο 2ο
 
 
 

         Στο κεφ
στηριχθεί
αναπτύσσεται
για 

σεις ηµι-ισορροπίας, οι
διαστήµατα
κ
εξισώσεις κίνησης του συστήµατος, χωρίς την ύπαρξη όρων βαρυτικής ακτινοβολίας, 
ενώ στην τρίτη ενότητα παραθέτουµε τις εξισώσεις εξέλιξης του συστήµατος έχοντας 
συνυπολογίσει την βα ινοβολία. Τέλος, στην τέταρτη ενότητα συζητάµε το 
θέµα της ευστάθειας των διπλώ
π

 
 
 
2.1  Κατασκευή ακολουθιών ισορροπίας Darwin-Riemann 
 
 

Βασικές Υποθέσεις 
 

         Ας θεωρήσουµε ένα αποµονωµένο ρ
α M  και η στροφορµή, . Η δε ενέργεια 
µπορεί πάντοτε να γραφεί συναρτήσει της πυκνότητας και του  ταχυτήτων του 
ρευστού

J
πεδίου

, ( )xρ  και ( )xu  αντίστοιχα.
         Η βασική ιδέα της µεθόδου είναι να αντικατασταθεί ο άπειρος αριθµός των 

  

βαθµός ελευθερίας που περιέχονται στις  ( )xρ  και ( )xu ,  από έναν περιορισµένο 
αριθµό παραµέτρων ,..., 21 aa  µε τέτοιο τρόπο ώστε η συνολική ενέργεια να γίνει 
συνάρτηση αυτών των παρα έτρων, δηλαδή µ
 

( ),...,,...;, 21 JMaaEE =                                          (2.1.1) 
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Τότε µία κατάσταση ισορροπίας θα καθοριστεί ελαχιστοποιώντας την ενέργεια,  
 

0=
∂
∂

ia
E    ,   ,...2,1=i      

 υπάρξει για ένα διπλό σύστηµα αστέρων 
α ν δοµή του, συγκεκριµένα: 

θ

ιογόνες δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ των αστέρων θα 
έρες δεν διατηρούν το σφαιρικό τους σχήµα και για τον λόγο  

ουµε πως: 

 οι ισόπυκνες επιφάνειες στο εσωτερικό κάθε αστέρα είναι οµόκεντρα 
ελλειψοειδή 

 
 η κατανοµή της πυκνότητας 

                                    (2.1.2) 

 
Μία έκφραση σαν την (2.1.1) µπορεί να

 αρκεί ν γίνουν µερικές παραδοχές σχετικά µε τη
 

 εωρούµε διπλά συστήµατα µόνο σε κυκλική τροχιά  
 

 υιοθετούµε µια πολυτροπική καταστατική εξίσωση 
 
Κάτω από τις παλιρρο

µε πως οι αστθεωρήσου
αυτό θα τους θεωρήσουµε ως ελλειψοειδή. Επίσης υποθέτ
 

( )mρ , όπου η µάζα µιας ισόπυκνης 

 
 τέλος, το διάνυσµα του στροβιλισµού 
τροχιακής περιστροφής 

Για έναν αποµονωµένο περιστρεφόµενο αστέρα οι παραπάνω υποθέσεις 
ο (

m  
επιφάνειας, είναι ίδια µε την αντίστοιχη σ’ ένα σφαιρικό πολύτροπο του ίδιου 
όγκου. 

θεωρείται παράλληλο προς τον άξονα 

 
         
ικανοποιούνται πλήρως όταν το ρευστό είναι ασυµπίεστ 0=n ). Σ’ αυτή τη 

ίας αντιστοιχεί σ’ ένα οµογενές ελλειψοειδές. Στην 
 διπλού συστήµατος οι παραπάνω υποθέσεις ικανοποιούνται στην 

σον λάβουµε υπόψη την αλληλεπίδραση 
έχρι τον τετραπολικό όρο. Για την περίπτωση όπου 

περίπτωση η κατάσταση ισορροπ
περίπτωση
περίπτωση ασυµπίεστου ρευστού, µόνο εφό
µ 0≠n  οι συνθήκες 
ικανοποιούνται προσεγγιστικά και σε συνδυασµό µε την µ
της ενέργειας οι καταστάσεις των αστέρων θα πρέ

 καταστάσεις ισορροπίας.  

Έκφραση της ενέργειας 
             
 

έθοδο ελαχιστοποίησης 
πει να εκληφθούν ως 

προσεγγιστικές
 
 
    

 και M ′  αντίστοιχα (τοM         Ας θεωρήσουµε δύο πολύτροπα µάζας νούµενες 
οσότητες θα αναφέρονται στον δεύτερο αστέρα), συµ υµε τον λόγο τον µαζών 
ν δύο αστέρων ως

π βολίζο
 MMp ′= . τω Οι καταστατικές εξισώσεις που θα χαρακτηρίζουν 

τους δύο αστέρες θα είναι οι εξής:
 

 

( )nKP 11+= ρ    και       ( )nKP ′+′′=′ 11ρ                              (2.1.3) 
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  r  Επίσης θα συµβολίσουµε µε την απόσταση µεταξύ των κέντρων των ελλειψοειδών 
ε  τους τρεις άξονες του πρώτου αστέρα και µε ,, aaaµ 321 321 ′′′  τους άξονες του ,, aaa   
δεύτερου αστέρα, αντιστοίχως. Οι 1a  και 1a′  κείτονται επί της ευθείας που ενώνει τα 
έντρα των δύο αστέρων, οι 2a  και 2a′  έχουν την κατεύθυνση της τροχικ ακής κίνησης 
αι τέλος οι και είναι κάθετοι προς  επίπεδο που σχηµατίζουν οι για 

 πρώτο αστέρα και αντίστοιχα για τον δεύτερο αστέρα.  
ιπτώσεις είναι βολικό να καθορίσουµε την κατασκευή του 

υστήµατος από του αδιάστατους λόγους: 

 3a   3a′     το  21 ,aa  κ
τον
         Σε κάποιες περ
σ
 

  
32

1

3
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

a
a

λ      και      
32

2
2 ⎟

⎠
⎜
⎝ a

3 ⎟
⎞

⎜
⎛

=
a

λ                                (2.1.4) 

 
και την κεντρική πυκνότητα cρ . Αντίστοιχα ορίζουµε τις ποσότητες για τον δεύτερο 
αστέρα και τις συµβολίζουµε τονούµενες.  
       Το σύστηµα πλέον καθορίζεται από τις επ  
{

τά ανεξάρτητες µεταβλητές 
}2121 ,,,,,, λλρλλρ ′′′ccr  

 

 

 
         Στη συνέχεια υπολογίσουµε την ολική ενέργεια του συστήµατος. Αυτή θα είναι 
ίση µε το άθροισµα:  

iWTWWUUE ++′++′+=                                    (2.1.5) 
 

που,  : η εσωτερική ενέργεια 
           : η βαρυτική ενέργεια σύνδεσης 
           : η κινητική ενέργεια του συστήµατος  
           : η ενέργεια βαρυτικής αλληλεπίδρασης µεταξύ των δύο αστέρων 

Η εσωτερική ενέργεια 

ό U
W
T

iW
 
και αντίστοιχα οι τονούµενες ποσότητες για τον δεύτερο αστέρα. Υπολογίζουµε τον 
κάθε όρο χωριστά. 
 

 
 
      Η εσωτερική ενέργεια για τον πρώτο αστέρα θα είναι: 
 

∫ == MKkdmU n
c
1

1 ρ
ρ

                                             (2.1.6) 

 

nP

τες µε τονούµενες. Το στον παραπάνω τύπο δίνεται από τη σχέση: 
 

και αντίστοιχα για τον δεύτερο θα προκύψει αν αντικαταστήσουµε τις µη τονούµενες 
ποσότη  1k  

( )
111 5

1 θξ ′
−
+

=
n

nnk                      

 

που

                              (2.1.7) 

 
 ξθ ,  οι συνήθεις µεταβλητές Lane-Emden για πολύτροπα ό
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 Η βαρυτική ενέργεια σύνδεσης  
 

σ  είναι:           Η βαρυτική ενέργεια σύνδε ης
 

fGMkfGMW 3135
23 ρ−=−=                              (2.1.8)

Rn c25 −
 

όπου συµβολίζουµε τη µέση ακτίνα µε
 

 ( ) 31
32a  και τους αδιάστατους όρους  1aaR ≡

 

( ) 2
332211

21 2
,

2 22

R
aAaAaA

ff
++

== λλ                                 (2.1.9) 

 
για την περίπτωση σφαίρας ισχύει 1=f( ). Οι όρο

 
 

ι iA  είναι τα ολοκληρώµατα  

( )∫
∞

+∆ 2321 uai ≡
duaaaA       µε     ( )( )( )uauaua +++=∆ 2

3
2
2

2
1

2

0 i

          (2.1.10) 

και επίσης  

 
 

31

1

1
2

4
5

3
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′

−
=

ξ
θπ

n
k                                         (2.1.11) 

 
 

νες µεταβλητές. 

   
 κινητική ενέργεια 

Η έκφραση της βαρυτικής ενέργειας σύνδεσης για τον δεύτερο αστέρα 
προκύπτει αλλάζοντας µη τονούµενες µε τονούµε
 
 

Η  

ε
 
         Ορίζουµ  την αδιάστατη παράµετρο  
 

orb
Rf

Ω
≡

ζ                                                  (2.1.12) 

 
όπου µε συµβολίζουµε την τροχιακή γωνιακή ταχύτητα και µε orbΩ  ζ  τον 
στροβιλισµό στο συµπεριστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς, θα είναι: 
 

( ) Λ
+

−=⋅×∇≡
2
2

2
1 aaeu

21
3 aa

ζ                                      (2.1.13) 

µενο σύστηµα αναφοράς, δίνεται από την 
: 

 
όπου Λ  είναι η κυκλική συχνότητα της εσωτερικής κίνησης του ρευστού. Το πεδίο 
αχυτήτων, επίσης στο συµπεριστρεφότ
σχέση
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212121 exQxQu e +=                                         (2.1.14) 
 

όπου  
 

Λ1

a
a

+=
+

−=
2

2
2

2
1

2
1

1 aa
aQ ζ        και    Λ−= 2

2 a
a

ζ         (2.1.15) 
+

+=
12

2
1

2
2

2 aa
aQ

 
τα µοναδιαία διανύσµατα αντιστοιχούν στις
ελλειψοειδών. Η ταχύτητα και ο στροβιλισ ός του ρευστού στο αδρανειακό σύστηµα 
ναφοράς θα δίνεται αντίστοιχα από τις εξισώσεις: 

 κατευθύνσεις των αξόνων 21 ,aa  των 
µ

α
 

( ) xuu orb
0 ×Ω+=                                             (2.1.16) 

 
( ) ( )( ) ( ) orbRfeu Ω+=⋅×∇≡ 23

00ζ                               (2.1.17) 
 

Παρατηρούµε ότι η σύγχρονη κίνηση προκύπτει όταν 0=Λ== ζRf , ενώ ένα µη 
περιστρεφόµενο πεδίο ταχυτήτων απαιτεί 2−=Rf . 
         Η έκφραση για την κινητική ενέργεια λόγω ιδιοπεριστροφής του αστέρα θα 
είναι:  
 
 

( ) orbnorbS aMakIT ΛΩ−Ω+Λ= 21
22 21                            (2.1.18) 
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όπου ( )2
2

2
15

1 aaMkI n +=    (2.1.19)   είναι η ροπή αδράνειας. Τέλος είναι  

 

1
4

1

0

4
1

3
5

θξ

ξξθ
ξ

′
≡

∫ d
k

n

n                                              (2.1.20) 

 
ια το οποίο ισχύει όταν 1=nk   0=nγ .  

         Η έκφραση για την κινητική   ιδιοπερι
προκύπτει αντικαθιστώντας τις διάφορες µ αβλητές µε τις αντίστοιχες τονούµενες.  

ενέργεια στροφής του δεύτερου αστέρα 
ετ

         Η τροχιακή κινητική ενέργεια θα δίνεται από τη σχέση:  
 

22

2
1 rT orbO Ω= µ                              

που

                   (2.1.21) 

 

 
MM

MM
′+

′
=µ  ό η ανηγµένη µάζα του συστήµατος. Έτσι η συνολική ενέργεια θα 

είναι ίση µε το άθροισµα: 
 

OSS TTTT +′+=                                              (2.1.22) 
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Η ενέργεια βαρυτικής αλληλεπίδρασης  
 
  
 
       Η ενέργεια αυτή θα δίνεται από την σχέση: 

 

( ) ( )33221133322113 22
22 III

r
MGIII

r
GMMGMW −−

ri
′

−′−′−′−
′

−=           (2.1.23) 

όπου συµβολίσαµε: 

 
 

ijinij MakI δ2
5
1

=     και    ijinij aMkI δ2
5
1 ′′′=′                        (2.1.24)   

         Έχοντας υπολογίσει όλους τους επιµέρους όρους της ενέργειας είναι εύκολο να 
πάρουµε την έκφραση αυτής από την σχέση (2.1.5) : 
 
 

( ) icc WTWWUUJMMrEE ++′++′+=′′′′′= ,,,,;,,,,,, 2121 λλρλλρ        (2.1.5α) 
 
 
οι ποσότητες δίνονται από τις σχέσεις   ′,  : 
 
 

( )
orbnnn aMakIaaMkCMk Ω−Λ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≡ 21

0
21 5

2
5
1

5
1 ζπ

ππ
            (2.1.25) 

 
 

( )
orbnnn aaMkIaaMkCMk Ω′′′′−Λ′′=′′′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′−=′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′−≡′ 21

0
21 5

2
5
1

5
1 ζπ

ππ
          (2.1.26) 

 κυκλοφορία, η ο
νάλογη της κυκλοφο

ία του ρευστού.  

του συστήµατος θα αποτελείται από το άθροισµα τριών 
ό όρο και υς δύο όρους της στροφορµής λόγω 

περιστροφής των αστέρων, και

 
 

συµβολίζουµε µε 21 ζπ aaC =   την ποία είναι διατηρήσιµη 
ποσότητα και επειδή η  είναι ευθέως α ρίας την χαρακτηρίζουµε 
αι αυτή κυκλοφορ

( )0

κ
 
         Η δε στροφορµή 
όρων, δηλαδή τροχιακ

J  
OJ  το

SJ   SJ ′ . Έτσι θα έχουµε: 
 

       Λ−Ω= 215
aMakIJ norbS

2     και     Λ′′′′′−Ω′=′ 215
2 aaMkIJ norbS            (2.1.27) 

Ω= µ                                                     (2.1.28) 

αι η συνολική στροφορµή θα είναι:     

 
2rJ orbO

 
 

OSS JJJJ +′+=κ                                  (2.1.29) 
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Συνθήκες ισορροπίας 

 
 των 

ολυτρόπων θα προκύψουν από την ελαχιστοποίηση της ενέργειας τους 
υστήµατος. Αυτό µαθηµατικά µεταφράζεται στις εξισώσεις: 

 

 

συνθήκες ισορροπίας         Όπως έχει αναφερθεί και παραπάνω οι 
π
σ

0=
∂ ia

  όπου ∂E { }2121 ,,,,,, λλρλλρ ′′′= cci ra  

 
Η έκφραση της ενέργειας που παραγωγίζουµε είναι αυτή που δίνεται από  
εξίσωση (1.1.5α). 

 την

         Ξεκινώντας µε την µεταβλητή r , 0=∂∂ rE  καταλήγου
2

µε σε µία σχέση µεταξύ 
καιorbΩ   r , η οποία αποτελεί ένα «τροποποιηµένο νόµο του Kepler». Η σχέση αυτή 

είναι η (2.1.30).  
 

( ) ( δ+ )δ ′+
′+

=Ω 13
2

r
MMG

orb                                (2.1.30) 

 
ας τις ποσότητες: 

 
Ορίζοντ

3r
MG

R
′

3r
GM

R =′µ=µ    και                                        (2.1.31) 

 
 σχέση (2.1.30) µπορεί να γραφεί στην ισοδύναµη µορφή: 

 
η

( )( ) ( )δδµδδµ ′++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′=′+++=Ω 111112

p
p RRorb                   (2.1.32) 

 
όπου µε δ  και δ ′  συµβολίσαµε τις ποσότητες: 
 
 

( )
2

3322112 ( )
2

3322112
2
3

Mr
III −−

=δ      και     
2
3

rM
III

′
′−′−′

=′δ                   (2.1.33) 

 
         Από τη δεύτερη συνθήκη 

 

0=∂∂ cE ρ  προκύπτει το θεώρηµα Virial για  
αστέρα µάζας

τον
 M , συγκεκριµένα προκύπτει: 

 
 

tS g
R
MGMTWU

n
′

−=++ 23                                      (2.1.34) 

 

όπου συµβολίζουµε ( ) δ
r
RIII

Mr
Rgt 3

22 3322113 =−−≡     (2.1.35). Αντικαθιστώντας 

τις σχέσεις (2.1.6) και (2.1.8) στην (2.1.34) θα καταλήξουµε στην παρακάτω σχέση: 
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( )
( )nn

t
S

O g
p
n

W
T

fRR
−−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛ −
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

3

21 3
521,λλ                          (2.1.36) 

 
όπου η ακτίνα του σφαιρικού πολύτροπου η οποία δίνεται από τη σχέση: 
 

 OR  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnn
nn

O
M

G
KnR

−−−
−−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +′=

313
31

1
2

11 44
1

ππ
θξξ                       (2.1.37) 

 
 

         Εντελώς ανάλογα η τρίτη συνθήκη 0=′∂∂ cE ρ  θα δώσει µια έκφραση 
παρόµοια µε την (2.1.36), την  
 
 

( )
( )nn

O W
fRR

′−−

⎥⎦⎢
⎢
⎣

⎡

⎠⎝⎠⎝ ′
′=′

3

3
                       (2.1.38) t

S gpnT
⎥
⎤
′⎟

⎞
⎜
⎛ ′−

−⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛ ′
−′′ 21

521,λλ

 
 

ενώ και η έκφραση της OR′  θα είναι παρόµοια µ’ αυτή της (2.1.37). 
 
         Η τέταρτη και πέµπτη συνθήκη, 021 =∂∂=∂∂ λλ EE , συναρτήσει της σχέσης 
(2.1.34) θα δώσει: 
 
 

                    ( ) 2
1222

2
1111 22 QIQIM

n
U

orbRorb +Ω++Ω+=− µ                

 

( ) 2
2111

2
2222 2 QIQIM

n
U

orbRorb +Ω−−Ω+=− µ                                 (2.1.39) 

 

                                          3333 IM
n
U

Rµ−=−         

νέργ

               
 
όπου τα iQ δίνονται στην εξίσωση (2.1.15) και επίσης ορίσαµε και τον τανυστή 
δυναµικής ε ειας: 

 

 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−
=

n
a

AGM iji
iij 5

2δ
ρπ    (δεν έχουµε άθροιση)                 (2.1.40) 

 
Ισχύει 

⎜−
M

2

πως ενώ η ποσότητα WM ii = , 343 RM πρ =  είναι η µέση πυκνότητα του 
στέρα µάζας M . Από τις εξισώσεις (2.1.39) και (2.1.40)  µπορούµε να πάρουµε τις α
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παρακάτω σχέσεις για τους άξονες των ελλε
 
 

ιψοειδών: 

( )( ) ( )3
2
31

2
1

2
3

2
1 2 AaAaaa −=

⎭
⎬+⎥

⎦
  22

2

2
1 2112~ Q
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R
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⎫

⎩
⎨
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⎢
⎣
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+′+++++

µ
δδ

µ
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                                           (2.1.41) 
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που 

⎫⎤
−

 

ό συµβολίσαµε µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎛ −≡ 1 nkq , 

ρπ
µR≡~  . Επίσης χρησιµοποιώντας

⎝ 5nn µ
GR  τις 

πορούµε να δεεξισώσεις (2.1.15) και (2.1.33) µ ίξουµε ότι: 
 
 

( )( ) 22
2

11 Ri
R

i fp
Q

δδ
µ

′+++= Q  

                                                                                               (2.1.42) 

( )( ) Ri
R

orbi fpQ
Q

δδ
µ

′+++=
Ω

11  

 

και συµβολίζουµε τα iQ   ως :  2
2

2
1

2
1

1 aa
aQ
+

−=       και    2
2

2
1

2
2

2 aa
aQ
+

=              (2.1.43) 

 
021 =′∂∂=′∂∂ λλ EE ,          Εντελώς ανάλογα η έκτη και έβδοµη συνθήκη, θα 
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πλή ρροπία του συστήµατος. Αν οι επτά µεταβλητές πάρουν τις τιµές της 

 
         Οι επτά εξισώσεις: (2.1.30), (2.1.36), (2.1.38), (2.1.41) και (2.1.44) καθορίζουν 

ρως την ισο
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κατάστασης ισορροπίας τότε από την εξίσωση (2.1.29) µπορούµε να πάρουµε την 
µή της στροφορµής για την κατάσταση ισορροπίας. Παροµοίως και µε την τιµή της τι

ενέργειας για την κατάσταση ισορροπίας, η οποία προκύπτει από τις προηγούµενες 
εξισώσεις ότι είναι: 
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και η έκφραση για το είναι ανάλογη.  
 
 
 

Κατασκευή ακολουθιών ισορροπίας 
 
 

         Η κατασκευή ακολουθιών ισορροπίας είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στην περίπτωση 
διπλών συστηµάτων, αφού µπορούν να αναδείξουν την ύπαρξη δυναµικών ασταθειών 
στα συστήµατα αυτά. Επιπλέον, οι ακολουθίες ισορροπίας µπορούν σε µερικές 
περιπτώσεις να χρησιµοποιηθούν για την προσεγγιστική περιγραφή ς εξέλιξης 
διπλών µπή 
βαρυτι φόρων 
τύπων ακολουθίες, αναλόγως µε την ποσότητα που επιλέγουµε να διατηρήσουµε 
σταθερή (κυκλοφορία του ρευστού, στροφορµή). 

 SE ′  

τη
 συστηµάτων που χάνουν µε κάποιον µηχανισµό ενέργεια (π.χ. εκπο
κής ακτινοβολίας, ιξώδες). Τέλος µπορούν να κατασκευαστούν δια

         Η παραµετροποίηση των ακολουθιών ισορροπίας µπορεί να γίνει µε την 
αδιάστατη ποσότητα (Lai, Rasio & Shapiro, 1994): 
 
 

11 aa
rr

′+
=                                                  (2.1.47) 

 
 

Παρόλο που η ποσ r  ότητα δεν καθορίζει µονοσήµαντα την απόσταση µεταξύ των 
ωµάτων, είναι πολύ χρήσιµη διότι για κάθε τιµή της αντιστοιχεί µία ακολουθία 
ορροπίας και εκφράζει την απόσταση µεταξύ των επιφανειών των ελλειψοειδών. Η 
ερίπτωση

σ
ισ

 1=r  π αντιστοιχεί στην , ενώ φυσικές λύσεις απαιτούν  επαφή των αστέρων
1≥r .  

 
ια         Ορίζοντας µ  ακολουθία Darwin-Riemann ως µια ακολουθία στην οποία οι 

αδιάστατες ποσότητες f  και RfR ′  διατηρούν σταθερή τιµή, µπορούµε να την  
ατασκευάσουµε καθορίζοντας τον λόγο των µαζών κ MMp ′=  και των ακτινών 
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OO R′  (ή ισοδύναµα το KK ′ ), τις ποσότητες και Rf  Rf ′  R και µηδενίζοντας τις 
οσότητες όπου: 

 
 

 iF , π

111 −′+= aaF                                                       (2.1.48) 1
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)41.1.1()41.1.1(3 aMaAMF ∆−=                                         (2.1.50) 

 
  )41.1.1()41.1.1(4 ββ MAMF ∆−=                           

5 AMF

             (2.1.51) 
 

)42.1()42.1.1( aMa .1∆−=                                         (2.1.52) 
 

)42.1.1()42.1.1(6 ββ MAMF ∆−=                                        (2.1.53) 
 
 

( AM : αριστερό µέλος της (…) εξίσωσης, M∆ : δεξί µέλ
 

ος της (…) εξίσωσης ) 

( )         Παραπάνω συµβολίσαµε µε 11 aaaa ii ′+≡ , τις µεταβλητές ως προς τις οποίες 
λύνουµε τις εξισώσεις (2.1.48)-(2.1.53).  

 
         Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το κλασικό πρόβληµα της περίπτωσης δύο ό ιων 
σωµάτων µε πολυτροπικό δείκτη 0

µο
=n  σε σύγχ ονη κίνηση µεταξύ  ρ  τους

       Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν επίσης ακολουθίες σταθερής κυκλοφορίας 
ή σταθερής στροφορµής. Οι µεν πρώτες αποτελο
που εκπέµπουν βαρυτική ακτινοβολία, αφού είναι γνωστό ότι οι δυνάµεις αντίδρασης 

 του ρευστού (Miller, 1974). Στις ακολουθίες αυτές οι ποσότητες και 
ώς για τον προσδιορισµό τους απαιτούνται 

ο επιπλέον εξισώσεις (εκτός από τις προηγούµενες έξι). Οι εξισώσεις αυτές είναι:  
 

 

(Chandrasekhar 1969) αποτελεί ειδική περίπτωση των ακολουθιών Darwin-Riemann, 
µε 0=′= RR ff . 
 
  

ύν καλή προσέγγιση για συστήµατα 

που αναπτύσσονται λόγω εκποµπής βαρυτικής ακτινοβολίας διατηρούν την 
κυκλοφορία  Rf  

Rf ′ , εν γένει, δεν είναι σταθερές και συνεπ
δύ

( ) −Ω+⎟
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⎜
⎝
−= orbRn faaMkF 2

5 217                                    (2.1.54) 
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η µη περιστρεφόµενη ακολουθία Darwin-Riemann 
την οποία ισχύει , (2−=′= RR ff 0=′=σ ), ενώ οι τιµές αυτές διατηρούνται 
σταθερές.  
         Οι δε ακολουθίες σταθερής στροφορµής αποτελούν καλή προσέγγιση για 
συστήµατα τα οποία έχουν µόνο ιξώδες. Στις περιπτώσεις αυτές κ
των και έτσι ώστε να έχουµε µια µοναδική ακολουθία για

αθορίζονται οι τιµές 
 Rf   Rf ′   όJ σταθερ= .  

 
 

 
         Θεωρούµε ένα διπλό σύστηµα αποτελούµενο από δύο πολύτροπα Darwin-
Riemann, τα οποία ακολουθούν τις καταστατικές εξισώσεις (2.1.3). Στο παρακάτω 

 τήµατος. 

 

 
2.2  ∆υναµικές εξισώσεις για διπλά συστήµατα µε πολύτροπα Darwin-

Riemann 
 

σχήµα µπορούµε να δούµε την γεωµετρία ενός τέτοιου συσ
 

 

 
 

α 2.1. ό δύο ελλειψοειδή. 

 
 

         Μεταξύ των γωνιών είναι εµφανές ότι ισχύει

Σχήµ  Η γεωµετρία διπλού συστήµατος αποτελούµενο απ
 

 η σχέση: φθα −=  και παρόµοια 
: φθα ′−′=′  και  dtdφ ′=Ω′. ρίζουµε ωςΟ  dtdφγια το δεύτερο ελλειψοειδές =Ω . 

ς ορίζουµε τΕπίση ις γωνίες ψ  και ψ ′  έτσι ώστε dtdψ=Λ  και dtdψ ′=Λ′ .  
         Οι εύρεση των διαφορικών εξισώσεων προϋποθέτ

agrange του συστήµατος. Αυτή µπορεί να γραφεί 
ει την γνώση της συνάρτησης 
ως άθροισµα δύο όρων που L
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ναφέρονται στο κάθε αστέρα χωριστά ( και LsL   α s′  αντίστοιχα), καθώς και ένα όρο 
που αντιστοιχεί στην τροχιακή τους κίνηση, 
όρους ξεχωριστά. 

ση Lagrange 
 
 

        Εργαζόµενοι στο αδρανειακό σύστ
ρευστού εντός της µάζας

orbL . Θα υπολογίσουµε τους παραπάνω 

 
 
 

Η συνάρτη

ηµα αναφοράς, το πεδίο ταχυτήτων u  του 
 M σε σχέση µε άζας

 
 

το κέντρο µ  µπορεί να γραφεί ως εξής:  
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που θεωρήσαµε τη βάση κατά µήκος της στιγµιαίας διεύθυνσης του κύριου 

⎣

 
 

 { }321 eee  ό
άξονα του ελλειψοειδούς µάζας M µε το διάνυσµα 3e  κάθετο στο τροχιακό επίπεδο. 
Η δε κινητική ενέργεια του αστέρα µάζας M  ως προς το κέντρο µάζας είναι:  
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2
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2
1 aaaMkaMakIT nn +++ΛΩ−Ω+Λ=               (2.2.2) 

 
όπου 

 

( ) 52
2

2
1 aaMkI n += , ενώ η σταθερά ορίστηκε στη σχέση (2

συγκρίνουµε την έκφραση (2.1.18) και τη θα δούµε ότι διαφέρουν κατά ένα 
όρο  
 

nk  .1.20). Αν 
ν (2.2.2) 

( )2
3

2
2

2
110

1 aaaMkT ne ++=           

 ο όρος αυτός είναι η κινητική ενέργει η οποία συνδέεται µε τις διαστολές ή τις 
συστολές του ελλειψοειδούς και δεν λήφθηκε υπόψη στην συνολική
ενέργεια (2.1.22) διότι αναζητούσαµε καταστάσεις ισορροπίας των αστέρων. 
         Η εσωτερική ενέργεια και η βαρυτική ενέργεια σύνδεσης της µάζας 

                           (2.2.3) 

 
 eT  α 

 κινητική 

M  θα 
δοθούν από τις σχέσεις (2.1.6) και (2.1.8) αντίστοιχα.  
         Λαµβάνοντας εποµένως υπόψη τις (2.1.6), (2.1.8) και (2.2.2) υπολογίζεται
όρος για το σώµα µάζας  

 ότι ο 
M  είναι: 

 
 

WUTLs −−=                                                (2.2.4) 
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sL′           Ο δε όρος προκύπτει αν αντικαταστήσουµε µη τονούµενες µε τονούµενες 
ποσότητες. 
         Τέλος η τροχιακή συνιστώσα είναι: 
  

iorb WrrL −+= 222

2
1

2
1 θµµ                                   (2.2.5) 

 
Οι δύο πρώτοι όροι αντιστοιχούν στην τροχιακή κινητική ενέργεια, ενώ ο
παριστά την βαρυτική αλληλεπίδραση των δύο σωµάτων, έχοντας λάβει υπόψη µας 
µέχρι και τον τετραπολικό όρο. Με

 τρίτος όρος 

 µ  συµ ολίζουµε την ανηγµένη µάζα, β
 

MM
MM

′+
′

=µ  

 
Η έκφραση της βαρυτικής αλληλεπίδρασης µεταξύ των µαζών δίνετα
 

ι από τον τύπο: 
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GM ′−−′′+−′′− αα                      (2.2.6) 

 

         Από τους επιµέρους όρους προκύπτει η συνολική Λαγκρασιανή του 
συστήµατος, , και συνεπώς µπορούµε να βρούµε τις διαφορικές 
εξισώσεις κίνησης του συστήµατος από  εξισώσεις Euler-Lagrange, ο
έχουν ως εξής: 

 

orbSS LLLL +′+=
 τις ι οποίες 

 

ii qq ∂
LL

dt
d ∂

=
∂
∂                                                  (2.2.7) 

 
 

όπου { } { }θψφψφ ,,,,,,, raaq iii ′′′= , ενώ η τελεία παριστάνει την χρονική παράγωγο.   
 
 
 

∆ιατηρήσιµα µεγέθη 

        Για

 
 

 φ=iq  , θα έχουµε: 
 

( ) NII
r
MG

dt
dJ s =−

′
= 2sin α                               (2.2.8) 

ζας

221132
3

 
 
που J  η στροφορµή του αστέρα µάs  M  και η παλιρροϊκή ροπή. Επίσης:  N  ό
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2 aMakLJ ns                                (2.2.9) 

 
 για

I

 

 φ ′=iq   Εντελώς ανάλογα θα πάρουµε: 
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22113 2sin
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3 α                             (2.2.10) 

 
 
ακόµη για θ=iq  θα πάρου , µε την βοήθεια της (2.2.1
 

µε 0): 

 

N ′−N
dt

dJ orb −=                                            (2.2.11) 

 στροφ
δηλαδή:            

 

 
 

όπου θµ 2rJ orb =  είναι η τροχιακή ορµή, έτσι η ολική στροφορµή θα είναι το 
άθροισµα των παραπάνω συνιστωσών, 
 

orbss JJJJ +′+=                                               (2.2.12) 
 
 

ή διατηρείταιΠαρατηρούµε ότι η συνολικ στροφορµή .  
         

 ψ=iq  και ψ ′=iq           Τέλος για θα έχουµε: 

 
 

0=
dt
d       και       0=

′
dt
d                                       (2.2.13) 

 
 

όπου  η κυκλοφορία του ρευστού στον αστέρα µάζας M  και δίνεται από χέση 
(2.1.25), ενώ η ′  δίνεται από την (2.1.26). Παρατηρούµε συνεπώς ότι 

 την σ
η κυκλοφορία 

του ρευστού  στον κάθε αστέρα, διατηρείται. 
          
 

∆υναµικές εξισώσεις 
 

       Εκτελώντας τις παραγωγίσεις που υποδεικνύουν οι εξισώσεις Euler-Lagrange 
εταβλητές θα καταλήξουµε σ’ ένα σύστηµα 

ώδεκα διαφορικών εξισώσεων, οι οποίες θα περιγράφουν την εξέλιξη του 
υστήµατος. Οι εξισώσεις δίνονται παρακάτω.   

 
  
για κάθε µία από τις γενικευµένες µ
δ
σ
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         Ο όρος της πίεσης, 
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15  που µφανίζεται σε όλες τις εξισώσεις είναι 

βολικότερο να αντικατασταθεί από µια έκφραση που θα περιέχει τους όρους
αι άλλες δυναµικές µεταβλητές (αντίστοιχα για τον δεύτερο αστέρα), αφού κάτι 

ιθ ητική  

Ο όρος της πίεσης 
 
 

       Γράφοντας την καταστατική εξίσωση 

ε

 ORM ,  
κ
τέτοιο βοηθάει στην αρ µ  επίλυση των εξισώσεων. Παρακάτω δίνεται η 
διαδικασία της εύρεσης της ισοδύναµης έκφρασης. 
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k 315 −=

ρ
, όπου είναι µια σταθερή, 

πολογίσουµε αν θεωρήσουµε έναν µη περιστρεφόµενο σφαιρικό π
ισορροπία. Σ’ αυτή τη περίπτωση οι εξισώσεις (2.2.14)-(2.2.16) γίνονται
 

 

nC  την οποία µπορούµε να 

υ ολύτροπο σε 
: 

O

n
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q
G 120 3
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και εφόσον είναι σφαίρα και εποµένως 321 =A , θα πάρουµε 13 −= n
O

n
n R

q
GMC . Έτσι, 

ο όρος της πίεσης θα γίνει:  
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 που 0=n . Στην περίπτωση αυτή, Η παραπάνω σχέση δεν ισχύει στην περίπτωση

δηλαδή όταν , τότε 0→n  
5
21 →

n
k   και nk , οπότε µε: 

 

 1  θα έχου→

cρ
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25 1 =       ( ) 0=n

 
 

Για να βρούµε την έκφραση της ccP ρ2  θα κάνουµε χρήση της συνθήκης 
.3

321 σταθ== ORaaa , την οποία αν παραγωγίσουµε θα πάρουµε: 
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Προσθέτοντας τις (2.2.14)/  , (2.2.15)/ και (2.2.16)/ και λαµβάνοντας υπόψη 
την (2.2.27) θα πάρουµε: 
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όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι

i

 2321 =++ AAA .  
         Έχοντας λοιπόν εκφράσει τον όρο της πίεσης
άλλων δυναµικών µεταβλητών µπορούµε  επιλύσουµε τις εξισώσεις αριθµητικά, 
κάτι το οποίο θα κάνουµε αργότερα.  
         Στην επόµενη παράγραφο θα γράψουµε τις εξισώσεις εξέ
συνυπολογίζοντας και την βαρυτική ακτινοβολία. 
 
 
 
2.3  Όροι βαρυτικής ακτινοβολίας 

 
         Θα θεωρήσουµε µια βάση

 ως συνάρτηση των ORM ,  και 
 να

λιξης του συστήµατος 

 

 { }321 eee µ αρχή το κέντρο µάζας, τοε  1e  κατά µήκος 
της διεύθυνσης που ενώνει τα κέντρα των αστέρων µάζας M  και M ′ , το 3e  είναι 
κάθετο στο τροχιακό επίπεδο και το 2e  

 
κάθετο στα δύο προηγούµενα. Η βάση αυτή 

περιστρέφεται ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µε µία γω
. Στην προσέγγιση ασθενούς πεδίου  γενικής θεωρίας της

εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας δηµιουργεί ένα δυναµικό ανάδρασης, , το 
οποίο γράφεται ως εξής: 

 

νιακή ταχύτητα 
 σχετικότητας η  τηςorbΩ

Φ react
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jijireact I
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G )5(
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όπου

xx                                                 (2.3.1) 

 )5(
jiI  η 5η παράγωγος της προβολής υ απλοποιηµένου τανυστή τετραπολικής 

 
ζ ικό

το
ροπής του συστήµατος στο τροχιακό σύστηµα αναφοράς. Η αντίστοιχη δύναµη στη 
µονάδα µά ας του ρευστού, προκαλούµενη από το δυναµ  θα είναι  reactΦ  reactΦ∇−
και συνεπώς η απώλεια ενέργειας θα είναι: 
  
 
 

∫ Φ∇−=
M

M dmvW react.                                              (2.3.2) 

 

όπου το αφορά στο σώµα µάζας
 

 MW   M και το πεδίο ταχυτήτων orbuuv +=  
 έκφραση

αφορά 
στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς (εξίσωση (2.2.1)). Η αναλυτική  του 

θα είναι (θα συµβολίσουµε σταση του κέντρου µάζας του 
συστήµατος από το

MW  µε cmr  την από
 M ): 
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         Η έκφραση για την απώλεια ενέργει ς του σώµατος µάζας M ′  α είναι εντελώς 
ανάλογη και η συνολική απώλεια ενέργειας θα δίνεται από άθροισµα των επιµέρους 

δόρων, ηλαδή θα είναι: 
 
 

MM WWW ′+=                                             (2.3.4) 
 

Η αναλυτική έκφραση της απώλειας ενέργειας, λόγω εκποµπής βαρυτικής 
κτινοβολίας δίνεται παρακάτω. α
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         Συµβολίζουµε µε iq qWF

i
∂∂=  τις γενικευµένες δυνάµεις εξαιτίας της 

βαρυτικής ακτινοβολίας οι οποίες έχουν  αποτέλεσµα δυνάµεων τριβής και τις  το
υπολογίζουµε:. 
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      Παρατηρούµε ότι 
 

0== ′ψψ FF     και συνεπώς η κυκλοφορία, σε κάθε αστέρα 
διπλού συστήµατος πο  από τις προϋποθέσεις 
που θέσαµε παραπάνω, διατηρείται. Έχοντας υπολογίσει τις γενικευµένες δυνάµεις 

εξισώσεις

ε: 

υ εκπέµπει βαρυτική ακτινοβολία κάτω

iqF µπορούµε να βγάλουµε τις νέες  εξέλιξης του συστήµατος. Αυτό θα 
γίνει και πάλι από τις εξισώσεις Euler-Lagrange έχοντας προσθέσει σ’ αυτές τις 
αραπάνω γενικευµένες δυνάµεις. Συγκεκριµένα θα έχουµπ
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       Εκτελώντας τις παραγωγήσεις για όλες τις γενικευµένες µεταβλητές θα πάρουµε 
τις ακόλουθες εξισώσεις. 
 

 

  

{ } [ ] 121
2)5(

22
2)5(

1151 2sinsincos
5
2... aIII
c
Ga ααα −+−=                         (2.3.19) 

 

)5(

{ } [ ] 2
)5(

21
2)5(

22
2)5(

1152 2sincossin
5
2... aIII
c
Ga ααα ++−=                        (2.3.20) 

 

{ } 3
)5(

3353 5
2... aI
c
Ga −=                                         (2.3.21) 

 

{ } [ ] 1
)5(

21
2)5(

22
2)5(

11 2sinsincos aII ′−′+′ ααα51 5
2... I
c
Ga ′−=′                        (2.3.22) 

 

{ } [ ] 2
)5(

21
2)5(

22
2)5(

1152 2sincossin
5
2... aIII
c
Ga ′′+′+′−=′ ααα         (2.3.23) 

 46



 

{ } 3
)5(

3353 5
2... aI
c
Ga ′−=′                                        (2.3.24) 

 

{ } ( ) ⎥
⎦

⎤⎡ ⎞⎛⎞⎛⎞⎛
−1

12 aaGaa
⎢
⎣

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

+⎟
⎠

⎜
⎝

−++⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−=Ω
1

2

2

1)5(
22

)5(
11

)5(
215

2

1

1

2 2sin
2

2cos
5

...
aa

III
caa

αα    (2.3.25) 

 

{ } ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

+
′
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−+′+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−
′
′

=Ω′
−

1

2

2

1)5(
22

)5(
11

)5(
215

1

2

1

1

2 2sin
2
12cos

5
2...

a
a

a
a

III
c
G

a
a

a
a

αα    (2.3.26) 

 

{ } ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Λ

−

αα 2sin
2
12cos

5
4... )5(

22
)5(

11
)5(

215

1

2

1

1

2 III
c
G

a
a

a
a

              (2.3.27) 

 

{ } ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−+′+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−
′
′

=Λ′
−

αα 2sin
2
12cos

5
4... )5(

22
)5(

11
)5(

215

1

2

1

1

2 III
c
G

a
a

a
a

              (2.3.28) 

 

{ } r)
1I

c
Gr 5(

155
2... −=                                                      (2.3.29) 

 

{ } )
2                                                        (2.3.30) 5(

155
2... I
c
G

−=θ

όπου το συµβολίζει τους όρους που µφανίζονται στις εξισώσεις (2.2.14) ως 
(2.2.25).  
        Απλές εκφράσεις για τις πέ ου τανυστή, 

 
 

{ }...   ε

)5(
jiIµπτες παραγώγους τ , µπορούν να 

προκύψουν αν κάνουµε την υπόθεση ότι ο ρόνος µέσα στον οποίο αλλάζουν τόσο οι 
τροχιακές όσο και οι εσωτερικές ποσότητε είναι πολύ µικρότερος απ’ ότι απαιτείται 

περιστροφή

 χ
ς 

για µία , δηλαδή ii adtda Ω<< . Μ’ αυτή τη προσέγγιση οι µη 
µηδενικές συνιστώσες θα είναι (Lai, Rasio & Shapiro, 1994): 
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.4 Η ∆υναµική αστάθεια και οι επιπτώσεις αυτής στα διπλά συστήµατα 2

Darwin-Riemann 
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Αιτία της δυναµικής αστάθειας 

 
       Η δυναµική αστάθεια στα διπλά συστήµατα Darwin-Riemann προέρχεται από 
ς παλιρροιογόνες δυνάµεις που ασκούν µεταξύ τους οι αστέρες. Το ύψος της 

  
τι
εξοχής, h  το οποίο εµφανίζεται στην επιφάνεια του σώµατος µάζας M  από τον 
συνοδό του µάζας M ′  είναι της τάξης ( )( )3rRMMRh ′≈  και η αντίστοιχη 
δυναµική ενέργεια είναι:  
 

6
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RMk

r
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′
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′
−≈                                      (2.4.1) 

 
 

όπου MRhkQ n≈  είναι η τετραπολική ροπής της µάζας M . Έτσι, δεδοµένου ότι  το  

nk δεν είναι τόσο µικρό (για όχι και τόσο συµπιέσιµους αστέρες), η δυναµική 
ενέργεια αλληλεπίδρασης µεταξύ των δύο σωµάτων ( tideWrMM +′−≈ ) αυξάνει, για 
µικρές αποστάσεις µεταξύ των αστέρων, πολύ πιο απότοµα απ’ ότι ο όρος rMM ′−  
που αντιστοιχεί στην προσέγγιση των σηµειακών αστέρων. Αυτή ακριβώς είναι η 
αιτία που προκαλεί την δυναµική αστάθεια.  
 
 

 Φαινόµενα  παλιρροιακής υστέρησης  
 
 
         Αποτέλεσµα της δυναµικής αστάθειας είναι µια καθυστέρηση στην περιστροφή 
της εξοχής που προκαλείται από την προσέγγιση των σωµάτων του διπλού 
συστήµατος. Συγκεκριµένα για έναν αστέρα µάζας M  σε διπλό σύστηµα το 
δυναµικό που υφίσταται (της µορφής 31 r ) από τον συνοδό αστέρα µάζας M ′ , 
λειτουργεί ως διαταραχή µε συχνότητα περιστροφής Sorb Ω−Ω=∆Ω≈ , όπου η 
τροχιακή γωνιακή ταχύτητα και 

 orbΩ  

SΩ  

συχνότητα

η γωνιακή ταχύτητα ιδιοπεριστροφής του 

αστέρα. Αυτός έχει µια δυναµική  της τάξης ( ) 212
Oo RM≈ω . Ο νόµος που 

διέπει την παλιρροϊκή εξοχή ξ  µπορεί να γραφεί ως εξής: 
 
 

tie
r

∆Ω∝+ 3
2 1
οωξ                                                       (2.4.2) 

 
Θεωρώντας ότι ∆Ω>>οω   προκύπτει ότι:  
 

( )
ti

dyn

e
ir

∆Ω

−
∝

αω
ξ

ο 1
1

3                                                 (2.4.3) 
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d
dyn t2

οω
α ∆Ω

≈  (2.4.4)  καιόπου η καθυστέρηση της γωνίας δίνεται από την σχέση:  ο 

ρόνος τροχιακής κατάρρευσης είναι: orborbd rrt ΩΩ≈≈χ . Η εµφάνιση της 

ει κανείς εµφάνιση αυτού του φαινοµένου 
κόµα και χωρίς να λάβει υπόψη του την ύπαρξη ιξώδους τριβής.  
       Ανάλογο φαινόµενο µ’ αυτό της δυναµικής παλιρροιακής υστέρησης 
µφανίζεται και εξαιτίας της εκποµπής βαρυτικής ακτινοβολίας και έχει ως ποσοτική 
έκφραση την γωνία

δυναµικής παλιρροιακής υστέρησης οφείλεται στον πεπερασµένο χρόνο που απαιτείται 
ώστε ο αστέρας να προσαρµόσει τη δοµή του στο ταχύτατα µεταβαλλόµενο 
υναµικό. Έτσι είναι λογικό να περιµένδ
α
  
ε

 grα . Πριν την εµφάνιση της δυναµικής αστάθειας
ευσης είναι:  

 ο χρόνος 
τροχιακής κατάρρ
 
 
   

( )MMMMr ′+′
≅≅

64
 

rrtd
5 4

                                      (2.4.5) 

 

και από την εξίσωση (2.4.4) θ
 
 
 

 
α έχουµε: 

( ) ( )
211

33

5
64

r
MMRMMM

M
RO ′

⎜
⎝
⎛ ′∆Ω

≈                (2.4.6) 

Στην τελευταία  θεωρήσ  ιδιοπεριστ οφής είναι 
µηδέν, αντίστο ι ς 
ακτινοβολίας θα δίνεται από τη
 
 

23M ′+
45r

O≈⎟
⎠

 
 

64M ⎞′+
dynα

 
 σχέση αµε ότι η γωνιακή συχνότητα

ιχη γωνία που οφείλετα
ν σχέση: 

ρ
 0≅Ω S . Η στην εκποµπή βαρυτική

( )
215 5

2332
r

MMM ′+
≅α gr                                        (2.4.7) 

Συγκρίνοντας τις δύο γωνίες µπορούµ πιστώσουµε ότι όσο οι αστέρες είναι 
αποµα ξύ του

 
 

ε να δια
κρυσµένοι µετα ς ( ( ) 312 MMRr O ′≥ ) η γωνία grα , αν και µικρή 

01.0≤grα , είναι µεγαλύτερη από στοιχη που οφείλεται σε δυναµικά 
φαινόµ για µικρό

την αντί
ενα, ωστόσο τερες αποστάσεις η dynα  γίνε ι 

ώστε η
ται πολύ µεγαλύτερη, έτσ

 grα  να µπορεί να αγνοηθεί, γράφουµε: α dyngrdynα αα ≅+= .  
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Κυµατο βολίας 

         Χρησιµ ποιώντας τον σ πο µπορούµε να πάρουµε τις 
κυµατοµορ ης βαρυτικής :  
 
 

µορφές βαρυτικής ακτινο
 
 

ο υνήθη τετραπολικό τύ
 ακτινοβολίας. Αυτές είναι

 
φές τ

( ) ( −′+Ω− 11
2

2211 2cos φ III )[ ]Ω2µr
D orb ( )Θ+Ω′′+−=+

22
22

2 cos2cos2cos2 φθ Ih  

 
                                                                                                                 (2.4.8) 

′ 1

( ) ( ′+Ω−+ 2sin 11
2

2211 φ III

 
 

) Θ′Ω′′ cos2sin2
22 φI  [ ]−Ω−=× 2sin22 θµrh orb

 

όπου 

4
D

D  είναι η απόσταση της πη το γής και Θ  καθορίζει την γωνία µεταξύ 
ιεύθυνσης εκποµπής και του z-άξονα. Τέλος, αγνοώντας τη µικρή παλιρροιακή 

, η συχνότητα εκποµπ  είναι  
 
 

δ
διόρθωση ής της ακτινοβολίας θα

( )
π

2321 −′+
≅

rMMf                                        (2.4.9) 

 
 
 

Κατάρρευση του διπλού συστήµατος 
 

 
         Καθώς η δυναµική αστάθεια αυξάνει, το σύστηµα θα καταρρεύσει 
υδροδυναµικά αφότου διαγράψει λίγες τροχιές. Η ακτινική ταχύτητα την στιγµή της 
επαφής φτάνει το της ταχύτητας ελεύθερης πτώσης. Για την ίδια την 
κατάρρευση ως γεγονός αλλά και την εξέλιξη του σώµατος που θα προκύψει στην 
συνέχεια η παραπάνω αντιµετώπιση δεν είναι η καλύτερη για να βγάλει κανείς 
συµπεράσµατα 
 
 
 
 
 

%10  

. 
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φάλαιο 3ο 
 
 

        Στο κεφάλαιο αυ ψου  τ ς 
προσοµοίωσης της εξέλι λών συστη  θα  
αποτελέσ ατα κάποιω εκριµένα στην πρώτη εν ι 
η λειτουργία του π δεύτερη ενότητα είναι  
αριθµ εθόδους ιήθηκαν, ενώ ταυτόχρο  
λειτουργία  προγρά λες µεθόδους, έχοντας έ  
να συγκρίνουµε τα απο  τρίτη ενότητ  αναπαράγουµε ήδη χοντα 
ποτελέσµατα µε στόχο τον προσδιορισµό της τίας και  
π την  εξετάζουµ  κάποιες περιπ πλών 
συστη ίνουµε µε συµπεράσµατα και σχόλια για τα 
αποτελέσ ατα που προ
 
 
 
 
3.1. ∆οµ  και λειτο µµατος 
 
 

οµή του προγράµµατος  

 
 το µ α αποτελείται µµάτια. Το µ  πρώτο 
κ  για τ ν δύο  
δ αυτέ  χρο
 φερθε ο δεύτ τασ ας 
ο  ακολουθιών ισορροπ ν

Κε

τό θα περιγρά
ξη διπ

 

µε την λειτουργία ου προγράµµατο
παραθέσουµε τα
τητα περιγράφετα

µάτων και
µ ν εφαρµογών. Συγκ

ρογράµµατος. Η 
 που χρησιµοπο
µµατος και µε άλ
τελέσµατα. Στην

ό
 αφιερωµένη στις
να θα δούµε την
τσι την δυνατότητα

 πάρ

ητικές µ
 του

α υ
α αξιοπισ  της ακρίβειας του

τώσεις διρογράµµατος. Σ
µάτων αστέρων

τελευταία ενότητα
 νετρονίων και κλε
έκυψαν.  

ε

µ

ή υργία του προγρά

∆
 

       Στην ουσία 
σκευάζει 

πρόγρα µ  από  κο
ο σύστηµα τω

νικά.  
ερο κεφάλαιο οι κα
ίας µε παράµετρο τη

δύο εν
ατα καταστάσεις
εύτερο εξελίσσει 

 ισορροπίας
ς τις καταστάσεις
ί εκτενώς στ

 αστέρων, το δε

τάσεις ισορροπί
( )

       Όπως έχει ανα
ρίζονται στα πλαίσια r 11 aar ′+= . Με 
τ νοντας ένα σύστηµα έξι εξισώσεων, που προκύπτει στα πλαίσια 
της  αντιµετώπισης του προβλήµατος, προκύπτουν καταστάσεις 
ορροπίας για τα µέλη των συστηµάτων αυτών. Στην πραγµατικότητα πρόκειται για 

καταστάσεις ηµι-ισορροπίας, οι οποίες ωστόσο για την δική µας περίπτωση θα 
θεωρηθούν καταστάσεις ισορροπίας. Θεωρώντας αυτές τις καταστάσεις ως αρχικές 
συνθήκες εξελίσσουµε το σύστηµα χρονικά λύνοντας τις εξισώσεις (2.2.14) ως 
(2.2.25), για συστήµατα που δεν εκπέµπουν βαρυτική ακτινοβολία και (2.3.19) ως 
(2.3.30) για συστήµατα τα οποία εκπέµπουν βαρυτική ακτινοβολία. Η επίλυση των 
συστηµάτων αυτών γίνεται από το δεύτερο κοµµάτι του προγράµµατος.  

ον τρόπο αυτό λύ
ελλειψοειδούς

ισ
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        Στο µα 3.1 αίνεται η δοµή του προγράµµατος. Συνολικά ορίζονται 14 
συναρτήσεις (οι deriv πέντε συναρτήσεις) οι οποίες καλούνται µία 
ή περισσότερες φορές  την ηση, οι 
equilibrium_sequence κα y_evolu λλες σ Οι 
υπόλοιπε συναρτήσεις υν 
 
 
 

Σχή φ  
ativesfji αποτελούν 

. Εκτός από
ι η binar

 απλώς υπολογίζο

 κύρια συνάρτ
tion καλούν ά
κάποιες ποσότητες.  

main, µόνο 
υναρτήσεις. 

ς 

 
 

Σχήµα 3.1. ∆οµή του προγράµµατος υπολογισµού αρχικών συνθηκών και χρονικής εξέλιξης 
διπλών συστηµάτων. 

 
 
 
         Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνονται τόσο οι συναρτήσεις, όσο και οι 
µεταβλητές που δέχονται ή επιστέφουν.  
 
 
 

 
Συναρτήσεις που εµφανίζονται στο πρόγραµµα 

 
   

Συνάρτηση 
 

Πληροφορία εισόδου* Πληροφορία εξόδου* 

 
equilibrium_sequence 

p, r, Ro1, Ro2, M1, M2, 
kn1, kn2, n1, n2, fR1, fR2, 

a1, a2, a3, a4, a5, a6. 

a1_eq, a2_eq, a3_eq, a4_eq, 
a5_eq, a6_eq, r_eq, 

omega_eq, J_eq, E_eq, 
R1_eq, R2_eq. 
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binary_evolution 

p, r, Ro1, Ro2, M1, M2, 
kn1, kn2, n1, n2, fR1, fR2, 
a1, a2, a3, a4, a5, a6, fe1, 

fe2, L1, L2, q, z1, z2, z3, z4, 
z5, z6, z7,z8, z11, z12, z13, 

z14, z15, h.  

a1_t, a2_t, a3_t, a4_t, a5_t, 
a6_t, fe1_t, fe2_t, L1_t, 

L2_t, q_t, z1_t, z2_t, z3_t, 
z4_t, z5_t, z6_t, z7_t,z8_t, 
z11_t, z12_t, z13_t, z14_t, 
z15_t, omega_t, J_t, E_t. 

 
equations 

p, r, Ro1, Ro2, M1, M2, 
kn1, kn2, n1, n2, fR1, fR2, 
a1, a2, a3, a4, a5, a6, A1, 

A2, A3, A4, A5, A6.  

 
f1, f2, f3, f4, f5, f6. 

integral b1, b2, b3, Ro1, bima area 
 

derivativesf2i 
p, r, Ro1, Ro2, M1, M2, 

kn1, kn2, n1, n2, fR1, fR2, 
a1, a2, a3, a4, a5, a6, A1, 

A2, A3, A4

 
f21, f22, f23, f24, f25, f26. 

, A5, A6. 
 p, r, M1, M2,  kn2, n1, 

A1, A3. 

f31, f32, f33, f34, f35, f36. 
derivativesf3i fR1, a1, a2, a3, a4, a5, a6, 

 kn1,

 p, r, M1, M2, kn1, kn2, n1, f41, f42, f43, f44, f45, f46. 
derivativesf4i fR1, a1, a2, a3, a4, a5, a6, 

A2, A3. 
 

derivativesf5i 
p, r, M1, M2, kn1, kn2, n2, 
fR2, a1, a2, a3, a4, a5, a6, 

A4, A6. 

f51, f52, f53, f54, f55, f56. 

 
derivativesf6i 

p, r, M1, M2, kn1, kn2, n2, 
fR2, a1, a2, a3, a4, a5, a6, 

f61, f62, f63, f64, f65, f66. 

A5, A6. 
 q11,q12,q13,q14,q15,q16 
 

determinant 
q21,q22,q23,q24 q26 
q31,q32,q33,q34, q36 
q41,q42,q43,q 5,q46 

q52,q53,q 5,q56 
q62,q63,q 5,q66 

 
 ,q25,

q35,
44,q4

q51, 54,q5
q61, 64,q6

D 

 
radii 

p, r, Ro1, Ro2, M1, M2, 
n1, kn2, n1, n2, fR1, fR2, 
a1, a2, a3, a4, a5, a6, A1, 

A2, A3, A4  A6. 

 k

, A5,

 
R1, R2

 
quanti

p, r, Ro1, Ro2, M1, M2, 

a1, a2, a3, a4, a5, a6, A1, 
A2, A3, A4, A5, A6. 

 

omega, J, E. 
ties kn1, kn2, n1, n2, fR1, fR2,  

 
 

coefficients 

a1, a2, a3, a4, a5, a6, fe1, 
fe2, L1, L2, r, q, z1, z2, z3, 
z4, z5, z6, z7, z8, z11, z12, 

z13, z14, z15, M1, M2, Ro1, 
Ro2,  n1, n2, kn1, kn2, h

 
x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, 
y4, x5, y5, x6, y6, x7, y7, 
x8, y8, x9, x10, x11, y11, 

, 
R1, R2, A1, A2, A3, A4, 

A5, A6. 

x12, y12.  
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* ορισµός συµβόλων 

 
 

 
p 
 

M1, M2 
 
 

Ro1, Ro2 
 
 
 

n1, n2 
 
 
 

kn1, kn2 
 
 
 
 
 
 

fR1, fR2 
 

A1, A2, A3, A4, 
A5, A6 

f25, f26 
 

 
f31, f32, f33, f34, 

f45, f46 
f51, f52, f53, f54, 

 

 
Λόγος µαζών 

 
Μάζες ελλειψοειδών 

 
Ακτίνες σφαιρών 
ίδιας µάζας µε τα 
ελλειψοειδή 

 
Πολυτροπικοί  

δείκτες 
 

Αδιάστατες 
παράµετροι που 
εξαρτώνται µόνο 

από τους 
πολυτροπικούς 

δείκτες 
 

Ποσοτική έκφραση 
της διαφορικής 
περιστροφής του 
εσωτερικού κάθε 

που ορίστηκαν από 

a2, κτλ. 
 
 
 
 

f21, f22, κτλ 

 
a1, a2, a3, a4, a5, a6 

 
 
 

fe1, fe2,  
q( = θ)  

 
 

L1, L2 
 
 
r 
 
 

z1, z2, z3, z4, z5, 
z6, z7, z8, z11, z12, 

z13,z14,z15 
 
 

h 
 
 

 

R1, R2 
 
 
 
 

a5_eq, a6_eq, r_eq, 
omega_eq, J_eq, 

 
Οι άξονες των 
ελλειψοειδών 

 
 

γωνίες που 
φαίνονται στο 
σχήµα 2.1  

 
Οι ποσότητες

και
 

Απόσταση µεταξύ 
των αστέρων 

 
Παράγωγοι των a1, 
a2, a3, a4, a5, a6, 

fe1, fe2, r, q, z7, z8, 
z12 αντίστοιχα.  

 
Το βήµα του χρόνου 
για την αριθµητική

µέθοδο 

ταχύτητα 
 

Οι µέσες ακτίνες 
των ελλειψοειδών 

 
 
 

µεταβλητών στην 
κατάσταση 

ισορροπίας του 

 Λ  
 Λ′  

 
 

ελλειψοειδούς 
 

Τα ολοκληρώµατα 

 
omega 

 

 
Η τροχιακή γωνιακή 

 
 
 

f1, f2, f3, f4, f5, f6 
 
 
 

f21, f22, f23, f24, 

τη σχέση (2.1.10) 
 

Εξισώσεις (2.1.48) 
ως (2.1.53) 

 
 

Μερικές παράγωγοι 
της f2 ως προς a1, 

J 
 
 
 

E 
 
 
 

Η συνολική 
στροφορµή του 
συστήµατος 

 
Η συνολική 
ενέργεια του 
συστήµατος 

 

 

f35, f36, 
f41, f42, f43, f44, 

 
Αντίστοιχα µε τις 

a1_eq, a2_eq, 
a3_eq, a4_eq, 

 Oι τιµές των 

f55, f56 
f61, f62, f63, f64, 

f65, f66 
 

E_eq, R1_eq, R2_eq 
 

συστήµατος 
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ijq  

 
Μεταβλητές για τον 

 
 

 

6,5,4,3,2,1, =ji  
 
 
 

 
 
 

x1, y1, 3, 
y3, x4, 5, 

x

προσδιορισµό 
οριζ

διαστά
 

ολοκληρωµάτων Αi 

 
Μετα

a1_t, a2_t, a3_t, 
6_t, 
L1_t, 

L2_t, q_t, z1_t, z2_t, 

z14_t, z15_t,  

 
Oι τιµές που 
παίρνουν οι 

µεταβλητές µετά 
από κάθε βήµα του 

υστήµατος 
διαφορικών 

 

ουσών 
σεων 6x6   

a4_t, a5_t, a
fe1_t, fe2_t, 

 
b1, b2, b3 

 
bima 

 
Μεταβλητές για τον 
υπολογισµό των 

 
 

Μεταβλητή που 
καθορίζει την 
ακρίβεια στον 

z3_t, z4_t, z5_t, 
z6_t, z7_t,z8_t, 

z11_t, z12_t, z13_t, 

omega_t, J_t, E_t. 
 
 
 
 

βρόχου for για την 
επίλυση του 
σ

εξισώσεων 
 
 
 

 
 
 

x2, y2, x
y4, x5, y

x6, y6, x7, y7, 8, 
y8, x9, x10, x11, 

y11, x12, y12. 

υπολογισµό των Αi  
 

βλητές για την 
µέθοδο επίλυσης 
του συστήµατος 
διαφορικών 
εξισώσεων 

D Τιµή oρίζουσας 6x6 

 
Πίνακας 1.  Συναρτήσεις του προγράµµατος και οι µεταβλητές εισόδου-εξόδου. 

 
 

Λειτουργία του προγράµµατος 
 

 
      Το πρόγραµµα λειτουργεί  µεγέθη p, r, n1, kn1, 
1, fR2 µε εντολές scanf (αυτοµάτως έχουµε προσδιορίσει και τις n2, kn2, αφού οι 

 e

 quantities.  
      Με την κλήση της συνάρτησης integral έξι φορές δίνουµε τιµές στα 
λοκληρώµατα Ai. Στη συ  derivativesf2,3,4,5,6i και 
η determinant, οι οποίε αριθµητική επίλυση του 

λος, καλούµε την quantities, η οποία 
ν συνολική στροφορµή και ενέργεια 

υ συστήµατος (σχέσεις (2.1.30), (2.1.29) και (2.1.45) αντίστοιχα). Ο βρόχος 
κτελείται συνολικά 100 φορές και καταλήγει στις τιµές των µεταβλητών για την 
κατάσταση ισορροπίας, αι στέλνει πίσω στη κύρια συνάρτηση (main).  
        Η main χρησιµοπο ές των µεταβλητών για την κατάσταση ισορροπίας, 
ς αρχικές συνθήκες και στη συνέχεια τις εξελίσσει λύνοντας τις διαφορικές 

υπάρχει ακτινική διαταραχή στο 
ύστηµα. Η main σε κάθε εκτέλεση του βρόχου for καλεί την binary_evolution, η 

 
 

   ως εξής: δίνουµε τιµές για τα
fR
δύο αστέρες πρέπει να έχουν τον ίδιο πολυτροπικό δείκτη). Οι τιµές αυτές µαζί µε 
κάποιες ακόµη στέλνονται στην quilibrium_sequence, η οποία στην ουσία 
αποτελείται από ένα βρόχο for. Σε κάθε εκτέλεση του βρόχου καλούνται µε την εξής 
σειρά οι συναρτήσεις: integral (έξι φορές), equations, derivativesf2i, derivativesf3i, 
erivativesf4i, derivativesf5i, derivativesf6i, determinant,d

  
ο νέχεια καλούµε τις equations, τις

ς είναι απαραίτητες για την τ
συστήµατος µε την µέθοδο Newton-Raphson. Τέ
πολογίζει την τροχιακή γωνιακή ταχύτητα, τηυ
το
ε

 τις οποίες κ
ιεί τις τιµ

ω
εξισώσεις που αναφέραµε και παραπάνω. Συγκεκριµένα, δίνουµε και πάλι µέσω 
εντολών scanf τιµές για το χρονικό βήµα της µεθόδου και για τον συνολικό αριθµό 
ων βηµάτων, καθώς και για το αν θέλουµε να τ
σ
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οποία µε την σειρά της καλεί τις εξής συναρτήσεις: integral (έξι φορές), coefficients 
και ξανά integral (έξι φορές),coefficients και τελικά την quantities. Με την κλίση της 
integral υπολογίζονται τα ολοκληρώµατα Ai, ενώ µε την coefficients υπολογίζονται 
ι συντελεστές της µεθόδου Runge-Kutta δεύτερης τάξης, η οποία και επιλύει το 
σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων. Σε κάθε βήµα επιστρέφοντ
στιγµιαίες τιµές των µεταβλητών και ο βρόχος επανεκτελείται. 
        Στα παρακάτω σχήµατα φαίνεται τ του προγράµµατος καθώς το 

 κ δί τιµές για τα 
εγέθη p, r, n1, kn1, fR1, fR2 και το πρόγραµµα τις διαβάζει µε εντολές scanf. Στην 
συνέχεια επιλέγουµε τον τύπο του συστήµατος. Η  προέρχεται από τον 
διαφορετικό σε κάθε περίπτωση λόγο Ro1/Ro2. 
 

ο
αι στη main οι 

ο interface 
τρέχουµε από MS-DOS. Όπως αναφέραµε αι παραπάνω νουµε τις 
µ

διαφοροποίηση

 
 

 
 

Σχήµα 3.2.  Εκκίνηση του προγράµµατος και η επιλογή των χαρακτηριστικών του συστήµατος

 
        Η τιµή του kn1 (και του kn2) είναι  µόνο του πολυτροπικού δείκτη 
αι ορισµένες τιµές δίνονται στον πίνακα 2. 

π

τι ν µεταβλ
Σ

. 
 
 

συνάρτηση
κ
        Εφόσον δώσουµε τις τιµές που ζητά το ρόγραµµα ξεκινά η διαδικασία εύρεσης 
της κατάστασης ισορροπίας του συστήµατος. Αυτή θα ολοκληρωθεί µετά από λίγο 
(αναλόγως από τον επεξεργαστή του υπολογιστή) δίνοντας τις µές τω ητών 
για την κατάσταση ισορροπίας. το Σχήµα 3.3 φαίνονται τα αποτελέσµατα για τις 
τιµές που δώσαµε στο Σχήµα 3.2.  
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Τιµές της σ αθερά ρτήσει του πολυτροπικού δείκτη n  τ ς συνα nk  

 n nk  n  nk  

0.0 
.1 

0.2 
0.3 
0.4 

1. 
0.96064 
0.9
0.88562 
0.84973 

1.5 
2.0 

0.51149 
0.38712 
0.27951 
0.18839 
0.11387 

0
2257 2.5 

3.0 

0.5 
1.0 

0.81482 
0.65345 

4.0 
4.5 

0.05643 
0.01724 

3.5 

 
Πίνακας 2.  Τιµές του kn για διάφορους πολυτροπικούς δείκτες. 

 
 
        Το πρόγραµµα εκτυπώνει τους λόγους των αξόνων των ελλειψοειδών που 
φαίνονται στο Σχήµα 3.3, τις ακριβείς τιµές όλων των αξόνω
µεταξύ των αστέρων. Οι τιµές για τα αραπάνω µεγέθη είναι εκφρασµένες σε 
µονάδες µήκους Ro1.  Επίσης,  εκτυπώνονται  η  τροχιακή  γωνιακή  ταχύτητα  και η 

ν και την απόσταση 
π

συνολική στροφορµή και ενέργεια του συστήµατος. 
 
 
 

 
 
Σχήµα 3.3. Τιµές των µεταβλητών του συστήµατος για την κατάσταση ισορροπίας και εισαγωγή 

παραµέτρων για την εκκίνηση της χρονικής εξέλιξης. 
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        Εισάγοντας το βήµα του χρόνου, τον αριθµό των βηµάτων που θέλουµε να 
κτελεστούν και επιλέγοντας αν θέλουµε να υπάρχει µια τροχιακή διαταραχή στο 
σύστηµα ή όχι ξεκινάει η χρονική εξέλιξη  αποτελέσµατα αυτής δίνονται σε τρεις 
στήλες, όπως φαίνονται στο Σχήµα 3.4 και εκτυ ι  κάθε βήµα του βρόχου 
for. Η πρώτη από τις στήλες αντιστοιχεί σ  από την εκκίνηση της 
προσοµοίωσης, η δεύ
η τρίτη στον αριθµό των  έχουν
 
 

ε
. Τα

πώνοντα  σε
τον χρόνο

τερη στην απόσταση µεταξύ των κέντρων των ελλειψοειδών και 
 περιφορών που  εκτελεστεί από το σύστηµα. 

 

 
 
Σχήµα 3.4. Χρονική εξέλιξη του συστήµατος και ολοκλήρωση τη έλεσης του προγράµµατος. 
 
 

      Με την ολοκλήρωση της εκτέλεσης του προγράµµατος έχει δηµιουργηθεί ένα 
αγράφεται η εξέλιξη του συστήµατος. Συγκεκριµένα 
α ο χρόνος  απόσταση των κέντρων των ελλειψοειδών, οι 

άξονες αυτών , οι γωνίες

ς εκτ

 
  
αρχείο στο οποίο κατ
εκτυπώνεται για κάθε βήµ , η

 ( )654321 ,,,,, aaaaaa  φφ ′, , οι ποσότητες Λ′Λ, , η γωνία θ , 
και οι παράγωγοι αυτών 21 ,,,,,, zzzzzzzz , (δεν εκτυπώνονται οι 
π

ή  τέλος οι γωνίες

1211876543 ,,, zz
αράγωγοι των Λ′Λ, ) η τροχιακή γωνιακή ταχύτητα, η συνολική στροφορµή και 
ενέργεια, η κυµατοµορφ  και  ( ) ( )φθαφθα ′−≡′−≡ , . 
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Μονάδες κα γίσεις 

      Στο κοµµάτι του προγράµµατος που αφορά στην κατασκευή ακολουθιών 
ορροπίας θεωρούµε ότι

ι προσεγ
 
 
  
ισ  1=== MRG O . Με την παραδοχή αυτή θα ισχύει ότι: 

, και ORL = ,M=Μ  
213

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

GM
R

T O . 

 σ’ αυτό 

Έτσι τα µεγέθη που θα προκύψουν από τις 

εξισώσεις θα αναφέρονται το σύστηµ µ ν. Εξαίρεση αποτελεί η 
γωνιακή ταχύτητα (Omega) 
ποσότητα

α ονάδω
που εκτυπώνει το πρόγραµµα και είναι η αδιάστατη 

 ( ) 21
ΟΩ=Ω ρπG , όπου  ( )343 Rπρ = . OΟ

        Στο κοµµάτι του προγράµµατος που αφορά στη χρονική εξέλιξη (µε εκποµπή 
 κάνουµε την παραδοχή ότι

M

: 1=== ORcG , βαρυτικής ακτινοβολίας) οπότε θα 

,cRT O=  και 
G
cRO

2

=Μ . έχουµε ότι: ORL = , Για να προσδιορίσουµε την µάζα 

άνουµε την  παραδοχή ότι επιπλέον  2

5
c
G

M
RO = , κ η οποία αποτελεί µια προσέγγιση για 

έρα νετρονίων. Επίσης θεωρούµε ότι OO RR ′=την καταστατική εξίσωση του αστ , 
άτι το οποίο ισχύει προσεγγιστικά στην περιοχή µαζών από ως  όπου 

η µάζα του Ήλιου.  
    
 
 
3.2. Περιγραφή και σύγκριση αριθµητικών µεθόδων 
 
 

µητικές µέθοδοι στο πρόγραµµα 

      Η χρήση αριθµητικών µεθόδων ήταν απαραίτητη σε τρεις περιπτώσεις: στον 
υπολογισµό των ολοκληρωµάτων , στην επίλυση του αλγεβρικού συστήµατος 
(εξισώσεις (2.1.48) ως (2.1.53)) και στη
εξισώσεων (2.2.14) ως (2.2.25) και (2.3.19) ς (2.3.30). 
 

µός ολοκληρωµάτων

        Για τον υπολ
 
 

κ  OM8.0   OM5.1 ,

OM  

Aριθ
 
 
  

iA
ν επίλυση των συστηµάτων διαφορικών 
ω

 
Υπολογισ  iA  

 
ογισµό των ολοκληρωµάτων: 

( )∫
∞

+∆
≡

0
2321 ua
duaaaA
i

i       µε     ( )( )( )uauaua +++=∆ 2
3

2
2

2
1

2  

 
χ
τ
ρησιµοποιήθηκε η µέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών και συγκεκριµένα ο 
ύπος των Euler-Maclaurin, ο οποίος έχει ως εξής: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )onnno

x

x

xfxfhxfxfxfxfhdxxf
n

o

′−′−++++= −∫ 12
2...2

2

2

11  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )on xfxfh 55
6

−                 (3.2.1) on xfxfh4

30240720
−′′′−′′′+

 

άτων η υνάρτηση είναι η:  
 
         Στην περίπτωση των ολοκληρωµ  σiA   f  

 

( ) ( )ua
uf

i +∆
= 2

1   

 
ο ορίστηκε παραπάνω. Φυσικά ο υπολογισµός δεν µπορεί να γίνει µέχρι το 

άπειρο, ά µόνον µέχρι κάποιο πεπερασµένο όριο. Η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης για την περίπτωση όπου

 ∆  
αλλ

 ( )uf   1321 === aaa  

όπου τ

δίνεται το Σχήµα 3.5. Η 
ορφή αυτής της καµπύλης δεν αλλάζει ουσιαστικά όταν οι άξονες δεν είναι ίσοι 
εταξύ τους και πολύ διαφορετικοί από τη µονάδα, όπως στη περίπτωση των 

. Έτσι, δεδοµένου ότι οι τιµές  συνάρτησης  

σ
µ
µ
ελλειψοειδών ( )uf   της είναι πολύ µικρές 
ια θέτουµε το πάνω όριο του ολοκληρώµατος κάπου εκεί. 

 

 1000>u  γ
 
 

2000 4000 6000 8000 10000
u

2µ10-6

4µ10-6

6µ10-6

8µ10-6

0.00001

fHuL

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H1+uL5ê2

H KAMPULH

 
 

0. 

 
  ν 
υνάρτηση equilibrium_sequence χρησιµοποιούνται τα όρια 

Σχήµα 3.5. Γραφική παράσταση της f(u), για u από 0 ως 1000
 
 

      Συγκεκριµένα, στους υπολογισµούς ολοκληρωµάτων που γίνονται στη
σ 01 =u  και . 10002 =u
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Το βήµα που χρησιµοποιούµε είναι 01.0=h  και έτσι ο βρόχος for εκτελείται 
φορές. Στον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων που γίνονται  στη συνάρτηση
binary_evolution τα όρια είναι

510  
 

 01 =u  και 100002 =u , ενώ το βήµα είναι Ο 
βρόχος εκτελείται και πάλι φορές.  
 
 
 

 του αλγεβρικού συστήµατος 
 
 

        Η επίλυση του αλ  συστήµατος των εξισώσεων (2.1.48) ως (2.1.53) 
γίνεται µε τη µέθοδο Newton-Raphson. Σύµφωνα µ’ αυτή, για ένα σύστηµα 6 
εξισώσεων µε 6 αγνώστους όπως το δικό µας, η λύση θα προκύπτει µε τη βοήθεια 
της σχέσεως:  

 
 
 

 1.0=h . 
 510  

Επίλυση

γεβρικού

, 

⎥
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⎥
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⎥
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m                        (3.2.2) 
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ο m-οστό βήµα του αγνώστου. Στην 
ερίπτωσή µας οι άγνωστοι είναι οι άξονες των ελλειψοειδών. Έτσι η συνάρτηση 
quilibrium_sequence υπολογίζει τις τιµές των µερικών παραγώγων και των 
ξισώσεων µέσω των συναρτήσεων derivatives και equations αντίστοιχα και στη 
συνέχεια µε την συνάρτηση determinant επιλύει το γραµµικό σύστηµα (3.2.2). Οι 
διορθώσεις που θα προκύψουν αθροίζονται στην τιµή των µεταβλητών και η 
διαδικασία εκτελείται εκ νέου. Συνολικά εκτελούνται 100 επαναλήψεις οπότε η 
παραπάνω µέθοδος συγκλίνει σε µία τιµή µέχρι και το έκτο δεκαδικό ψηφίο.  
 
 
 

Επίλυση του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων 
 
 

        Το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων (2.2.14) ως (2.2.25), όπως και το (2.3.19) 
ως (2.2.30), λύνονται µε τη µέθοδο Runge-Kutta δεύτερης τάξης. Πρόκειται για ένα 
σύστηµα δώδεκα διαφορικών εξισώσεων (  µε

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡∆

⎥
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x
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όπου if  οι εξισώσεις και i

mx∆  η διόρθωση στ  ix  
π
e
ε

if  12,...2,1=i ) µε δώδεκα µεταβλητές, 
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τις { }θφφ ,,,,,,,,,,, 321321 raaaaaaxi Λ′Λ′′′′= . 
αριστερό µέλος των εξισώσεων (εκτός από τις

Οι δεύτερες χρονικές παράγωγοι στο 
 εξισώσεις 9 και 10, µεταβλητές Λ′Λ, ) 

επιβάλουν την εξής αντικατάσταση: 
 
 

                                             i
i z

dt
dx

=   

                                                                                                   (3.2.3) 

i
i f

dt
dz

=          12,11,8,...,2,1=i   

 

ενώ για τις εξισώσεις 9 και 10 έχουµε:      9
9 f

dt
dx

=    και    10
10 f

dt
dx

=    (3.2.4). Τώρα 

οι εξισώσεις (3.2.3) και οι (3.2.4), συνολικά 22, µπορούν να επιλυθούν µε τη µέθοδο 
Runge-Kutta δεύτερης τάξης. Οι αναδροµικές σχέσεις βάσει των οποίων λύνεται το 
σύστηµα είναι οι ακόλουθες: 
 

 

( )iii
n

i
n kkxx 211 2

1
++=+             12,...,2,1=i  

                                                                                              (3.2.5) 

( )iii
n

i
n ggzz 211 2

1
++=+ 12,11,8,...,2,1=i         

 
όπου οι συντελεστές δίνονται από τις σχέσεις:  iiii ggkk 2121 ,,,  
 
 
                                         ( )i

i
i xhfk =1  

                                                                                        (3.2.6)                        
( )ii

i
i kxhfk 12 += 12,...,2,1=i            

 
 

 
                                         

                                                                                        (3.2.7)                        
i

i hzg =1  

( )i
i

i gzhg 12 +=     12,11,8,...,2,1=i        
 
 

το είναι το βήµα της µεθόδου και στην περίπτωση µας αποτελεί το βήµα του 
χρόνου, το οποίο δεν καθορίζεται στον κώδικα, αλλά από τον χρήστη του 
προγράµµατος κάθε φορά.  
        Παροµοία µπορεί να επιλυθεί το σύστηµα µε τις µεθόδους Runge-Kutta 
τέταρτης τάξης και Runge-Kutta-Fehlberg. Στον φορµαλισµό που αναπτύχθηκε 
παραπάνω θα είναι, για την Runge-Kutta τέταρτης τάξης : 
 
 

h  
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( )iiiii
n

i
n kkkkxx 43211 22

6
1

++++=+             12,...,2,1=i  

                                                                                              (3.2.8) 

( )iiiii
n

i
n ggggzz 43211 22

6
1

++++=+        12,11,8,...,2,1=i  

 
µε τους συντελεστές να δίνονται από τις σχέσεις: 
 
                                        
                                         ( )i

i
i xhfk =1  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ii

i
i kxhfk 12 2

1           12,...,2,1=i  

                                                                                                                              (3.2.9)                        

                                      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ii

i
i kxhfk 23 2

1  

 
( )ii                                         i kxhfk 34 +=            

 

i

 

                     
 

 
 
                   i

i hzg =1   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += i

i
i gzhg 12 2

1     12,11,8,...,2,1=i        

                                                                                (3.2.10) 
 

                                         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += i

i
i gzhg 23 2

1  

 
                                         ( )i

i
i gzhg 34 +=  

 
 
και για την Runge-Kutta-Fehlberg: 
 
 

iiiiii
n

i
n kkkkkxx 654311 55

2
50
9

56430
28561

12825
6656

135
16

+−+++=+         

                                                                                                                     (3.2.11) 

12,...,2,1=i  

iiiiii
n

i
n gggggzz 654311 55

2
50
9

56430
28561

12825
6656

135
16

+−+++=+ 12,11,8,...,2,1=i        

 
 
 

όπου οι συντελεστές είναι:  
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( )i
i

i xhfk =1  
                                                                                                   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ii

i
i kxhfk 12 4

1  

 

                                                ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= iii

i
i kkxhfk 213 32

9
32
3          12,...,2,1=i  

          
        (3.2.12) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝

i 214 21972197
 

⎛ +−+= iiiii kkkxhfk 32197
729672001932  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+= iiiii

i
i kkkkxhfk 43215 4104

845
513

36808
216
439  

 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝

−+−+− iiiii
i kkkkxhf 4321 4041042565

2
27

⎛= ii kk 56
11185935448  
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Σύγ ω ό ung Ku τ ξης τ ς αι 
Runge-Kutta-Fehlberg. 

 
 

 ι ο ung u ρ ξης ι R u lb υν 
α ε ότι  Ru u τερ  τάξ γα ν νο 

ρ µατος, ς αποτελεί ντ ει α. 
 έ ρο  διάφορα ή ε εις 

α θ µ υς  σκ   τους. Σ α υν ται 
α ρ  στ άτω  συγκρίνουµ

ύ
ή  

τ  
ε

ς α
ω

Π  
διαταραχής 

κριση τ ν µεθ δων R e- tta δεύ ερης τά , Runge-Kutta έταρτη τάξης κ

       Αν κα  οι µέθ δοι R e-K tta τέτα της τά  κα unge-K tta-Feh erg έχο
µεγ λύτερη ακρίβ ια απ’  η nge-K tta δεύ ης ης, µε λώνου τον χρό
εκτέλεσης του π ογράµ γεγονό  που  σηµα ικό µ ονέκτηµ
Ακολουθεί η εκτ λεση του π γράµµατος για  συστ µατα µ  τις τρ
προ ναφερ είσες  εθόδο µε οπό τη σύγκρισή τον πίν κα 3 σ οψίζον
τα χ ρακτη ιστικά των συ ηµ ν που ε.  
 
 
 

 Τ πος 
συστ µατος*

Πολυ ροπικός
∆ ίκτης 

Λόγο µαζών Απόστ ση 
αστέρ ν 

αρουσία

Σύσ 0 0.τηµα 1 1 .5 5 1.15 ΝΑΙ 
Σύσ 0 1τηµα 2 1 .5 . 1.20 ΟΧΙ 
Σύσ 1τηµα 3 1 1. . 1.50 ΟΧΙ 
Σύσ 0 1τηµα 4 3 .5 . 1.50 ΟΧΙ 

        ο α  µ λα
           τύπος 2: αποτελούµ ο από µικρής µάζας αστέρες της κύριας ακολουθίας 
           τύπος 3: αποτελούµενο από αστέρες νετρονίων 

* τύπος 1: αποτελ ύµενο 
εν

πό λευκούς νάνους µικρής άζας ή π νήτες 

 
Πί . τ ά υ ων για την ιθ ν µ . 

9

0

1

2

νακας 3  Χαρακ ηριστικ  των σ στηµάτ σύγκριση των αρ µητικώ εθόδων
 
 

 

0 10 20 30 40 50
2,

3,

3,

3,  R-Κ 2 ς, 0.ης τάξη βήµα h= 1

 

 R-Κ 2 ς, 0.

( 1/2

ης τάξη βήµα h= 01

r/R
O

t/ RO /M)3

 
 

Σ .6 λ   K ύτ η  σύ
δ α φ ρ  α ης ν ). 

αµµα 
ρησιµοποιώντας τη µέθοδο Runge-Kutta δεύτερης τάξη, για το πρώτο σύστηµα για 

χήµα 3 . αποτε έσµατα µεθόδου Runge- utta δε ερη τάξ ς για το στηµα 1, για δύο 
ιαφορετικά βήµ τα (γρα ική πα άσταση πόστασ  αστέρω -χρόνου

 
 
        Στο Σχήµα 3.6 φαίνονται τα αποτελέσµατα που δίνει το πρόγρ
χ
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δύο διαφορετικά βήµατα. Οι καµπύλες που προκύπτουν σχεδόν ταυτίζονται. Το ίδιο 
υµβαίνει και µε τις καµπύλες του σχήµατος 3.7, όπου συγκρίνονται οι τρεις µέθοδοι 
ρησιµοποιώντας το ίδιο βήµα.   

 

σ
χ
 
 

 

0 10 20 30 40 50
2,9

3,0

3,1

3,2

 

 R α-Κ 2ης τάξης, βήµ  h=0.05
 R α-Κ 4ης τάξης, βήµ  h=0.05
 R µ 5

r/R

-Κ-F, βή α h=0.0

O

t/(RO
3/M)1/2

 
 
Σχήµα 3.7. Σύγκριση των τριών µεθόδων για το σύστηµα 1. Οι καµπύλες πρακτικά ταυτίζονται 
(γραφική παράσταση απόστασης αστέρων-χρόνου). 

400

1,1830

 
 
 
 

 

 R-K 2 ς τάξης, βήµα h=0.1η
α /R

0 100 200 300 500
1,1820

1,1822

1,1824

1,1826

1,1828

 

 R-K ξης ήµα 2ης τά , β  h=0.051 O

t/(RO /M3 )1/2

 

µ ρα ρ  ενός ονα τ ι ύς σ αρτ υ , γ
τ

 
Σχή α 3.8. Γ φική πα άσταση  άξ ου ελλε ψοειδο υν ήσει το  χρόνου ια το 
σύσ ηµα 2.  
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0 100 00

1,18 0

2 300 400 500
1,1820

1,1822

1,1824

1,1826

1,1828

3

 

 R-K 2 ς τάξης, βήµα h=0.05η
 R-K 4ης τάξης, βήµα h=0.05
 R

α1/RO
-K-F, βήµα h=0.05

t/(R 3/M)1/2
O

 

µ ρα ρ  εν α τ ι ύ τ υ , γ
τ

 

 χή .8 .9 ι σ α ε ν  σ  
πύ υ ι κα ν τ σ ς  

µ 10 κα δί  τα λ α µ κα

00 0

3,

3,22872

3,

3,

 
Σχή α 3.9. Γ φική πα άσταση ός άξον ου ελλε ψοειδο ς συναρ ήσει το  χρόνου ια το 
σύσ ηµα 2.  

 
       Στα σ µατα 3  και 3 γίνετα ύγκριση των ποτελ σµάτω  για το ύστηµα
2. Οι καµ λες τα τίζοντα όπως ι στη  περίπτωση ου συ τήµατο  1. Στα
σχή ατα 3. , 3.11 ι 3.12 νονται  αποτε έσµατ  για τα συστή ατα 3 ι 4.  
 

 

 
 R-K ξ α-2ης τά ης, βήµ  h=0.1

0 100 2 3 0 400 500

22870

22874

22876

 

 R-K ξ α

M

-4ης τά ης, βήµ  h=0.05r/RO

1/2t/(RO /3 )

 
 
χήµα 3.10 για το 
ύστηµα 3.   
Σ . Γραφική παράσταση της απόστασης των αστέρων συναρτήσει του χρόνου, 
σ
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0 100 200 300 400 500

3,22870

3,22872

3,22874

3,22876

 

 
 R-K-2ης τάξης, βήµα h=0.1
 R-K-4ης τάξης, βήµα h=0.1
 R-K-F, βήµα h=0.1r/RO

)1 2t/(RO
3/M /

 
 
Σ
σ
χήµα 3.11. Γραφική παράσταση της απόστασης των αστέρων συναρτήσει του χρόνου, για το 
ύστηµα 3.   

 
 
 

 

0 100 200 300 400 500

3,283445

3,283450

3,283455

3,283460

3,283465

3,283470
 
 R-K 2ης τάξης, βήµα h=0.1
 R-K 4ης τάξης, βήµα h=0.1
 R-K-F, βήµα h=0.1r/RO

t/(RO
3/M)1/2

 
 

Σχήµα 3.12. Γραφική παράσταση της απόστασης των αστέρων συναρτήσει του χρόνου, για το 
σύστηµα 4.   

 
 

 
         Σε αντίθεση µε το σύστηµα 1 που είναι ασταθές, τα συστήµατα 2,3 και 4 είναι 
ευσταθή. Οι ταλαντώσεις στις τιµές των διάφορων µεταβλητών (στο πεµπτο δεκαδικό 
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ψηφίο) που παρατηρούνται οφείλονται στις προσεγγίσεις κατά τον προσδιορισµό των 
αρχικών συνθηκών και σε αριθµητικές προσεγγίσεις.  
      Παρατηρούµε ότι σε όλες τις περιπτώσεις οι καµπύλες που προκύπτουν για τα 
συγκεκριµένα µεγέθη, αλλά και για όλες τις άλλες µεταβλητές (που δεν έχουν 
παρασταθεί γραφικά), ταυτίζονται, γεγονός που σηµαίνει ότι η ακρίβεια της Runge-
Kutta δεύτερης τάξης σε ότι αφορά την εξέλιξη του συστήµατος είναι το ίδιο καλή µε 
την αντίστοιχη των µεθόδων Runge-Kutta τέταρτης τάξης και Runge-Kutta-Fehlberg 
και συνεπώς η χρήση της πρώτης είναι δικαιολογηµένη.  
 
 
 
3.3. Αναπαραγωγή υπαρχόντων αποτελεσµάτων 
 
 
        Στην παράγραφο αυτή θα αναπαράγουµε ήδη υπάρχοντα αποτελέσµατα 
µε σκοπό να ελέγξουµε την αξιοπιστία του προγράµµατος και να πάρουµε µία 
εκτίµηση για την ακρίβειά του.  
 
 

Αναπαραγωγή ακολουθιών ισορροπίας 
 
 

Αρχικά αναπαράγουµε τις ακολουθίες ορροπίας που υπάρχουν στην εργασία 

στον πίνακα 4. Οι στήλες του πίνακα 
αριστάνουν τις ποσότητες (από αριστερά προς δεξιά): 

        
τω

ισ
ν Lai, Rasio & Shapiro, 1994. Πρόκειται για διπλά συστήµατα αποτελούµενα από 

λευκούς νάνους µικρής µάζας ή πλανήτες (τύπου 1). Τα αποτελέσµατα που 
ροκύπτουν από το πρόγραµµα δίνονται π

( )11 aarr ′+= , π
( )OO RRrr ′+= , τους αντίστοιχους λόγους και τα µεγέθη: ( ) 21

ΟΩ=Ω ρπG , 

( ) 213
Ο= RGMJJ , ( )ORGMEE 2= . 

 
 
r  r~  12 aa  

13 aa  ORR  12 aa ′′  
13 aa ′′  ORR ′′  Ω  J  E  

,0=n   8.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,3 
1,2 
1,0 

3,0459 
2,5656 
2,1012 
1,9239 
1,7552 
1,6755 
1,5308 
1,4696 
1,3953 

0,9809 
0,9673 
0,9375 
0,9156 
0,8824 
0,8594 
0,7926 
0,7431 
0,5692 

0,9702 
0,9499 
0,9074 
0,8779 
0,8354 
0,8073 
0,7310 
0,6785 
0,5129 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,9847 
0,9739 
0,9501 
0,9327 
0,9067 
0,8888 
0,8382 
0,8030 
0,7227 

0,9739 
0,9562 
0,9192 
0,8936 
0,8571 
0,8332 
0,7702 
0,7294 
0,6428 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,1089 
0,1410 
0,1909 
0,2186 
0,2523 
0,2717 
0,3157 
0,3397 
0,3826 

2,1913 
2,0496 
1,9190 
1,8762 
1,8453 
1,8371 
1,8448 
1,8676 
1,9899 

-1,5645 
-1,5797 
-1,5982 
-1,6058 
-1,6120 
-1,6139 
-1,6118 
-1,6053 
-1,5664 

,0=n   5.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0463 
2,5664 
2,1026 
1,9260 
1,7585 
1,6798 
1,6062 
1,5398 
1,4848 
1,4537 

0,9762 
0,9593 
0,9220 
0,8943 
0,8522 
0,8227 
0,7847 
0,7345 
0,6655 
0,5608 

0,9653 
0,9416 
0,8919 
0,8571 
0,8069 
0,7732 
0,7316 
0,6792 
0,6109 
0,5132 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,9881 
0,9797 
0,9613 
0,9479 
0,9279 
0,9144 
0,8979 
0,8779 
0,8555 
0,8375 

0,9769 
0,9612 
0,9286 
0,9061 
0,8745 
0,8541 
0,8301 
0,8025 
0,7727 
0,7489 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,1108 
0,1434 
0,1941 
0,2221 
0,2560 
0,2754 
0,2964 
0,3185 
0,3405 
0,3579 

3,1942 
2,9977 
2,8223 
2,7682 
2,7334 
2,7274 
2,7326 
2,7531 
2,7956 
2,8737 

-2,6421 
-2,6635 
-2,6888 
-2,6985 
-2,7056 
-2,7069 
-2,7056 
-2,7002 
-2,6880 
-2,6643 
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r  r~  12 aa  
13 aa  ORR  12 aa ′′  

13 aa ′′  ORR ′′  Ω  J  E  
,0=n   2.0=p  

3,0 
2,5 
2,2 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 

3,0484 
2,5697 
2,2901 
2,1093 
1,9358 
1,7746 
1,7020 
1,6393 
1,5961 

0,9654 
0,9405 
0,9132 
0,885 

0,8431 
0,7777 
0,7303 
0,6666 
0,5756 

0,953 
0,9209 
0,8869 
0,8531 
0,8050 
0,7340 
0,6851 
0,6219 
0,5355 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,9931 
0,9882 
0,9829 
0,9775 
0,9698 
0,9586 
0,9514 
0,9435 
0,9367 

0,9799 
0,9664 
0,9522 
0,9385 
0,9197 
0,8940 
0,8785 
0,8618 
0,8474 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,1192 
0,1542 
0,1835 
0,2080 
0,2373 
0,2719 
0,2908 
0,3096 
0,3253 

6,5239 
6,2472 
6,1235 
6,0732 
6,0631 
6,1129 
6,1688 
6,2506 
6,3613 

-9,6403 
-9,6726 
-9,6905 
-9,6990 
-9,7009 
-9,6897 
-9,6761 
-9,6548 
-9,6243 

,5.0=n   8.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,0 

3,0367 
2,5527 
2,0817 
1,9004 
1,7263 
1,6432 
1,5639 
1,4896 
1,4225 
1,3300 

0,9853 
0,9747 
0,9513 
0,9338 
0,9072 
0,8884 
0,8644 
0,8329 
0,7908 
0,6408 

0,9769 
0,9609 
0,9267 
0,9024 
0,8669 
0,8430 
0,8134 
0,7764 
0,7293 
0,5790

0 

1,0010 
1,0017 
1,0033 
1,0046 
1,0067 
1,0082 
1,0103 
1,0131 
1,0172 
1,0347 

0,9892 
0,9816 
0,9647 
0,9523 
0,9336 
0,9207 
0,9046 
0,8842 
0,8588 
0,7984 

0,9815 
0,9687 
0,9416 
0,9225 
0,8948 
0,8764 
0,8541 
0,8271 
0,7947 
0,7225 

1,0009 
1,0015 
1,0029 
1,004 
1,0056 
1,0068 
1,0083 
1,0103 
1,0129 
1,0196 

0,1119 
0,1453 
0,1977 
0,2272 
0,2633 
0,2844 
0,3076 
0,3328 
0,3597 
0,4105 

2,1536 
2,0054 
1,8623 
1,8113 
1,7689 
1,7531 
1,7427 
1,7399 
1,7482 
1,8261 

-1,4826 
-1,4989 
-1,5199 
-1,5292 
-1,5382 
-1,5419 
-1,5446 
-1,5453 
-1,5428 
-1,5163 

,5.0=n   5.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 

,8 

3,0391 
2,5562 
2,0877 
1,9082 

0,9796 
0,9649 
0,9321 
0,9075 

0,9701 
0,9494 
0,9052 
0,8736 

1,0011 
1,0020 
1,004 

1,0057 

0,9923 
0,9869 
0,9751 
0,9666 

0,9849 
0,9746 
0,952
0,9377 

1,0008 
1,0014 

0,1199 
0,1555 

3,0766 
2,8721 

-2,6366 
-2,6608 

1
1,6 

,5 
,4 
,3 

1,2 
,1 

1,7373 
1,6568 
1,5813 
1,5134 
1,4584 
1,4323 

0,8694 
0,8421 
0,8066 
0,7588 
0,6916 
0,5887 

0,8271 
0,7954 
0,7557 
0,7047 
0,6369 
0,5394 

1,0085 
1,0107 
1,0138 
1,0183 
1,0256 
1,0391 

0,9541 
0,9458 
0,9358 
0,9241 
0,9119 
0,9043 

8 

0,9162 
0,9024 
0,8862 
0,8678 
0,8489 
0,8364 

1,0027 
1,0036 
1,0050 
1,0059 
1,0071 
1,0084 
1,0099 
1,0111 

0,2112 
0,2422 
0,2799 
0,3015 
0,3248 
0,3491 
0,3726 
0,3888 

2,6787 
2,6122 
2,5598 
2,5423 
2,5337 
2,5378 
2,5615 
2,6219 

-2,6910 
-2,7041 
-2,7158 
-2,7202 
-2,7225 
-2,7213 
-2,7139 
-2,6938 

1
1
1

1
,5.0=n   2.0=p  

3,5 3,5376 0,9762 0,9674 1,0011 0,9975 
3,0 

,7 
,6 
,5 
,4 

3,0514 

1,8741 
1,8029 
1,7427 
1,7033 

0,9623 

0,7918 
0,7490 
0,6924 
0,6145 

0,9489 

0,7493 
0,7045 
0,6476 
0,5724 

1,0017 

1,0131 
1,0170 
1,0228 
1,0323 

0,9961 

0,9819 
0,9794 
0,9768 
0,9749 

0,9927 
0,9886 

0,9494 
0,9428 
0,9361 
0,9307 

1,0005 
1,0008 

33 
1,0038 
1,0043 
1,0049 
1,0054 

0,1158 
0,1446 

0,2844 
0,303 
0,3221 
0,3404 
0,3546 

6,2702 
5,9372 

5,3099 
5,2942 
5,2924 
5,3093 
5,3541 

-10,9012 
-10,9385 

-11,0440 
-11,0480 
-11,0484 
-11,0436 
-11,0300 

2,5 
2,0 
1,8 

2,5747 
2,1199 
1,9519 

0,9349 
0,8728 
0,8252 

0,9138 
0,839 

0,7853 

1,0032 
1,0070 
1,0104 

0,9935 
0,9879 
0,9842 

0,981 
0,9656 
0,9555 

1,0014 
1,0025 
1,00

0,1868 
0,2506 

5,6233 
5,3712 

-10,9830 
-11,0299 

1
1
1
1

,5.1=n   8.0=p  
3,0 
2,5 
2,2 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 
1,0 

3,0245 
2,5353 
2,2456 
2,0553 
1,8684 
1,6870 
1,5993 
1,5147 
1,4342 
1,3599 
1,2957 
1,2518 

0,9913 
0,9851 
0,9781 
0,9709 
0,9601 
0,9432 
0,9311 
0,9153 
0,8939 
0,8644 
0,8214 
0,7529 

0,9863 
0,9766 
0,9660 
0,9552 
0,9394 
0,9155 
0,8988 
0,8776 
0,8501 
0,8137 
0,7637 
0,6900 

1,0028 
1,0049 
1,0072 
1,0097 
1,0135 
1,0197 
1,0242 
1,0305 
1,0392 
1,0520 
1,0724 
1,1091 

0,9956 
0,9925 
0,9890 
0,9855 
0,9804 
0,9727 
0,9674 
0,9608 
0,9525 
0,9423 
0,9305 
0,9198 

0,9924 
0,9870 
0,9812 
0,9753 
0,9668 
0,9543 
0,9458 
0,9354 
0,9226 
0,9072 
0,8897 
0,8738 

1,0018 
1,0030 
1,0044 
1,0059 
1,0080 
1,0113 
1,0135 
1,0164 
1,0201 
1,0247 
1,0304 
1,0359 

0,1230 
0,1603 
0,1923 
0,2198 
0,2537 
0,2962 
0,3212 
0,3491 
0,3798 
0,4129 
0,4467 
0,4752 

2,0585 
1,9032 
1,8078 
1,7443 
1,6822 
1,6238 
1,5973 
1,5737 
1,5546 
1,5423 
1,5414 
1,5619 

-1,2546 
-1,2735 
-1,2880 
-1,2993 
-1,3120 
-1,3258 
-1,3329 
-1,3397 
-1,3458 
-1,3499 
-1,3503 
-1,3420 

 
Πίνακας 4. Αναπαραγωγή αποτελεσµάτων της εργασίας των Lai, Rasio & Shapiro (1994). 
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r  r~  12 aa  
13 aa  ORR  12 aa ′′  

13 aa ′′  ORR ′′  Ω  J  E  
,5.1=n   5.0=p  

3,0 
2,5 
2,2 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 

3,0366 
2,5532 
2,2695 
2,0852 
1,9074 
1,7408 
1,6649 
1,5974 
1,5440 
1,5179 

0,9827 
0,9701 
0,9560 
0,9413 
0,9191 
0,8839 
0,8581 
0,8237 
0,7761 
0,7078 

0,9746 
0,9566 
0,9371 
0,9173 
0,8885 
0,8447 
0,8141 
0,7749 
0,7234 
0,6535 

1,0048 
1,0084 
1,0127 
1,0173 
1,0247 
1,0375 
1,0477 
1,0625 
1,0852 
1,1234 

0,9979 
0,9965 
0,9949 
0,9934 
0,9913 
0,9884 
0,9866 
0,9848 
0,9830 
0,9820 

0,9958 
0,9930 
0,9899 
0,9870 
0,9829 
0,9773 
0,9739 
0,9703 
0,9668 
0,9646 

1,0011 
1,0019 
1,0027 
1,0035 
1,0047 
1,0063 
1,0073 
1,0083 
1,0094 
1,0101 

0,1574 
0,2042 
0,2438 
0,2770 
0,3170 
0,3645 
0,3905 
0,4168 
0,4407 
0,4558 

2,7593 
2,5560 
2,4330 
2,3528 
2,2767 
2,2103 
2,1840 
2,1660 
2,1620 
2,1844 

-2,7676 
-2,7991 
-2,8229 
-2,8409 
-2,8604 
-2,8800 
-2,8885 
-2,8948 
-2,8963 
-2,8875 

 
Πίνακας 4. (συνέχεια) 

 
 
 
 

 
        Στον πίνακα 5 δίνονται τα αποτελέσµατα της προαναφερθείσας δηµοσιεύσεις  
υγκρίνοντας τους πίνακες 4 και 5 φαίνεται πως υπάρχει συµφωνία, αφού η σχετική 

ρχονται από αριθµητικά σφάλµατα καθώς και 
πό στρογγυλοποιήσεις.  

 

Σ
διαφορά µεταξύ αντίστοιχων τιµών, σε κάθε περίπτωση, είναι µικρότερη από 410.2 − . 
Οι διαφορές αυτές ενδεχοµένως να προέ
α
 
 

 
r  r~  12 aa  

13 aa  ORR  12 aa ′′  
13 aa ′′  ORR ′′   E  JΩ  

,0=n   8.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,3 
1,2 
1,0 

3,0459 
2,5656 
2,1012 
1,9239 
1,7552 
1,6755 
1,5308 
1,4696 
1,3953 

0,9809 
0,9673 
0,9375 
0,9156 
0,8825 
0,8595 
0,7927 
0,7432 
0,5693 

0,9702 
0,9499 
0,9075 
0,8779 
0,8354 
0,8073 
0,7310 
0,6785 
0,5130 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,9847 
0,9739 
0,9501 
0,9328 
0,9067 
0,8888 
0,8382 
0,8031 
0,7227 

0,9740 
0,9562 
0,9192 
0,8936 
0,8571 
0,8333 
0,7702 
0,7294 
0,6428 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,1089 
0,1410 
0,1909 
0,2186 
0,2523 
0,2717 
0,3157 
0,3397 
0,3826 

2,1913 
2,0496 
1,9190 
1,8762 
1,8453 
1,8371 
1,8448 
1,8676 
1,9898 

-1,5645 
-1,5797 
-1,5982 
-1,6058 
-1,6120 
-1,6139 
-1,6118 
-1,6053 
-1,5664 

,0=n   5.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 

3,0463 
2,5664 
2,1026 
1,9260 
1,7585 
1,6798 
1,6062 
1,5398 

0,9762 
0,9593 
0,9220 
0,8944 
0,8523 
0,8228 
0,7848 
0,7346 

0,9653 
0,9416 
0,8920 
0,8572 
0,8069 
0,7733 
0,7316 
0,6793 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,9881 
0,9797 
0,9613 
0,9479 
0,9280 
0,9145 
0,8979 
0,8780 

0,9769 
0,9612 
0,9286 
0,9061 
0,8745 
0,8541 
0,8302 
0,8025 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,1108 
0,1434 
0,1941 
0,2221 
0,2560 
0,2754 
0,2964 
0,3185 

3,1942 
2,9977 
2,8223 
2,7682 
2,7334 
2,7274 
2,7326 
2,7531 

-2,6422 
-2,6636 
-2,6888 
-2,6985 
-2,7056 
-2,7070 
-2,7057 
-2,7002 

,0=n   2.0=p  
3,0 
2,5 
2,2 
2,0 

,6 

,3 

3,0484 
2,5697 
2,2901 
2,1093 
1,9358 
1,7746 

1,5961 

0,9654 
0,9405 
0,9132 
0,8850 
0,8431 
0,7778 

0,5757 

0,9530 
0,9209 
0,8869 
0,8531 
0,8051 
0,7341 

0,5356 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

0,9931 
0,9882 
0,9829 
0,9775 
0,9698 
0,9586 

0,9367 

0,9799 
0,9664 
0,9522 
0,9385 
0,9197 
0,8940 

8618 
0,8474 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

0,1192 
0,1542 
0,1835 
0,2080 
0,2373 
0,2719 

0,3096 
0,3253 

6,5239 
6,2472 
6,1235 
6,0732 
6,0631 
6,1129 

6,2506 
6,3613 

-9,6405 
-9,6728 
-9,6907 
-9,6992 

,7010 
-9,6899 

-9,6549 
-9,6244 

1,8 
1
1,5 
1,4 

1,7020 
1,6393 

0,7304 
0,6667 

0,6851 
0,6220 

1 
1 

0,9515 
0,9436 

0,8785 
0,

1 0,2908 6,1688 -9,6762 

1

-9
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r  r~  12 aa  
13 aa  ORR  12 aa ′′  

13 aa ′′  ORR ′′  Ω  J  E  
,5.0=n   8.0=p  

3,0 

,5 
,4 

3,0367 
2,5527 

1,6432 
1,5639 

0,9853 
0,9747 

0,8885 
0,8644 

0,9769 
0,9609 

0,8430 
0,8134 

1,0010 
1,0017 

 
1,0082 
1,0102 

0,9892 
0,9816 

0,9336 
0,9208 
0,9046 

0,9815 
0,9687 

0,8948 
0,8765 
0,8542 

1,0009 
1,0015 

1,0056 
1,0068 
1,0083 

0,1119 
0,1453 

0,2633 
0,2844 
0,3076 

2,1535 
2,0053 

1,7689 
1,7531 
1,7427 

-1,4826 
-1,4989 

-1,5382 
-1,5419 
-1,5446 

2,5 
2,0 
1,8 
1,6 

2,0817 
1,9004 
1,7263 

0,9513 
0,9339 
0,9072 

0,9267 
0,9025 
0,8669 

1,0033 
1,0046 
1,0067

0,9647 
0,9523 

0,9416 
0,9225 

1,0029 
1,0040 

0,1977 
0,2272 

1,8623 
1,8113 

-1,5199 
-1,5292 

1
1
1,3 
1,2 
1,0 

1,4896 
1,4225 
1,3300 

0,8330 
0,7909 
0,6410 

0,7764 
0,7293 
0,5791 

1,0131 
1,0172 
1,0347 

0,8843 
0,8588 
0,7984 

0,8271 
0,7948 
0,7225 

1,0103 
1,0128 
1,0196 

0,3328 
0,3597 
0,4105 

1,7399 
1,7481 
1,8260 

-1,5453 
-1,5428 
-1,5164 

,5.0=n   5.0=p  
3,0 
2,5 
2,0 

3,0391 
2,5562 
2,0876 

0,9796 
0,9649 
0,9322 

0,9701 
0,9494 
0,9052 

1,0011 
1,0020 
1,0040 

0,9923 
0,9869 

0,9850 
0,9746 

1,0008 
1,0014 

0,1199 
0,1555 

3,0766 
2,8721 

-2,6367 
-2,6608 

1,8 
,6 

,3 
,2 

1,9082 
1,7373 

1,5134 
1,4584 

0,9075 
0,8694 

0,7589 
0,6917 

0,8737 
0,8272 
0,7955 
0,7558 
0,7048 
0,6370 

1,0057 
1,0085 
1,0107 
1,0138 
1,0183 
1,0255 

0,9751 
0,9666 
0,9541 
0,9458 
0,9358 
0,9241 
0,9119 

0,9528 
0,9377 
0,9163 
0,9024 
0,8862 
0,8678 
0,8489 

1,0027 
1,0036 
1,0050 
1,0059 
1,0071 
1,0084 
1,0099 

0,2112 
0,2422 
0,2799 
0,3015 
0,3248 
0,3491 
0,3727 

2,6786 
2,6121 
2,5598 
2,5423 
2,5336 
2,5377 
2,5614 

-2,6911 
-2,7041 
-2,7159 
-2,7202 
-2,7226 
-2,7214 
-2,7139 

1
1,5 
1,4 

1,6568 
1,5813 

0,8422 
0,8067 

1
1

,5.0=n   2.0=p  
3,5 
3,0 
2,5 
2,0 
1,8 

3,5376 
3,0513 
2,5746 
2,1198 
1,9519 

0,9762 
0,9623 
0,9349 
0,8729 
0,8252 

0,9675 
0,9490 
0,9138 
0,8391 
0,7853 

1,0011 
1,0017 
1,0032 
1,0070 
1,0104 

0,9975 
0,9961 
0,9935 
0,9879 
0,9842 

0,9927 
0,9886 
0,9810 
0,9656 
0,9555 

1,0005 
1,0008 
1,0014 
1,0025 
1,00

0,1158 
0,1446 
0,1868 
0,2506 

6,2701 
5,9372 
5,6233 
5,3711 

-10,9014 
-10,9387 
-10,9832 
-11,0301 

1,6 
,5 
,4 

1,8029 
1,7426 
1,7032 

0,7491 
0,6925 
0,6147 

0,7046 
0,6477 
0,5726 

1,0170 
1,0228 
1,0323 

0,9794 
0,9768 
0,9749 

0,9428 
0,9361 
0,9307 

33 
1,0043 
1,0049 
1,0054 

0,2844 
0,3221 
0,3404 
0,3546 

5,3098 
5,2922 
5,3092 
5,3540 

-11,0442 
-11,0486 
-11,0437 
-11,0302 

1
1

,5.1=n   8.0=p  
3,0 

,5 
,2 

3,0245 
2,5353 
2,2456 

0,9913 
0,9851 
0,9781 

0,

0,8645 
0,7531 

0,9766 
0,9660 

0,8138 
0,6901 

1,0049 
1,0072 

1,0520 
1,1090 

0,9925 
0,9890 

0,9424 
0,9198 

0,9870 
0,9812 

0,9073 
0,8739 

1,0030 
1,0044 

1,0247 
1,0359 

30 
0,1603 
0,1924 

0,4130 
0,4753 

2,0585 
1,9032 
1,8078 

1,5423 
1,5618 

-1,2546 
-1,2735 
-1,2880 

-1,3500 
-1,3421 

0,9863 1,0028 0,9956 0,9924 1,0018 0,12
2
2
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 

,0 

2,0552 
1,8684 
1,6869 
1,5993 
1,5146 
1,4342 
1,3599 
1,2518 

0,9709 
0,9601 
0,9433 

9312 
0,9153 
0,8940 

0,9552 
0,9394 
0,9155 
0,8989 
0,8777 
0,8502 

1,0097 
1,0135 
1,0196 
1,0242 
1,0304 
1,0392 

0,9855 
0,9804 
0,9727 
0,9674 
0,9608 
0,9525 

0,9753 
0,9668 
0,9543 
0,9458 
0,9354 
0,9227 

1,0059 
1,0080 
1,0113 
1,0135 
1,0164 
1,0201 

0,2198 
0,2537 
0,2962 
0,3212 
0,3491 
0,3798 

1,7443 
1,6822 
1,6238 
1,5972 
1,5737 
1,5546 

-1,2993 
-1,3120 
-1,3259 
-1,3329 
-1,3398 
-1,3458 

1
,5.1=n   5.0=p  

3,0 
2,5 
2,2 
2,0 
1,8 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 

3,0366 
2,5532 
2,2695 
2,0851 
1,9073 
1,7408 
1,6649 
1,5974 
1,5439 

0,9827 
0,9701 
0,9560 
0,9413 
0,9192 
0,8840 
0,8582 
0,8237 
0,7763 

0,9746 
0,9566 
0,9372 
0,9174 
0,8885 
0,8448 
0,8142 
0,7750 
0,7235 

1,0047 
1,0084 
1,0127 
1,0173 
1,0247 
1,0375 
1,0477 
1,0625 
1,0852 

0,9979 
0,9965 
0,9949 
0,9934 
0,9913 
0,9884 
0,9867 
0,9848 
0,9830 

0,9958 
0,9930 
0,9899 
0,9870 
0,9829 
0,9773 
0,9739 
0,9703 
0,9668 

1,0011 
1,0019 
1,0027 
1,0035 
1,0047 
1,0063 
1,0073 
1,0083 
1,0094 

0,1574 
0,2042 
0,2438 
0,2770 
0,3170 
0,3645 
0,3905 
0,4168 
0,4408 

2,7593 
2,5560 
2,4330 
2,3527 
2,2767 
2,2103 
2,1840 
2,1660 
2,1619 

-2,7676 
-2,7992 
-2,8229 
-2,8410 
-2,8605 
-2,8800 
-2,8886 
-2,8949 
-2,8963 

 
 

Πίνακας 5. Αποτελέσµατα της δηµοσίευσης (Lai,  Rasio & Shapiro, 1994). 
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Αναπαραγωγή χρονικής εξέλιξης συστηµάτων 
 
 

        Στη συνέχεια αναπαράγουµε τα αποτελέσµατα που υπάρχουν στη δηµοσίευση 
των Lai & Shapiro (1995) για την χρονική εξέλιξη συστηµάτων τόσο χωρίς εκποµπή 
βαρυτικής ακτινοβολίας, όσο και µε εκποµπή αυτής. Στο Σχήµα 3.13 φαίνεται η 
εξέλιξη συστήµατος µε πολυτροπικό δείκτη 5.0=n  και λόγο µαζών για τις 
τιµές της παραµέτρου

1=p  
 r  1.17 και 1.18 (αριστερά και δεξιά αντίστοιχα). Το σύστηµα 

δεν εκπέµπει βαρυτική ακτινοβολία και οι συνιστώσες του είναι λευκοί νάνοι µικρής 
µάζας ή πλανήτες ( υ 1). Στο σύστηµα εισάγεται µία ακτινική διαταραχή που 
προσοµοιώνει τις  παλιρροϊκές νάµεις. Στην περίπτωση όπου

 
τύπο

νευτώνειες  17.1=r  δυ
 18.1=r  το σύστηµα είναι ασταθές, ενώ στην περίπτωση είναι ευσταθές. Στο Σχήµα 

ει από 
 πρόγραµµα.    

3.14 δίνονται οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις, όπως αυτές έχουν προκύψ
το
 
 

 
 
Σχήµα 3.13. Από πάνω προς τα κάτω φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις της απόστασης µεταξύ 
ων αστέρων, των έξι αξόνων των ελλειψοειδών, της γωνίας α  και του Λ (ορισµός στο 2ο 
εφάλαιο) συναρτήσει του χρόνου. Οι δύο περιπτώσεις βρίσκονται εκατέρωθεν του σηµείου 
µφάνισης της δυναµικής αστάθειας (r=1.1741), γι’ αυτό είναι τόσο διαφορετική η εξέλιξή τους  

(Lai & Shapiro, 1995).     

τ
κ
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Σχήµα 3.14. Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις µε αυτές του σχήµατος 3.13. Αριστερά η 
περίπτωση r=1.17 και δεξιά η περίπτωση r=1.18.  
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        Στο Σχήµα 3.15 φαίνεται η εξέλιξη διπλού συστήµατος αστέρων νετρονίων µε 
πολ τροπικ  δείκτη  λόγο µαζών 1=p . υ ό  5.0=n  και  Το σύστηµα εκπέµπει ή 
ακτινοβολία και η κυµατοµορφή αυτής κατά ν τελευταία φάση της ζωής του 
φ τα χ 16
 
 
 

 βαρυτικ
τη

αίνε ι στο Σ ήµα 3. . 

 
 
Σ  3 έ σ ς π α α λ ς α
δ ίευ  S 1 ι φ ρ ς ν
ενέργειας υσ ς ν η ικ τ ι ό α
τη όσ ω ύο ο
 
 
 
 

χήµα .15. Εξ λιξη συ τήµατο που εκ έµπει β ρυτική κτινοβο ία όπω  δίνοντ ι στην 
ηµοσ ση των Lai & hapiro ( 995). Φαίνοντα οι γρα ικές πα αστάσει της συ ολικής 

 του σ τήµατο , της γω ίας α, τ ς ακτιν ής ταχύ ητας κα  του χρ νου συν ρτήσει 
ς απ τασης των κέντρ ν των δ  ελλειψ ειδών. 

 
 
Σ  3. κ ορ λο ή σ ν ν υ  
n  και α  ( ή ή
χήµα 16. Η υµατοµ φή διπ ύ συστ µατος α τέρων ετρονίω  µε πολ τροπικό δείκτη 
=0.5  λόγο µ ζών p=1 συµπαγ ς γραµµ ). 
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        Στα σχήµατα 3.17 ως αι 3.20 ίνοντ ι τα αντ τοιχα των διαγραµµ των 3.15 
και 3.16, όπως αυτά προέκυψαν από το πρόγραµ α.  
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Σχήµα 3.17. Γραφική παρά υ χρόνου συναρτήσει της απόστασης για το δεύτερο σύστηµα 
της δηµοσίευσης των Lai & o (1995). 
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Σχήµα 3.18. Γραφική παράσταση της ακτινικής ταχύτητας συναρτήσει της απόστασης για το 
δεύτερο σύστηµα της δηµοσίευσης των Lai & Shapiro (1995). 
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Σχήµα 3.19. Γραφική παράσταση της γωνίας α συναρτήσει της απόστασης για το δεύτερο 
σύστηµα της δηµοσίευσης των Lai & Shapiro (1995).  
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Σχήµα 3.20. Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας από δεύτερο σύστηµα της 
δηµοσίευσης των Lai & Shapiro (1995). 
 
 
        Παρατηρούµε ότι σε κάποια σχήµατα, όπως το σχήµα 3.18 οι καµπύλες 
παρουσιάζουν κάποιες ασάφειες µε τη µορφή µικρών ταλαντώσεων. Αυτό οφείλεται 
σε κάποια αναπόφευκτα αριθµητικά σφάλµατα και σε µια µικρή απροσδιοριστία στις 
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αρχικές συνθήκες. Ο τρόπος µε τον οποίο µπορούν να µειωθούν περισσότερο θα 
συζητηθεί στην επόµενη παράγραφο.   
 
 
3.4. Εφαρµογές 
 
 
        Στην παράγραφο αυτή κάνουµε κάποιες εφαρµογές µε το πρόγραµµα που έχει 
κατασκευαστεί. Συγκεκριµένα, κατασκευάζουµε ακολουθίες Darwin-Riemann για 
κάποια διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων και µελετάµε ορισµένες περιπτώσεις 
χρονικής εξέλιξης µε εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας.  
 
 
 

Κατασκευή ακολουθιών Darwin-Riemann 
 
 
        Αρχικά µελετούµε την ευστάθεια συστηµάτων συναρτήσει του πολυτροπικού 
δείκτη. Στο Σχήµα 3.21 δίνονται οι καµπύλες της ενέργειας συναρτήσει της 
παραµέτρου r . Το σηµείο εµφάνισης της δυναµικής αστάθειας εντοπίζεται στο 
ελάχιστο της καµπύλης, σύµφωνα µε την αρχή µεταβολών που θεωρήσαµε στο 2ο 
κεφάλαιο.  
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Σχήµα 3.21. Ακολουθίες Darwin-Riemann για διάφορες τιµές του πολυτροπικού δείκτη. 
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        Από τα σχήµατα είναι εµφανές ότι καθώς αυξάνει ο πολυτροπικός δείκτης το 
σηµείο εµφάνισης της δυναµικής αστάθειας κινείται προς µικρότερα r . 

αποτελού
 
 υ
ε 

Μια τέτοια 
συµπεριφορά είναι αναµενόµενη, αφού µεγαλύτεροι πολυτροπική δείκτες 
αντιστοιχούν σε περισσότερο συµπιεστό ρευστό. Ένας αστέρας µενος από 
τέτοιο ρευστό έχει την τάση να διατηρεί το σφαιρικό του σχήµα και εποµένως να 
περιορίζει την εµφάνιση εξοχών στο σχήµα του αστέρα, οι οποίες είναι πεύθυνες για 
την δυναµική αστάθεια του συστήµατος. Επίσης παρατηρούµ ότι το µη 
συγχρονισµένο σύστηµα ( )2−=′= RR ff  

αντίθεση µε το 
εµφανίζει σε µικρότερες αποστάσεις 

δυναµική αστάθεια, σε αντίστοιχο συγχρονισµένο ( )0=′= RR ff  και 
υπό αυτή την έννοια το πρώτο είναι πιο ευσταθές.      
        Στο σχήµα 3.22 δίνονται και πάλι οι καµπύλες ενέργειας συναρτήσει της 
παραµέτρου r . Συγκρίνοντας τα  3.22 α) και β) παρατηρούµε ότι συστήµατα µε 
αστέρες ίδιας µάζας είναι πιο ευσταθή απ’ ότι συστήµατα µε αστέρες διαφορετικής 
µάζας.  
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Σχήµα 3.22. Ακολουθίες Darwin-Riemann για δύο συστήµατα πολυτροπικού δείκτη n=0.5 και 
λόγου µαζών p=1 και p=0.5. 
 
 
 
        Στον πίνακα 6 δίνονται τα χαρακτηριστικά διαφόρων διπλών συστηµάτων καθώς 
αυτά «εξελίσσονται» κατά µήκος µιας ακολουθίας Darwin-Riemann. Οι τιµές των 
πολυτροπικών δεικτών και των λόγων µαζών είναι κοντά σ’ αυτές που έχουν διπλά 
συστήµατα αστέρων νετρονίων. Η εµφάνιση των διαφόρων µεγεθών στις στήλες είναι 
όµοια µ’ αυτή των πινάκων 4 και 5.  
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Πίνακας 6. Ακολουθίες Darwin-Riemann για διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων. 

r  r~  12 aa  
13 aa  ORR  12 aa ′′  

13 aa ′′  ORR ′′  Ω  J  E  
,5.0=n   .1=p  

3,0 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 
1,0 

3,0364 
2,5523 
2,4566 
2,3616 
2,2672 
2,1736 
2,0810 
1,9895 
1,8995 
1,8112 
1,7251 
1,6417 
1,5620 
1,4871 
1,4188 
1,3598 
1,3151 

0,9874 
0,9784 
0,9756 
0,9724 
0,9686 
0,9640 
0,9585 
0,9518 
0,9437 
0,9338 
0,9214 
0,9058 
0,8860 
0,8605 
0,8274 
0,7837 
0,7256 

0,9794 
0,9651 
0,9608 
0,9558 
0,9499 
0,9430 
0,9348 
0,9250 
0,9132 
0,8991 
0,8819 
0,8609 
0,8352 
0,8035 
0,7642 
0,7152 
0,6543 

1,0009 
1,0016 
1,0018 
1,0020 
1,0023 
1,0027 
1,0031 
1,0036 
1,0043 
1,0051 
1,0061 
1,0074 
1,0092 
1,0115 
1,0147 
1,0193 
1,0259 

0,9874 
0,9784 
0,9756 
0,9724 
0,9686 
0,9640 
0,9585 
0,9518 
0,9437 
0,9338 
0,9214 
0,9058 
0,8860 
0,8605 
0,8274 
0,7837 
0,7256 

0,9794 
0,9651 
0,9608 
0,9558 
0,9499 
0,9430 
0,9348 
0,925 

0,9132 
0,8991 
0,8819 
0,8609 
0,8352 
0,8035 
0,7642 
0,7152 
0,6543 

1,0009 
1,0016 
1,0018 
1,0020 
1,0023 
1,0027 
1,0031 
1,0036 
1,0043 
1,0051 
1,0061 
1,0074 
1,0092 
1,0115 
1,0147 
1,0193 
1,0259 

0,1092 
0,1417 
0,1501 
0,1593 
0,1695 
0,1806 
0,1929 
0,2066 
0,2217 
0,2385 
0,2571 
0,2777 
0,3005 
0,3254 
0,3521 
0,3798 
0,4066 

1,8057 
1,6809 
1,6561 
1,6315 
1,6072 
1,5834 
1,5603 
1,5380 
1,5171 
1,4979 
1,4810 
1,4674 
1,4583 
1,4554 
1,4616 
1,4810 
1,5208 

-1,1904 
-1,2038 
-1,2070 
-1,2103 
-1,2137 
-1,2173 
-1,2211 
-1,2249 
-1,2288 
-1,2326 
-1,2362 
-1,2394 
-1,2417 
-1,2424 
-1,2406 
-1,2344 
-1,2208 

,5.0=n   8.0=p  
3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0372 
2,9398 
2,8427 
2,7459 
2,6495 
2,5534 
2,4579 
2,3630 
2,2688 
2,1754 
2,0830 
1,9918 
1,9020 
1,8141 
1,7286 
1,6460 
1,5674 
1,4942 
1,4291 
1,3773 

0,9842 
0,9825 
0,9806 
0,9784 
0,9758 
0,9729 
0,9694 
0,9653 
0,9604 
0,9546 
0,9476 
0,9391 
0,9287 
0,9158 
0,8997 
0,8791 
0,8526 
0,8175 
0,7697 
0,7011 

0,9753 
0,9727 
0,9698 
0,9664 
0,9626 
0,9581 
0,9529 
0,9469 
0,9398 
0,9315 
0,9216 
0,9097 
0,8955 
0,8783 
0,8573 
0,8315 
0,7994 
0,7590 
0,7070 
0,6371 

1,0010 
1,0011 
1,0013 
1,0014 
1,0016 
1,0018 
1,0020 
1,0023 
1,0027 
1,0031 
1,0036 
1,0042 
1,0050 
1,0060 
1,0073 
1,0090 
1,0113 
1,0145 
1,0193 
1,0269 

0,9900 
0,9889 
0,9877 
0,9863 
0,9847 
0,9828 
0,9806 
0,9781 
0,9751 
0,9715 
0,9672 
0,9621 
0,9558 
0,9482 
0,9388 
0,9272 
0,9129 
0,8952 
0,8739 
0,8506 

0,9827 
0,9809 
0,9789 
0,9766 
0,9739 
0,9708 
0,9672 
0,9630 
0,9581 
0,9524 
0,9456 
0,9375 
0,9278 
0,9162 
0,9023 
0,8855 
0,8653 
0,8412 
0,8132 
0,7835 

1,0008 
1,0009 
1,0010 
1,0011 
1,0012 
1,0014 
1,0016 
1,0018 
1,0020 
1,0023 
1,0027 
1,0031 
1,0037 
1,0043 
1,0052 
1,0062 
1,0076 
1,0093 
1,0114 
1,0139 

0,1157 
0,1216 
0,1278 
0,1347 
0,1421 
0,1502 
0,1591 
0,1689 
0,1796 
0,1914 
0,2044 
0,2188 
0,2347 
0,2523 
0,2719 
0,2935 
0,3172 
0,3429 
0,3698 
0,3960 

2,1292 
2,0999 
2,0706 
2,0413 
2,0119 
1,9826 
1,9535 
1,9246 
1,8961 
1,8683 
1,8412 
1,8153 
1,7909 
1,7686 
1,7492 
1,7337 
1,7237 
1,7215 
1,7309 
1,7586 

-1,5227 
-1,5257 
-1,5288 
-1,5322 
-1,5357 
-1,5394 
-1,5433 
-1,5474 
-1,5517 
-1,5562 
-1,5608 
-1,5656 
-1,5703 
-1,5750 
-1,5794 
-1,5832 
-1,5858 
-1,5864 
-1,5835 
-1,5743 

,5.0=n   5.0=p  
3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0445 
2,9476 
2,8511 
2,7549 
2,6593 
2,5641 
2,4696 
2,3759 
2,2830 
2,1913 
2,1008 
2,0121 
1,9254 
1,8415 
1,7613 
1,6862 
1,6190 
1,5650 
1,5370 
1,5797 

0,9746 
0,9719 
0,9688 
0,9653 
0,9611 
0,9563 
0,9507 
0,9440 
0,9361 
0,9266 
0,9151 
0,9012 
0,8839 
0,8624 
0,8352 
0,8001 
0,7539 
0,6911 
0,6018 
0,4664 

0,9630 
0,9592 
0,9549 
0,9499 
0,9441 
0,9375 
0,9298 
0,9209 
0,9104 
0,898 

0,8833 
0,8658 
0,8447 
0,8191 
0,7877 
0,7489 
0,6999 
0,6368 
0,5519 
0,4296 

1,0014 
1,0016 
1,0018 
1,002 

1,0022 
1,0025 
1,0029 
1,0033 
1,0038 
1,0044 
1,0052 
1,0062 
1,0074 
1,0090 
1,0112 
1,0143 
1,0187 
1,0255 
1,0371 
1,0606 

0,9938 
0,9931 
0,9924 
0,9916 
0,9906 
0,9895 
0,9882 
0,9867 
0,9849 
0,9828 
0,9803 
0,9774 
0,9740 
0,9699 
0,9651 
0,9595 
0,9534 
0,9474 
0,9436 
0,9485 

0,9878 
0,9865 
0,9851 
0,9835 
0,9816 
0,9794 
0,9770 
0,9741 
0,9707 
0,9668 
0,9623 
0,9569 
0,9506 
0,9433 
0,9347 
0,9250 
0,9143 
0,9037 
0,8966 
0,9027 

1,0007 
1,0007 
1,0008 
1,0009 
1,0010 
1,0011 
1,0013 
1,0014 
1,0016 
1,0018 
1,0021 
1,0024 
1,0028 
1,0033 
1,0038 
1,0044 
1,0052 
1,0059 
1,0065 
1,0062 

0,1332 
0,1398 
0,1470 
0,1548 
0,1632 
0,1724 
0,1825 
0,1935 
0,2055 
0,2187 
0,2331 
0,2490 
0,2664 
0,2853 
0,3059 
0,3278 
0,3503 
0,3716 
0,3868 
0,3797 

2,9650 
2,9253 
2,8857 
2,8461 
2,8066 
2,7673 
2,7285 
2,6901 
2,6526 
2,6162 
2,5812 
2,5483 
2,5181 
2,4916 
2,4703 
2,4561 
2,4527 
2,4662 
2,5105 
2,6308 

-2,9352 
-2,9399 
-2,9448 
-2,9500 
-2,9555 
-2,9612 
-2,9671 
-2,9734 
-2,9798 
-2,9865 
-2,9934 
-3,0002 
-3,0070 
-3,0133 
-3,0187 
-3,0226 
-3,0236 
-3,0193 
-3,0047 
-2,9645 
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r  r~  12 aa  
13 aa  ORR  12 aa ′′  

13 aa ′′  ORR ′′  Ω  J  E  
.,1=n   .1=p  

3,0 
2,7 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 
1,0 

3,0290 
2,7357 
2,6385 
2,5416 
2,4451 
2,3491 
2,2536 
2,1588 
2,0648 
1,9717 
1,8798 
1,7893 
1,7007 
1,6144 
1,5311 
1,4518 
1,3781 
1,3121 
1,2579 

0,9910 
0,9877 
0,9862 
0,9845 
0,9825 
0,9802 
0,9774 
0,9741 
0,9701 
0,9653 
0,9594 
0,9521 
0,9429 
0,9314 
0,9166 
0,8975 
0,8723 
0,8387 
0,7932 

0,9852 
0,9798 
0,9775 
0,9748 
0,9716 
0,9679 
0,9636 
0,9584 
0,9523 
0,9450 
0,9361 
0,9253 
0,9121 
0,8958 
0,8755 
0,8501 
0,8181 
0,7774 
0,7256 

1,0016 
1,0022 
1,0025 
1,0028 
1,0032 
1,0036 
1,0041 
1,0047 
1,0055 
1,0064 
1,0076 
1,0090 
1,0108 
1,0132 
1,0163 
1,0205 
1,0262 
1,0344 
1,0463 

0,9910 
0,9877 
0,9862 
0,9845 
0,9825 
0,9802 
0,9774 
0,9741 
0,9701 
0,9653 
0,9594 
0,9521 
0,9429 
0,9314 
0,9166 
0,8975 
0,8723 
0,8387 
0,7932 

0,9852 
0,9798 
0,9775 
0,9748 
0,9716 
0,9679 
0,9636 
0,9584 
0,9523 
0,945 

0,9361 
0,9253 
0,9121 
0,8958 
0,8755 
0,8501 
0,8181 
0,7774 
0,7256 

1,0016 
1,0022 
1,0025 
1,0028 
1,0032 
1,0036 
1,0041 
1,0047 
1,0055 
1,0064 
1,0076 
1,0090 
1,0108 
1,0132 
1,0163 
1,0205 
1,0262 
1,0344 
1,0463 

0,1095 
0,1276 
0,1348 
0,1426 
0,1511 
0,1605 
0,1709 
0,1823 
0,1950 
0,2090 
0,2247 
0,2422 
0,2617 
0,2835 
0,3077 
0,3345 
0,3638 
0,3947 
0,4258 

1,7909 
1,7133 
1,6872 
1,6609 
1,6347 
1,6085 
1,5823 
1,5564 
1,5309 
1,5059 
1,4818 
1,4588 
1,4375 
1,4185 
1,4028 
1,3918 
1,3877 
1,3937 
1,4155 

-1,0801 
-1,0881 
-1,0910 
-1,0942 
-1,0975 
-1,1010 
-1,1048 
-1,1087 
-1,1129 
-1,1173 
-1,1218 
-1,1265 
-1,1311 
-1,1356 
-1,1396 
-1,1426 
-1,1439 
-1,1418 
-1,1341 

.,1=n   8.0=p  
3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0296 
2,9316 
2,8339 
2,7365 
2,6393 
2,5425 
2,4461 
2,3502 
2,2548 
2,1601 
2,0663 
1,9734 
1,8817 
1,7916 
1,7033 
1,6175 
1,5350 
1,4569 
1,3852 
1,3234 

0,9887 
0,9875 
0,9861 
0,9845 
0,9827 
0,9806 
0,9781 
0,9751 
0,9716 
0,9674 
0,9623 
0,9562 
0,9486 
0,9392 
0,9274 
0,9124 
0,8928 
0,8669 
0,8317 
0,7815 

0,9822 
0,9804 
0,9782 
0,9758 
0,973 

0,9697 
0,9659 
0,9615 
0,9562 
0,9500 
0,9426 
0,9337 
0,9230 
0,9099 
0,8938 
0,8737 
0,8486 
0,8166 
0,7751 
0,7196 

1,0018 
1,0020 
1,0023 
1,0025 
1,0028 
1,0032 
1,0036 
1,0041 
1,0047 
1,0055 
1,0063 
1,0074 
1,0088 
1,0105 
1,0128 
1,0157 
1,0197 
1,0252 
1,0332 
1,0457 

0,9928 
0,9921 
0,9912 
0,9902 
0,9890 
0,9877 
0,9861 
0,9843 
0,9821 
0,9795 
0,9763 
0,9726 
0,9680 
0,9623 
0,9554 
0,9466 
0,9357 
0,9220 
0,9048 
0,8843 

0,9876 
0,9863 
0,9848 
0,9831 
0,9811 
0,9789 
0,9762 
0,9732 
0,9695 
0,9653 
0,9602 
0,9541 
0,9468 
0,9379 
0,9271 
0,9139 
0,8977 
0,8780 
0,8541 
0,8265 

1,0015 
1,0016 
1,0018 
1,0020 
1,0022 
1,0025 
1,0028 
1,0032 
1,0037 
1,0042 
1,0048 
1,0056 
1,0066 
1,0078 
1,0093 
1,0112 
1,0137 
1,0169 
1,0210 
1,0262 

0,1162 
0,1220 
0,1284 
0,1353 
0,1429 
0,1511 
0,1602 
0,1701 
0,1811 
0,1932 
0,2066 
0,2214 
0,2380 
0,2564 
0,2770 
0,2999 
0,3252 
0,3531 
0,3831 
0,4139 

2,1116 
2,0813 
2,0509 
2,0203 
1,9896 
1,9587 
1,9279 
1,8971 
1,8664 
1,8360 
1,8061 
1,7769 
1,7487 
1,7218 
1,6970 
1,6751 
1,6572 
1,6451 
1,6415 
1,6514 

-1,3813 
-1,3844 
-1,3877 
-1,3912 
-1,3949 
-1,3989 
-1,4030 
-1,4074 
-1,4121 
-1,4170 
-1,4222 
-1,4276 
-1,4332 
-1,4389 
-1,4447 
-1,4501 
-1,4550 
-1,4585 
-1,4596 
-1,4562 

.,1=n   5.0=p  
3,0 
2,7 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0351 
2,7434 
2,5507 
2,4550 
2,3600 
2,2657 
2,1722 
2,0798 
1,9887 
1,8993 
1,8121 
1,7277 
1,6472 
1,5725 
1,5070 
1,4582 
1,4486 

0,9819 
0,9752 
0,9687 
0,9647 
0,9599 
0,9542 
0,9473 
0,9390 
0,9289 
0,9164 
0,9008 
0,8809 
0,8552 
0,8212 
0,7748 
0,7085 
0,6066 

0,9734 
0,9638 
0,9547 
0,9490 
0,9424 
0,9346 
0,9253 
0,9143 
0,9010 
0,8849 
0,8653 
0,8410 
0,8106 
0,7720 
0,7218 
0,6540 
0,5563 

1,0025 
1,0035 
1,0044 
1,0050 
1,0057 
1,0066 
1,0077 
1,0090 
1,0107 
1,0128 
1,0155 
1,0192 
1,0242 
1,0314 
1,0422 
1,0598 
1,0934 

0,9955 
0,9939 
0,9924 
0,9915 
0,9904 
0,9891 
0,9875 
0,9857 
0,9835 
0,9809 
0,9778 
0,9740 
0,9695 
0,9643 
0,9586 
0,9534 
0,9520 

0,9912 
0,9880 
0,9851 
0,9833 
0,9811 
0,9786 
0,9757 
0,9722 
0,9681 
0,9633 
0,9575 
0,9506 
0,9426 
0,9333 
0,9232 
0,9139 
0,9106 

1,0012 
1,0016 
1,0020 
1,0023 
1,0026 
1,0029 
1,0034 
1,0038 
1,0044 
1,0052 
1,0060 
1,0071 
1,0083 
1,0098 
1,0115 
1,0131 
1,0138 

0,1338 
0,1557 
0,1737 
0,1840 
0,1953 
0,2076 
0,2213 
0,2363 
0,2529 
0,2712 
0,2913 
0,3135 
0,3375 
0,3631 
0,3890 
0,4120 
0,4221 

2,9376 
2,8134 
2,7301 
2,6885 
2,6472 
2,6062 
2,5659 
2,5265 
2,4883 
2,4520 
2,4183 
2,3882 
2,3633 
2,3461 
2,3405 
2,3552 
2,4127 

-2,6593 
-2,6748 
-2,6867 
-2,6931 
-2,6999 
-2,7070 
-2,7145 
-2,7223 
-2,7304 
-2,7386 
-2,7468 
-2,7547 
-2,7617 
-2,7669 
-2,7687 
-2,7636 
-2,7427 
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r  r~  12 aa  12 aa ′′  

13 aa  ORR  13 aa ′′  ORR ′′  J  E  Ω  
,5.1=n   .1=p  

3,0 
2,7 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 
1,0 

3,0232 
2,7287 
2,6309 
2,5334 
2,4363 
2,3395 
2,2431 
2,1473 
2,0522 
1,9578 
1,8644 
1,7722 
1,6815 
1,5928 
1,5066 
1,4238 
1,3456 
1,2741 
1,2124 

0,9938 
0,9915 
0,9905 
0,9894 
0,9880 
0,9864 
0,9844 
0,9821 
0,9794 
0,9760 
0,9719 
0,9668 
0,9604 
0,9522 
0,9417 
0,9280 
0,9098 
0,8853 
0,8515 

0,9898 
0,9861 
0,9844 
0,9825 
0,9803 
0,9777 
0,9747 
0,9710 
0,9667 
0,9614 
0,9550 
0,9472 
0,9375 
0,9255 
0,9103 
0,8911 
0,8663 
0,8343 
0,7925 

1,0022 
1,0031 
1,0034 
1,0038 
1,0043 
1,0049 
1,0056 
1,0065 
1,0075 
1,0088 
1,0104 
1,0123 
1,0148 
1,0180 
1,0223 
1,0280 
1,0358 
1,0470 
1,0634 

0,9938 
0,9915 
0,9905 
0,9894 
0,9880 
0,9864 
0,9844 
0,9821 
0,9794 
0,9760 
0,9719 
0,9668 
0,9604 
0,9522 
0,9417 
0,9280 
0,9098 
0,8853 
0,8515 

0,9898 
0,9861 
0,9844 
0,9825 
0,9803 
0,9777 
0,9747 
0,9710 
0,9667 
0,9614 
0,9550 
0,9472 
0,9375 
0,9255 
0,9103 
0,8911 
0,8663 
0,8343 
0,7925 

1,0022 
1,0031 
1,0034 
1,0038 
1,0043 
1,0049 
1,0056 
1,0065 
1,0075 
1,0088 
1,0104 
1,0123 
1,0148 
1,0180 
1,0223 
1,0280 
1,0358 
1,0470 
1,0634 

0,1098 
0,1281 
0,1353 
0,1432 
0,1519 
0,1614 
0,1720 
0,1836 
0,1966 
0,2110 
0,2272 
0,2453 
0,2656 
0,2884 
0,3140 
0,3425 
0,3740 
0,4080 
0,4431 

1,7783 
1,6982 
1,6711 
1,6438 
1,6163 
1,5887 
1,5610 
1,5334 
1,5058 
1,4786 
1,4517 
1,4256 
1,4005 
1,3770 
1,3558 
1,3380 
1,3253 
1,3202 
1,3272 

-0,9379 
-0,9461 
-0,9492 
-0,9525 
-0,9560 
-0,9598 
-0,9638 
-0,9680 
-0,9726 
-0,9774 
-0,9825 
-0,9878 
-0,9934 
-0,9990 
-1,0045 
-1,0096 
-1,0135 
-1,0152 
-1,0126 

,5.1=n   8.0=p  
3,0 
2,8 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0237 
2,8272 
2,6315 
2,5341 
2,4370 
2,3403 
2,2440 
2,1483 
2,0533 
1,9591 
1,8658 
1,7738 
1,6835 
1,5951 
1,5095 
1,4275 
1,3507 
1,2817 

0,9923 
0,9905 
0,9881 
0,9866 
0,9849 
0,9829 
0,9805 
0,9775 
0,9740 
0,9698 
0,9645 
0,958 
0,9497 
0,9391 
0,9254 
0,9071 
0,8822 
0,8468 

0,9877 
0,9850 
0,9813 
0,9790 
0,9764 
0,9732 
0,9695 
0,9651 
0,9599 
0,9535 
0,9458 
0,9363 
0,9245 
0,9098 
0,8910 
0,8669 
0,8353 
0,7926 

1,0025 
1,0031 
1,0039 
1,0044 
1,0049 
1,0056 
1,0064 
1,0074 
1,0086 
1,0101 
1,0119 
1,0143 
1,0173 
1,0212 
1,0265 
1,0338 
1,0443 
1,0603 

0,9951 
0,9939 
0,9924 
0,9915 
0,9904 
0,9891 
0,9876 
0,9858 
0,9836 
0,9810 
0,9778 
0,9738 
0,9688 
0,9626 
0,9547 
0,9446 
0,9318 
0,9156 

0,9914 
0,9895 
0,9870 
0,9854 
0,9835 
0,9814 
0,9788 
0,9758 
0,9721 
0,9678 
0,9625 
0,9561 
0,9481 
0,9383 
0,9261 
0,9109 
0,8920 
0,8689 

1,0020 
1,0024 
1,0031 
1,0034 
1,0039 
1,0044 
1,0050 
1,0058 
1,0067 
1,0078 
1,0091 
1,0108 
1,0129 
1,0156 
1,0190 
1,0235 
1,0295 
1,0372 

0,1165 
0,1288 
0,1435 
0,1519 
0,1610 
0,1711 
0,1823 
0,1946 
0,2084 
0,2236 
0,2407 
0,2598 
0,2812 
0,3052 
0,3321 
0,3619 
0,3946 
0,4292 

2,0964 
2,0339 
1,9704 
1,9382 
1,9059 
1,8735 
1,8410 
1,8085 
1,7762 
1,7441 
1,7127 
1,6821 
1,6528 
1,6254 
1,6009 
1,5805 
1,5664 
1,5621 

-1,1991 
-1,2058 
-1,2133 
-1,2174 
-1,2218 
-1,2264 
-1,2314 
-1,2367 
-1,2423 
-1,2483 
-1,2546 
-1,2613 
-1,2681 
-1,2751 
-1,2818 
-1,2879 
-1,2925 
-1,294 

,5.1=n   5.0=p  
3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 
2,0 
1,9 
1,8 
1,7 
1,6 
1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

3,0278 
2,9298 
2,8320 
2,7344 
2,6372 
2,5402 
2,4437 
2,3477 
2,2522 
2,1574 
2,0635 
1,9706 
1,8790 
1,7892 
1,7016 
1,6171 
1,5369 
1,4635 
1,4016 
1,3638 

0,9876 
0,9862 
0,9847 
0,9829 
0,9809 
0,9785 
0,9757 
0,9724 
0,9685 
0,9637 
0,9580 
0,9510 
0,9423 
0,9314 
0,9175 
0,8995 
0,8757 
0,8430 
0,7963 
0,7245 

0,9816 
0,9797 
0,9775 
0,9749 
0,9720 
0,9685 
0,9646 
0,9599 
0,9543 
0,9477 
0,9398 
0,9303 
0,9186 
0,9042 
0,8863 
0,8638 
0,8347 
0,7966 
0,7448 
0,6700 

1,0034 
1,0038 
1,0042 
1,0047 
1,0053 
1,0060 
1,0068 
1,0077 
1,0089 
1,0103 
1,0121 
1,0142 
1,0170 
1,0206 
1,0253 
1,0317 
1,0408 
1,0541 
1,0754 
1,1136 

0,9969 
0,9966 
0,9962 
0,9958 
0,9953 
0,9948 
0,9941 
0,9933 
0,9924 
0,9913 
0,9900 
0,9885 
0,9866 
0,9843 
0,9816 
0,9782 
0,9742 
0,9695 
0,9645 
0,9607 

0,9939 
0,9933 
0,9926 
0,9917 
0,9908 
0,9897 
0,9884 
0,9869 
0,9851 
0,9830 
0,9805 
0,9775 
0,9740 
0,9697 
0,9645 
0,9583 
0,9510 
0,9424 
0,9334 
0,9264 

1,0016 
1,0018 
1,0020 
1,0022 
1,0025 
1,0028 
1,0032 
1,0036 
1,0041 
1,0047 
1,0054 
1,0062 
1,0072 
1,0085 
1,0100 
1,0118 
1,0141 
1,0168 
1,0197 
1,0221 

0,1342 
0,1410 
0,1484 
0,1564 
0,1652 
0,1747 
0,1852 
0,1967 
0,2094 
0,2234 
0,2389 
0,2560 
0,2751 
0,2963 
0,3197 
0,3456 
0,3737 
0,4034 
0,4326 
0,4544 

2,9140 
2,8714 
2,8285 
2,7853 
2,7418 
2,6981 
2,6543 
2,6104 
2,5665 
2,5229 
2,4797 
2,4372 
2,3958 
2,3560 
2,3187 
2,2850 
2,2566 
2,2364 
2,2299 
2,2500 

-2,3037 
-2,3088 
-2,3142 
-2,3199 
-2,3259 
-2,3323 
-2,3392 
-2,3464 
-2,3541 
-2,3623 
-2,3709 
-2,3800 
-2,3896 
-2,3994 
-2,4093 
-2,4190 
-2,4279 
-2,4346 
-2,4370 
-2,4292 
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Χρονική εξέλιξη και εκποµπή βαρυτικής ακτινοβολίας 
 
 
        Η ύπαρξη βαρυτική ακτινοβολίας απαιτεί τον προσδιορισµό επιπλέον όρων που 
θα χρησιµοποιηθούν ως αρχικές συνθήκες, όπως για παράδειγµα µια µικρή διαφορά 
µεταξύ των γωνιών θ  και φ  (γωνία grα , σχέση 2.4.7). Οι όροι αυτοί ωστόσο δεν 
µπορούν να προσδιοριστούν παρά µ προσεγγιστικά. Κάτι τέτοιο µεταφέρει µια 
απροσδιοριστία στις αρχικές συνθήκες γεγονός που γίνεται εµφανές στα πρώτα 
βήµατα της εξέλιξης µε τη µορφή ταλαντώσεων, οι οποίες φθίνουν καθώς το 
σύστηµα εξελίσσεται. Για να µε τις ανεπιθύµητες αυτές ταλαντώσεις 
αφήνουµε το σύστηµα να εξελιχθεί ια µεγαλύτερη απόσταση από αυτή που 
θέλουµε να µελετήσουµε (π.χ. διπλάσια Έτσι, όταν το σύστηµα εισέλθει πλέον στην 
περιοχή που µας ενδιαφέρει έχει  ακριβείς αρχικές συνθήκες και δεν θα 
εµφανίζονται ταλαντώσεις. Στο όριο  

όνο 
, 

ισχυρών 
αποφύγου

από µ
). 

αποκτήσει
 όταν ∞→r  για συγχρονισµένα συστήµατα 

ισχύει ότι και 21 aa →  ( ) 2321 rMMorb ′+→Ω→Ω . Επίσης, και 
. Έτσι, αν χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω προσεγγίσεις και βάλουµε 

τους αστέρες σε µεγάλη απόσταση τον έναν από τον άλλον (όσο µεγαλύτερη τόσο το 
καλύτερο) οι ταλαντώσεις κατά τις τελευταίες περιφορές του συστήµατος θα έχουν 
εξαλειφθεί. Αγνοώντας την «ιστορία» του συστήµατος µελετάµε τελικά µόνο την 
φάση που είναι απαλλαγµένη από ταλαντώσεις.  
        Ακολουθώντας τη παραπάνω τεχνική εξέλιξης θα µελετηθούν τα συστήµατα που 
περιγράφονται αναλυτικά στον πίνακα 7. Το πρώτο από αυτά είναι ίδιο µε αυτό της 
δηµοσίευσης και η χρονική εξέλιξη κάποιων µεταβλητών έχει ήδη παρασταθεί 
γραφικά σε προηγούµενα σχήµατα. Η απόσταση στην οποία αρχικά τοποθετούνται οι 
αστέρες είναι , ενώ η µελέτη του συστήµατος στην ουσία ξεκινάει από το 
ήµισυ της παραπάνω απόστασης, οπότε οι ταλαντώσεις έχουν αποσβεστεί.  
        Τα παρακάτω συστήµατα είναι όλα συγχρονισµένα, ενώ οι τιµές των 
παραµέτρων έχουν επιλεγεί έτσι ώστε να προσοµοιώνουν το δυνατόν καλύτερα διπλά 
συστήµατα αστέρων νετρονίων και να παραµένουν στα πλαίσια των προσεγγίσεων 
που έχουµε κάνει. Το τελευταίο σύστηµα (Σ 5) αν και λιγότερο ρεαλιστικό ( ), 
θα δείξει καθαρά την εξάρτηση της εξέλιξης του συστήµατος από τον λόγο µαζών και 
υπό αυτή την έννοια έχει επιλεγεί.  
  
 
 
Σύστηµα 

Λ−=Ω S  

SIΩ−→

 ORr 10=

5.0=p

p  n  Rf ′  Rf  Βαρ. ακτ. 

Σ 1 0.5 1. 0. 0. ΝΑΙ 
Σ 2 1. 1. 0. 0. ΝΑΙ 
Σ 3 0.5 0.85 0. 0. ΝΑΙ 
Σ 4 1. 0.85 0. 0. ΝΑΙ 
Σ 5 0.5 0.5 0. 0. ΝΑΙ 

 
Πίνακας 7. Τα χαρακτηριστικά  των συστηµάτων που θα εξελιχθούν στη συνέχεια. 
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Σχήµα 3.23.  Η τελική φάση της ζωής των συστηµάτων (διάγραµµα t-r). 
 
 
 
        Στο Σχήµα 3.23 παριστάνεται γραφικά η εξέλιξη όλων των συστηµάτων. Από το 
διάγραµµα αυτό φαίνεται ότι τα συστήµατα µε πολυτροπικό δείκτη καταρρέουν 
πιο αργά από τα αντίστοιχα µε πολυτροπικό δείκτη

 1=n  
 5.0=n , κάτι το οποίο είχε γίνει 

εµφανές και από τις ακολουθίες Darwin-Riemann και συνδέεται άµεσα µε την 
δυναµική αστάθεια.  
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Σχήµα 3.24. Η ακτινική ταχύτητα συναρτήσει της απόστασης µεταξύ των αστέρων, για τα 
συστήµατα Σ 1 και Σ 2. 
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        Στο Σχήµα 3.24 παριστάνεται γραφικά η ακτινική ταχύτητα καθώς οι δύο 
αστέρες πλησιάζουν µεταξύ τους. Η ακτινική ταχύτητα αποτελεί έκφραση της 
διαταραχής της τροχιά του συστήµατος. Όπως φαίνεται και από το διάγραµµα, για το 
Σ 1 η ακτινική ταχύτητα αυξάνει γρηγορότερα από ότι στο Σ 2 και αυτός είναι ο 
λόγος που καταρρέει γρηγορότερα. Το ίδιο γεγονός γίνεται εµφανές και στο Σχήµα 
3.25 όπου παριστάνεται γραφικά η γωνία α  συναρτήσει της απόστασης των δύο 
αστέρων. Στην πραγµατικότητα κατά τις τελευταίες περιφορές, το σύστηµα χάνει τον 
συγχρονισµό του, εξαιτίας της εµφάνισης της δυναµικής αστάθειας.   
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Σχήµα 3.25. Γραφική παράσταση της γωνίας α συναρτήσει της απόστασης των δύο αστέρων.  
 
 
 
 
        Στο παραπάνω σχήµα είναι εµφανές ότι η γωνία α  έχει µια µικρή αλλά µη 
µηδενική τιµή κατά την εκκίνηση της προσοµοίωσης, το ίδιο και η ακτινική 
ταχύτητα. Αυτό είναι αποτέλεσµα της τεχνικής εξέλιξης που χρησιµοποιήσαµε µε 
σκοπό να έχουµε πιο ακριβής αρχικές συνθήκες στην εκκίνηση της προσοµοίωσης.   
        Επιστέφοντας και πάλι στο Σχήµα 3.23 φαίνεται ότι τα συστήµατα µε λόγο 
µαζών µονάδα είναι πιο ευσταθή απ’ ότι εκείνα µε λόγο µαζών διάφορα της µονάδας. 
Η ισχυρή εξάρτηση της εξέλιξης του συστήµατος από τον λόγο µαζών γίνεται 
εµφανής και στα επόµενα σχήµατα. Συγκεκριµένα, στο Σχήµα 3.26 δίνεται η ακτινική 
ταχύτητα συναρτήσει της απόστασης των αστέρων για συστήµατα µε ίδιο 
πολυτροπικό δείκτη και διαφορετικό λόγο µαζών. Είναι εµφανές ότι όσο µικραίνει ο 
λόγος των µαζών τόσο πιο ασταθές γίνεται το σύστηµα. 
        Στο Σχήµα 3.27 φαίνεται ο αποσυγχρονισµός του συστήµατος 3 καθώς οι 
αστέρες προσεγγίζουν ο ένας τον άλλον. Το φαινόµενο είναι ισχυρότερο στον αστέρα 
µικρότερης µάζας κάτι που γίνεται καλύτερα αντιληπτό στο Σχήµα 3.28 όπου αφορά 
στο σύστηµα 4.        
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Σχήµα 3.26. Γραφική παράσταση της ακτινικής ταχύτητας συναρτήσει της απόστασης των 
αστέρων για συστήµατα µε διαφορετικό λόγο µαζών. 
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Σχήµα 3.27. Γραφική παράσταση της γωνίας α συναρτήσει της απόστασης των αστέρων για το 

σύστηµα 3 (Σ 3). 
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Σχήµα 3.28. Γραφική παράσταση της γωνίας α συναρτήσει της απόστασης των αστέρων για το 

σύστηµα 4 (Σ 4). 
 
 
 
        Στο Σχήµα 3.20 φαίνεται η κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης ακτινοβολίας από 
το σύστηµα 1 σε απόσταση D  από αυτό κατά µήκος του άξονα-z ( 0=Θ , σχέση 
(2.4.8)). Στην διεύθυνση αυτή οι δύο συνιστώσες πόλωσης της ακτινοβολίας 
ταυτίζονται. Παρακάτω παρατίθενται οι κυµατοµορφές της βαρυτικής ακτινοβολίας 
που εκπέµπεται από τα συστήµατα που µελετούµε.  
 
 
 

0 50 100 150 200 250 300

-0,4

-0,2

0,0

0,2

0,4 Κυµατοµορφή του Συστήµατος 2

 

 

h +D
 / 

M

t / T

 
 

Σχήµα 3.29. Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας για το σύστηµα 2. 
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Σχήµα 3.30. Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας για το σύστηµα 3. 
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Σχήµα 3.31. Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας για το σύστηµα 4. 
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Σχήµα 3.32. Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας για το σύστηµα 5. 
 
 
 
        Στο Σχήµα 3.33 συγκρίνονται οι κυµατοµορφές των συστηµάτων Σ 1 και Σ3. 
Μπορεί κανείς να παρατηρήσει την διαφορά τόσο στο πλάτος όσο και στη φάση, που 
οφείλεται στο διαφορετικό λόγο µαζών των συστηµάτων. Αντιθέτως, η διαφορά στον 
πολυτροπικό δείκτη τροποποιεί µόνο την φάση και όχι το πλάτος, όπως φαίνεται και 
στο Σχήµα 3.34.  
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Σχήµα 3.33.  Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας από τα Σ 1 και Σ 3. 
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Σχήµα 3.34.  Κυµατοµορφή της εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας από τα Σ 1 και Σ 2. 
 
 
 
 
        Χρησιµοποιώντας τη προσεγγιστική σχέση (2.4.9) για την συχνότητα της 
εκπεµπόµενης ακτινοβολίας παίρνουµε το Σχήµα 3.35, το οποίο παριστάνει γραφικά 
την συχνότητα συναρτήσει του χρόνου για όλα τα συστήµατα.   
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Σχήµα 3.35. Συχνότητα εκπεµπόµενης βαρυτικής ακτινοβολίας από τα συστήµατα. 
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        Για συστήµατα που εκπέµπουν βαρυτική ακτινοβολία, όπως αναφέρθηκε και στη 
παράγραφο 3.1, έχουµε κάνει την παραδοχή ότι 1=== ORcG  και οπότε οι µονάδες 
στις οποίες θα εκφραστούν τα µεγέθη θα προκύψουν ανάλογα. Για αστέρες νετρονίων 
µε ακτίνα kmRO 10=  και µάζα OMM 4.1= , οι παραπάνω προσοµοιώσεις διαρκούν 
µερικά ms , ενώ η συχνότητα της εκπεµπόµενης ακτινοβολίας κυµαίνεται από 400  
µέχρι Hz1600 , περίπου.  
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