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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Αν υποθέσουµε ότι κάθε προσιτή δοµή ενός Οµογενούς Μαρκοβιανού 

Συστήµατος (ΟΜΣ) περιγράφεται από ένα σηµείο του χώρου n , τότε µπορούµε να 
θεωρήσουµε ότι η εξέλιξη ενός ΟΜΣ περιγράφεται από την εξέλιξη αυτών των 
σηµείων. Η θεωρία των ΟΜΣ µας λέει ότι η εξέλιξη της δοµής ενός τέτοιου 
συστήµατος δίνεται από τις διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov, από τις οποίες 
ισχύει ότι ο ρυθµός µεταβολής (η ταχύτητα) εξαρτάται από την θέση. Έτσι, έχει 
νόηµα να θεωρήσουµε ότι η κίνηση κάθε σηµείου εξαρτάται από την αλληλεπίδραση 
του µε τα γειτονικά σηµεία, όποτε να θεωρήσουµε ότι το ΟΜΣ συµπεριφέρεται ως 
ένα συνεχές µέσο. 

 

ABSTRACT 
The Markov property states that the future behavior of a process depends entirely 

on the process’ present state, and that knowledge of the process’ history cannot 
provide any additional, new information. A system which obeys the Markov property 
is called a Markov system. There are many applications of Markov systems reported 
in the literature, in areas of manpower planning, statistical physics, chemistry, 
demography, geography as well as in economics and health care planning. In looking 
for example applications of Homogeneous or non-Homogeneous Markov systems (or 
semi-Markov systems) reference could be given to student enrolment in universities, 
occupational mobility and sea pollution, among others, while basic results concerning 
continuous time Markov models in manpower systems can be found in [1],[2],[7]. 
Main problems of interest regarding Homogeneous Markov Systems (HMS) are their 
asymptotic behaviour, stability, asymptotic stability, control, variability, estimation, 
attainability, maintainability and entropy. 

Consider a continuous time Homogeneous Markov System with state space S = 
{1, 2…, n}. The members of the system could be particles, biological organisms, parts 
of human population, etc. Every member of the system may be in one and only one of 
the states 1, 2,…, n at some time point t, and it can move from some state i to some 
other state j in the time interval [t, t + ∆t] with transition probability pij[∆t], for every 
t +∈ . Then, every attainable structure of the continuous time HMS with n states and 
fixed size is considered as a point-particle of n . Thus, the motion of an attainable 
structure corresponds to the motion of the respective point-particle in n . Under the 
assumption that “the motion of every particle at every time point is due to its 
interaction with its surroundings”, n  is further seen as a continuum [4-6] and, hence, 
the evolution of the set of the HMS attainable structures corresponds to the 
deformation of the continuum. This turns to be a realistic assumption, since the 
motion of every point-particle depends entirely on its position in n .  

Under these considerations, the concepts of the state of stress and the relevant 
stress tensor can be associated with an n-dimensional HMS and, as far as the present 
paper is concerned, these are initially detailed in an example application dealing with 
a three-dimensional HMS. Then, given the rate of transition probabilities matrix of the 
HMS, a question is raised on whether the set of the attainable structures of the 
continuous time HMS may be considered as an elastic solid and, in this context, it is 
further examined whether the deformation of such a model could explain the 
evolution of the HMS. The study follows the steps of the methodology presented in 
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[6], where the search for an answer to this question gave rise to the concept of 
multidimensional, anisotropic linear elasticity. In some detail, the evolution of a 2-
dimensional HMS was successfully interpreted in [6] through the deformation of a 
linearly elastic rod, while it was further shown that the evolution of an n-dimensional 
HMS may be interpreted through the deformation of an (n-1)-dimensional, 
anisotropic, linearly elastic solid. 

Apart the above concepts, the present paper develops further the aforementioned 
three-dimensional HMS example application, according which the evolution of the 
HMS is interpreted through the deformation of some two-dimensional isotropic elastic 
solid. The increased number of dimensions, as compared with the number of 
dimensions considered in the previous example application [6], results into an 
increase of the number of the PDEs describing the motion of the present HMS and, 
consequently, it complicates the associated calculations. With the use of the field 
equations of elasticity, an explicit form of the stress tensor involved can however still 
be evaluated analytically. It is therefore concluded that, when certain assumptions 
hold, the evolution of a three-dimensional HMS may successfully be interpreted 
through the deformation of a two-dimensional elastic solid material having variable 
elastic and material density properties. 

The successful interpretation of the evolution of HMSs through the deformation 
laws of elastic solids gives rise to further fruitful thoughts regarding the manner in 
which well known concepts and features met in classical and finite elasticity (e.g., 
anisotropy, strain energy) may be associated to HMSs and be exploited appropriately. 
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Πρόλογος  
 
 Η παρούσα διπλωµατική εργασία γίνεται στα πλαίσια του Προγράµµατος 
Μεταπτυχιακών Σπουδών «Υπολογιστική Φυσική» του τµήµατος Φυσικής του 
Αριστοτέλειου Πανεπιστήµιου Θεσσαλονίκης µε επιβλέπουσα καθηγήτρια την κ. 
Μελετλίδου Έφη και συνεπιβλέπων τον Αναπληρωτή Καθηγητή του τµήµατος 
Μαθηµατικών του Α.Π.Θ. κ. Τσακλίδη Γιώργο. 
 
 Αν υποθέσουµε ότι κάθε προσιτή δοµή ενός Οµογενούς Μαρκοβιανού 
Συστήµατος (ΟΜΣ) περιγράφεται από ένα σηµείο του χώρου n , τότε µπορούµε να 
θεωρήσουµε ότι η εξέλιξη ενός ΟΜΣ περιγράφεται από την εξέλιξη αυτών των 
σηµείων. Η θεωρία των ΟΜΣ µας λέει ότι η εξέλιξη της δοµής ενός τέτοιου 
συστήµατος δίνεται από τις διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov, από τις οποίες 
ισχύει ότι ο ρυθµός µεταβολής (η ταχύτητα) εξαρτάται από την θέση. Έτσι, έχει 
νόηµα να θεωρήσουµε ότι η κίνηση κάθε σηµείου εξαρτάται από την αλληλεπίδραση 
του µε τα γειτονικά σηµεία, οπότε να θεωρήσουµε ότι το ΟΜΣ συµπεριφέρεται ως 
ένα συνεχές µέσο. 
 Στην εργασία [6] έγινε µελέτη ενός διδιάστατου ΟΜΣ και αποδείχθηκε ότι η 
εξέλιξη ενός τέτοιου συστήµατος µπορεί να περιγραφεί ως η εξέλιξη ενός γραµµικού 
ελαστικού µέσου και συγκεκριµένα µιας ελαστικής ράβδου. Στην παρούσα εργασία 
γίνεται η µελέτη της περίπτωσης ενός τριδιάστατου ΟΜΣ και δίνεται απάντηση στο 
ερώτηµα αν µπρούµε να περιγράψουµε το παραπάνω τριδιάστατο ΟΜΣ ως γραµµικό 
ελαστικό µέσο. 
 Στο πρώτο (Α) µέρος της εργασίας παρατίθεται η εισαγωγή στην θεωρία των 
Μαρκοβιανών Συστηµάτων, στο Γραµµικό Ελαστικό Μέσο και στην επίλυση των 
διαφορικών εξισώσεων µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων ∆ιαφορών. 
 Στο δεύτερο (Β) µέρος γίνεται η µοντελοποίηση του ΟΜΣ ως ελαστικό µέσο. 
Στο πρώτο τµηµα περιγράφονται οι εξισώσεις Kolmogorov του ΟΜΣ και γίνεται µια 
γενική µελέτη των ΟΜΣ. Μελετάται η περίπτωση του τριδιάστατου ΟΜΣ στο οποίο 
εξάγουµε τις συνιστώσες του τανυστή ρυθµού παραµόρφωσης και τις συνιστώσες του 
τανυστή τάσης ενώ από την συµπεριφορά των σταθερών λ  και µ  του Lame θα 
προσπαθήσουµε να δώσουµε απάντηση στο ερώτηµα µας. Η όλη µελέτη 
παρουσιάζεται σε ένα παράδειγµα το οποίο µελετάµε αριθµητικά. 
 Στο δεύτερο τµήµα επιλύονται οι διαφορικές εξισώσεις µε την µέθοδο των 
Πεπερασµένων ∆ιαφορών. Για την επίλυση του συγκεκριµένου προβλήµατος έγινε 
ανάπτυξη ενός προγράµµατος σε γλώσσα προγραµµατισµού C++. Στο τρίτο τµήµα 
δίνονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα για τις σταθερές λ  και µ  του Lame, όπως 
επίσης και για το µέτρο ελαστικότητας (Young) και τον συντελεστή Poisson. 
 Στο τρίτο µέρος της εργασίας δίνονται τα συµπεράσµατα της παρούσης 
εργασίας. 
 
 Θα ήθελα να ευχαριστήσω την Επίκουρη Καθηγήτρια του τµήµατος Φυσικής 
κ. Μελετλίδου Έφη για την βοήθεια της στην εκπόνηση της παρούσης εργασίας. Τον 
Αναπληρωτή Καθηγητή του τµήµατος Μαθηµατικών του Α.Π.Θ. κ. Τσακλίδη Γιώργο 
για την συνεργασία του στο ερευνητικό θέµα, τις χρήσιµες και διδακτικές 
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παρατηρήσεις του για την συγγραφή γραπτών κειµένων και τον πολύτιµο χρόνο που 
διάθεσε. Τον Αναπληρωτή Καθηγητή του τµήµατος Φυσικής του Α.Π.Θ. κ. Κόκκοτα 
Κώστα για τις χρήσιµες συµβουλές του στην αριθµητική επίλυση των διαφορικών 
εξισώσεων. Τον Καθηγητή του τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών του Α.Π.Θ. κ. 
Χαραλαµπάκη Νίκο για τις παρατηρήσεις του στα αποτελέσµατα της εργασίας. Τέλος 
να ευχαριστήσω τον υπ. ∆ιδάκτορα του τµήµατος Πληροφορικής κ. Βρέττο Νίκο για 
τις συµβουλές του στην αντιµετώπιση προγραµµατιστικών προβληµάτων. 
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Α. Εισαγωγή 
   
Ι. Μαρκοβιανά Μοντέλα 
 
Ι.1 Γενικά 
 

Στο παρόν µέρος Α.Ι. της διπλωµατικής εργασίας θα παρουσιάσουµε 
συνοπτικά βασικές έννοιες και συµπεράσµατα που απαντώνται στη βιβλιογραφία 
αναφορικά µε τις στοχαστικές διαδικασίες και ειδικότερα τα µαρκοβιανά µοντέλα. 
Για τους ορισµούς και τα θεωρήµατα που θα παραθέσουµε σχετικά µε τις 
µαρκοβιανές διαδικασίες και τις µαρκοβιανές αλυσίδες παραπέµπουµε ενδεικτικά στα 
συγγράµµατα [1] και [3], ενώ για τα µαρκοβιανά συστήµατα στα [2] και [3]. 

Τα Μαρκοβιανά µοντέλα είναι στοχαστικά µοντέλα µε χαρακτηριστικό ότι 
έχουν την Μαρκοβιανή ιδιότητα. Η εξέλιξη δηλαδή του συστήµατος, εξαρτάται µόνο 
από την παρούσα κατάσταση του συστήµατος και όχι από προηγούµενες 
καταστάσεις. Μια πιο ακριβής διατύπωση της Μαρκοβιανής ιδιότητας είναι ότι όλη η 
πληροφορία για τον καθορισµό της αµέσως επόµενης (πιθανοκρατικής) κίνησης του 
µοντέλου, υπάρχει στην τρέχουσα κατάσταση του συστήµατος, και δεν απαιτείται η 
γνώση του παρελθόντος του συστήµατος. 
 Μια στοχαστική διαδικασία είναι µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών 
ορισµένων σε ένα χώρο πιθανοτήτων. Αν το πλήθος των τυχαίων µεταβλητών είναι 
αριθµήσιµο, τότε η στοχαστική διαδικασία ονοµάζεται διαδικασία σε διακριτό χρόνο 
και συµβολίζεται µε 1 2 3, , ,...X X X . Ενώ αν το πλήθος των τυχαίων µεταβλητών δεν 
είναι αριθµήσιµο, τότε ονοµάζεται διαδικασία σε συνεχή χρόνο και συµβολίζεται µε 
{ }( ) : 0X t t ≥ . 
 Ο χώρος των καταστάσεων S  της διαδικασίας είναι ο χώρος που 
δηµιουργείται από τις τιµές της tX . Έτσι, συµβολίζουµε τον χώρο καταστάσεων µιας 
στοχαστικής διαδικασίας µε διακριτές καταστάσεις, µε (0,1,2,3,...)S = , ενώ αν η 
διαδικασία παίρνει πραγµατικές τιµές έχουµε, εν γένει, ( , )S = −∞ ∞ . 

Μια  στοχαστική διαδικασία µε n  καταστάσεις καλείται µια n-διάστατη 
διαδικασία. 
 Μια στοχαστική διαδικασία καλείται Μαρκοβιανή αν ισχύει 

 { } { }1 11 1| , ,..., |
n n nt t n t n t t t nprob a X b X x X x X x prob a X b X x

− −< < = = = = < < =      

(1.1) 

για κάθε t , όπου 1 2 3 ... nt t t tt < < < < < . 
 Στην περίπτωση που έχουµε διακριτό χρόνο και διακριτό χώρο καταστάσεων 
η Μαρκοβιανή διαδικασία ονοµάζεται Μαρκοβιανή αλυσίδα και ορίζεται ως µια 
ακολουθία 0 1 2, , ,...X X X  διακεκριµένων τυχαίων µεταβλητών µε την ιδιότητα η υπό 
συνθήκη κατανοµή της 1tX +  να εξαρτάται µόνο από την τιµή της tX : 

 { } { }1 0 1| ,..., |t t t tprob X k X r X prob X k X rλ+ += = = = = = . (1.2) 
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Ι.2 Οµογενείς Μαρκοβιανές Αλυσίδες 
 
 Έστω tX  Μαρκοβιανή αλυσίδα µε (τιµές από τον) χώρο καταστάσεων 

{ }0,1, 2,3,...,S k= . 
 
Ορισµός Ι.2.1 Ως πιθανότητα µετάβασης µίας Μαρκοβιανής αλυσίδας ορίζεται η 
πιθανότητα η αλυσίδα να µεταβεί τη χρονική στιγµή t  στην κατάσταση j , δεδοµένου 
ότι την προηγούµενη χρονική στιγµή 1t − , βρισκόταν στην κατάσταση i , δηλαδή  

 { }1( ) |ij t tp t prob X j X i−= = =  (1.3) 

για , 1, 2,...,i j k= και 1,2,3,...t = . 
 
Ορισµός Ι.2.2 Ορίζουµε ως πίνακα µετάβασης της Μαρκοβιανής αλυσίδας για το 
χρονικό διάστηµα [ )1,t t−  τον πίνακα 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ... ( )
( ) ( ) ... ( )

( )
... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

k

k

k k kk

p t p t p t
p t p t p t

t

p t p t p t

 
 
 =
 
  
 

P . 

 
Ιδιότητες του Πίνακα Μετάβασης: 

1. Είναι µη αρνητικός. Όλα τα στοιχεία του είναι θετικά ή µηδέν. 
2. Το άθροισµα των γραµµών του είναι ίσο µε την µονάδα. 

 
Ο πίνακας µετάβασης περιέχει όλη την απαιτούµενη πληροφορία για τον 

προσδιορισµό της εξέλιξης µιας οµογενούς  Μαρκοβιανής αλυσίδας. Ένας πίνακας 
για τον οποίο ισχύουν οι ιδιότητες 1 και 2 ονοµάζεται στοχαστικός πίνακας. 
 
Ορισµός Ι.2.3 Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα καλείται οµογενής (homogeneous) ή 
στατική (stationary) αν η πιθανότητα µετάβασης από την µία κατάσταση στην άλλη 
είναι ανεξάρτητη του χρόνου που γίνεται η µετάβαση, δηλαδή 

 { }1|t t ijprob X j X i p−= = = , (1.4) 

για 1,2,3,...t =  . 
 
 Όταν µια Μαρκοβιανή αλυσίδα δεν είναι οµογενής, τότε ονοµάζεται µη 
οµογενής (οπότε οι πιθανότητες µετάβασης είναι συναρτήσεις του χρόνου). Στην 
οµογενή αλυσίδα έχουµε ένα µόνο πίνακα µετάβασης, ενώ στην περίπτωση της µη 
οµογενούς αλυσίδας έχουµε µια ακολουθία πινάκων µετάβασης. 
 
Ορισµός Ι.2.4 Ορίζουµε ως διάνυσµα κατάστασης µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας το 
διάνυσµα   

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) T
kt p t p t p t=p  , 
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όπου ( ), 1, 2,...,ip t i k= , η πιθανότητα η αλυσίδα να βρίσκεται στην κατάσταση i την 
χρονική στιγµή t . 
 

Το παρακάτω θεώρηµα µας δίνει τις πιθανότητες η Μαρκοβιανή αλυσίδα 
{ } 0t t

X ∞

=
να βρίσκεται στην κατάσταση j  τη χρονική στιγµή t . 

 
 
Θεώρηµα Ι.2.1 Αν P  είναι ο πίνακας µετάβασης µιας πεπερασµένης Μαρκοβιανής 
αλυσίδας, τότε ισχύει  

0
( ) ( ) ( )

k

ij il lj
l

p s t p s p t
=

+ =∑ , 

( ) ( 1) , 1,2,3,...T Tt t t= − =p p P  ,                      

οπότε 

             ( ) (0) , 1,2,3,...T T tt t= =p p P  , (1.5) 
 
όπου (0)p το διάνυσµα των πιθανοτήτων αρχικής κατάστασης. 
  

Στο παραπάνω θεώρηµα η πρώτη σχέση είναι γνωστή ως σχέση Chapman- 
Kolmogorov για τις Μαρκοβιανές αλυσίδες. 
  
 
Ι.3 Ασυµπτωτική συµπεριφορά Μαρκοβιανών αλυσίδων 
 
 Με τον όρο ασυµπτωτική συµπεριφορά εννοούµε τη µελέτη της ύπαρξης και 
τον υπολογισµό των 

lim ( ), 1,2,...,it
p t i k

→∞
= , 

ή συνοπτικά του 

lim ( )
t

t
→∞

p . 

Η εύρεση του παραπάνω ορίου γίνεται µε δύο τρόπους. Στην πρώτη περίπτωση το 
βασικό εργαλείο για την εύρεση του ορίου είναι η θεωρία πιθανοτήτων. Στην δεύτερη 
περίπτωση το όριο υπολογίζεται µε βάση τη µορφή του πίνακα  

lim t

t→∞
P , 

σύµφωνα µε την σχέση (1.5), και χρησιµοποιούµε την θεωρία πινάκων. Συγκεκριµένα 
χρησιµοποιούµε την θεωρία µη αρνητικών πινάκων και ειδικότερα το θεώρηµα 
Perron- Frobenious, µε την συνθήκη ότι ο πίνακας P  είναι ένας πίνακας στοχαστικός.  

Στην παρούσα εργασία θα εργαστούµε κύρια µε τον δεύτερο τρόπο. 

 
Ορισµός Ι.3.1  Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα καλείται αδιαχώριστη αν είναι δυνατόν 
από οποιαδήποτε κατάσταση να µεταβούµε σε οποιαδήποτε άλλη σε κάποιο αριθµό 
βηµάτων.  
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Ισχύει ότι: 
 
Θεώρηµα Ι.3.1 Αν µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε πεπερασµένο χώρο καταστάσεων 
είναι αδιαχώριστη, τότε υπάρχει το   

lim t

t→∞
=Π P  

και είναι πίνακας µε όλες τις γραµµές του ίδιες. Η κάθε γραµµή του Π  είναι ίση µε το 
στοχαστικό διάνυσµα π  τέτοιο ώστε 

T T=π π P . 
 
Ορισµός Ι.3.2 Η κατάσταση j έχει περίοδο d αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες: 

1. ( ) 0jjp n = για κάθε n εκτός αν n md= για κάποιο θετικό ακέραιο m . 
2. d είναι ο µέγιστος ακέραιος µε την ιδιότητα (1). 

 
Η κατάσταση i ονοµάζεται απεριοδική όταν 1d = . Συµβολίζουµε την περίοδο 

µιας κατάστασης i  µε ( )i dπ = . 
 
 
 
Ι.4 Μαρκοβιανές ∆ιαδικασίες 
 

Μαρκοβιανή διαδικασία ονοµάζεται µια στοχαστική διαδικασία σε συνεχή 
χρόνο, που έχει την Μαρκοβιανή ιδιότητα. Στην συνέχεια της παρούσας εργασίας ο 
χώρος των καταστάσεων θεωρείται διακριτός και πεπερασµένος.  
 

Ορισµός Ι.4.1 Μια στοχαστική διαδικασία σε συνεχή χρόνο λέµε ότι έχει την 
Μαρκοβιανή ιδιότητα αν 

 
{ } { }0 0 1 1 1 1 1 1( ) | ( ) , ( ) ,..., ( ) ( ) | ( )n n n n n n n nprob X t i X t i X t i X t i prob X t i X t i− − − −= = = = = = =

(1.6) 

για κάθε σύνολο χρονικών στιγµών 0 1 ... nt t t< < <  και 0 1, ,..., ni i i S∈ . 
 
Ο πίνακας µετάβασης µιας Μαρκοβιανής διαδικασίας είναι 

11 12 1

21 22 2

1 2

( , ) ( , ) ... ( , )
( , ) ( , ) ... ( , )

( , )
... ... ... ...
( , ) ( , ) ... ( , )

k

k

k k kk

p s t p s t p s t
p s t p s t p s t

s t

p s t p s t p s t

 
 
 =
 
  
 

P , 

όπου τα στοιχεία ( , )ijp s t  του πίνακα είναι οι πιθανότητες µετάβασης από µια 
κατάσταση i  την χρονική στιγµή s στην κατάσταση j την χρονική στιγµή t , δηλαδή 

{ }( , ) ( ) | ( )ijp s t prob X t j X s i= = = . 
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Ιδιότητες του Πίνακα Μετάβασης Μαρκοβιανής διαδικασίας: 

1. ( , ) 0ijp s t ≥ , για κάθε ,i j S∈ και 0t s≥ ≥ . 

2. ( , ) 1ij
j S

p s t
∈

=∑ , για κάθε i S∈ και 0t s≥ ≥ . 

3. lim ( , )ij ijt s
p s t δ

→
= , για κάθε [ ]0,s∈ ∞ και ,i j S∈ . 

 
Ορισµός Ι.4.2: Μια Μαρκοβιανή διαδικασία { } [ )0

( ) , 0,
t

X t t
≥

∈ ∞ , ονοµάζεται 
οµογενής, αν για κάθε ,i j S∈  οι πιθανότητες µετάβασης 

{ }( , ) ( ) | ( )ijp t t h prob X t h j X t i+ = + = =  

είναι ανεξάρτητες του χρόνου t . 
 
Θεώρηµα Ι.4.1 Έστω { } 0

( )
t

X t
≥

 µια οµογενής Μαρκοβιανή διαδικασία µε 
πιθανότητες µετάβασης ( )ijp t . Για κάθε ,i j S∈  οι πιθανότητες µετάβασης 

( )ijp t είναι οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις του t . 
 

Όπως  προαναφέραµε, ο πίνακας µετάβασης P  και οι  πιθανότητες αρχικής 
κατάστασης παρέχουν την βασική, επαρκή πληροφορία για τον χαρακτηρισµό µιας 
Μαρκοβιανής αλυσίδας. Στις Μαρκοβιανές διαδικασίες σε συνεχή χρόνο η κίνηση 
από κατάσταση σε κατάσταση µπορεί να γίνει σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή. Έτσι 
δεν µπορούµε να αναφερόµαστε απλά σε πίνακα µετάβασης, όπως στις Μαρκοβιανές 
αλυσίδες, αλλά πρέπει να αναφερόµαστε στην τάση να γίνουν µεταβάσεις. 
Χρειαζόµαστε λοιπόν τις παραγώγους των πιθανοτήτων ( )ijp t . 
 
Θεώρηµα Ι.4.2 Έστω { } 0

( )
t

X t
≥

 µια οµογενής Μαρκοβιανή διαδικασία µε 
πιθανότητες µετάβασης ( )ijp t , ,i j S∈ . Τότε υπάρχει η από δεξιά παράγωγος στο 0 
της συνάρτησης ( )iip t  µε τη µορφή 

[ ]
0

( ) 1
lim ii

iit

p t
q

t+→

−
= , 

όπου  0 iiq≤ ≤ ∞ . 
 
Θεώρηµα Ι.4.3 Έστω { } 0

( )
t

X t
≥

 µια οµογενής Μαρκοβιανή διαδικασία µε 
πιθανότητες µετάβασης ( )ijp t , ,i j S∈ . Τότε υπάρχει η από δεξιά παράγωγος στο 0 
της συνάρτησης ( )ijp t , δηλαδή υπάρχει το 

0

( )
lim ij

ijt

p t
q

t+→

   = , 

όπου το ijq  είναι πεπερασµένο. 
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Οι ποσότητες ijq είναι µη αρνητικές και παίρνουν τιµές όχι κατ’ ανάγκη 
µεταξύ 0 και 1. Οι ποσότητες αυτές ονοµάζονται τάσεις µετάβασης, αφού η 

ijq πολλαπλασιασµένη µε ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα t∆  δίνει προσεγγιστικά 
την πιθανότητα µετάβασης από την κατάσταση i  στην κατάσταση j  στο παραπάνω 
χρονικό διάστηµα. Ισχύει, δηλαδή, 

 { }( ) | ( ) ( )ijprob X t t j X t i q t O t+ ∆ = = = ∆ + ∆ . (1.7) 

Από την σχέση (1.7) και λόγω της Μαρκοβιανής ιδιότητας προκύπτει ότι η 
µετάβαση από µια κατάσταση i σε µια κατάσταση j ακολουθεί την διαδικασία 
Poisson µε παράµετρο ijq . 
 Η ποσότητα iiq− εκφράζει την τάση εξόδου από την κατάσταση i . Παίρνει 
τιµές µη αρνητικές, ενώ για ένα µικρό χρονικό διάστηµα t∆  ακολουθεί και αυτή 
διαδικασία Poisson µε παράµετρο iiq− , δηλαδή 

 { }( ) | ( ) ( )iiprob X t t j X t i q t O t+ ∆ ≠ = = − ∆ + ∆ . (1.8) 

 
Ορισµός Ι.4.3 Ορίζουµε ως πίνακα των τάσεων µετάβασης της Μαρκοβιανής 
διαδικασίας τον πίνακα 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

k

k

k k kk

q q q
q q q

q q q

 
 
 =
 
  
 

Q , 

µε στοιχεία ijq για τα οποία αποδυκνείεται ότι: 

0, 0ii ijq q≤ ≥  για i j≠  

και 0ij
j S

q
∈

=∑  για όλα τα i S∈ . 

 
Ο πίνακας των τάσεων µετάβασης είναι ανάλογος του πίνακα µετάβασης  P  

µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας µε την έννοια ότι δίνει όλη την επαρκή πληροφορία για 
την επίλυση βασικών προβληµάτων σε µια Μαρκοβιανή διαδικασία. 
 
Ορισµός Ι.4.4 Προς τα εµπρός διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov ονοµάζουµε 
τις διαφορικές εξισώσεις 

( , ) ( , )s t s t
t
∂

=
∂

P P Q  για κάθε 0t s> > , 

ενώ για οµογενή Μαρκοβιανή διαδικασία γίνονται 

 ( ) ( )t t
t
∂

=
∂

P P Q  για κάθε 0t > . 

 
Ορισµός Ι.4.5 Προς τα πίσω διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov ονοµάζουµε τις 
διαφορικές εξισώσεις 
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( , ) ( , )s t s t
s
∂

= −
∂

P QP  για κάθε 0t s> > , 

ενώ για οµογενή Μαρκοβιανή διαδικασία γίνεται 

 ( ) ( )t t
s
∂

= −
∂

P QP  για κάθε 0t > . 

 
Αν µια λύση ικανοποιεί την σχέση 

( , ) 1ij
j

p s t =∑ , 

τότε είναι η µοναδική λύση που ικανοποιεί συγχρόνως τις προς τα εµπρός και προς τα 
πίσω διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov. 
 
Θεώρηµα Ι.4.4 Αν ένας k k×  πίνακας Q έχει στοιχεία 0ijq ≥ για i j≠ , και ισχύει 

=Q1 0 , 
δηλαδή το άθροισµα των γραµµών του πίνακα Q  είναι ίσο µε το µηδέν, τότε οι 
ιδιοτιµές του πίνακα Q  έχουν µη-θετικό πραγµατικό µέρος. 
 
Θεώρηµα Ι.4.5 Ο πίνακας Q  των τάσεων µιας Μαρκοβιανής διαδικασίας είναι ένας 
ιδιάζων πίνακας, δηλαδή το 0 είναι ιδιοτιµή του Q . 
 

Η ιδιότητα µετά από ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα η πιθανότητα η αλυσίδα 
να βρίσκεται σε µια κατάσταση να είναι ανεξάρτητη από την αρχική κατάσταση, 
εκφράζεται µε τον όρο εργοδικότητα. 
 
Ορισµός Ι.4.6 Μια Μαρκοβιανή διαδικασία είναι εργοδική αν υπάρχει ένα σύνολο 
από πιθανότητες { }j j S

π
∈
τέτοιες ώστε 0jπ ≥ , για κάθε j S∈ , 1j

j S

π
∈

=∑ , και για κάθε 

i S∈ και 0s ≥ ισχύει 

lim ( , )ij jt
p s t π

→∞
= . 

 
Ορισµός Ι.4.7 Ονοµάζουµε έναν πίνακα ευσταθή αν έχει όλες τις γραµµές του ίδιες. 
 
Ορισµός Ι.4.8 Μια Μαρκοβιανή διαδικασία καλείται αδιαχώριστη αν για κάθε 
,i j S∈ και 0s ≥  υπάρχουν 1t s≥ και 2t s≥ τέτοια ώστε 1( , ) 0ijp s t >  και 

2( , ) 0jip s t > . 
 
Θεώρηµα Ι.4.6 Έστω Μαρκοβιανή διαδικασία { } 0t t

X
≥

 µε πίνακα τάσεων Q , όπου 

q< < ∞Q . Αν η { } 0t t
X

≥
 είναι µια αδιαχώριστη διαδικασία, τότε είναι εργοδική αν 

και µόνο αν υπάρχει ένα διάνυσµα { }j j S
π

∈
=π  τέτοιο ώστε 0jπ ≥ , 1j

j S

π
∈

=∑ , και 

επιπλέον 
T T=π Q 0 . 
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Ι.5 Οµογενή Μαρκοβιανά Συστήµατα (ΟΜΣ) διακριτού χρόνου 
 

Έστω ένα σύστηµα του οποίου γνωρίζουµε το συνολικό αριθµό των µελών 
του σε κάθε χρονική στιγµή 0,1,2,...t =  και επίσης τα µέλη του ταξινοµούνται σε 
k καταστάσεις σύµφωνα µε κάποιο χαρακτηριστικό τους. Ο αριθµός των µελών 
µπορεί να είναι σταθερός, ή να δίνεται σαν µια ακολουθία µέσα στο χρόνο ή να είναι 
µια πρόβλεψη µιας γνωστής στοχαστικής διαδικασίας. Το χρόνο θα τον θεωρήσουµε 
προς το παρόν διακριτό, ενώ η θεώρηση µπορεί να επεκταθεί και σε συνεχή χρόνο. 
 Το κεντρικό πρόβληµα της θεωρίας των οµογενών Μαρκοβιανών συστηµάτων 
(ΟΜΣ) είναι ο προσδιορισµός της πληθυσµιακής δοµής του συστήµατος σε κάθε 
χρονική στιγµή. 
 Έστω ο χώρος των καταστάσεων { }1, 2,...,S k= . Κάθε µέλος του συστήµατος 
µπορεί να ανήκει σε µια µόνο κατάσταση. 
 Έστω: 

( )iN t : ο αναµενόµενος αριθµός των µελών του συστήµατος στην κατάσταση i την 
χρονική στιγµή t . 

ijp : η πιθανότητα µετάβασης ενός µέλους από µια κατάσταση i σε µία κατάσταση 
j σε κάθε χρονικό διάστηµα. 

oip : η πιθανότητα ένα νεοεισερχόµενο µέλος να πάει στην κατάσταση i  σε κάθε 
χρονικό διάστηµα. Αν δεν υπάρχει είσοδος νέων µελών τότε 0oip = . 

, 1i kp + : η πιθανότητα ένα µέλος που βρίσκεται στην κατάσταση i  να εγκαταλείψει το 
σύστηµα σε κάθε χρονικό διάστηµα. Αν το σύστηµα είναι κλειστό τότε , 1 0i kp + = . 

( )T t∆ : η διαφορά µεγέθους του συστήµατος στο διάστηµα [ )1,t t− , 
( ) ( ) ( 1)T t T t T t∆ = − − . Τα νέα µέλη εισέρχονται όλα στο τέλος κάθε διαστήµατος 

[ )1,t t− . 

1( )kN t+ : ο αναµενόµενος αριθµός των µελών που αποχωρούν από το σύστηµα στο 
ίδιο διάστηµα. 

 
Ορίζουµε: 

 Τον k k× πίνακα P  µε στοιχεία τις πιθανότητες µετάβασης ijp . Ο πίνακας P  
είναι γενικά υποστοχαστικός, αφού είναι , 1 0i kp + ≥ , οπότε 

1 2 ... 1i i ikp p p+ + + ≤ . 

 Το διάνυσµα πιθανοτήτων εισόδου 

[ ]01 02 0, ,..., kp p p=0p , 

       το οποίο είναι στοχαστικό.  
 Το διάνυσµα πιθανοτήτων απώλειας 

1, 1 2, 1 , 1, ,...,k k k kp p p+ + + =  k+1p . 
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Η πληθυσµιακή δοµή του συστήµατος σε κάθε χρονική στιγµή δίνεται από το 
διάνυσµα 

[ ]1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) T
kt N t N t N t=N . 

Η γνώση των , ,0 k+1P p p  και { } 0
( )

t
T t ∞

=
 παρέχει επαρκή πληροφορία για να 

µελετήσουµε την εξέλιξη ενός ΟΜΣ. 
 
 
Ορισµός Ι.5.1 Ορίζουµε τον πίνακα των πιθανοτήτων της συνολικής µετάβασης ενός 
µέλους από την κατάσταση i στην κατάσταση j  ως 

( )'' ijp=P  ,i j S∈ , 

όπου 
'

1ij ij ik ojp p p p+= + . 
 

Μία χαρακτηριστική περίπτωση για τον πίνακα 'P  είναι να ισχύει 1 0ikp + =  
και 0ojp =  για κάθε ,i j S∈ . Για την περίπτωση αυτή δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 
 
Ορισµός Ι.5.2 Ένα ΟΜΣ σε συνεχή ή διακριτό χρόνο καλείται κλειστό αν δεν έχει 
είσοδο ή έξοδο. 
 

Ο πίνακας 'P  (ορισµός Ι.5.1) είναι στοχαστικός και ορίζει µονοσήµαντα µια 
Μαρκοβιανή αλυσίδα την οποία ονοµάζουµε ενσωµατωµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα. 
 Ονοµάζουµε ΟΜΣ σε διακριτό χρόνο ένα σύστηµα ή ένα φυσικό φαινόµενο 
που µπορεί να περιγραφεί µε τα παραπάνω βασικά χαρακτηριστικά. 

Η πλυθησµιακή δοµή ενός Μαρκοβιανού συστήµατος την χρονική στιγµή t  
δίνεται από την εξίσωση 

 { }( ) ( 1) ( ) ( 1) ' ( )t t T t t T t= − + + ∆ = − + ∆'
k+1 0 0 0N N P p p p N P p , (1.9) 

ενώ για την µελέτη της ασυµπτωτικής συµπεριφοράς χρησιµοποιούµε την σχέση, που 
προκύπτει από την (1.8), 

 
1

1

0

( ) (0)( ') ( )( ')
t

tt T t τ

τ

τ
−

−

=

= + ∆ −∑0N N P p P . (1.10) 

Ιδιαίιτερο ενδιαφέρον έχει η µελέτη της συµπεριφοράς της πληθυσµιακής 
δοµής ( )tN  για t →∞ . Αν υπάρχει ασυµπτωτικά µια πληθυσµιακή δοµή ( )∞N  στην 
οποία συγκλίνει το σύστηµα, τότε λέµε ότι το σύστηµα έχει  στατική κατανοµή 
(stationary distribution). 
 Αν η ενσωµατωµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι αδιαχώριστη, απεριοδική, µε 
πεπερασµένο χώρο καταστάσεων, τότε ισχύει 

*lim( ') ( ')t

t→∞
=P P , 

όπου ο *( ')P είναι ένας πίνακας του οποίου όλες οι γραµµές είναι ίδιες και η γραµµή 
του *( ')p ικανοποιεί την σχέση 
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* * *( ') ( ') ( ')=p P p . 

 
Θεώρηµα Ι.5.1 Έστω ένα ΟΜΣ και έστω ότι η ενσωµατωµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα 
είναι αδιαχώριστη, απεριοδική, µε πεπερασµένο χώρο καταστάσεων. Αν επιπλέον 
ισχύει 

{ }lim ( ) , ( ) ( 1)
t

T t T T t T t
→∞

= ≥ − , 

τότε υπάρχει η ασυµπτωτική πληθυσµιακή δοµή ( )∞N  και ισχύει 
*( ) ( ')T∞ =N p . 

 

Ορισµός Ι.5.3 Το στοχαστικό διάνυσµα 

( )( )
( )
tt

T t
=

Nq  

ονοµάζεται σχετική πληθυσµιακή δοµή του συστήµατος. 
 
    Είναι φανερό ότι η σχετική πληθυσµιακή δοµή εκφράζει την πιθανότητα ένα µέλος 
του συστήµατος να βρίσκεται στον χρόνο t  σε µια από τις k  καταστάσεις του 
συστήµατος. 
 
Θεώρηµα Ι.5.2 Έστω ένα ΟΜΣ και έστω ότι η ενσωµατωµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα 
είναι αδιαχώριστη, απεριοδική, µε πεπερασµένο χώρο καταστάσεων. Αν επιπλέον 
ισχύει  

{ }( )lim 0, ( ) ( 1)
( )t

T t T t T t
T t→∞

∆
= ≥ − , 

τότε υπάρχει η ασυµπτωτική σχετική πληθυσµιακή δοµή ( )∞q  και είναι 
*( ) ( ')∞ =q p . 

 

 

I.6 Οµογενή Μαρκοβιανά Συστήµατα σε συνεχή χρόνο  
 

Η επέκταση των οµογενών Μαρκοβιανών συστηµάτων σε συνεχή χρόνο 
γίνεται κατά φυσικό τρόπο µε βάση τα οµογενή Μαρκοβιανά συστήµατα διακριτού 
χρόνου, θεωρώντας ότι οι µεταβάσεις µπορούν να γίνουν σε απειροελάχιστα µικρά 
χρονικά διαστήµατα. Τότε  βασικός πίνακας πληροφορίας της εξέλιξης του 
συστήµατος καθίσταται ο πίνακας τάσεων Q  των πιθανοτήτων µετάβασης, όπως τον 
ορίσαµε στις Μαρκοβιανές διαδικασίες (ορισµός Ι.4.3). 

Είναι φανερό ότι η εξέλιξη του ΟΜΣ καθορίζεται από την Μαρκοβιανή 
αλυσίδα η οποία ορίζεται µε βάση τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης ( , )s tP  (βλ. 
παράγραφο Ι.4). Η αλυσίδα αυτή καλείται  ενσωµατωµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα του 
ΟΜΣ συνεχούς χρόνου.  Έτσι η εξέλιξη της δοµής του συστήµατος δίνεται από τις 
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διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov. Στην συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε τις προς 
τα εµπρός διαφορικές εξισώσεις του Kolmogorov, δηλαδή  

 ( ) ( )t t
t
∂

=
∂

P P Q , (1.11) 

 
 (ορισµός Ι.4.4). 
 Το διάνυσµα  κατάστασης ( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) T

kt p t p t p t=p  της ενσωµατωµένης 
Μαρκοβιανής αλυσίδας ικανοποιεί την εξίσωση 

( ) (0) (0, )T Tt t=p p P , 

όπου ο πίνακας (0, )tP υπολογίζεται από την επίλυση της (1.11). Έτσι, είναι 

(0, ) tt e= QP , 

οπότε 

 ( ) (0)T T tt e= Qp p . (1.12) 
 
 Στην τελευταία εξίσωση το διάνυσµα ( )1 2(0) (0), (0),..., (0) T

kp p p=p  δίνει τις 
πιθανότητες η αρχική κατάσταση της ενσωµατωµένης Μαρκοβιανής αλυσίδας να 
είναι η i , 1, 2,...,i k= , και το διάνυσµα ( )tp  τις πιθανότητες η αλυσίδα να βρίσκεται 
στις διάφορες  καταστάσεις i  την χρονική στιγµή t .  

Είναι προφανές ότι κάθε κλειστό ΟΜΣ έχει σταθερό µέγεθος. Στην περίπτωση 
αυτή αν θεωρήσουµε το διάνυσµα της σχετικής πληθυσµιακής δοµής του ΟΜΣ 

( )( ) , 0tt t
T

= ≥
Np , 

τότε το (0)p  της ενσωµατωµένης Μαρκοβιανής αλυσίδας του ΟΜΣ παριστά, 
συγχρόνως, την αρχική σχετική πληθυσµιακή δοµή του συστήµατος, και αντίστοιχα 
το ( ) (0)T T tt e= Qp p  παριστά την σχετική πληθυσµιακή δοµή του σύστηµατος την 
χρονική στιγµή t . Κατά συνέπεια η µελέτη της εξέλιξης της σχετικής πληθυσµιακής 
δοµής ενός κλειστού ΟΜΣ γίνεται µέσω της µελέτης της εξίσωσης (1.12), και 
εξαρτάται από την µορφή του πίνακα Q .  
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ΙΙ. Γραµµικό Ελαστικό Σώµα 
 
ΙΙ.1 Στοιχεία από τον τανυστικό λογισµό 
 
 Ένα σύστηµα καµπυλόγραµµων συντεταγµένων iu  στον 

3  ορίζεται ως προς 
κάποιο ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστηµα ix , µε τρεις σχέσεις της µορφής 

 1 2 3( , , ) , 1, 2,3i ix x u u u i= = . (2.1) 

Αν ισχύει ότι 

1 2 3
1 2 3

( , , ) 0
( , , )
x x x
u u u

∂
≠

∂
, 

τότε οι σχέσεις (2.1) αντιστρέφονται και δίνουν 
 1 2 3( , , )i iu u x x x= . (2.2) 
 
Ορισµός ΙΙ.1.1 Ορίζουµε τα τρία γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα 
  

 
, , 1, 2,3j

i ji i

x
i j

u u
∂∂

= = =
∂ ∂

rE e ,‡
 (2.3) 

 
τα οποία ονοµάζονται διανύσµατα βάσης στο σύστηµα iu  και είναι εφαπτόµενα στις 
συντεταγµένες γραµµές iu . Η βάση ( 1, 2,3)i i =E  ονοµάζεται βάση του συστήµατος 
συντεταγµένων iu  και είναι διαφορετική σε κάθε σηµείο του χώρου. 
 
Ορισµός ΙΙ.1.2 Ορίζουµε τα  γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα 

 , , 1, 2,3
i

i i
j

j

ugradu i j
x
∂

= = =
∂

E e , (2.4) 

τα οποία είναι κάθετα στις συντεταγµένες επιφάνειες στο σηµείο r . Η βάση 
( 1, 2,3)i i =E  ονοµάζεται αντίστροφη φυσική βάση του συστήµατος iu .  

 
 
 Για το ορθογώνιο καµπυλόγραµµο σύστηµα συντεταγµένων ισχύει ότι τα 
διανύσµατα της φυσικής βάσης iE  είναι παράλληλα προς τα διανύσµατα της 
αντίστροφης βάσης iE  αφού ισχύει 

1 ,
0,

n n
n ni

m j i mm m
j

n mxu u
n mx u u

δ
=∂∂ ∂

⋅ = ⋅ = = =  ≠∂ ∂ ∂ 
E E e e . 

                                                 
‡ Ο δείκτης που εµφανίζεται δύο φορές  ονοµάζεται βωβός δείκτης και δηλώνει άθροιση για τις τιµές 
του 1, 2,3j = . 
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Γενικά οι δύο αυτές βάσεις δεν ταυτίζονται. 
 Στην ειδική περίπτωση του ορθογώνιου Καρτεσιανού συστήµατος ix  τα 
διανύσµατα της φυσικής βάσης είναι 

i i
ix

∂
= =
∂

rΕ e , 

και τα διανύσµατα της αντίστροφης φυσικής βάσης είναι 
i

i igrad x= =E e . 

 

Ορισµός ΙΙ.1.3 Ορίζουµε σε ένα τυχόν σηµείο, παράλληλα µε τις βάσεις iE  και iE , 
ενός ορθογώνιου συστήµατος καµπυλόγραµµων συντεταγµένων µια νέα 
ορθοκανονική βάση µε διανύσµατα 

                                                          * , 1, 2,3
i

i
i i

i

i= = =
E Ee
E E

.                                     

(2.5) 
 Ένα διάνυσµα A  εκφράζεται συναρτήσει της βάσης *

ie  µε τη µορφή 
* *
i iA=A e .

 

Τα *
iA  έχουν τις ίδιες διαστάσεις µε το A και ονοµάζονται φυσικές συνιστώσες του 

A . 
 
 Ένα διάνυσµα  A  µπορεί να γραφεί σαν γραµµικώς συνδυασµός των 
διανυσµάτων iE  και iE , δηλάδή 

1 2 3
1 2 3A A A= + +A E E E , 

    ή 
 

1 2 3
1 2 3A A A= + +A E E E . 

 
Ορισµός ΙΙ.1.4 Ανταλλοίωτα ονοµάζονται τα µεγέθη τα οποία κατά τη µετάβαση 
τους από ένα σύστηµα σε ένα άλλο µετασχηµατίζονται µε σχέσεις της µορφής 

( )'

'( )
i

i j
j

u
A A

u
∂

=
∂

 (για βαθµωτά µεγέθη), 

'
' ( )( )

i
i j

j

u
u

∂
=

∂
E E  (για διανυσµατικά µεγέθη). 

 
 Τον ανταλλοίωτο χαρακτήρα ενός µεγέθους τον δηλώνουµε χρησιµοποιώντας 
ένα πάνω δείκτη. 
 
Ορισµός ΙΙ.1.5 Συναλλοίωτα ονοµάζονται τα µεγέθη τα οποία κατά τη µετάβαση 
τους από ένα σύστηµα σε ένα άλλο µετασχηµατίζονται µε σχέσεις της µορφής 

'
'( )

( )

j

i ji

uA A
u
∂

=
∂

 (για βαθµωτά µεγέθη), 
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'
'( )

( )

j

i ji

u
u
∂

=
∂

E E  (για διανυσµατικά µεγέθη). 

 Το συναλλοίωτο χαρακτήρα ενός µεγέθους τον δηλώνουµε χρησιµοποιώντας 
ένα κάτω δείκτη. 

Ορισµός ΙΙ.1.6 Ορίζουµε τον Τανυστή δεύτερης τάξης Τ ως το διπλό άθροισµα 

 ij
i jT=T E E , (2.6) 

όπου τα ijT είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων θέσεως 
1 2 3( , , )ij ijT T u u u= , 

και ονοµάζονται ανταλλοίωτες συνιστώσες του τανυστή. 

 
 Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες µετασχηµατίζονται, κατά την αλλαγή 
συστήµατος συντεταγµένων, σύµφωνα µε τη σχέση 

 ( ) ( ) ( )' '
'

, 1, 2,3
i j

ij mn
m n

u u
T T i

u u
∂ ∂

= =
∂ ∂

. (2.7) 

 Τα δυαδικά γινόµενα ( , 1, 2,3)i j i j =E E  ορίζονται σε κάθε σηµείο του χώρου 
και αποτελούν µια βάση σε ένα διανυσµατικό χώρο εννέα διαστάσεων. 
 
Ιδιότητες δυαδικών γινοµένων 
 

1. Είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Ισχύει η ιδιότητα 

( )i j k i j i ka b a b+ = +E E E E E E E . 

2. ∆εν  ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα 

( )i j j i i j≠ ≠E E E E . 

3. Σε ένα τυχόν σηµείο του χώρου εξαρτώνται από το σύστηµα συντεταγµένων. 
Ισχύει ο µετασχηµατισµός 

 ' '
' '( ) ( )

( ) ( )

m n

i j m ni j

u u
u u
∂ ∂

=
∂ ∂

E E E E . (2.8) 

 Μπορούµε µε ανάλογο τρόπο να ορίσουµε τα δυαδικά γινόµενα για την 
ανταλλοίωτη βάση 

( , 1, 2,3)i j i j =E E , 
και τα µικτά γινόµενα 

i
jE E  και ( , 1, 2,3)j

i i j =E E . 
 Τα παραπάνω δυαδικά γινόµενα µετασχηµατίζονται ως συναλλοίωτα και 
ανταλλοίωτα µεγέθη ως προς κάθε δείκτη χωριστά ανάλογα µε τη θέση του δείκτη. 
 
 Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες ενός τανυστή Τ αναφέρονται στην ανάλυσή του 
ως προς τη βάση των δυαδικών γινοµένων των συναλλοίωτων διανυσµάτων βάσης. 
Μπορούµε στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων να χρησιµοποιήσουµε ως βάσεις, για 
την ανάλυση του Τ τα ανταλλοίωτα και τα µικτά γινόµενα όποτε έχουµε τις 
ισοδύναµες εκφράσεις 
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 ij i j i j j i
i j ij j i i jT T T T= = = =T E E E E E E E E . (2.9) 

 Ανάλογα µε τις θέσεις των δεικτών έχουµε τις συναλλοίωτες, ανταλλοίωτες 
και µικτές συνιστώσες του τανυστή. 
 Μπορούµε να γενικεύσουµε τον ορισµό του τανυστή δεύτερης τάξης σε 
τανυστές ανώτερης τάξης. Έτσι µπορούµε να πούµε πως το βαθµωτό µέγεθος είναι 
ένας τανυστής µηδενικής τάξης ενώ το διάνυσµα ένας τανυστής πρώτης τάξης. 
 
Πράξεις µε τανυστές: 
 

1. Ως άθροισµα των τανυστών ijA και ijB  ορίζουµε τον τανυστή 
ij ij ijC A B= + . 

∆εν νοείται οι πρόσθεση ανταλλοίωτων και συναλλοίωτων συνιστωσών αφού 
αυτές αναφέρονται σε διαφορετικούς διανυσµατικούς χώρους. 

2. Ως γινόµενο ενός τανυστή ijA  µε ένα βαθµωτό µέγεθος λ ορίζεται ο 
τανυστής 

ijAλ . 

3. ∆ύο τανυστές µπορούν να πολλαπλασιαστούν εξωτερικά οπότε και δίνουν 
ένα τανυστή τάξης ίσης µε το άθροισµα των τάξεων των δύο τανυστών 

ijl ij l
km k mC A B= . 

Παρατήρηση: δεν µπορεί κάθε τανυστής κάποιας υψηλής τάξης να γραφεί ως γινόµενο 
δύο τανυστών χαµηλότερης τάξης. 

4. Ο πολλαπλασιασµός δύο τανυστικών µεγεθών µε ταυτόχρονη άθροιση ως 
προς ένα ή περισσότερους δείκτες δηµιουργεί ένα νέο τανυστικό µέγεθος 
τάξης µικρότερης κατά δύο. Η πράξη αυτή καλείται συστολή και γίνεται 
πάντα για ένα πάνω και ένα κάτω δείκτη. Έτσι για παράδειγµα αν στο 
γινόµενο  

ijl ij l
km k mC A B= , 

              θέσουµε j m=  θα έχουµε τον τανυστή 3ης τάξης 
ij im l
k k mC A B= . 

 

Πρόταση ΙΙ.1.1 Αν για τυχόντα τανυστή mnB  ο πολλαπλασιασµός µε συστολή  

( , , . ) mn
ijC i j m n B A= , 

είναι τανυστής, τότε και το ( , , . )C i j m n  είναι επίσης τανυστής (Νόµος-Πηλίκο). 

 

Ορισµός ΙΙ.1.7 Συµµετρικός τανυστής ονοµάζεται ο τανυστής για τον οποίο ισχύει 
ij jiA A= . 
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Ορισµός ΙΙ.1.8 Αντισυµµετρικός τανυστής ονοµάζεται ο τανυστής για τον οποίο 
ισχύει 

ij jiA A= −  
 

Θεώρηµα ΙΙ.1.1 Κάθε τανυστής 2ης τάξης µπορεί να εκφραστεί σαν συνδυασµός ενός 
συµµετρικού και ενός αντισυµµετρικού τανυστή 2ης τάξης. 

 

Ορισµός ΙΙ.1.9 Γραµµικό στοιχείο ds  ονοµάζουµε την απειροστή απόσταση µεταξύ 
δύο σηµείων 1 2 3( , , )M u u u και ' 1 1 2 2 3 3( , , )M u du u du u du+ + +  και δίνεται από τη 
σχέση 

 2 i j
ijds g du du= . (2.10) 

 

Ορισµός ΙΙ.1.10 Μετρικός τανυστής ονοµάζεται ο τανυστής µε στοιχεία 

 ij i jg = ⋅E E . (2.11) 
 

 

 Μπορούµε να συσχετίσουµε ανταλλοίωτα και συναλλοίωτα µεγέθη µε τη 
βοήθεια του µετρικού τανυστή, µέσω τον τύπων 

,

.

j
i ij

i ij
j

g

g

=

=

E E

E E  

Ενώ ισχύει 

.ij ik je
keT g g T=  

 

ΙΙ.2  Κινηµατική του παραµορφώσιµου σώµατος. 
 

 Ως συνεχές µέσο θεωρούµε ένα σύνολο σωµατιδίων συνεχώς κατανεµηµένων. 
Η µελέτη της κίνησης ενός συνεχούς µέσου µπορεί να γίνει µε δύο µεθόδους: 

1. Με τη µέθοδο του Lagrange (σωµατιδιακή περιγραφή) κατα την οποία ο 
παρατηρητής παρακολουθεί την κίνηση ενός ορισµένου σωµατιδίου και 
περιγράφει τις µεταβολές των ιδιοτήτων του καθώς αυτό κινείται µέσα στο 
πεδίο ροής. 

2. Με τη µέθοδο του Euler (χωρική περιγραφή) κατά την οποία ο παρατηρητής 
εστιάζει την προσοχή του σε µία ορισµένη περιοχή του χώρου σταθερού 
όγκου και εξετάζει τις µεταβολές των ιδιοτήτων του µέσου στην περιοχή 
αυτή. 
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Για την περιγραφή της κίνησης ενός συνεχούς µέσου πρέπει να καθορίσουµε 
την αρχική θέση κάθε σηµείου του µέσου. Οι συντεταγµένες 1 2,ξ ξ  και 3ξ της 
αρχικής θέσης του σωµατιδίου ονοµάζονται υλικές συντεταγµένες και το διάνυσµα 
θέσης  

1 2 3
0 1 2 3ξ ξ ξ= + +R e e e  

ονοµάζεται υλικό διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου. Το υλικό διάνυσµα θέσης 
καθορίζει µονοσήµαντα ένα σωµατίδιο του συνεχούς µέσου. 

 Η θέση ενός σωµατιδίου σε κάποια δεδοµένη χρονική στιγµή δίνεται από τις 
χωρικές συντεταγµένες 1 2,x x και 3x ενώ το διάνυσµα της θέσης  

1 1 2 2 3 3x x x= + +R e e e  

ονοµάζεται χωρικό διάνυσµα θέσης. Το χωρικό διάνυσµα θέσης έχει να κάνει µε µία 
συγκεκριµένη θέση του συνεχούς µέσου. 

 Η µεταβολή ενός µεγέθους Θ δίνεται µε βοήθεια της παραγώγου 

d grad
dt t
Θ ∂Θ
= + Θ
∂

u  

όπου  

d
dt
Θ :  Ο ολικός ρυθµός µεταβολής του µεγέθους Θ ως προς έναν παρατηρητή ο 

οποίος  

          κινείται µε το συνεχές µέσο. 

t
∂Θ
∂

:  Ο τοπικός ρυθµός µεταβολής του µεγέθους Θ ως προς έναν παρατηρητή ο 

οποίος 

          παραµένει ακίνητος στο χώρο. 

gradΘu :  Ο ρυθµός µεταβολής της µεταβλητής Θ λόγω της κίνησης του συνεχούς 
µέσου. 

 

 Μπορούµε να περιγράψουµε την κίνηση ενός συνεχούς µέσου µαθηµατικά µε 
έναν από τους παρακάτω τρόπους: 

1. Με τις τρεις σχέσεις 
1 2 3( , , , ) ( 1, 2,3)i ix x t iξ ξ ξ= = , 

                   για κάθε σωµατίδιο 1 2 3
0 , , ,t ξ ξ ξ  του συνεχούς µέσου. 

2. Με τις τρεις σχέσεις 
1 2 3( , , , ) ( 1, 2,3)i iu u t iξ ξ ξ= = , 

                   για κάθε σωµατίδιο 1 2 3
0 , , ,t ξ ξ ξ  του συνεχούς µέσου. 

3. Με το πεδίο ταχυτήτων 
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1 2 3( , , , ) ( 1, 2,3)i iu u x x x t i= = . 

  

Αν είναι γνωστό το πεδίο ταχυτήτων ενός συνεχούς µέσου, ως προς το 
σύστηµα του παρατηρητή, συναρτήσει των µεταβλητών του Euler 

1 1 2 2 3 3u u u= + +u e e e , 

όπου 

1 2 3( , , , ) ( 1, 2,3)i iu u x x x t i= = , 

τότε η επιτάχυνση a ενός σωµατιδίου δίνεται από την ολική παράγωγο του 
διανύσµατος u , δηλαδή 

( )grad
t

∂
= +
∂
ua u u , 

όπου gradu ο Καρτεσιανός τανυστής 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

u u u
x x x
u u ugrad
x x x
u u u
x x x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 

u . 

 

Ορισµός ΙΙ.2.1 Συνοδεύον σύστηµα ονοµάζεται το σύστηµα συντεταγµένων iξ  το 
οποίο µεταβάλλεται µαζί µε το συνεχές µέσο, έτσι ώστε οι συντεταγµένες του 
τυχόντος σηµείου του συνεχούς µέσου να µη µεταβάλλονται. 

 

 Ορισµός ΙΙ.2.2 Ονοµάζουµε τανυστή παραµόρφωσης ένα τανυστή µε συνιστώσες 

                                                  '1 ( ) ( , 1, 2,3)
2ij ij ijg g i j= − =E .                        (2.12) 

Παρατήρηση: Θεωρούµε τον τανυστή παραµόρφωσης Καρτεσιανό αφού αναφέρεται 
στο συνοδεύον σύστηµα στην αρχική κατάσταση το οποίο είναι ορθογώνιο Καρτεσιανό 
σύστηµα. Οι συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης θα µπορούσαν να θεωρηθούν και 
συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης στο σύστηµα ix αφού στην χρονική στιγµή 

0t ταυτίζεται µε το συνοδεύον σύστηµα. 

 

Ιδιότητες τανυστή παραµόρφωσης: 
1. Ο τανυστής παραµόρφωσης είναι συµµετρικός αφού και ο µετρικός 

τανυστής είναι συµµετρικός. 

2. Τα µεγέθη ijE  είναι διάφορα του µηδενός µόνο όταν η περιοχή του 
σηµείου Μ παραµορφώνεται. Αν η περιοχή µετατοπιζόταν σαν στερεό 
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σώµα τότε θα είχαµε 0 ( , 1, 2,3)ij i j= =E . Συνεπώς δε  µπορούµε να 
περιγράψουµε µε τον τανυστή παραµόρφωσης την µετατόπιση της 
περιοχής ενός σηµείου Μ ως στερεό σώµα. 

3. Τα µεγέθη ijE  σχετίζονται µε την παραµόρφωση µόνο της περιοχής του 
σηµείου Μ, όπως την αντιλαµβάνεται ένας παρατηρητής που µετέχει 
στην κίνηση της περιοχής αυτής. Τα ijE  είναι συναρτήσεις των 

συντεταγµένων iξ και συνεπώς, γενικά, είναι διαφορετικά για τα διάφορα 
σηµεία του συνεχούς µέσου. 

4. Ο τανυστής παραµόρφωσης αναφέρεται στην παραµόρφωση από µια 
αρχική σε µια τελική κατάσταση. Ο χρόνος δεν υπεισέρχεται άµεσα στην 
παραµόρφωση. 

 

Οι συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης δίνονται από την σχέση 

 1 ( , 1, 2,3)
2

ji m m
ij j i i j

ww w w i j
ξ ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

E , (2.13) 

ή ισοδύναµα 

                               1 ( , 1, 2,3)
2

ji m m
ij

j i i j

ww w w i j
x x x x

 ∂∂ ∂ ∂
= + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

E ,                       (2.14) 

όπου  
' ( 1, 2,3)i i iw x x i= − = , 

οι συνιστώσες του διανύσµατος µετατόπισης. 

 Από τις παραπάνω σχέσεις µπορούµε να υπολογίσουµε τον τανυστή 
παραµόρφωσης όταν είναι γνωστό το διάνυσµα της µετατόπισης υπό τη µορφή 

1 2 3( , , )x x x=w w . 

 

Πρόταση ΙΙ.2.1 Σε κάθε σηµείο του συνεχούς µέσου η παραµόρφωση είναι 
ισοδύναµη προς συµπίεση ή έκταση κατά µήκος τριών κάθετων µεταξύ τους 
διευθύνσεων, που συµπίπτουν µε τα ιδιοδιανύσµατα του τανυστή παραµόρφωσης στο 
σηµείο αυτό. 

 

Ορισµός ΙΙ.2.3 Τανυστής ρυθµού παραµόρφωσης ονοµάζεται ο τανυστής µε 
συνιστώσες 

 1
2

ji
ij

j i

uue
x x

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

. (2.15) 

 
 Ο τανυστής ρυθµού παραµόρφωσης εκφράζει την ταχύτητα µε την οποία 
γίνεται η παραµόρφωση. 
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Ιδιότητες τανυστή ρυθµού παραµόρφωσης: 
 

1. Επειδή ο τανυστής ρυθµού παραµόρφωσης είναι συµµετρικός, υπάρχει 
πάντοτε ένα ορθογώνιο σύστηµα τη στιγµή t , τέτοιο ώστε ο τανυστής 
ρυθµούς παραµόρφωσης να είναι διαγώνιος σε ένα ορισµένο σηµείο Μ. Οι 
διευθύνσεις των αξόνων συµπίπτουν µε τα ιδιοδιανύσµατα του τανυστή στο 
σηµείο Μ και ονοµάζονται κύριες διευθύνσεις του τανυστή. 

2. Τα διαγώνια στοιχεία δίνουν την ταχύτητα µεταβολής των µηκών των υλικών 
γραµµών που είναι παράλληλες προς τους άξονες ix  και τα µη διαγώνια 
στοιχεία την ταχύτητα µεταβολής της γωνίας µεταξύ δύο υλικών γραµµών 
παράλληλων αρχικά προς δύο άξονες ix . 

3. Ο τανυστής ρυθµού παραµόρφωσης δίνει τον ρυθµό µεταβολής του συνεχούς 
µέσου ως προς το συνοδεύον σύστηµα, δηλαδή ως προς έναν παρατηρητή που 
µετέχει στην κίνηση του συνεχούς µέσου, και όχι ως προς το σύστηµα του 
παρατηρητή. 

 
 

Ένας πολύ βασικός τύπος στη θεωρία των συνεχών µέσων είναι ο τύπος των 
Cauchy-Helmhotlz 
 0 grad= + × + Φu u ω m , (2.16) 
όπου 
m : το διάνυσµα της σχετικής θέσης ως προς το γειτονικό σηµείο αναφοράς  

0=m M M = 1 1 2 2 3 3x x x∆ + ∆ + ∆e e e . 

 

ω : δίνεται από τον τύπο 

1
2

rot=ω u . 

Φ : δίνεται από τον τύπο 

( )2 2 2
11 1 22 2 33 3 12 1 2 13 1 3 23 2 3

1 2 2 2
2

e x e x e x e x x e x x e x xΦ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ . 

 

ΙΙ.3 ∆υναµική του συνεχούς µέσου. 
 

Ορισµός ΙΙ.3.1 Ονοµάζουµε δυνάµεις µάζας ή δυνάµεις όγκου τις δυνάµεις που είναι 
συνεχώς κατανεµηµένες σε ολόκληρο το συνεχές µέσο. Τέτοιες δυνάµεις είναι οι 
δυνάµεις βαρύτητας, οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις και οι δυνάµεις αδράνειας.  

 

Οι δυνάµεις µάζας προέρχονται από την αλληλεπίδραση των σωµάτων µεταξύ 
τους και συνδέονται πάντα µε τη µάζα του συνεχούς µέσου. 

 

Ορισµός ΙΙ.3.2  Ονοµάζουµε δυνάµεις επαφής ή επιφανειακές δυνάµεις τις δυνάµεις 
που ενεργούν σε κάθε διαχωριστική επιφάνεια που χωρίζει δύο τµήµατα του 
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συνεχούς µέσου. Η επιφάνεια αυτή µπορεί να είναι µια ιδεατή επιφάνεια στο 
εσωτερικό του µέσου ή µια οριακή επιφάνεια που περιορίζει το µέσο. 

 

Ορισµός ΙΙ.3.3 Σε δεδοµένη χρονική στιγµή t , γύρω από ένα σηµείο Μ του συνεχούς 
µέσου, θεωρούµε ένα στοιχειώδη όγκο V∆  που περιέχει ύλη µε στοιχειώδη µάζα 

m∆ . Ορίζουµε στο σηµείο 1 2 3( , , )M x x x  τη χρονική στιγµή t , ως πυκνότητα 

1 2 3( , , , )x x x tρ  του σηµείου Μ το όριο 

0
lim
V

m
V

ρ
∆ →

∆
=

∆
. 

 Το βαθµωτό σηµειακό µέγεθος της πυκνότητας που ορίσαµε αποτελεί ένα 
µέτρο της ποσότητας της ύλης που είναι συγκεντρωµένη στην άµεση γειτονιά του 
σηµείου 1 2 3( , , )x x x τη χρονική στιγµή t . 

 

Ορισµός ΙΙ.3.4 Ονοµάζουµε πυκνότητα των δυνάµεων µάζας 1 2 3( , , )x x xf  στο σηµείο 
Μ, τη χρονική στιγµή t ,  το όριο  

0
lim
V

F
m∆ →

∆
=

∆
f . 

 ∆εχόµαστε την αρχή της διατήρησης της µάζας µίας υλικής περιοχής του 
συνεχούς µέσου, δηλαδή ότι η µάζα της περιοχής δεν µεταβάλλεται κατά την κίνηση 
του συνεχούς µέσου. Η µαθηµατική έκφραση της αρχής διατήρησης της µάζας 
δίνεται από την εξίσωση της συνέχειας 

 0d div
dt
ρ ρ+ =u .  (2.17) 

 

Ορισµός ΙΙ.3.5 Ονοµάζουµε διάνυσµα τάσης p  την πυκνότητα των επιφανειακών 
δυνάµεων στο σηµείο Μ  

 
0

lim
σ σ∆ →

∆
=

∆
Ft . (2.18) 

 
  

Το διάνυσµα τάσης εξαρτάται από την θέση Μ και από τον προσανατολισµό 
της στοιχειώδους επιφάνειας σ∆  η οποία ορίζεται από τη διανυσµατική µονάδα n  
την κάθετη  στη στοιχειώδη επιφάνεια σ∆  και η φορά της ορίζεται, συµβατικά, προς 
το εξωτερικό του τµήµατος του συνεχούς µέσου που δέχεται την επίδραση. 
 Το διάνυσµα τάσης δεν είναι, γενικά, παράλληλο προς τη διανυσµατική 
µονάδα n  και συνεπώς αναλύεται σε δύο συνιστώσες: την ορθή τάση nt  που είναι 
κάθετη προς την επιφάνεια και την διατµητική τάση τt  που είναι εφαπτόµενη στην 
επιφάνεια. 

  Η τάση δεν είναι ενα απλό διανυσµατικό µέγεθος. Εξαρτάται από τον 
προσανατολισµό της επιφάνειας πάνω στην οποία ασκείται η δύναµη και τη 
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διεύθυνση της δύναµης. Για να µπορέσουµε να περιγράψουµε πλήρως την τάση 
κάνουµε χρήση του τανυστή της τάσης. 

 

Ορισµός ΙΙ.3.6 Ονοµάζουµε τανυστή τάσης Τ τον τανυστή µε συνιστώσες ijT  η 
οποίες εκφράζουν τη δύναµη ανά µονάδα επιφάνειας η οποία ασκείται πάνω σε µια i -
επιφάνεια κατά τη j -διεύθυνση του χώρου και ορίζεται µαθηµατικά  

0
lim

i

j
ij

i

F
T

σ σ∆ →

∆
=

∆
. 

 Στο σύστηµα ix  τα διαγώνια στοιχεία του τανυστή τάσης αντιστοιχούν στην 
ορθή τάση και τα µη διαγώνια στοιχεία στη διατµητική τάση για τα συντεταγµένα 
επίπεδα. 

 

Ιδιότητες του τανυστή τάσης: 
1. Ο τανυστής τάσης είναι συµµετρικός. 

2. Χαρακτηρίζει πλήρως την κατάσταση τάσης σε ένα δεδοµένο σηµείο του 
χώρου. 

3. Με τη βοήθεια του τανυστή τάσης µπορούµε να προσδιορίσουµε το διάνυσµα 
τάσης από τη σχέση 

T= ⋅t n  

 

 

Πρόταση ΙΙ.3.1 Η κατάσταση τάσης σε τυχόν σωµατίδιο Μ του συνεχούς µέσου 
µπορεί να θεωρηθεί ως συνδυασµός τριών απλών συµπιέσεων ή εκτάσεων κατά 
µήκος τριών κάθετων µεταξύ τους διευθύνσεων, που είναι οι κύριες διευθύνσεις του 
τανυστή τάσης στο σηµείο Μ. 

 

 Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα για την κίνηση ενός συνεχούς µέσου δίνεται 
από τις εξισώσεις Euler 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t div t tρ = +z a z T z b z . (2.19) 
 
 
II.4 Γραµµικό Ελαστικό Σώµα. 
 
 
 Υπάρχει σχέση µεταξύ των φορτίων που ενεργούν πάνω σε ένα σώµα και την 
παραµόρφώση που αυτό υφίσταται. Ένα συγκεκριµένο φορτίο µπορεί να να 
δηµιουργήσει διαφορετική παραµόρφωση σε διαφορετικά υλικά σώµατα. Η σχέση 
αυτή αποδίδει µαθηµατικά την φυσική ιδιότητα των σωµάτων που είναι γνωστή µε 
τον όρο ελαστικότητα. 
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 Αν η παραπάνω σχέση είναι γραµµική, δηλαδή όλα τα στοιχεία του τανυστή 
τάσης είναι γραµµικές εκφράσεις των στοιχείων του τανυστή παραµόρφωσης τότε το 
σώµα χαρακτηρίζεται ως γραµµικό ελαστικό σώµα. 
 
Ορισµός ΙΙ.4.1 Ονοµάζουµε τανυστή ελαστικότητας τον τανυστή τέταρτης τάξης 

ijmnC  που συνδέει της συνιστώσες του τανυστή τάσης µε τις συνιστώσες του τανυστή 
παραµόρφωσης 

 ( , 1, 2,3)ij ijmn mnT C i j= =E . (2.20) 

 
 Η σχέση (2.20) δίνει τις καταστατικές εξισώσεις για το πρότυπο του 
γραµµικού ελαστικού µέσου£.  Οι παραπάνω καταστατικές εξισώσεις έχουν την 
ιδιότητα να εξαφανίζεται η παραµόρφωση όταν µηδενίζεται το φορτίο (η τάση) διότι 
αν 0mn =E τότε 0ijp = . Επίσης δεν επηρεάζεται από την ταχύτητα µεταβολής της 
παραµόρφωσης. 
 Το παραπάνω πρότυπο του γραµµικού ελαστικού µέσου δεν είναι γενικά 
ισότροπο, δηλαδή η συµπεριφορά του δεν είναι η ίδια για διαφορετικές διευθύνσεις 
της παραµόρφωσης. Υπάρχουν όµως πολλά σώµατα που εκτός από τις ιδιότητες που 
καθορίζονται από τις εξισώσεις της σχέσης (2.20) έχουν την ιδιότητα της ισοτροπίας. 
Τέτοια σώµατα ονοµάζονται γραµµικά ισότροπα ελαστικά σώµατα. 
 
Ορισµός ΙΙ.4.2 Ονοµάζουµε ισότροπο τανυστή ένα τανυστή ο οποίος έχει την 
ιδιότητα να µην µεταβάλλονται οι αριθµητικές τιµές των συνιστωσών του όταν 
εκτελούµε στροφή του ορθογωνίου Καρτεσιανού συστήµατος ix , δηλαδή όταν 
κάνουµε αλλαγή µεταβλητών από ένα ορθογώνιο σύστηµα σε ένα άλλο. 
 
 Για να είναι, λοιπόν, ένα γραµµικό ελαστικό σώµα ισότροπο πρέπει ο 
τανυστής ελαστικότητας να είναι ισότροπος. Η γενικότερη µορφή ενός ισότροπου 
Καρτεσιανού τανυστή τέταρτης τάξης είναι 

 ijmn ij mn im jn in jmC a bλδ δ δ δ δ δ= + + . (2.21) 

όπου , ,a bλ  αυθαίρετες σταθερές. 
 

Αν αντικαταστήσουµε τον ισότροπο τανυστή (2.21) στην σχέση (2.20) έχουµε 

( )

( ) .

ij ijmn mn

ij ij mn im jn in jm mn

ij ij

T C

T a b

T a b

λδ δ δ δ δ δ

λδ

=

⇒ = + +

⇒ = + + + +11 22 33 ij ji

E

E

E E E E E

 

 Επειδή ο τανυστής παραµόρφωσης είναι συµµετρικός  

=ij jiE E , 

άρα 

( ) ( )ij ijT a bλδ= + + + +11 22 33 ijE E E E , 

και αν θέσουµε 

                                                 
£ Με την προϋπόθεση ότι η παραµόρφωση είναι µικρή. 
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( )
2

a bµ +
= , 

έχουµε 

 ( ) 2ij ijT λδ µ= + + +11 22 33 ijE E E E , (2.22) 

ή σε µορφή πινάκων 

 ( ) 2Traceλ µ= +T IE E . (2.23) 

 
 Παρατηρούµε ότι σε περίπτωση ισοτροπίας ο τανυστής ελαστικότητας 
εξαρτάται µόνο από δύο παραµέτρους τα λ και µ, που ονοµάζονται σταθερές του 
Lame, και χαρακτηρίζουν πλήρως το γραµµικό ισότροπο ελαστικό σώµα. 
 
Πρόταση ΙΙ.4.1 Στην περίπτωση γραµµικού ελαστικού σώµατος ο τανυστής τάσης 
και ο τανυστής παραµόρφωσης έχουν τις ίδιες κύριες διευθύνσεις σε κάθε σηµείο. 
 
Ορισµός ΙΙ.4.3 Μέτρο ελαστικότητας ή µέτρο Young ονοµάζουµε τον λόγο της 
τάσης προς την παραµόρφωση κατά τον άξονα 1x  

11

11

T
=
E

E , 

και συνδέεται µε τις σταθερές του Lame µε τη σχέση 

 (3 2 )µ λ µ
λ µ
+

=
+

E . (2.24) 

 
Ορισµός ΙΙ.4.4 Ονοµάζουµε συντελεστή του Poisson το λόγο των σχετικών 
επιµηκύνσεων κατά τον άξονα 1x  και κάθετα προς αυτόν, δηλαδή 

 3322

11 11 2( )
λν
λ µ

= − = − =
+

EE
E E

 (2.25) 

 
Το µέτρο ελαστικότητας και ο συντελεστής Poisson είναι σταθερές που 

χαρακτηρίζουν το σώµα. 
 
Ορισµός ΙΙ.4.5 Ελαστικά οµογενές χαρακτηρίζεται ένα σώµα όταν το µέτρο 
ελαστικότητας και ο συντελεστής Poisson, δηλαδή οι σταθερές του Lame, είναι  ίδια 
σε όλα τα σηµεία του σώµατος. 
 
Ορισµός ΙΙ.4.6 Μέτρο διάτµησης ονοµάζεται ο λόγος  

 12

2
T µ=
12E

 (2.26) 

και ισούται µε τη σταθερά µ του Lame. 
 
 Από τη σχέση (2.26) µπορούµε να δούµε τη φυσική σηµασία της σταθεράς µ 
του Lame και η οποία µας δείχνει την µεταβολή της γωνίας δυο υλικών ευθύγραµµων 
τµηµάτων, ως προς τους άξονες 1x  και 2x . 



Α.Εισαγωγή 

 28 

 
 
 
 
 
     
  
 
 



Α.ΙΙΙ Αριθµητική επίλυση ∆.Ε.Μ.Π 

 29

 
 
 
III. Αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων µε µερικές  
      παραγώγους 
 
ΙΙΙ.1 Ορισµοί και συνθήκες. 
 
 
Ορισµός ΙΙΙ.1.1 Ονοµάζουµε ∆ιαφορικές Εξίσωσεις  µε Μερικές Παραγώγους (∆.Ε.Μ.Π.) 
τις σχέσεις µεταξύ δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών , ,...x y  µιας άγνωστης συνάρτησης u  
και διαφόρων µερικών παραγώγων της u  ως προς τις µεταβλητές , ,...x y , όπως για 
παράδειγµα  

2

, ,...u u
x x y
∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 

 
 Άγνωστη και ζητούµενη σε αυτήν την εξίσωση είναι η συνάρτηση ( , )u u x y= . 
Οπωσδήποτε για να είναι µια διαφορική εξίσωση ∆.Ε.Μ.Π. θα πρέπει η ζητούµενη 
συνάρτηση u  να είναι τουλάχιστον δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών χωρίς να είναι 
απαραίτητο να εµφανίζεται αµέσως αυτή η συνάρτηση ή οι ανεξάρτητες µεταβλητές ,x y . 
Απαραίτητο είναι να εµφανίζεται µια τουλάχιστον µερική παράγωγος της u  ως προς κάποια 
ανεξάρτητη µεταβλητή. 
 
 Θεωρούµε ως γενική µορφή συστήµατος ∆.Ε.Μ.Π. πρώτης τάξης την 

 u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

A B G . (3.1) 

 Μπορούµε να κατατάξουµε τις ∆.Ε.Μ.Π. σε τρεις κατηγορίες µε την βοήθεια της 
ορίζουσας  

 ( )det 0µ − =A B , (3.2) 

όπου  
dy
dx

µ = . 

Έτσι έχουµε 

 Ένα σύστηµα για το οποίο οι ρίζες της εξίσωσης (3.2) είναι όλες πραγµατικές (όχι 
αναγκαστικά  διάκριτες ) τέτοιες ώστε να υπάρχουν n  ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης 
( )[ ]Nzµ θ− =A B  λέγεται υπερβολικό. Το σύστηµα λέγεται ολικά υπερβολικό όταν οι 
ρίζες της εξίσωσης (3.2) είναι διακριτές και πραγµατικές. 

 Ένα σύστηµα για το οποίο οι ρίζες της (3.2) είναι όλες πραγµατικές, όχι διακριτές και 
υπάρχουν λιγότερες από n  ανεξάρτητες λύσεις της  εξίσωσης ( )[ ]Nzµ θ− =A B , λέγεται 
παραβολικό. 
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 Ένα σύστηµα για το οποίο καµία ρίζα της εξίσωσης (3.2) δεν είναι πραγµατική λέγεται 
ελλειπτικό. 

 
 

Μπορούµε να θεωρήσουµε ως γενική µορφή των ∆.Ε.Μ.Π. δεύτερης τάξης την 
   

 
2 2 2

2 2 ( , , ) 0u u uA B C f x y u
x x y y
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

. (3.1) 

 
Έτσι κατατάσσουµε τις  ∆.Ε.Μ.Π. σε τρεις κατηγορίες. Αν ισχύει 

 2 4 0B AC− < , λέµε ότι η ∆.Ε.Μ.Π. είναι Ελλειπτική.    

 2 4 0B AC− = , λέµε ότι η ∆.Ε.Μ.Π. είναι Παραβολική. 

 2 4 0B AC− > , λέµε ότι η ∆.Ε.Μ.Π. είναι Υπερβολική. 

 

Ορισµός ΙΙΙ.1.2 Ονοµάζουµε οριακή συνθήκη κατά Dirichlet την συνθήκη η συνάρτηση u  
να παραµένει σταθερή σε ορισµένα σηµεία του ορίου του υπολογισµού. 

 

Ορισµός ΙΙΙ.1.3 Ονοµάζουµε οριακή συνθήκη κατά Neumann την συνθήκη η παράγωγος της 
συνάρτησης u  να παραµένει σταθερή σε ορισµένα σηµεία του ορίου του υπολογισµού. 

 

 

ΙΙΙ.2 Μέθοδος πεπερασµένων διαφορών. 
 
 Αν είναι γνωστή η συνάρτηση ( , )u x y  σε ένα τυχαίο σηµείο 0 0( , )x y  τότε µε τη 
βοήθεια του αναπτύγµατος του Taylor µπορούµε να προσσεγίσουµε τις τιµές των παραγώγων 
της συνάρτησης ( , )u x y  στο σηµείο αυτό. 
  

Το ανάπτυγµα Taylor  της ( , )u x y  για την επόµενη τιµή 0x x+ ∆  είναι 
 

( ) ( )2 32 3
40 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 3

( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( )
1! 2! 3!

x xu x y u x y u x yxu x x y u x y x
x x x

∆ ∆∂ ∂ ∂∆
+ ∆ = + + + +Ο ∆

∂ ∂ ∂
,

 (3.2) 

 
ενώ για την προηγούµενη τιµή 0x x−∆  είναι 

 

( ) ( )2 32 3
40 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 3

( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( )
1! 2! 3!

x xu x y u x y u x yxu x x y u x y x
x x x

∆ ∆∂ ∂ ∂∆
−∆ = − + − +Ο ∆

∂ ∂ ∂
.

 (3.3) 
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Από τις (3.2) και (3.3) µπορούµε να πάρουµε προσσεγιστικά την πρώτη, δεύτερη και 
τις ανώτερες παραγώγους της ( , )f x y . Πράγµατι από την (3.2) έχουµε ότι η πρώτη 
παράγωγος δίνεται από την σχέση  

 

 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( )u x y u x x y u x y O x
x x

∂ + ∆ −
= + ∆

∂ ∆
, (3.4) 

 
ενώ από την (3.3) δίνεται από την σχέση 
 

 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( )u x y u x y u x x y O x
x x

∂ − −∆
= + ∆

∂ ∆
. (3.5) 

 
Με αφαίρεση της (3.3) από την (3.2), η πρώτη παράγωγος δίνεται από την σχέση 
 

 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( )
2

u x y u x x y u x x y O x
x x

∂ + ∆ − −∆
= + ∆

∂ ∆
. (3.6) 

 
 Με πρόσθεση των (3.2) και (3.3)  έχουµε ότι η δεύτερη παράγωγος της ( , )f x y  στο 
σηµείο 0 0( , )x y  δίνεται από την σχέση 
 

 
2

20 0 0 0 0 0 0 0
2 2

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )u x y u x x y u x y u x x y O x
x x

∂ + ∆ − + −∆
= + ∆

∂ ∆
. (3.7) 

  
 Αν συµβολίσουµε τις θέσεις  των ,x y   στο πλέγµα  µε δύο κάτω δείκτες και την 
µεταβλητή του χρόνου µε ένα πάνω δείκτη στη συνάρτηση u , έχουµε ότι 

,( , , ) n
i ju x u t u= , 

και οι σχέσεις (3.4) – (3.7)  γίνονται  

 1, ,0 0 0( , , ) ( )
n n
i j i ju uu x y t O x

x x
+ −∂

= + ∆
∂ ∆

, (3.8) 

 , 1,0 0 0( , , ) ( )
n n
i j i ju uu x y t O x

x x
−−∂

= + ∆
∂ ∆

, (3.9) 

 1, 1,0 0 0( , , ) ( )
2

n n
i j i ju uu x y t O x

x x
+ −−∂

= + ∆
∂ ∆

, (3.10) 

 
2

1, , 1, 20 0 0
2 2

2( , , ) ( )
n n n
i j i j i ju u uu x y t O x

x x
+ −− +∂

= + ∆
∂ ∆

. (3.11) 

  
Για την επίλυση ενός προβλήµατος ∆.Ε.Μ.Π. διακριτοποιούµε τον χώρο µε την χρήση 

ενός πλέγµατος και µε την χρήση των σχέσεων (3.8) - (3.11) επιλύουµε αριθµητικά το 
πρόβληµα.  
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Παράδειγµα ΙΙΙ.2.1 Να βρούµε αριθµητικά την λύση της ∆.Ε.Μ.Π. 

 
2

2 , (0,1) , 0u u x t
t x

ν∂ ∂
= ∈ >

∂ ∂
, (3.12) 

µε αρχική συνθήκη 

 [ ]( ,0) ( ), 0,1u x f x x= ∈ , 

και οριακές συνθήκες 

(0, ) ( ), (1, ) ( ), 0u t a t u t b t t= = ≥ . 

Η παράγωγος ως προς το χρόνο δίνεται µε τη βοήθεια της σχέσης (3.8) 
1n n

i iu uu
t t

+ −∂
=

∂ ∆
, 

ενώ η δεύτερη παράγωγος ως προς το x  µε τη βοήθεια της (3.11) 
2

1 1
2 2

2n n n
i i iu u uu

x x
+ −− +∂

=
∂ ∆

. 

Έτσι η ∆.Ε.Μ.Π. (3.12) γίνεται 
1

1 1
2

2n n n n n
i i i i iu u u u u

t x
ν

+
+ −− − +

=
∆ ∆

, 

ή µε πράξεις 

                                             ( )1
1 12 2n n n n n

i i i i i
tu u u u u

x
ν+

+ −

∆
= + − +

∆
.                                (3.13) 

 Με τη βοήθεια του σχήµατος (3.13) και µε τη επιλογή κατάλληλου βήµατος x∆  και 
t∆  µπορούµε να υπολογίζουµε αριθµητικά την εξέλιξη της συνάρτησης ( , )u x t  σε κάθε 

χρονική στιγµή. 

•  
Ορισµός ΙΙΙ.2.1 Ρητό ή explicit σχήµα ονοµάζεται το σχήµα στο οποίο οι λύσεις στο χρονικό 
βήµα 1n +  βρίσκονται µόνο µε την γνώση των τιµών στο προηγούµενο χρονικό βήµα n . 

 

Ορισµός ΙΙΙ.2.2 Implicit σχήµα ονοµάζεται το σχήµα στο οποίο οι λύσεις στο χρονικό βήµα 
1n +  δίνονται µε τη βοήθεια τιµών που τις  έχουµε προβλέψει για την χρονική στιγµή 1n + . 

 

Ορισµός ΙΙΙ.2.3 Λέµε ότι το αριθµητικό σχήµα  συγκλίνει, όταν η τιµή της αριθµητικής 
λύσης της ∆.Ε.Μ.Π. προσσεγίζει την τιµή της αναλυτικής λύσης όταν τα x∆  και t∆  τείνουν 
στο µηδέν. 

 

Ορισµός ΙΙΙ.2.4  Ευσταθές σχήµα ονοµάζεται το σχήµα στο οποίο τα αρχικά σφάλµατα δεν 
αυξάνονται µε µεγάλο ρυθµό κατά τον υπολογισµό αλλά αντίθετα µπορούµε να έχουµε και 
µείωση αυτών. 
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B. Μοντελοποίηση του Οµογενούς Μαρκοβιανού 
Συστήµατος ως Ελαστικό µέσο. 
 
Ι. Το Οµογενές Μαρκοβιανό Σύστηµα ως ελαστικό µέσο 
  
Ι.1 Γενικά 
 

Η µορφή του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων, που περιγράφουν ένα 
Οµογενές Μαρκοβιανό Σύστηµα (ΟΜΣ) µε n  καταστάσεις και σταθερό µέγεθος, προτείνει 
ότι η εξέλιξη του συστήµατος µπορεί να µελετηθεί κατ’ αναλογία µε εκείνη ενός συνεχούς 
µέσου. 
 Με την υπόθεση ότι κάθε προσιτή (attainable) δοµή ενός ΟΜΣ περιγράφεται από ένα 
σηµείο του χώρου n  θεωρούµε ότι  η εξέλιξη του ΟΜΣ, περιγράφεται από την εξέλιξη 
αυτών των σηµείων στον n , το οποίο µπορούµε να θεωρήσουµε ως ένα γραµµικό ελαστικό 
µέσο. 
 Αν θεωρήσουµε το 1n×  διάνυσµα πιθανοτήτων  

( )( ) ( )i i S
t x t

∈
=x  

όπου ( )ix t  δίνει την πιθανότητα ένα µέλος του ΟΜΣ να βρίσκεται στην κατάσταση i  την 
χρονική στιγµή t , τότε σύµφωνα µε τη θεωρία των ΟΜΣ έχουµε ότι η εξέλιξη της δοµής του 
συστήµατος δίνεται από τις ∆.Ε του Kolmogorov (σχέση 1.11) 

 ( ) ( )T Tt t
t
∂

=
∂

x x Q . (4.1) 

 Το παραπάνω σύστηµα των γραµµικών ∆.Ε ορίζει την κίνηση µιας στοχαστικής 
δοµής στο χώρο n . Η τροχιά κάθε αρχικής δοµής (0)x  δίνεται από τις σχέσεις 

 ( ) (0) , 0T T tt e t= ∀ ≥Qx x . (4.2) 

 Από την (4.1) βλέπουµε ότι η ταχύτητα ( )tx εξαρτάται από την θέση. Έτσι, έχει νόηµα 
να θεωρήσουµε ότι η κίνηση κάθε σηµείου, κάθε χρονική στιγµή, εξαρτάται από την 
αλληλεπίδραση µε τα γειτονικά σηµεία οπότε, το ΟΜΣ µπορεί να θεωρηθεί ως ένα συνεχές 
µέσο. 
 
Ορισµός Ι.1.1 Ονοµάζουµε σύνολο των εφικτών δοµών του ΟΜΣ το σύνολο tA  των λύσεων 
των ∆.Ε. (4.1) για το αρχικό διάνυσµα (0)x που τρέχει πάνω σε κάθε στοχαστική n-άδα. 
 

Συµβολίζουµε µε ( )nA t  την περιοχή του n  που ορίζεται από το tA . Το ενδιαφέρον 
στην παρούσα εργασία βρίσκεται στην κίνηση- εξέλιξη του συνεχούς που καταλαµβάνει το 
χώρο (0) n

nA ⊂  τη χρονική στιγµή 0t =  µέ βάση το πεδίο ταχυτήτων που δίνεται από τις 
∆.Ε. (4.1). 
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Κάθε σηµείο του «συνεχούς µέσου» ( )nA t , 0t ≥ , θεωρείται ότι δέχεται επιφανειακές 
δυνάµεις. Έτσι  έχουµε το 1n×  διάνυσµα τάσης το οποίο εξαρτάται από την θέση Μ και από 
τον προσανατολισµό της στοιχειώδους επιφάνειας σ∆  η οποία ορίζεται από τη διανυσµατική 
µονάδα n  την κάθετη  στη στοιχειώδη επιφάνεια σ∆  και η φορά της ορίζεται, συµβατικά, 
προς το εξωτερικό του τµήµατος του συνεχούς µέσου που δέχεται την επίδραση  

 = ⋅t T n , (4.3) 

όπου T  ο n n×  τανυστής τάσης (Ορισµός Α.ΙΙ.3.6). 
 Οι ∆.Ε. (4.1) περιγράφουν ένα σύστηµα n  γραµµικών διαφορικών εξισώσεων. Λόγω 
της στοχαστικής συνθήκης 

1 2( ) ( ) ... ( ) 1nx t x t x t+ + + = , 

οι µεταβλητές ( ), 1, 2,...,ix t i n=  είναι εξαρτηµένες και η κίνηση λαµβάνει χώρο στην 
υπερεπιφάνεια  

                                                        ( )Π : 1 2 ... 1nx x x+ + + = .                              (4.4) 

 Μπορούµε να θεωρήσουµε, χωρίς περιορισµό της γενικότητας, ότι ο πίνακας των 
τάσεων µετάβασης Q  είναι αδιαχώριστος (irreducible). Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύεται 
ότι υπάρχει  ένα στοχαστικό σηµείο ισορροπίας π .  
 Στο σηµείο π  µπορούµε να θεωρήσουµε ένα νέο σύστηµα ορθογώνιων 
συντεταγµένων { }1, ,...,2 nf f f  για το οποίο ισχύει ότι τα , ,...,1 2 n-1f f f  βρίσκονται πάνω στην 

υπερεπιφάνεια ( )Π  ενώ το nf  είναι κάθετο σε αυτή. 
 Έστω ο πίνακας  

 [ ] [ ]1 2 1, ,..., |n n= =F f f f F f , (4.5) 

 όπου [ ]1 1 2 1| | ... | n−=F f f f . Μπορούµε να µετασχηµατίσουµε τις ∆.Ε. (4.1) που αναφέρονται 

στο χώρο n  µε βάση το νέο σύστηµα συντεταγµένων στο υπερεπίπεδο ( )Π  

 ( ) ( )T Tt t= ⋅z z G , (4.6) 

όπου ( )1 2 1, ,..., T
nz z z −=z  αφού η η κίνηση γίνεται πάνω στην υπερεπιφάνεια Π  και άρα η 

συνιστώσα κατά τον άξονα nf  θα µηδενίζεται, 

0nz = . 

 Ο πίνακας G  δίνεται από την σχέση 

 1 1
T=G F QF . (4.7) 

 Όπως είδαµε στο Κεφάλαιο Α.1, της παρούσας εργασίας, στα ΟΜΣ ο πίνακας τάσης  
µετάβασης Q  είναι ανεξάρτητος του χρόνου. Άρα και ο πίνακας G  της σχέσης (4.7) θα είναι 
ανεξάρτητος του χρόνου. 
 Με τον παραπάνω µετασχηµατισµό παρατηρούµε ότι έχουµε ελλατώσει κατά έναν 
τους βαθµούς ελευθερίας του συστήµατος (4.2) αλλά και τον αριθµό των ∆.Ε. Στο σύστηµα 
(4.6) ο αριθµός των ∆.Ε. είναι 1n −  ενώ στο αρχικό σύστηµα (4.2) έχουµε n  εξισώσεις. 
 ∆εδοµένου ότι από κατασκευής του πίνακα τάσεων Q  προκύπτει 

0Trace Trace= <G Q , 



Β.Ι Το Οµογενές Μαρκοβιανό Σύστηµα ως ελαστικό µέσο 

 35

το πεδίο που ορίζεται από τις ∆.Ε. της σχέσης (4.6) είναι συµπιεστό (compressible). 

 Όπως αναφέραµε και παραπάνω οι ∆.Ε. της σχέσης (4.6) µπορούµε να θεωρήσουµε 
ότι περιγράφουν την δυναµική εξέλιξη ενός συνεχούς µέσου. Ο τανυστής τάσης του 
συγκεκριµένου µέσου θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση κίνησης του Euler 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t div t tρ = +z a z T z b z , (4.8) 

σε κάθε σηµείο P  του µέσου. Το z δίνει το διάνυσµα θέσης του σηµείου P  (στο νέο 
σύστηµα συντεταγµένων). Το ( , )tρ z  δίνει την πυκνότητα του υλικού στην περιοχή του P  τη 
χρονική στιγµή t . Το ( , )ta z  είναι η επιτάχυνση στο σηµείο P  ενώ το ( , )tb z  είναι ένα 
διάνυσµα των πιθανών δυνάµεων µάζας. Επίσης 

( , ) , ( , 1, 2,..., 1)ij

j

T
div t i j n

z
∂

= = −
∂

T z  . 

 Η επιτάχυνση ( , )ta z  της σχέσης (4.8) όπως είναι γνωστό δίνεται από την σχέση 

( , )t
t

∂
= +∇ ⋅
∂
va z v v . 

Έχοντας ταχύτητα ανεξάρτητη του χρόνου η τελευταία σχέση γίνεται 

( , )t = ∇ ⋅a z v v , 

οπότε 

( , )

( , )

( , ) ,

i

i

i

i i

i

t
z

zt
z t

z zt
z t t

∂
= ⋅
∂

∂∂
⇒ = ⋅

∂ ∂

∂ ∂∂  ⇒ = ⋅ ∂ ∂ ∂ 

va z v

va z

a z

 

και µε τη βοήθεια της σχέσης (4.6) παίρνουµε 

( )

( ) ( )

( , )

( , ) .

T i

i

T T

i

zt z
z t

t z z
z

∂∂
= ⋅ ⋅
∂ ∂

∂
⇒ = ⋅ ⋅ ⋅

∂

a z G

a z G G
 

Έτσι, τελικά έχουµε 

 ( )2( , )
T

t z=a z G , για κάθε t . (4.9) 

 Θεωρούµε τώρα τον (µη γραµµικό) τανυστή παραµόρφωσης 

 1 , ( , 1, 2,3)
2

j ji i
ij

j i j i

u uu u i j
z z z z

ε
 ∂ ∂∂ ∂

= + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
, (4.10) 

όπου ( )iu=u  το διάνυσµα µετατόπισης.  
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 Όπως είδαµε και στο κεφάλαιο (Α.ΙΙ) για την περίπτωση ενός ανισότροπου γραµµικού 
ελαστικού µέσου, ο τανυστής παραµόρφωσης συνδέεται µε τον τανυστή τάσης από τον νόµο 
του Hooke (σχέση (2.20))  

 ij ijkl klT C ε= , (4.11) 

όπου ijklC  ένας τανυστής τέταρτης τάξης. Η σχέση 4.11 για ένα ισότροπο τανυστή γίνεται  

                                                            2ij kk ij ijT λε δ µε= + ,                                                 (4.12) 

όπου λ και µ οι σταθερές Lame του γραµµικού σώµατος. Ενώ σε διανυσµατική µορφή, όπως 
στη σχέση (2.23), έχουµε 

( ) 2Traceλ µ= +T IE E . 

 

 

Ι.2  Το τριδιάστατο ΟΜΣ ως γραµµικό ελαστικό µέσο 
 

  Για το τριδιάστατο ΟΜΣ ( 3n = ) έχουµε τον 3 3×  πίνακα των τάσεων µετάβασης  

 
12 13 12 13

21 21 23 23

31 32 31 32

q q q q
q q q q
q q q q

− − 
 = − − 
 − − 

Q . (4.13) 

 Το στοχαστικό σηµείο ισορροπίας του ΟΜΣ δίνεται από το αριστερό ιδιοδιάνυσµα 
του πίνακα των τάσεων µετάβασης (4.13) για την ιδιοτιµή 0. 
 Για τα χαρακτηριστικά µεγέθη Ld  και Lλ  του Q  έχουµε   

L L Lλ=d Q d , 

ενώ 

( )det 0T
Lλ− =Q . 

Υπολογίζοντας το ιδιοδιάνυσµα Ld  µε τη χρήση της Mathematica έχουµε ότι 

( )
( )

( )
( )

23 31 21 31 32 13 32 12 31 32

12 23 13 21 23 12 23 13 21 23

, ,1L

q q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q

 + + + +
=   + + + + 

d . 

Κανονικοποιούµε το ιδιοδιάνυσµα έτσι ώστε το άθροισµα των τριών συνιστωσών του 
να είναι ίσο µε την µονάδα. Έχουµε, λοιπόν, το κανονικοποιηµένο ιδιοδιάνυσµα 

 

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

'

23 31 21 31 32

21 23 13 31 13 21 32 12 23 13 32

13 32 12 31 32

21 23 13 31 13 21 32 12 23 13 32

12 23 13 21 23

21 23 13 31 13 21 32 12 23 13 32

q q q q q
q q q q q q q q q q q

q q q q q
q q q q q q q q q q q

q q q q q
q q q q q q q q q q q

 + +
 

+ + + + + + + 
 + + =

+ + + + + + + 
 

+ + 
 + + + + + + + 

π . (4.14) 
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Στο σηµείο ισορροπίας π  ορίζουµε την ορθοκανονική βάση { }1 2 3, ,f f f , όπως 
αναφέραµε στην παράγραφο Β.Ι.1. Ως διανύσµατα 1 2 3, ,f f f  µπορούµε να θεωρήσουµε τα 
 
 
 

1

2

3

2 1 1, , ,
3 6 6

1 10, , ,
2 2

1 1 1, , .
3 3 3

 
= −  
 
 = − 
 
 =  
 

f

f

f

 

 Ο πίνακας 1F  γίνεται 

1

2 0
3

1 1
6 2

1 1
6 2

 
− 
 
 

= − 
 
 
  
 

F , 

και από τη σχέση (4.7) έχουµε  

           
( ) ( )

( ) ( )

12 13 21 31 12 13 21 23 31 32

21 31 21 23 31 32

1 12 2 2 2 2
2 2 3

1 13 2 2
2 2

q q q q q q q q q q

q q q q q q

 − − − − − + + − − 
 =
 − − − − − 
 

G .          (4.15) 

Η κίνηση γίνεται πάνω στο διδιάστατο υπερεπίπεδο (Π). Οι εξισώσεις της κίνησης δίνονται 
από την σχέση (4.6). Έτσι, έχουµε 

                                                        ( )1 2( ) (0)T T tt z z e= = Gz z .                                      (4.16) 

To διάνυσµα των µετατοπίσεων δίνεται από την σχέση 

 ( ) ( ) ( ); ,t t t t t t+ ∆ = + ∆ −u z z z . (4.17) 

 Έτσι, από την (4.9) έχουµε τις ∆.Ε δεύτερης τάξης 

                                                              ( )'1 12

2 2

z z
z z

   
=   

   
G .                                                (4.18) 

Από τις µετατοπίσεις και µε τη χρήση της σχέσης (4.10) βρίσκουµε τις συνιστώσες 
του τανυστή ρυθµού παραµόρφωσης από όπου µε τη βοήθεια της σχέσης (4.12) 
υπολογίζουµε τις συνιστώσες του τανυστή τάσης. 

Στη συνέχεια από την εξίσωση του Euler (4.8) µε αντικατάσταση των επιταχύνσεων 
από τις σχέσεις (4.18) και των συνιστωσών του τανυστή τάσης, θεωρώντας ότι δεν έχουµε 
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δυνάµεις µάζας, βρίσκουµε δύο ∆.Ε. τις οποίες θα επιλύσουµε ως προς τις σταθερές του 
Lame για να µελετήσουµε αν το ΟΜΣ συµπεριφέρεται ως οµογενές ελαστικό µέσο.  

Την τιµή της πυκνότητας του υλικού που έχουµε στην εξίσωση του Euler  την 
βρίσκουµε επιλύοντας  την εξίσωση της συνέχειας (2.17). 

  

 

Ι.3 Παράδειγµα 
 

Έστω ο πίνακας των τάσεων µετάβασης 

4.7 4 0.7
4.02 4.22 0.2
0.2 2 2.2

− 
 = − 
 − 

Q . 

Από την  (4.15) έχουµε ότι   

6.81 1.96876
3.30822 4.31
− 

=  − 
G , 

µε ιδιοτιµές 

1

2

8.40716,
2.71824.

λ
λ
= −
= −  

Από τη σχέση (4.16) βρίσκουµε ότι οι εξισώσεις της κίνησης στο νέο ορθοκανονικό σύστηµα 
συντεταγµένων δίνονται µε τις παρακάτω σχέσεις 

 

( )
( )

( )
( )

2.71824 8.40175 11.12
1 10

2.71824 8.40175 11.12
20

2.71824 8.40175 11.12
2 10

2.71824 8.40175 11.12
20

( ) 0.719934 0.280066

0.582072 0.582072

( ) 0.346399 0.346399

0.280066 0.719934

t t t

t t t

t t t

t t t

z t z e e e

z e e e

z t z e e e

z e e e

−

−

−

−

= + +

− +

= − + +

+

                                                    

(4.19) 

 Στη συνέχεια από την σχέση (4.17) βρίσκουµε τις συνιστώσες του διανύσµατος 
µετατόπισης αφού: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )
( )

; ,

0 0

0

0

0

( ) .

T T T

t tT t

t tT t

T t t t

T t t

T t

z t t t t t t

e e

e e

e e e

e e

t e

+∆ Τ

+∆

∆

+ ∆ = + ∆ −

= −

= −

= −

= −

= −

G G

G G

G G G

G G

G

u z z

z z

z

z

z I

z I

 

 

Έτσι, οι συνιστώσες του διανύσµατος µετατόπισης δίνονται από τις σχέσεις 

 

( )( )
( )

( ) ( )

11.12 2.71824 8.40176
1 1

11.12 2.71824 8.40176
2

11.12 2.71824 8.40176
2 1

11.12 2.718

( ; , ) 1 0.719934 0.280066

0.582072 0.582072 ,

; , 0.346399 0.346399

1 0.280066

t t t

t t t

t t

t

u z t t t e e e z

e e e z

u z t t t e e e z

e e

− ∆ ∆ ∆

− ∆ ∆ ∆

− ∆ ∆

− ∆

+ ∆ = − + + +

− +

+ ∆ = − + +

− + ( )( )24 8.40175
20.719934 .t te z∆ ∆+

    (4.20) 

 Από τη σχέση (4.10) βρίσκουµε τις συνιστώσες του τανυστή ρυθµού παραµόρφωσης 

  

( )

( )

16.8035 11.12 8.40176
11

5.43648 2.71824

16.8035 11.12 8.40176
12

5.43648

1.5 0.319149 0.0816369 1.43987

0.0992145 0.560132 ,
0.258034 0.0518326 0.928471

0.206201 0.928

t t t

t t

t t t

t

t e e e

e e
t e e e

e

ε

ε

− ∆ − ∆ − ∆

− ∆ − ∆

− ∆ − ∆ − ∆

− ∆

∆ = − − − +

− +

∆ = − −

− +

( )

( )

2.71824

16.8035 11.12 8.40176
21

5.43648 2.71824

16.8035 11.12 8.40176
22

5

471 ,
0.258034 0.0518326 0.928471

0.206201 0.928471 ,
1.5 0.208622 0.137179 0.560132

0.428556

t

t t t

t t

t t t

e
t e e e

e e
t e e e

e

ε

ε

− ∆

− ∆ − ∆ − ∆

− ∆ − ∆

− ∆ − ∆ − ∆

−

∆ = − −

− +

∆ = − − + +

− .43648 2.718241.43987 .t te∆ − ∆+

(4.21) 

 
 Από τη σχέση (4.12) υπολογίζουµε τις συνιστώσες του τανυστή τάσης 
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( ) ( )
( )

16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71824
11

16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71824

3 0.527771 0.0555418 2 0.527771 2

2 1.5 0.319149 0.0816369 1.43987 0.0992145 0.560132 ,

t t t t t

t t t t t

T t e e e e e

e e e e e

λ

µ

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆ − ∆

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆ − ∆

= − − + + − + +

− − − + − +

( ) (
)

( ) (

16.8035 11.12 8.40176 5.43648
12

2.71824

16.8035 11.12 8.40176 5.43648
21

2 0.258034 0.0518326 0.928471 0.206201

0.928471 ,

2 0.258034 0.0518326 0.928471 0.206201

0.928471

t t t t

t

t t t t

T t e e e e

e

T t e e e e

e

µ

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆

− ∆

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆

= − − − +

= − − − +

( )
( )

2.71824

16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71824
22

16.8035 11.12 5.43648 2.71824

,

3 0.527771 0.0555418 2 0.527771 2

2 1.5 0.208622 0.137179 0.428556 1.43987 .

t

t t t t t

t t t t

T e e e e e

e e e e

µ

λ

µ

− ∆

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆ − ∆

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆

= − − + + − + +

− − − − +

 (4.22) 

 
Το πεδίο ταχυτήτων βρίσκεται µε τη βοήθεια της σχέσης (4.6). Έτσι,  έχουµε 

 1 1 2

2 1 2

6.81 3.30822 ,
1.96876 4.31 .

z z z
z z z
= − +
= −

 (4.23) 

Τέλος το πεδίο των επιταχύνσεων δίνεται µε τη βοήθεια της (4.9): 

 1 1 2

2 1 2

52.8892 36.7874 ,
1.96876 4.31 .

z z z
z z z
= −
= −

 (4.24) 

 
 Στις παρακάτω γραφικές παραστάσεις µπορούµε να δούµε το πεδίο ταχυτήτων και το 
πεδίο επιταχύνσεων 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γραφική Παράσταση 1: Το πεδίο ταχυτήτων του ΟΜΣ 
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Γραφική Παράσταση 2: Το πεδίο επιταχύνσεων  του ΟΜΣ. 
  

Για να βρούµε τις ζητούµενες ∆.Ε. αντικαθιστούµε τα µεγέθη που υπολογίσαµε στην 
εξίσωση του Euler (4.8) θεωρώντας ότι οι δυνάµεις µάζας είναι µηδέν και έχουµε το σύστηµα 
των 2 ∆.Ε.  

( ) ( )16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71824
1 2

1

16.8035 11.12 8.40176 5.43648

52.8892 36.7874 3 0.527771 0.0555418 2 0.527771 2

2 1.5 0.319149 0.0816369 1.43987 0.0992145 0.560132

t t t t t

t t t t

z z e e e e e
z

e e e e e

λρ − − − − −

− − − − −

∂
− = − − + + − + +

∂

− − − + − +( )

( )

2.71824

1

16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71824

2

2 0.258034 0.0518326 0.928471 0.206201 0.928471 .

t

t t t t t

z

e e e e e
z

µ

µ− − − − −

∂
+

∂
∂

− − − +
∂

                                                                                                                                             (4.25) 

( ) ( )16.8035 11.12 2.71824 5.43648 8.40176
1 2

2

16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71

21.8927 25.0892 3 0.527771 0.0555418 2 0.527771 2

2 0.258034 0.0518326 0.928471 0.206201 0.928471

t t t t t

t t t t

z z e e e e e
z

e e e e e

λρ − − − − −

− − − − −

∂
− + = − − + + − + +

∂

− − − +( )

( )

824

1

16.8035 11.12 8.40176 5.43648 2.71824

2

2 1.5 0.208622 0.137179 0.560132 0.428556 1.43987 .

t

t t t t t

z

e e e e e
z

µ

µ− − − − −

∂
+

∂
∂

− − + + − +
∂

(4.26) 
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Την τιµή της πυκνότητας ρ  την βρίσκουµε από την εξίσωση της συνέχειας (2.17) που γίνεται  

 ( ) ( )1 2 1 2
1 2

6.81 3.308 1.968 4.31 11.2 0z z z z
t z z
ρ ρ ρ ρ∂ ∂ ∂
+ − + + − − =

∂ ∂ ∂
. (4.27) 
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II. Επίλυση του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων 
 
ΙΙ.1 Το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων 
 
 Όπως είδαµε στην παράγραφο Β.Ι.3 έχουµε το σύστηµα των ∆.Ε. (σχέσεις 4.25-4.26)  
 

( ) ( )

( )

16.8035 11.12 5.43648
1 2

1

16.8035 11.12 5.43648

1

16.8035 11.12

52.8892 36.7874 1 0.627771 0.0555418 0.527771

2 0.5 0.319149 0.0816369 0.0992145

2 0.258034 0.0518326 0.206201

t t t

t t t

t t

z z e e e
z

e e e
z

e e

λρ

µ

− − −

− − −

− −

∂
− = − + − + +

∂
∂

− + + + +
∂

− + +( )5.43648

2

,te
z
µ− ∂

∂

 

και  
 

( ) ( )

( )

16.8035 11.12 5.43648
1 2

2

16.8035 11.12 5.43648

1

16.8035 11.12

21.8927 25.0892 1 0.527771 0.0555418 0.527771

1 0.527771 0.0555418 0.527771

2 0.5 0.208622 0.137179 0.428556

t t t

t t t

t t

z z e e e
z

e e e
z

e e

λρ

µ

− − −

− − −

− −

∂
− + = − + − + +

∂
∂

− + − + +
∂

− + − +( )5.43648

2

.te
z
µ− ∂

∂

 

 
 Το παραπάνω σύστηµα είναι ένα σύστηµα ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων µε 
µερικές παραγώγους πρώτης τάξης ως προς τα 1z  και 2z . 
 Η πυκνότητα δίνεται από την (σχέση 4.27) 

( ) ( )1 2 1 2
1 2

6.81 3.308 1.968 4.31 11.2 0z z z z
t z z
ρ ρ ρ ρ∂ ∂ ∂
+ − + + − − =

∂ ∂ ∂
, 

η οποία είναι µια διαφορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους πρώτης τάξης ως προς το χρόνο 
και τα 1z , 2z . Στην παρακάτω ανάλυση για την επίλυση του συστήµατος θα θεωρήσουµε ότι 
η πυκνότητα είναι συνάρτηση µόνο του χρόνου και όχι των χωρικών συντεταγµένων. Έτσι η 
σχέση 4.27 γίνεται 

 11.2 0
t
ρ ρ∂
− =

∂
. (5.1) 

 Για την επίλυση των ∆.Ε. των σχέσεων 4.25 και 4.26 θα χρησιµοποιήσουµε την 
µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών. Έτσι η παράγωγος ως προς την θέση δίνεται όπως στην 
σχέση 3.9 και έχουµε 
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( , ) ,

( , ) ,
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i j i j

i j i j

i j i j
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z z
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z z
z z

z z
z z

λ λλ

λ λλ

µ µµ

µ µµ

−

−

−

−

−∂
=

∂ ∆

−∂
=

∂ ∆

−∂
=

∂ ∆

−∂
=

∂ ∆

 (5.2) 

  
Οι ∆.Ε. (σχέσεις 4.25-4.26) γίνονται  

 ( ) , 1, , 1, , , 1
1 2 1 2 3

1 1 2

52.8892 36.7874 ( ) ( ) ( ) ,i j i j i j i j i j i jz z c t c t c t
z z z

λ λ µ µ µ µ
ρ − − −− − −

− = + +
∆ ∆ ∆

(5.3) 

 ( ) , , 1 , 1, , , 1
1 2 1 3 4

2 1 2

21.8927 25.0892 ( ) ( ) ( ) .i j i j i j i j i j i jz z c t c t c t
z z z

λ λ µ µ µ µ
ρ − − −− − −

− + = + +
∆ ∆ ∆

(5.4) 

όπου 

 

( )
( )
( )

16.8035 11.12 5.43648
1

16.8035 11.12 5.43648
2

16.8035 11.12 5.43648
3

4

( ) 1 0.527771 0.0555418 0.527771 ,

( ) 2 0.5 0.319149 0.0816369 0.0992145 ,

( ) 2 0.258034 0.0518326 0.206201 ,

t t t

t t t

t t t

c t e e e

c t e e e

c t e e e

c

− − −

− − −

− − −

= − + − +

= − + + +

= − + +

( )16.8035 11.12 5.43648( ) 2 0.5 0.208622 0.137179 0.428556 .t t tt e e e− − −= − + − +

 (5.5) 

 
 
 
ΙΙ.2 Αριθµητική επίλυση του συστήµατος των ∆.Ε. 
 
 Για να λύσουµε το σύστηµα των εξισώσεων (5.3-5.4)  θεωρούµε ένα αριθµητικό 
πλέγµα 15 15× . Σε κάθε σηµείο του πλέγµατος έχουµε τις τιµές των  λ  και µ . Έτσι, 
αντικαθιστώντας στις εξισώσεις 5.3 και 5.4 έχουµε ένα σύστηµα 450 εξισώσεων µε 450 
αγνώστους το οποίο πρέπει να επιλύσουµε. 
 Η µορφή του συστήµατος των εξισώσεων είναι 
 =Cx A  (5.6) 
όπου C  ο πίνακας των συντελεστών, ο πίνακας στήλη x  δίνει τις άγνωστες τιµές των  
σταθερών  λ  και µ  του Lame ενώ ο A  είναι ο πίνακας των σταθερών όρων. 
 Για πλέγµα 4 4×  ο πίνακας C  έχει την µορφή 
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όπου το σύστηµα µας έχει 32 εξισώσεις µε 32 αγνώστους. 
 

Το σύστηµα των εξισώσεων (5.4-5.5) εξαρτάται από το χρόνο µόνο λόγω της 
εξάρτησης των σταθερών συντελεστών 1 2 3 4, , ,c c c c  και  της πυκνότητας ρ  από τον χρόνο. 

Για να λύσουµε το σύστηµα 5.6 χρησιµοποιούµε τον παρακάτω αλγόριθµο: 

1. Για κάποια χρονική στιγµή υπολογίζουµε τους σταθερούς συντελεστές 1 2 3 4, , ,c c c c  
όπως δίνονται από την 5.5 και την πυκνότητα από την λύση της εξίσωσης  συνέχειας 
(σχέση 5.1). 

2. ∆ηµιουργούµε τον πίνακα  των συντελεστών C  και τον πίνακα των σταθερών όρων 
A  ο οποίος δίνεται µε τη µορφή: 
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3. Λύνουµε το σύστηµα µε την µέθοδο του Gauss. 

4. Προχωράµε σε επόµενη χρονική στιγµή και ξεκινάµε ξανά από το βήµα 1. 

Την παραπάνω διαδικασία την συνεχίζουµε µέχρι να συµπληρώσουµε τον ζητούµενο χρόνο. 

 Ο παραπάνω αλγόριθµος υλοποιήθηκε στα πλαίσια της παρούσας εργασίας στο 
πρόγραµµα Solver21 το οποίο θα αναλύσουµε παρακάτω. 

 

ΙΙ.3 Το πρόγραµµα solver21 για την επίλυση του συστήµατος των ∆.Ε. 
 

 Με το πρόγραµµα solver21, γραµµένο σε γλώσσα προγραµµατισµού C++, επιλύουµε 
το σύστηµα των ∆.Ε. 5.6 σύµφωνα µε τον αλγόριθµο της παραγράφου ΙΙ.2. 

Η κύρια (main) συνάρτηση του προγράµµατος δίνεται παρακάτω: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

int main() 
{ 
    
     
   int g, s, tt; 
  double **Lamda,**Mi,density,z1,z2,dz1,dz2,**C,c1,c2,c3,c4,*A,*xSolve,time, 
              timestep,ca1,ca2,ca3,ca4,ca5,cb1,cb2,cb3,cb4,cb5,cb6, 
               cb7,cb8,cb9,cb10,cb11,cb12,cb13,cb14,maxtime,t0; 
   g=15; 
   s=15; 
   A = (double *)malloc(sizeof(double)*g*s*2); 
   xSolve = (double *)malloc(sizeof(double)*g*s*2); 
   z1=0.05; 
   z2=0.2; 
   dz1=2*z1/s; 
   dz2=2*z2/g; 
   density=1; 
   timestep=0.05; 
   maxtime=1.5; 
   time=0.0; 
   t0=timestep; 
   ca1=-16.8035;     
   ca2=-11.12; 
   ca3=-5.43648; 
   cb1=0.527771; 
   cb2=0.0555418; 
   cb3=0.319149; 
   cb4=0.0816369; 
   cb5=0.0992145; 
   cb6=0.258034; 
   cb7=0.0518326; 
   cb8=0.206201; 
   cb9=0.208622; 
   cb10=0.137179; 
   cb11=0.428556; 
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   cb12=0.928471; 
   cb13=1.43987; 
   cb14=0.560132; 
 
Lamda = (double **)malloc(sizeof(double *)*SIZE); 
 for(unsigned int k=0;k<SIZE;k++){ 
  Lamda[k] = (double *)malloc(sizeof(double)*SIZE); 
 } 
 Mi = (double **)malloc(sizeof(double *)*SIZE); 
 for(k=0;k<SIZE;k++){ 
  Mi[k] = (double *)malloc(sizeof(double)*SIZE); 
 } 
 C = (double **)malloc(sizeof(double *)*SIZE); 
 for(k=0;k<SIZE;k++){ 
  C[k] = (double *)malloc(sizeof(double)*SIZE); 
 } 
 
tt=1; 
 do 
 { 
  density=densRKF(density,time,timestep); 
 c1=(-3.0-cb1*exp(ca1*time)+cb2*exp(ca2*time)+2.0*exp(ca5*time)-
cb1*exp(ca3*time)+2.0*exp(ca4*time)); 
  c2=2*(-1.5-cb3*exp(ca1*time)-cb4*exp(ca2*time)+cb13*exp(ca5*time)-
cb5*exp(ca3*time)+cb14*exp(ca4*time)); 
  c3=2*(cb6*exp(ca1*time)-cb7*exp(ca2*time)-cb12*exp(ca5*time)-
cb8*exp(ca3*time)+cb12*exp(ca4*time)); 
  c4=2*(-1.5-cb9*exp(ca1*time)+cb10*exp(ca2*time)+cb14*exp(ca5*time)-
cb11*exp(ca3*time)+cb13*exp(ca4*time)); 
  
   
     ComputeMatrice(C,s,g,c1,c2,c3,c4,dz1,dz2); 
     ConstantA(A,g,s,z1,z2,density,dz1,dz2,time); 
     gaussSolver2(C,A,xSolve,2*s*s); 
     takevalues(Lamda,Mi,xSolve,g,s); 
     printGridonfile(Lamda,time,g,s,z1,z2,dz1,dz2); 
     printGridonfile(Mi,time,g,s,z1,z2,dz1,dz2); 
     elasticity(Lamda,Mi,g,s); 
     if((time==0.05)||(time>1.4&&time<1.55)||(time>0.45&&time<1.05)) 
   { 
    printusefull(Lamda,time,g,s,density); 
    printusefull(Mi,time,g,s,density); 
   } 
  
 }  
 while(time<maxtime); 
 
 return 0; 
} 
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 Με την εντολή  

A = (double *)malloc(sizeof(double)*g*s*2); 

δεσµεύουµε µνήµη για να δηµιουργήσουµε έναν µονοδιάστατο πίνακα µήκους 2 g s⋅ ⋅  όπου 
g  ο αριθµός των κόµβων που βρίσκονται οριζόντια στο πλέγµα µας και s ο αριθµός των 
κόµβων που βρίσκονται κάθετα. Αντίστοιχα µε την εντολή  

Lamda = (double **)malloc(sizeof(double *)*SIZE); 
for(unsigned int k=0;k<SIZE;k++){ 

Lamda[k] = (double *)malloc(sizeof(double)*SIZE); 
} 

δεσµεύουµε µνήµη για την δηµιουργία ενός διδιάστατου πίνακα. 

 Το πρώτο βήµα µέσα στην κύρια (main) συνάρτηση είναι ο ορισµός των σταθερών 
όρων και η δηµιουργία των πινάκων: 

A: µονοδιάστατος πίνακας των σταθερών όρων (σχέση 5.7). 

xSolve: µονοδιάστατος πίνακας των λύσεων της συνάρτησης gaussSolver2. 

Lamda: διδιάστατος πίνακας των τιµών της σταθεράς λ του Lame σε κάθε κόµβο του 
πλέγµατος. 

Mi: διδιάστατος πίνακας των τιµών της σταθεράς µ του Lame σε κάθε κόµβο του πλέγµατος. 

C : διδιάστατος πίνακας των σταθερών συντελεστών του συστήµατος. 

 

 Για κάθε χρονική στιγµή υπολογίζουµε µε την βοήθεια της συνάρτησης densRKF την 
τιµή της πυκνότητας και τους σταθερούς συντελεστές, c1,c2,c3 και c4, του συστήµατος 5.6. 
Στην συνέχεια µε την βοήθεια της συνάρτησης ComputeMatrice δηµιουργούµε τον πίνακα C 
των σταθερών συντελεστών ενώ µε την συνάρτηση ConstantA δηµιουργούµε τον πίνακα Α 
των σταθερών όρων. Τέλος µε την βοήθεια της συνάρτησης gaussSolver2 επιλύουµε το 
σύστηµα των εξισώσεων και δίνουµε τις τιµές των σταθερών λ και µ του Lame σε κάθε 
σηµείο του πλέγµατος. 

 Η παραπάνω διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να φτάσουµε στον επιθυµητό χρόνο που 
δίνεται στο πρόγραµµα από την µεταβλητή maxtime. 

 Έχοντας µελετήσει την εξέλιξη του συστήµατος έχουµε βγάλει το συµπέρασµα ότι το 
σύστηµα µας πολύ γρήγορα «συρρικνώνεται» στο σηµείο ισορροπίας π. Έτσι η µελέτη του 
παραπάνω συστήµατος θα γίνει στην γειτονιά του σηµείο ισορροπίας π που βρίσκεται στο 
( )0,0 . Παίρνουµε, λοιπόν, σαν αρχικά σηµεία τα 1 0.05z =  και 2 0.2z = . 

 Τα χωρικά βήµατα δίνονται συναρτήση του αριθµού των κόµβων των πλέγµατος στον 
κατακόρυφο άξονα, g , και στον οριζόντιο s . Έτσι  

1
1

2
2

2 ,

2 .

zdz
s
zdz
g

=

=
 

 Το χρονικό βήµα το θεωρούµε 0.05t∆ =  µονάδες χρόνου ενώ η αρχική πυκνότητα 
θεωρείται ίση µε την µονάδα. 
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Ανάλυση των συναρτήσεων: 
 

Ι. densRKF(double dens, double &time, double timestep) 
 

 Η συνάρτηση densRKF επιλύει αριθµητικά µε την µέθοδο Runge-Kutta- Fehlberg την 
εξίσωση συνέχειας (5.1) υπολογίζοντας την τιµή της πυκνότητας για κάθε χρονική στιγµή. 
 Η µέθοδος Runge- Kutta- Fehlberg είναι µία κλασική µέθοδος ενός βήµατος για την 
επίλυση διαφορικών εξισώσεων (Ordinary Differential Equations) µε πολύ καλή ακρίβεια και 
χρησιµοποιείται ευρήτατα.  

Για να επιλύσουµε µια ∆.Ε. της µορφής  

( , )dy f x y
dx

= , 

µε την βοήθεια της παραπάνω µεθόδου χρησιµοποιούµε την σχέση 

1 1 3 4 5 6
16 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55n ny y k k k k k+
 = + + + − + 
 

, 
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το σφάλµα της παραπάνω µεθόδου είναι της τάξης του 5h . 

 Η συνάρτηση densRKF δέχεται σαν είσοδο την αρχική τιµή της πυκνότητας, dens, τον 
χρόνο, time,  και το χρονικό βήµα timestep. 

 Η συνάρτηση δίνεται παρακάτω 
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 Το πρώτο βήµα στην συνάρτηση densRKF είναι ο υπολογισµός της χρονικής στιγµής  

time=time+h, 

έπειτα υπολογίζουµε τις σταθερές της µεθόδου Runge- Kutta- Fehlberg 1 2 3 4 5, , , ,k k k k k  και 6k  
και υπολογίζουµε την τιµή της πυκνότητας dens η οποία επιστρέφεται στο κύριο πρόγραµµα. 

 Να επισηµάνουµε εδώ ότι η παραπάνω συνάρτηση, πέρα από τον υπολογισµό της 
πυκνότητας, εξελίσσει και τον χρόνο στο κύριο (main) πρόγραµµα µας. 

 

ΙΙ. ComputeMatrice(double **C,int s,int g,double c1,double c2, double c3, double 
c4,double dz1,double dz2) 
 

 H συνάρτηση ComputeMatrice δηµιουργεί τον πίνακα των σταθερών συντελεστών 
C , ο οποίος έχει µορφή όπως στην σελίδα 43 της παρούσας εργασίας. Παρατηρούµε ότι ο 
πίνακας C  έχει όλα τα στοιχεία του ίσα µε το µηδέν εκτός από κάποιες βασικές διαγώνιες 
στις οποίες επαναλαµβάνοται κάποιες οµάδες (block).  

 Για τον Πίνακα της σελίδας 43 (πλέγµα 4 4× ) έχουµε:  

Ξεκινώντας από την πρώτη στήλη έχουµε το παρακάτω block τιµών 

double densRKF(double dens, double &time,double timestep) 
{ 
     
 double k1,k2,k3,k4,k5,k6,a,h; 
 
     a=11.2; 
  h=timestep; 
     time=time+h; 
 
     k1= h*a*dens;                                   
     k2= h*a*(dens+(1./4.)*k1); 
     k3= h*a*(dens+(3./32.)*k1+(9./32.)*k2); 
     k4= h*a*(dens+(1932./2197.)*k1-(7200./2197)*k2+(7296./2197.)*k3); 
     k5= h*a*(dens+(439./216.)*k1-8.*k2+(3680./513.)*k3-(845./4104.)*k4); 
     k6= h*a*(dens-(8./27.)*k1+2.*k2-(3544./2565.)*k3+(1859./4104.)*k4-(11./40.)*k5);
 
 dens=dens+(16./135.)*k1+(6656./12825.)*k3+(28561./56430.)*k4-
(9./50.)*k5+(2./55.)*k6; 
  
 return dens; 
} 
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το οποίο φτάνει µέχρι την 2 g s⋅ ⋅  γραµµή και την 2 g s⋅ ⋅  στήλη του πίνακα µας.  

 Ξεκινώντας από την g s+  γραµµή του πίνακα µας έχουµε το block 
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( )1
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0 0

c t
z

 
− ∆ 
 
 

, 

το οποιό επαναλµβάνεται µέχρι την 2 g s⋅ ⋅  γραµµή και την g s⋅  στήλη του πίνακα µας ενώ 
αντίστοιχα ξεκινώντας από την 1g s⋅ +  στήλη και την την g s+  γραµµή του πίνακα µας 
έχουµε το block 

( )

( )
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1

0

0

c t
z

c t
z

 
− ∆ 
 
 − ∆ 

, 

το οποίο επαναλαµβάνεται µε την σειρά του µέχρι την 2 g s⋅ ⋅  στήλη και την 2 g s⋅ ⋅  γραµµή 
του πίνακα µας. 

 Η συνάρτηση δέχεται σαν είσοδο τον αριθµό των κόµβων που βρίσκονται οριζόντια, 
g , και τον αριθµό των κόµβων που βρίσκονται κάθετα, s , στο πλέγµα µας. τις σταθερές 

1 2 3, ,c c c  και 4c  που έχουµε ήδη υπολογίσει για κάθε χρονικό βήµα. Όπως επίσης και τα 
χωρικά βήµατα 1z∆  και 2z∆ . Η συνάρτηση ComputeMatrice δίνεται στο παρακάτω κοµµάτι 
του κώδικα 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

void ComputeMatrice(double **C,int s,int g,double c1,double c2, double c3, double 
c4,double dz1,double dz2) 
{ 
int w,q,k,i; 
 
 
     for(w=1;w<2*g*s+1;w++) 
     { 
      for(q=1;q<2*g*s+1;q++) 
      { 
        C[w][q]=0;  
        } 
    } 
  
  k=1; 
  w=1; 
  i=2; // Auxanei tin timi tis exeidikevmenis grammis!!! 
  do 
  { 
   if(w==1) 
   { 
     C[w][k]=c1/dz1; 
     C[w][k+s*s]=(c2/dz1)+(c3/dz2); 
                           C[w+1][k]=c1/dz2; 
     C[w+1][k+s*s]=(c3/dz1)+(c4/dz2); 
   } 
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   else if(w>2&&w<2*s+1)  
   { 
           C[w][k]=c1/dz1; 
     C[w+1][k-1]=-c1/dz2; 
     C[w][k+s*s-1]=-c3/dz2; 
           C[w][k+s*s]=(c2/dz1)+(c3/dz2); 
     C[w+1][k]=c1/dz2; 
           C[w+1][k+s*s-1]=-c4/dz2; 
           C[w+1][k+s*s]=(c3/dz1)+(c4/dz2); 
   } 
   else if(w==i*s+1) 
   { 
     C[w][k-s]=-c1/dz1; 
     C[w][k]=c1/dz1; 
     C[w][k+s*s-s]=-c2/dz1; 
           C[w][k+s*s]=(c2/dz1)+(c3/dz2); 
     C[w+1][k]=c1/dz2; 
           C[w+1][k+s*s-s]=-c3/dz1; 
           C[w+1][k+s*s]=(c3/dz1)+(c4/dz2); 
     i=i+2; 
   } 
   
   else 
   { 
           C[w][k-s]=-c1/dz1; 
     C[w][k]=c1/dz1; 
     C[w][k+s*s-s]=-c2/dz1; 
           C[w][k+s*s-1]=-c3/dz2; 
           C[w][k+s*s]=(c2/dz1)+(c3/dz2); 
     C[w+1][k]=c1/dz2; 
           C[w+1][k-1]=-c1/dz2; 
           C[w+1][k+s*s-s]=-c3/dz1; 
           C[w+1][k+s*s-1]=-c4/dz2; 
           C[w+1][k+s*s]=(c3/dz1)+(c4/dz2); 
   } 
 
 
    k=k+1; 
    w=w+2; 
  } 
  while(w<2*g*s+1); 
 
  
 
    }   
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Για να µπορέσουµε να δηµιουργήσουµε τον ζητούµενο πίνακα C  παίρνουµε µια 
διπλή επανάληψη από 1 µέχρι 2 g s⋅ ⋅  βάζοντας στο πίνακα όλα τα στοιχεία να είναι µηδέν. 
Σε δεύτερο βήµα ξεκινάµε να «γεµίζουµε» τις θέσεις του πίνακα µε τις διάφορες τιµές 
δηµιουργώντας τα διάφορα Block  χρησιµοποιώντας µια εντολή επανάληψης do while, όπως 
φαίνεται στο παραπάνω τµήµα του προγράµµατος. 

 

ΙΙΙ. ConstantA(double *A, int g, int s, double z1, double z2, double density, double dz1, 
double dz2, double t) 
 

 Η συνάρτηση ConstantA δηµιουργεί τον πίνακα των σταθερών όρων A  (σχέση 5.7). 
Για την επίλυση του συστήµατος 5.3-5.4  θεωρούµε τις οριακές συνθήκες  

,
,

constant
constant

λ
µ
=
=

 

στο πάνω και δεξιό όριο του αριθµητικού µας πλέγµατος. 

  Η συνάρτηση δέχεται σαν είσοδο τον αριθµό των κόµβων που βρίσκονται οριζόντια, 
g  και τον αριθµό των κόµβων που βρίσκονται  κάθετα, s , στο πλέγµα µας. Επίσης τις τιµές 
των θέσεων 1z  και 2z . Την τιµή της πυκνότητας. Τα χωρικά βήµατα 1z∆  και 2z∆ . Όπως 
επίσης και τον χρόνο. 

 Η συνάρτηση ConstantA δίνεται από το παρακάτω τµήµα του κώδικα 

 

void ConstantA(double *A,int g,int s,double z1,double z2,double density,double 
c1,double c2, double c3, double c4,double dz1,double dz2,double t) 
{ 
 
 int i,j,k; 
 double a,b,c,d,a10,b10,a01,b01,z01,z02; 
  
 a=52.8892; 
 b=-36.7874; 
 c=-21.8927; 
 d=25.0892; 
 k=1; 
 a01=1.; 
 b01=-1.;     //Statheres times boundaries plegmaton!!!!! 
 a10=1.; 
 b10=-1.; 
 z01=z1; 
 z02=z2; 
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 for(i=1;i<g+1;i=i++) 
 { 
  z1=z01; 
  for(j=1;j<s+1;j++) 
  { 
    // cout<<"z1= "<<z1<<"z2= "<<z2<<endl; 
   if(i==1) 
     { 
        if(j==1) 
     { 

         
A[k]=(a*z1+b*z2)*density+(c1/dz1)*a01+(c2/dz1)*b01+(c3/dz2)*b10; 

          
A[k+1]=(c*z1+d*z2)*density+(c1/dz2)*a10+(c3/dz1)*b01+(c4/dz2)*b10; 

     } 
     else  
     { 
                         A[k]=(a*z1+b*z2)*density+(c1/dz1)*a01+(c2/dz1)*b01; 
          A[k+1]=(c*z1+d*z2)*density+(c3/dz1)*b01; 
     } 
 
      k=k+2; 
     } 
     else 
     { 
              if(j==1) 
     { 
       A[k]=(a*z1+b*z2)*density+(c3/dz2)*b10; 
          A[k+1]=(c*z1+d*z2)*density+(c1/dz2)*a10+(c4/dz2)*b10; 
     } 
     else 
     { 
 
                A[k]=(a*z1+b*z2)*density; 
          A[k+1]=(c*z1+d*z2)*density; 
     } 
        k=k+2; 
     } 
     z1=z1-dz1; 
  } 
  z2=z2-dz2; 
 } 
 
} 
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IV. gaussSolver2(double **C, double *Α, double *xSolve, int g) 
 

 H gaussSolver2 επιλύει ένα σύστηµα n n×  εξισώσεων µε την µέθοδο του Gauss. Με 
την µέθοδο αυτή επιλύουµε ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων µετατρέποντας το σε ένα άνω 
τριγωνικό σύστηµα. 

 Στα γραµµικά συστήµατα µπορούµε να κάνουµε τις παρακάτω πράξεις: 

1. Αλλαγή της σειράς δύο εξισώσεων. 

2. Πολλαπλασιασµό µιας εξίσωσης µε µία µη-µηδενική σταθερά. 

3. Αντικατάσταση µιας εξίσωσης από το άθροισµα αυτής και ένός πολλαπλάσιου 
κάποιας από τις υπόλοιπες εξισώσεις. 

Έστω ένα σύστηµα της µορφής 
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ή σε µορφή πινάκων 

⋅ =A x B . 

Η µέθοδος του Gauss ακολουθεί τα εξής βήµατα: 

1. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε 21

11

a
a

 και την αφαιρούµε από την δεύτερη. 

Αντίστοιχα πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε 31

11

a
a

 και την αφαιρούµε από 

την τρίτη. Συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία οπότε το σύστηµα γίνεται 
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όπου τώρα οι σταθεροί όροι έχουν αλλάξει και έχουµε για παράδειγµα τον όρο  
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2. Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη εξίσωση µε 
( )
32
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a

 και την αφαιρούµε από την τρίτη. 

Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο και τελικά το σύστηµα µας γίνεται 
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και οι νέοι σταθεροί όροι δίνονται από σχέσεις όπως για παράδειγµα 
( ) ( )

( ) ( )32 33
33 33( )

22

I I
II I

I

a aa a
a

= − . 

Μετά από 1n −  βήµατα το σύστηµα µας γίνεται άνω τριγωνικό  
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και η λύση του µπορεί να δοθεί από τις παρακάτω σχέσεις: 

Για τον n -οστό όρο 
( 1)n
n

n
nn

bx
a

−

= . 

Για τους υπόλοιπους όρους 
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∑
. 

 Η συνάρτηση gaussSolver2 ακολουθεί τα παραπάνω βήµατα επιλύοντας ένα σύστηµα 
n n×  εξισώσεων. ∆έχεται σαν είσοδο τον πίνακα των σταθερών συντελεστών C , τον πίνακα 
των σταθερών όρων A  και τον αριθµό των εξισώσεων. 

 Για να αποµακρύνουµε τυχόν σφάλµατα θεωρούµε ίσο µε µε µηδέν όλους τους όρους 
που είναι µικρότεροι από 0.0001. 

 Για να µην αντιµετωπίσουµε πρόβληµα, αν τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του 
πίνακα των σταθερών συντελεστών C  είναι µηδενικά, η συνάρτηση βλέπει τις τιµές των 
τιµών της κυρίας διαγωνίου και αν είναι µηδενική τότε αλλάζει της γραµµές του συστήµατος 
όπως επίσης της αντίστοιχες γραµµές στον πίνακα των σταθερών όρων A . Με την 
διαδικασία αυτή αποµακρύνουµε τον κίνδυνο απειρισµών, κατά την διάρκεια των 

υπολογισµών, λόγω του πολλαπλασιασµού µε όρους της µορφής 21

11

a
a

 όπου στον 

παρανοµαστή έχουµε στοιχείο της κυρίας διαγωνίου. 

Οι λύσεις  του συστήµατος δίνονται από τον πίνακα xSolve. 

 Η συνάρτηση gaussSolver2 δίνεται από το παρακάτω τµήµα του προγράµµατος 
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 void gaussSolver2(double **C,double *B,double *xSolve,int d) 
{ 
 int i,j,h,k; 
 double G,sum,temp; 
 
 for(h=1;h<d;h++) 
 { 
  for(i=2;i<d+1;i++) 
  { 
   G=C[i][h]/C[h][h]; 
   if(h<i) 
   { 
    for(j=1;j<d+1;j++) 
   { 
      C[i][j]=C[i][j]-G*C[h][j]; 
                  if(fabs(C[i][j])<0.0001) 
   { 
    C[i][j]=0; 
   } 
 
   } 
    B[i]=B[i]-G*B[h]; 
   } 
   
  }  
  for(i=2;i<d+1;i++) 
  { 
   if(C[i][i]==0) 
   { 
    for(j=i+1;j<d+1;j++) 
    { 
    // cout<<"i= "<<i<<endl; 
     if(C[j][i]!=0) 
     { 
      k=j; 
      break; 
     } 
    } 
    for(j=1;j<d+1;j++) 
    { 
     temp=C[i][j]; 
     C[i][j]=C[k][j]; 
     C[k][j]=temp; 
    } 
    temp=B[i]; 
    B[i]=B[k]; 
    B[k]=temp; 
   }}} 
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V. takevalues(double **Lamda, double **Mi, double *xSolve, int g, int s) 
 

 Με την συνάρτηση αυτή δίνουµε τις τιµές των σταθερών λ και µ του Lame από τον 
πίνακα xSolve. Ο πίνακας xSolve έχει τις λύσεις στην µορφή 
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και η συνάρτηση takevalues σπάει τις λύσεις σε δύο πίνακες: τον πίνακα Lamda που περιέχει 
τις τιµές της σταθεράς λ του Lame και τον πίνακα Mi που περιέχει τις τιµές της σταθεράς µ 
του Lame σε κάθε σηµείο του πλέγµατος. 

 ∆έχεται σαν είσοδο τον πίνακα xSolve  και τον αριθµό των σηµείων του πλέγµατος g  
και s . Η συνάρτηση δίνεται από το παρακάτω τµήµα του προγράµµατος 

 

 

 

for(k=d;k>0;k--) 
 { 
   sum=0;                                                   //Ipologismos ton x!!! 
   for(i=1;i<d+1;i++) 
   { 
     if(i>k) 
     { 
       sum=sum+C[k][i]*xSolve[i]; 
       } 
   } 
   xSolve[k]=(B[k]-sum)/C[k][k]; 
  // cout<<"x["<<k<<"]= "<<xSolve[k]<<endl;    // Exagogi x 
   } 
 
} 
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VI. Συναρτήσεις εξόδου των δεδοµένων 
 

 Με τις παρακάτω συναρτήσεις εξάγουµε τα δεδοµένα σε διάφορες µορφές για την 
καλύτερη επεξεργασία τους. 

 Με την συνάρτηση PrintGridonfile εξάγουµε τα δεδοµένα µας στο αρχείο 
diplomatikidata1.dat. Εδώ, δίνονται όλα τα δεδοµένα των σταθερών του Lame σε ένα αρχείο  
έχοντας τις τιµές σε κάθε σηµείο του πλέγµατος για κάθε χρονική στιγµή. Η συνάρτηση 
δέχεται σαν είσοδο, τον πίνακα της σταθεράς του Lame: Lamda ή Mi, την χρονική στιγµή 
time, τον αριθµό των σηµείων του πλέγµατος ,g s , τις θέσεις 1 2,z z  και τα χρονικά βήµατα. 

 Με την συνάρτηση printusefull εξάγουµε τα δεδοµένα των σταθερών του Lame στο 
αρχείο diplomatikidata2.dat. Εδώ, µαζί µε τις σταθερές του Lame  δίνονται και ο χρόνος και η 
πυκνότητα στην συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Η συνάρτηση δέχεται σαν είσοδο, τον πίνανα 
της σταθεράς του Lame: Lamda ή Mi, την χρονική στιγµή time, τον αριθµό των σηµείων του 
πλέγµατος ,g s  και την πυκνότητα density κάθε χρονική στιγµή. 

 Η συνάρτηση elasticity εξάγει τα δεδοµένα στα αρχείο elasticity.dat και ni.dat. Με 
αυτήν την συνάρτηση υπολογίζουµε και εξάγουµε το µέτρο της ελαστικότητας όπως δίνεται 

void takevalues(double **Lamda,double **Mi,double *xSolve,int g,int s) 
{ 
 int i,j,k; 
 
 k=1; 
 
 for(i=1;i<g+1;i++) 
 { 
  for(j=1;j<s+1;j++) 
  { 
   { 
    Lamda[i][j]=xSolve[k]; 
   } 
   k=k+1; 
  } 
 } 
 for(i=1;i<g+1;i++) 
 { 
  for(j=1;j<s+1;j++) 
  { 
   { 
    Mi[i][j]=xSolve[k]; 
   } 
   k=k+1; 
  } 
 } 
}  
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στον ορισµό Α.ΙΙ.4.3 και την σχέση 2.24,  και τον συντελεστή Poisson όπως δίνεται στον 
ορισµό Α.ΙΙ.4.4 και στην σχέση 2.25.  

 Οι παραπάνω συναρτήσεις δίνονται από τα παρακάτω τµήµατα του κώδικα 

    

void printGridonfile(double **Lamda,double time,int g,int s,double z1,double z2,double 
dz1,double dz2) 
{ 
 FILE *PTR; 
 FILE *PPTR; 
 FILE *PPPTR;  
 
 PTR=fopen("d:diplomatikidata1.dat","a"); 
 //PTR=fopen("/mnt/win_d/diplomatiki1.dat","a"); 
 PPTR=fopen("d:xdata.dat","a"); 
    //PPTR=fopen("/mnt/win_d/xdata.dat","a"); 
 PPPTR=fopen("d:ydata.dat","a"); 
 //PPPTR=fopen("/mnt/win_d/ydata.dat","a"); 
 
  
 int i,j; 
 double z10,z20,t0; 
    z10=z1; 
    z20=z2;  
 t0=time; 
 //fprintf(PTR,"%e",time); 
 //fprintf(PTR,"\n"); 
 for(i=1;i<g+1;i++) 
 { 
  
  z1=z10; 
  for(j=1;j<s+1;j++) 
  { 
    
   fprintf(PTR,"\t %f",Lamda[i][j]); 
   fprintf(PPTR,"\t%f",z1); 
         fprintf(PPPTR,"\t%f",z2); 
 
            z1=z1-dz1; 
  } 
   fprintf(PTR,"\n"); 
        fprintf(PPTR,"\n"); 
  fprintf(PPPTR,"\n"); 
  z2=z2-dz2; 
 
 } 
 fclose(PTR); 
 fclose(PPTR); 
 fclose(PPPTR); 
} 



Β. Μοντελοποίηση του Οµογενούς Μαρκοβιανού Συστήµατος ως ελαστικό µέσο 

 64 

 
 

 

void elasticity(double **Lamda,double **Mi,int g, int s) 
{ 
 FILE *PTR; 
 PTR=fopen("d:elasticity.dat","a"); 
 FILE *PPTR; 
 PPTR=fopen("d:ni.dat","a"); 
 int i,j; 
 double elast,ni; 
 
 for(i=1;i<g+1;i++) 
 { 
  for(j=1;j<s+1;j++) 
  {  
 elast=(Mi[i][j]*(3*Lamda[i][j]+2*Mi[i][j]))/(Lamda[i][j]+Mi[i][j]); 
   ni=Lamda[i][j]/(2*(Lamda[i][j]+Mi[i][j])); 
   fprintf(PTR,"\t%e",elast); 
   fprintf(PPTR,"\t%e",ni); 
  } 
  fprintf(PTR,"\n"); 
  fprintf(PPTR,"\n"); 
 } 
 fclose(PTR); 
 fclose(PPTR); 
} 

void printusefull(double **Lamda,double time,int g,int s, double density) 
{ 
 FILE *PTR; 
   
 PTR=fopen("d:diplomatikidata2.dat","a"); 
 
 int i,j; 
 
 fprintf(PTR,"%e",time); 
 fprintf(PTR,"\t%e",density); 
 fprintf(PTR,"\n"); 
 for(i=1;i<g+1;i++) 
 {  
   for(j=1;j<s+1;j++) 
  {   
   fprintf(PTR,"\t %f",Lamda[i][j]); 
  } 
   fprintf(PTR,"\n"); 
 } 
 fclose(PTR); 
}  
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III. Αποτελέσµατα 
 
 Σύµφωνα µε την φυσική ερµηνεία των σταθερών λ  και µ  του Lame οι τιµές τους θα 
πρέπει να είναι θετικές. Ειδικά για την σταθερά µ  του Lame η οποία µας δίνει το µέτρο 
διάτµησης του ελαστικού µέσου (ορισµός Α.ΙΙ.4.6), θα πρέπει, µε την εξέλιξη του 
φαινοµένου και λόγω της αύξησης των τάσεων, οι τιµές της να µη µειώνονται.  
 Η λύση του συστήµατος (5.3-5.4) των ∆ιαφορικών Εξισώσεων επηρεάζεται από τις 
συνοριακές τιµές των λ  και µ  στο αριθµητικό πλέγµα. Θεωρούµε ότι έχουµε σταθερές τιµές 
των λ  και µ   (χρονικά αµετάβλητες) στο δεξιό και στο πάνω όριο του αριθµητικού 
πλέγµατος, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 
 
 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 110 111 112 113 114 115

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215

31 32 33 34 35 36 37 38 39 310 311 312 313 314 315

41 42 43 44 45 46 47 48 49 410 411 412 413 414 415

51 52 53 54 55 56 57 58 59 510 511 512 513 514 51

× × × × × × × × × × × × × × × ×

×

×

×

×

× 5

61 62 63 64 65 66 67 68 69 610 611 612 613 614 615

71 72 73 74 75 76 77 78 79 710 711 712 713 714 715

81 82 83 84 85 86 87 88 89 810 811 812 813 814 815

91 92 93 94 95 96 97 98 99 910 911 912 913 914 915

101 102 103 204 105 106 107 108 109 1010 1011 1012 1013 1014 101

×

×

×

×

× 5

111 112 113 114 115 116 117 118 119 1110 1111 1112 1113 1114 1115

121 122 123 124 125 126 127 128 129 1210 1211 1212 1213 1214 1215

131 132 133 134 135 136 137 138 139 1310 1311 1312 1313 1314 1315

141 142 143 144 145 146 147 148 149 1410 1411 1412 141

×

×

×

× 3 1414 1415

151 152 153 154 155 156 157 158 159 1510 1511 1512 1513 1514 1515×
 

Σχήµα 1: Το αριθµητικό πλέγµα 
 
 
 Θεωρούµε, αρχικά, τις τιµές των λ  και µ   στα όρια του πλέγµατος να είναι 

2000,
2000.

λ
µ
=
=

 

 Από την αριθµητική επίλύση του συστήµατος (5.3-5.4) µε την βοήθεια του 
προγράµµατος solver21 έχουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα 
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∆ιάγραµµα 1: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.05 
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∆ιάγραµµα 2: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.05 
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∆ιάγραµµα 3: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.05 
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 ∆ιάγραµµα 4: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή t=0.05 
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∆ιάγραµµα 5: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.1 
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∆ιάγραµµα 6: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.1 
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∆ιάγραµµα 7: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.1 
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∆ιάγραµµα 8: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή t=0.1  
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∆ιάγραµµα 9: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.15 
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∆ιάγραµµα 10: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.15 
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∆ιάγραµµα 11: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.15 
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∆ιάγραµµα 12: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή t=0.15 
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∆ιάγραµµα 13: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.2 
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∆ιάγραµµα 14: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.2 
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∆ιάγραµµα 15: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.2 
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∆ιάγραµµα 16: Το µέτρο του  Poisson την χρονική στιγµή  t=0.2 
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∆ιάγραµµα 17: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.3 
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∆ιάγραµµα 18: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.3 
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∆ιάγραµµα 19: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.3 
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∆ιάγραµµα 19: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=0.3
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Παρατηρούµε ότι οι τιµές των σταθερών λ  και µ  είναι θετικές όπως αναµέναµε. 
Επίσης η τιµή της σταθεράς µ  αυξάνεται αργά µε την χρονική εξέλιξη του συστήµατος και 
την αύξηση των τάσεων, όπως θα αναµέναµε και από την θεωρία. Αντίστοιχα, παρατηρούµε 
ότι οι τιµές των σταθερών λ  σταδιακά µειώνονται. 

Το πρόγραµµα δίνει «σωστές» λύσεις µέχρι την χρονική στιγµή 0.65t = . Σε αυτήν 
την χρονική στιγµή βλέπουµε οι λύσεις του συστήµατος να έχουν παράξενη συµπεριφορά: 
αρνητικές και θετικές τιµές σε γειτονικά σηµεία του αριθµητικού µας πλέγµατος. Αυτό 
οφείλεται σε αδυναµία του προγράµµατος και στο ότι οι τιµές των λ  και µ  (επιλέγουµε να) 
παραµένουν ίδιες στα όρια του αριηθµητικού πλέγµατος. Με την εξέλιξη του χρόνου έχουµε 
εκθετική αύξηση της πυκνότητας και του µέσου µας. Για να µπορέσει το πρόγραµµα να 
κρατήσει σταθερές τις τιµές των ορίων του πλέγµατος, όπως ορίσαµε, δίνει λύσεις αρνητικές 
και θετικές και δηµιουργεί το παραπάνω πρόβληµα. 

Παρατηρούµε ότι αυξάνοντας τις τιµές των συνοριακών τιµών, ο χρόνος «οµαλής» 
συµπεριφοράς των λύσεων του συστήµατος αυξάνεται. Έτσι για παράδειγµά αν θέσουµε τις 
οριακές τιµές 100000λ =  και 100000µ =  έχουµε «σωστές» λύσεις µέχρι την χρονική στιγµή 

0.75t = , ενώ αν θέσουµε 100000000λ =  και 100000000µ =  έχουµε «σωστές» λύσεις µέχρι 
την χρονική στιγµή 1.2t = .  

Μπορούµε να πούµε λοιπόν πως αν πάρουµε ασυµπτωτικά κάποιες πολύ µεγάλες 
τιµές των λ  και µ  αναµένουµε ο χρόνος να µεγαλώνει, ενώ αν πάρουµε µικρές τιµές των 
συνοριακών τιµών των σταθερώνλ  και µ  αναµένουµε ο χρόνος να είναι πολύ µικρός . Έτσι, 
για οριακές τιµές 1110λ =  και 1110µ =  έχουµε «σωστές» λύσεις για χρόνο µεγαλύτερο του 

1.5t = , ενώ για οριακές τιµές 5λ =  και 5µ =  έχουµε «µη  οµαλή» συµπεριφορά ακόµα και 
για 0.05t = . 

 Έτσι για τις παραπάνω οριακές τιµές των σταθερών του Lame, 1110λ =  και 1110µ = ,  
έχουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα 
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∆ιάγραµµα 20: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.05 
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∆ιάγραµµα 21: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.05 
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∆ιάγραµµα 22: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.05 
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∆ιάγραµµα 23: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=0.05 
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∆ιάγραµµα 24: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.5 
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∆ιάγραµµα 25: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.5 
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∆ιάγραµµα 26: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.5 
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∆ιάγραµµα 27: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=0.5 
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∆ιάγραµµα 28: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.7 
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∆ιάγραµµα 29: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.7 
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∆ιάγραµµα 30: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.7 
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∆ιάγραµµα 31: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=0.7 
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∆ιάγραµµα 32: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=0.9 
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∆ιάγραµµα 33: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=0.9 
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∆ιάγραµµα 34: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=0.9 
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∆ιάγραµµα 35: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=0.9 
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∆ιάγραµµα 36: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=1.4 
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∆ιάγραµµα 37: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονική στιγµή t=1.4 
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∆ιάγραµµα 38: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=1.4 
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∆ιάγραµµα 39: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=1.4 
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∆ιάγραµµα 40: Η σταθερά λ την χρονική στιγµή t=1.5 
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∆ιάγραµµα 41: Το µέτρο ελαστικότητας την χρονικής τιγµή t=1.5 
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∆ιάγραµµα 42: Η σταθερά µ την χρονική στιγµή t=1.5 
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∆ιάγραµµα 43: Το µέτρο του Poisson την χρονική στιγµή  t=1.5
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Γ. Συµπεράσµατα 
 
 
 Από τα όσα στην παρούσα εργασία παρουσιάσαµε προκύπτει ότι η εξέλιξη του Οµογενούς 
Μαρκοβιανού Συστήµατος (ΟΜΣ) µε 3n =  µπορεί επιτυχώς να ερµηνευθεί ως η παραµόρφωση ενός 
διδιάστατου ελαστικού µέσου. 
 Οι σταθερές του Lame λ  και µ  χρησιµοποιούνται ως οι σταθερές ενός ισότροπου ελαστικού 
µέσου. Απόλυτα µεγέθη για τις σταθερές του Lame δεν µπορούν να βρεθούν επειδή δεν δίνονται για το 
ΟΜΣ συγκεκριµένες συνοριακές συνθήκες για τις εν λόγω σταθερές. Πλην όµως θεωρώντας κάποιες 
(αυθαίρετες) συνοριακές συνθήκες στα 2 όρια του αριθµητικού µας πλέγµατος (όπως στο σχήµα 1) 
µπορούµε να µελετήσουµε την εξέλιξη των παραπάνω σταθερών καθώς ο χρόνος αυξάνεται. Η τάση 
αναφορικά µε την εξέλιξη των σταθερών λ  και µ  του Lame παραµένει  η ίδια ανεξάρτητα από τις 
συνοριακές συνθήκες (τιµές) που ορίσαµε. 

Συγκεκριµένα: 
 Οι τιµές της σταθεράς µ  του Lame -η οποία παριστά το µέτρο διάτµησης του ελαστικού µέσου 
(ορισµός Α.ΙΙ.4.6)- παρατηρούµε ότι αυξάνονται µε αργό ρυθµό ως προς τον χρόνο (οριακά µε βάση τις 
µεγάλες τιµές στα µεγέθη µπορούµε να θεωρήσουµε ότι παραµένουν σχεδόν σταθερές). Το παραπάνω 
αποτέλεσµα  µπορεί να θεωρηθεί αναµενόµενο µε βάση την φυσική σηµασία της σταθεράς µ  και την 
σταθερή (εκθετική) αύξηση της πυκνότητας του µέσου. Η εξέλιξη αυτή, εύλογα µπορούµε να 
θεωρήσουµε ότι είναι σε συµφωνία µε την αντίστοιχη συµπεριφορά που παρατηρείται στα πραγµατικά 
ελαστικά µέσα. 
 Οι τιµές της σταθεράς λ  του Lame µειώνεται σταδιακά µε αργό ρυθµό ως προς τον χρόνο (και 
εδώ, οριακά µε βάση τις µεγάλες τιµές στα µεγέθη µπορούµε να θεωρήσουµε ότι παραµένουν σχεδόν 
σταθερές). 
 Το µέτρο ελαστικότητας το οποίο δίνει τον λόγο της τάσης ως προς την παραµόρφωση (Ορισµός 
Α.ΙΙ.4.3)  παραµένει σταθερό ως προς τον χρόνο σε κάθε σηµείο του αριθµητικού µας πλέγµατος.  
 Επίσης ο συντελεστής Poisson o οποίος δίνει τον λόγο των σχετικών επιµηκύνσεων κατά τον 
άξονα 1x  και κάθετα προς αυτόν (Ορισµός Α.ΙΙ.4.4)  παραµένει και αυτός σταθερός ως προς τον χρόνο 
σε κάθε σηµείο του αριθµητικού µας πλέγµατος. 

Από τα παραπάνω και σύµφωνα µε τον ορισµό Α.ΙΙ.4.5 µπορούµε να θεωρήσουµε  ότι το «µέσο» 
µας, δηλαδή το ΟΜΣ, συµπεριφέρεται ως ελαστικό οµογενές µέσο. 
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