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@< AKJ*# � � #-,��������������K�!=��I�-,R#�(������� � � � CEH <�
��	� ?��
@J}�8#�� � � H$
��(#�� � # < C���� C��#������J!^'
�(
@< A J���
�!H <(� C =@H A J���< CE= ������� � A H <�
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� � 	�� ��� � �

��<�
	� � ���8CFD@H�� )8A��(<��(A ���-���~��� <2.���� <�
 )8=��	���FA J� � ���8A H <(�(�� ?#����~�K!��GHI?$� <8A J$A H < A J���l�@H <(#�� !�� �
� � AKJ�~�(<�� !��K#���@H <(� H <�
	� � A C )(Aj� )��$) C��#~�	
 J�(<�
K,IC��	���+<(# < C`A !���HB?$� < AKJ`A H < A J���s�@H <(#�� !��}%
H < CE=����@H <�#��(�����	� <��8C	���%!�� � �����8A ,��-.� CE=����8#����8?BA JD.`#`<��e?$�����(JF<�
��(A H < AKJ*. <�# < CEA%!�� �@H <(#�� !��
Hq��� )(Aj�(<2.����@?`<����!J}�(<��@H <2.@Hq� A � A HBC�(�8C � ����� � �����8A ,��-.� CE=����8#$���&.	�����=�M#-, A��`#B<�
 )(Aj� )(A J}�@H�� �
J}�(<��@H$J}� =	��� � C	�8<(#~� !���A HBC��� C � � ��� �@H <(#�� !��1��� <(� C	���"!�� � ��� � A C � � �M. � C	�8<(#~���s�5� ��� A <��
H <��(< AKJ*.`#BHq |� Aj�(A JD. � C	�(<�#���� � �\�-�@=(< . � � CEH}�I# < CF=�����H <�� )(Aj�(JD.=� � A � ��# C	�  =@HIAKJ*.e?$�����(JF<�
�'
�(A H < A JD. � ��� !h�8CFD����8#3, Aj� � ���-. )(� A ,����`#��@H <�#��(������� <��8C	���"!�� � CE= � ���(A H <���#� C	�(<�� A�� ���(� )�# !h�
����J}� A�<��@?$# !h�
	 �G�I� !h�8CFD���� �@H <�#��(��� ��� <�� C����"!��s�� C*)(Aj�@Hq��#~�@CF=��9���9���-,$�	
@< AKJ*. � � )	� � �
�\�����+.��(CE=����8#�� � � H$
��(# = � #+6I
+<�
	� � C	� D � � C J
1� HG!g<����8AKJ�� )8C���+<J!��1���8<8A J}� A���#~�-!�� �@=(<���� �
��� !h� CED���� � C	�(<�#�������� �����	� A H < A J}#�� J�(<��@H <��(< A J}#��1��!8A H$��Hq� A � , A���< C � HO!g<����8AKJ*# < CE=�� J}� A
)��Z� �-,$�@CFCED����G<�
	� D � ���(!(
 H <����(� CED  �� C`A CFD H <��;��! !g<����8AKJ*. H <��(�h���(<2. < CE=�� � � � ���(A ,����� I�
#	� !��e<J!��=� C	�(<�#�� !�� ,I� ��� <�� ABH <�� � ����� HIAj�1<�
��!' �~�@AKJ���� ��� !h�	������<�
�� �G?$� < AKJ*# <�
@<���� �
��<�
:HI=��	# ?$� Aj� ������� <2.������ AKJ��#���,�������� AKJ#���<��	�����8<���H�� A ��<(# < C`A !��=�@H <�#�� !�� �	� <��8C	���%!�� �

	�A@<��	�����(<���Hq� A ���@=(<�#��G?$���(�(JE<�
��	�"/8C	�(<�� A	� � # � C	��� CED���)(Aj�� C�(� < AKJECED���J}���@C	�@AKJECED���<(� # � CE=��
<��	�M.��8< !�H$
��

(modes)
� ' �~� A JD.`#=#FHIC � A C�HID��(�I� < CEA �5� ��� A CEA��@H <�#������2��� <(� C	���"!��:<2#FHIC � A C

� C	��� C}���5� �	� ABJ� AICEA modes � CE=:?$�����(JF<�
���� / CE=�� < A � <��	�����(<���Hq� A � < CF=�� � � � C	� C-,I�"/8C	�(<�� AICEA
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����J� A CEAFA%)(A CFHB=������ <�� Hq� A � , Aj�&)(A%.� C��8CE=��

modes
# Hq�"���(� )�# !h� � ���(A H <����� 3#���Z'

�@CF=��\�@H <(#������h��� <��8C	���"!��l���GH <(�����$#  I� CEA"# J}� A@Hq�\��
-' � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=��d���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=��
�@H <(#������ ��� <��8C	���"!�� ��� H <������$#1 �� C`A%# � � � # < C � � CED@HIA C  3.@Hq���+A")8A CEHB=@?�@C@<��@< !�� <�# < CEA%!��
�@H <(#�� !�� !�� ?D!h��� / CE=����!< CF=��

modes
< CE=+H <������ CED  �� C`A CFD J� A�� � A J}�Z�(<�� !��K#���@H <�� Hq� �@=('

< CFD�� � ��< C <�#�� C� � ���8A ,��-.� CE=�����<�
	� � �8CFH � .��I� A%. �����&, Aj�:= � C	� C-, A Hq� # modes
Hq��<��@?$# !h�

� ���(A H <����� ?#���~�(CE=��-�@H <�#��(������� <�� C����"!�� �
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� ���~��# <�
 �@=(<�� # ?$� A � C	��� CFD��
J� AD)(A%.� C��8CE=�� H <2#@?$CE=�� � ���(�g<��;� � # #	��� � �8CFH � ���I�5����
��!�
K,q� H�� AD)(A%.� C�(����������!��K,q
@<������@H <��8C	�(C� AKJ#�� � �����(<�
��(� Hq� A � � ' Aj� � ���-. )(� A ,���� # ?$� AEH <2#@?$C
����HI=����+.	��� A�H <�
	� ������
	�	�5� � � ���(�(<�
��8CED����~�-!�� QPOs (Quasi - Periodic Oscillations)
Hq�

SGRs (Soft Gamma - ray Repeaters)
� � � � � A <��`# � �8CFH � ���I�5�D�	��HB=���� A H� I#���� A H <�
	�

� �-,BJD#FH�� Aj� � �8CFH � .��I� Aj� , Aj�9����� ?�	� =@H$
 ����� =(< AKJ���� JE=��M.(< !��1J}�����h��,$�-!h�	�"/8CE=����&#@< A � �	��'
�M#���~�(C`AK�@H <(#������;�	� <��8C	���%!�� �5� �	� A � A �I���	#�� � 
K,�#��e<�# < CEA%!�� JE=��M.(< !�� � ��#�� C�(# Hq� �@H <�#������
��� <(� C	���"!��N# � CE=;� � AKJ���(< CED��;�(J}�(��� ���� =@HIA J}#���HB=������@J}����)8C J$Aj�M. /8C	�(<�� A*#	������CEA`HBD-,I?$�8C	�����
 =@HIA J}#��l�|�J!h�	� ���������	%�C`A������8=(< A J}#����I� !h�	�����������(#BC`A�I� !h��� ���l�����P, A�� <�
	� J}�(<2.@H <��@H$
 <�
��
D	��
���Hq�!= � ��� ' � =���
	� A J}#�� � =(J�� #@<�
@<(���!J � . �

� 	 � !h� � � C���	�� |#��(����� #FJ�(<����8?G.�� � ��� CE=@HIA%. /8CE=����
< C	� <�� # � C J}�(<��@H$J� =	���������	� A H < A J���
� C	�(<�#�� !��;�@H <�#��2!�� ��� <��8C	���"!�� � �!=(<2# ,I� �	� <�� A$H < C:� �� ?.	��� A C1i <�
��&)(Aj�(<��(A ����� � ����� CE=@HIA".('
/8CF=�����< C	��<(� # � C J}�(<��@H$J� =	���H <��(< AKJ����`# Hq |� Aj�(A J�����@H <�#�� !����	� <��8C	���%!��`#(���(� )�# !h�"� ��J}� A
<��@?$#J!h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�K!��1�@H <�#�� !�� ��� <�� C����"!�� J}� A ���-,$��
@< A Hq��#Z�K!��s�@H <�#��2!�� �	� <��8C	���%!�� �
� ���2�~�K)(Aj�� |#�� CE=��`#IA%)(Aj��� <������`#|�@H <�#��(������� <�� C����"!�� ��� H <������$#  I� C`A%# � � � C*)�� AKJ��@D�� <�� A?#@<8A�

� ���8CF=@HI����< CE= H <(����� CFD� I� C`A CED')��~��� � 
����$. /(� AFCFD(<��G<8A �-��!8A H$��Hq� A �!A HIC���� C � � ���< CF=;�(� =@H < CED
�	���M. CED(<���J� AB< A �N,��~�@AKJ#���A%)(A%#@<�
@<�����<J!��=�@H <(�8AKJ����=� C	�(<�#�� !�� � �M. /����(#q�(JF<�� �����
J � < � � � 	 �
��< C�� �� 3.	��� A C&(-������� < .����I,�������� A J}#��g<��	�����8<���H�� A � � � AKJ��#���)(Aj�(<����(�@?$#��
	 <(# < C`A !��l�@H <(#�'

� !�� � ��< A � � ���8A HBHR#@<����(��� � ���8A � <���Hq� A ��= A C��|� < CED����
<�
	� � �8CFHq#J,G, A H$
 Cowling
)�
���� )(�;�~� )8A '

�� |���-#���@H <��"�M#	�@CN, Aj��< A � )8A��(<������@?$#���< CE=��@H <��(A J`CFD���� =@H < CED�J� A	�-,$�@CFCED����g<8A � )(Aj�(<������@?$#��
< CF=u� )(A CE= < CF=-?D!h� #@?$�8C	�@CF= � �\�=�����1�M#��(C � ����� � < !�H$
s�(J`C	� CE=�� CFD���� <�
	�1���(<(� H <�� C I
 )(A '
� )(A J}�@H���� J� A��@=(<2#�,I� ��� <�� A+#@<��������~��� <2.����< CE=��

w-modes
<��@?$# !h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�K!����@H <�#Z'

� !����	� <��8C	���%!�� # � CE=s�-,$�@CFCED����1< A � )8A��(<������@?$#�� < CE= �@H <��(A J`CFD �(� =@H < CED-J}� AX��!�� < . / CE=����
�M#	�@C:<8A ��)8A��(<������@?$#���< CE= ?D!h�-#@?$� C	�@CE= �
��<�� � �� ?.	��� Aj� 5 #O& J}� A�1 � ��� CE=@HIA". / CE=����+<�� ���(A �I��
@< AKJ*. ������� � C@<(�~��# Hq���(<�� � ��< C

� �(�g< C � � #s�@=(<2.`# ��! C`A J}� Af���@CF=���� < C	� �����-,$����H <�
1��� < A � <��	�����(<���Hq� A �:Hq� ��
 ' � ���(A H <�����'
 ?#����~�@CF=�����
 '"���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=����@H <�#��(���-�	� <��8C	���%!��2����H <����(�$#  I� CEA"# � ��< C )�� D(<���� C1= � C�'
� C-,I� / CE=���� <8A ��� � A")(�-.@Hq� A �!<�
����@H <(�8AKJ���� � ���8A H <�� C I��� � .��-! H < CE=��P)(A%.� C� CE=��
J}���@C	�@AKJECED��
<��-# � CF=��-<��	�M.��(<J!�Hq
���< CE= H <����(� CED  I� CEA CED J}� AGHB=-,BJ�	� �(CE=���� <�� � � C <�����# H����(<2. �����s���

� �8C =̈ � .��8?$C	�(<��;��� =(<������ A��G� � C@<�����# Hq���(<�� � ��< C^� �� ?.	��� A C 1 ���~��� <2.����+<��	�����(<���Hq� A �-Hq�
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���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=��s�@H <�#������ ��� <��8C	���"!�� ��� H <������ #  I� CEA"# J}� Ad� � A ?$� A�� CED���� HB=@HB?$# < A H$
c< !��
� � C@<(�~��� Hq� .(<J!�� ��������� � �-#EHq I�(<�� � � C <�����# H����(<�� , Aj�

QPOs
Hq�

SGRs
�

��< C � �� ?.	��� A C L � ��� CE=@HIA". / CE=�����J*. � CEA��=� � C@<�����# Hq���(<�� � � # )(A%)(A%.@H <��(<���� ���(A �I��
@< AKJ#��
� �8CFHIC�� C`Af��H�� A � � 	�A=)(A%)(A%.@H <��(<(���=���(A �I��
@<8A J}#�� � � CEHBC� CEAj��Hq� A � � � � A < CED��(<�� A=, Aj�+<�
����~��# <�

<��	�����8<���H��J!��1H���<��@?$# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=����@H <�#��������	� <��8C	���%!�� � � H <2#EHBCI#R, Aj�1<�# < C`A CF=��
�@H <(#������ C`A � �8CEHBC�� CEAj��Hq� A �=�@=(<(#�� � ���8CE=@HIA%. /8CF=�� ���8A �I��
@< A J}#��=�@H <2.��I� A���� � ' Aj�1�@=(< #	�1< C	�
�M#-,IC � ���8A C�8A"/ #���@H <���Hq�&)(A%)(A%.@H <��(<���� � � CEHBC� CEAj��Hq� A �2�M#	�@C ��
=' � ���(A H <����� 3#���~�K!�� �@H <(#�'
� !��2��� <(� C	���"!��', Aj�e< A � C � C}��������! .-,ICE=�������!8A"# � A H <�� � � C@<�����# Hq���(<�� �
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� �������	��
� �

� ���  � � � �

� � ���8CFD@Hq� )8A��(<��8A ���u# ?$� A=!h�1J�~�(<��8AKJ*#s���(� =��	
@< A JD#u���(< A J}�5�����Z�@C�< CE=�� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��
HB?$� < AKJ`A H <8A J`CFD�� �@H <�#������ � �!A C HB=-,BJ}� J�(Aj��#~���`#D� � A ?$� Aj���5�D�	� )(��Hq� A^� � .��(<�
 H$
;Hq��)(A%.� C����
���2!g<������(<�� ,ID�� ! � � #^< A �-<��	�����(<���Hq� A � � ���(A H <����� 3#���~�-!�� HB?$� < AKJ`A H <8A J��� �@H <�#�� !���J}� A #
,��~�@AKJ*.`# � �8CEH � ���I�5�q�	� � ���(A ,�� . 6|� A$<�
�)8=��	���FA J� <(# < C`A !�� ���8<8A J}� A���#~�-!�� �
�G?$� < AKJ`A H <8A J`CFD�� � � CFJ�	� CED�����< CF=��;�@H <�#������ � CE= # ?$CE=��=��� ,R.	�����;�M. /(��� M J}� A|� A J}��#��

�(JE<(� �����
R
#�<(# < C`Aj������H <��

GM/Rc2 > 10−2 # � CF= G �5� ��� AX
 � �-,BJ*#EHq� A�� H <����I���(� <�
��
�����8D(<�
@<����;J}� A

c
�5� ��� A\
 H <����I����� <��@?$D(<�
@<�� < CF=  3!g<2#� � ' A�� � ��� . )�� A ,���� CEA��@H <�#������

��� <(� C	���"!��
(neutron stars)

# ?$CE=�� �M. /����-HB=-,BJ}��� H Aj�����u��� <�
 �M. /�� < CF= � �-� A CE=`#
M ∼

M�

#��(JE<(� �	��� �����8AKJ#��0)(� JD. )(��� ?BAf� A"#���� <����`#
R ∼ 10km

# J}� A = � ���=' � =���
	� A J}#�� J�~�(<��8AKJ#��
� =(J��K# <�
@<����(# ρ ∼ 1015 gr/cm3 C � #@<(��, A ���@=(< CED�� GM/Rc2 ' 0.2

� ����# � � � � ? � Shapiro &

Teukolsky 1983
# � � D��8CF= l 4 4�&`# Glendenning 1997

#�� l j 5 # l j�&$# l j 1�� 	 � 	�A$�@H <�#��(�����@=(< C}�
� ���(A ,��-.� C	�8<�� A�C���3#@<�������H <�� � ����� HIAj� <�
��+' �~�@AKJ���� ��� !h��� ��� <�
�� �G?$� < A JD#@<�
@<���� � ' ��� 	
��� J}� A ��� =(<����	� A���� � �8CFH�� ,G,I� H�� A � � C	����#��  C��#�� � � C*)(� AKJ��@D@C	�(<�� A AKJ���@C � CEA 
@< AKJ*.9�(J}�8A ���5� � �
�G=��	�	�R!h� !h� HB?$� < AKJ`A H < A J`C��@H <�#��(�����~���(CECFD��(<�� A@CEA��@H <(#������/�	� <��8C	���%!����	���M. �(J*#��
�J}� A C`A
��� =(JEC}�	� .��@CEA

(white dwarfs)
�I� � � C��8CED@Hq���l�����I� !h��
	� CFD��P!h�HB?$� < A J$A H < AKJEC}� � � � .��8?$CE=��

���Z�����%!h��J}� A .	��� CE=��5� ) CE=���HI?$� <8A J$A H < A J`C}���@H <�#��(���/����A HB?$=��-.-�����8=(< A JD. � �$)�� � � ��# < CEA C`A��5� �	� A
, Aj� � ��� . )�� A ,����:C`A��@H <�#��(��� quark (quark stars)

�:CEA =(���(A%)(A J`C���@H <�#������
(hybrid stars)

� ����# � � � � ? � � l j 5 # l j�&`# l j 1�� 	 � 	�AD�@H <�#������;��� <�� C����"!��E#�!�H <2#FHICI#^� � C@<���� CED�� < C ���K< = � A JD#
� C	�(<�#�� C ����HB?$� < A J$A H < AKJ���� �@H <�#�� !�� H <�
 HID-,I?$� C	�	
 �!H <��8C =@HIAKJ�� J� A/�����@=(< CED��(#J�(<2.
J`D��8A C �M#-,ICI#}�I�=�@HI?$C	��
	� CFD�����H <�
1HB=���# ?$� Aj� �

l &



� 	�<���� ������ I���-#����@H <��8# � .��(<J!h�(# Hq�2�@H <�#��������	� <��8C	���%!��`#O)(�~� ������ I���-#����@H <����M#	�@C+H < A �
HB=������@J}����A HBC����8C � � ��� J}� A`H <�
 )8=��	���FA J� < CF= �@H <(�8AKJECED2��� =@H < CFD � ��<�
e' �~�@AKJ��e��� !h��� � <�
��
�G?$� < A JD#@<�
@<����(# JD.��I� � C�( I� D	��
���'O�~��#�� ,�� Aj���;� � 
��(�$. /�� AI<�
 ,�� !h��� <��	���1< CE= <�� <��(� )(A%.@H <��('
< CF=:?D!h�-#@?$�8C	�(CE= J� A #����(<(� H <��8C I�`#$
 ,�� !h��� <��	� �e< CE=:?D!h�-#@?$� C	�@CE= J}��� C��� /�� A$< A � J$A �	� Hq� A �
<�
�� D	��
���'O�Z��#�� ,�� A���� � � ���@=(<��	�:<�
 � C-, AKJ��$# C`AI�@H <�#��(��� �	� <��8C	���%!�� ��� ��� AI =@HIAKJ*. HB=@H <���'
���(<��:H <�� C � C� � 
:=	� C��~��#�� ,�� Aj� J}� A}
0,�� !h��� <���� � < CE= ?D!h�-#@?$� C	�@CE=;�	����
�� C��!(��� <����(<�� A`J}� A
�	����
�� C� � 
��(�$. /8C	�8<�� A � ' A�� � ���-. )(� A ,����`#d
 ' ��� � �8C�����# � � A # < AgJ$A �	� Hq� A � H < C � HG!g<(���(A JD#
�@H <(#�� !�� ��� <��8C	���"!�� � � � ? � <��	�����8<���Hq� A � < CE=��
	 � �8C J}�	� CED�� )8A��(<������@?$#�� H <�
 ,�� !h��� <��	� �
< CF= ?D!h� #@?$�8C	�@CF=:J� AA�@=(<�#�� CEA�)(Aj�(<������@?$#�� )(Aj� )	�")8C	�(<�� A|��� <�
 � C��� �� JE=�� .(<J!�� J� A|��� <�
	�
<��@?$D(<�
@<�� < CE=� 3!g<2#��O���(J�8= .�� � # <�
	� � 
K,q��< CE=�� � �!=(<�#��C`A )8A�� )8A") #���~����� )(Aj�(<����(�@?$#��O�5� �	� A
<��2���J,R#���~�	�������8=(< AKJ*. JED����(<�� J}� A��� <��� |#�� CE=�� � C	� D(< A������ � ��
��8C C��� ����, Aj� < A � � 
K,�#��-� � #
< A � C � C}� ��� � � C����	�I���`#B)(
���� )�� , A�� < CG� HO!g<����8AKJ*#�< !��1�@H <�#��2!��9��� <�� C����"!��E#�, A�� <�� )(A � �M.
HB=@H <������(<�� ���������	��� C � ��� J � . � � ����# � � � � ? � Misner, Thorne & Wheeler 1973, [101]

	 �
� C ���@HIA JD# ��� A C	��# JF<�
���� < !�� �����8=(< AKJ���� J`=��M.(< !�� �5� �	� A/
 �@H}�I�~�	��� �	����
���� � �")��(�@Hq�

< CF=�� ���e<�
	�-D	��
 J}� A # J�(< . HB=���# � � A��`#�
 ) =@HBJEC	��� �1����� ?��� =@H$��� < CF=�� � ��JD#���
 J}� AK���� A����(#
J}�(<��@H <�� C A J}#��2�����8=(< A J}#��0)8A����2,��@H�� ��� � # � !h� � � ? � 
 ����� =(<8A J� J�(<2.������ =@Hq
 �@H <�#��2!�� � 

HB=-,I?}����� =@H$
 ���~�����	��� C � ��� 	 � ���-.-,ICF=��������8=(< A JD. J`D����(<�� � CE= ��� ��� A+)8D@H$J`C	� C !h�-� )8D��	�(< C
��� ��� A ?�	� =�� CED�� � � ����� =(< AKJ��1�(JE< A �@C��FC	����� � CF=9 <2.���� A H <�
+'�
1�5� ��� A|��!�� Aj��� < A JD. �@H}�I�~�����
J}� A # HI=����	�R!h�(# ?G.��	� <�� AI��# H��1H < C	� � ���(A �+.	��� C	�(<��=�3#��8=(�FC <J!��1C� ,R.��K!�� � ���(�(<����(
 H$
�� � �
� �8CFH � .��I� A%.=�����-���;��� A ?�	� D@HBCE=���������� =(<8A JD. J`D����(<�� �I�0)8A�� =(J`C	� D��@C	�8<����2����,$�K!h�	�"/������<�

� C�( I� � CE=O�|�l# � ��� � �^�	�-# ?$CE=��<��������8=(< A JD.��@=(<2.�JED����(<�� � � � .��8?$CF=���� A%)(A J}#��(#���!��~� A ,���#~�����
<�� ?� A J}#�� � � � ? � C`A <�� ?� A J}#�� matched filtering

	 � CF=9� � C��8CFD��=��� ���@A ?��� D@HICF=�� #~��� Hq�����
J}� =�����#Z�@C ��# Hq�1Hq���3#��8=(�FC #R#@<���� 
 � C�( I� < CE= ���������~� #����~�@CF= Hq�����(< C�2�5� �	� A���� ,IC ' � C	� D
,$�K!�H <�� � ����# � � � � ? � Jaranowski & Królak 2005

# � 4@k � 	 �
� � C���#~�K!h�(# < C ���(< A J}�5�����Z�@C <�
�� �I� !h��
@< AKJ���� ������# <�
�� <J!�� � 
K,q��� ����� =(<8A J��� �(JE< A '

�@C��FC	��� ���-�5� �	� A$
 �(J}�(A ��# H <����(
 J}�(<2. < C )8=��	�(< # � �-#������$6I
 <�
���� C��� �����< !�� � J � ��� � #���~�-!��
�����8=(< A J��� J`=��M.(<J!�� � � # < A � )(A%.� C������ � 
K,�#�� � � ����� ?��� =@H$
^<J!��G�����8=(< AKJ���� J`=��M.(< !��
� � C@<(�~���5� � � #FJ���
 Hq
 , A�� <�
	� <�� ?�@C	� C-,I��� <�
�� � � C@?}���;����� �	���M. J}� AK#~�	� ��# C���� � ��� .�� =��8C ���
������# <�
�� < CE=1�GD�� � ���(< C� � � ����� ?��� =@H$
 �@=(<�� J���|� H <��(<�� A�)8=��	�(<�� �M#	�@C �� ?#FHBC��e= � .���!8CF=��
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�G?}����� l � l %g��HO!g<����8AKJ�� )8C���=�(���	� A H < AKJ����=� C	�(<�#�� !�� �@H <�#��2!�� ��� <(� C	���"!�� �

��!(A%# � A H <�� �I� !h��
@< AKJ*.9� C��8<�#���� � CE= � ���(A ,�� .� CF=��:< C	�1<(� # � C )(
�� A CF=��2,I� ��� < !�� �����8=(< A J���
J`=��M.(<J!�� � � � A � ��# C	�`#D��� <��1����� =(<8A JD.+JED����(<������ A ?�	� =�� CED�� J}� A������	� =�� CED��E#��I�1� � C� CED��
��� )(��HBCE=�� � C	� D(< A������ � ��
�� C C��	����� , Aj� < A � � 
K,�#���� � # < A ��C � C� ���-� J � #��� ���
@J��� � ��� � � C�'
�8CFD��`# , Aj� � ��� . )�� A ,����`#��	�s����� ��!(
K,q� HBCE=�� < AgHB=��	����� ��� A H < C = � #�� � =(J��@CG� HO!g<����8AKJ*#;< !��
�@H <(#�� !�� ��� <�� C����"!��E# � �h�=�(J}�8A ���h� HI=-,I?D!��	� D@C	�(<�� A <�� )(A � �M. HI=@H <������(<������������	��� C � ���`#
� �h� ��� ,��~�(� A CFD��(<�� A����(CEA	�@H <�#��(���"�	� <��8C	���%!��`# � �h�\��!(����� HBHIC	�8<�� A # � �h��J}�(<�������# CE=��
H <���<������ =('
<������:H <2. )(Aj�e<�
��&/ !X���!< CE=��!J � . �
��<�
	� � ��� CED@Hq� ��� ,��@H�� �`#|� CEA � #	�`# � �8CEH � ��� CED�������� ������� <�� HBCF=����2�����	� A H < A JD.9� C	�(<�#����

�@H <(#�� !�� �	� <��8C	���%!��`#;)�
���� )(���@H <�#������ �	� <��8C	���%!�� ���=� HO!g<����8AKJ�� )8C����$#D��� H <����(�$#u I� C`A%# #
��� ���-,$��
@<8A JD. � �$)	���`# � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��=��� ��� ,R.	�����1<��@?$D(<�
@<(��� J � . � �G=@HIAKJ*.`#X
 � ������
��
� ���(A ,����� I� � CE=��I� � ���(Af�M.���������� #	�����< A �l� � A���#�� CE=�� A%)(A%#@<�
@<�#��< CE=��O�|���@<���� � C	� D�) D@H$J`C	� C
���
J}�	� =� q�|��� H <�� � ����� HIAj��� A���� )8A��(<��(A ����� � ' Aj���@=(<2# J� A@?$�(
 HIA�� C � CEA CED���� � � CEHq�J,G,I� Hq� A � �

, Aj�
� ���-. )(� A ,����=������� <2.������@H <(#���������� <��8C	���"!��2����H <������$#= �� C`A%# �	���M. ����� )�#J!h� � ���(A H <����� ?#���Z'
�@CF=�� � � � #D���~��� <2.���� <��@?$# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=��=�@H <�#������ �	� <��8C	���%!��9�	���M.�?D!h�	� �1H <����(�$#
 I� CEA"# � 	�Ah� � A%)�� .@Hq� A � <�
�� � ���(A H <��8C� I��� ���~��� < CFD��(<�� A � .��(<�� !�� ?D!h�8A H < . � � # < A �1� � A%)��-.('
Hq� A � < !�� ���-,$�	
@< A J��� � �$)��"!�� � �\�1�����	� A H < AKJ*. � C	�8<(#~��� ��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�-!��G��
 '
���-,$�	
@< A Hq��#~�K!��2�@H <�#�� !��-��� <�� C����"!��E#	�|�J!h�8CED����8# HB=��	�	�R!h�(#�#~������J}�~�8<��(A JD# �(� =@H < # � =��(�	���
�(JE<(� ����� ���>J}� <����1?BAf� A C��# <��2!��`# � CE= � ���8A �+.	����� <�� A�� � #u#~�	���`# � C	� D ��� � <2#@<����8CI#K��! !g<����8AKJ*#
H <(�����$#  I� CEA"# � .@?$CE=�� ' 1km

� ����# � �!J}� AI�G?}����� l � l 	 �
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	�AX�@H <�#��(��� �	� <��8C	���%!��`# # � !h� #	���-<��  =@H A JD.�HB=@H <������(<��`# #@<���� )(Aj�(<���� .@HIHBC	�(<�� A J}� A
� � C���(J}� D��@C	�(<�� A|� � # <�
 �|# Hq
+A HBC�(�8C � ����� < CF=��(#K���(< A%)�� CED��`# � �8CFH � ��� CED�� �	� � � ���	#��	� CE=��
Hq�;�@=(<��	�1J}� AA�Z� <�#���� A � .	��� C	�8<�� AK��� HB=-,BJ}� J}�(Aj��#~�@CF=���<(� # � CE=�� � �!=(< C� C`A HB=-,BJ}� J}�(Aj��#~�@CEA
<��-# � CEA # CEA J���@C	� A J`C�8<(� # � C`A(<��	�M.��(< !�H$
�� (normal

�
quasi - normal modes of oscillation

�2� � �M. modes)
#�# ?$CF=�� A%)(Aj��� <(���(
 �@H <(� C =@H A J� H$
����@H�� � � �%J}�(<2.(<���!�� < CE=�� ,I� ��� <�� A����K.	� C�'

,�������< C � C`Aj#��\��� ��� A #@JD.��I�d C� .`#@C`A(JE=��	� ��� ?$����)8=�� .���� A � � CE= � �8CFH � ��� CFD��-�	��� � ������ I#��8CF=��
< CF=��\�@H <(#�������H <�
	�-���8?BA J��J}�(<2.@H <��@H$
 A HBC�(�8C � ������< CF=�� � �\�"�@H <�#��(���"�	� <��8C	���%!�� � CE=��|�J!^'
�8CFD�����#@< A�� � C@<���� CED��8<�� A�� � # ��� =@H <2# # CEA )8=�� .���� A � � � ������ C�-.��d� � C��8CFD��l�	� � �8C�#��8?$C	�(<�� A
� � # � A�# Hq� A � C � #@<�����#����&#@<8A C`AI�@H <�#������ � .	��� C	�(<�� A|���!< A �eA%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(��� J� A|���!<8A �eA%)(A C�'
HB=������><�� Hq� A �G< !��

p-modes (pressure modes)
� � 	�� C`A C`A��@H <�#������"��� <��8C	���"!�� � .	��� C	�(<�� A@J}� A

��� #~�	��� ���@HIAKJ*# #|�I������� Af�Q)(
+<�� # � C # < C	� f-mode (fundamental mode)
C-C � C}� C�2� � C�����

���=�I� !h�(
	�I�5�?!h� < C � �(�g< C���#~� C� < CE=1HB=�� #	� CF=1<J!�� p-modes
� 	�A?)8=��K.���� A � � � ���	�� C��-.��

� � C�8CFD��;�	�=�5� �	� A�� � � H$
��&) =�� .���� A �������8D(<�
@<���� C � # <���J�(<��(<2.@HBHBCE=������@=(< CFD:< CE==�5�")8CF=���< A �
<��	�����8<���H�� A � !h�

g-modes (gravity modes)
� ����# � � � � ? � Unno et al. 1979, [103]

	 �
��< A �1� � #���~�	��� � ���(�-,��-.� CE=�� � ���(A ,�� .� CE=���� �����	� =(< A JD#@<������ < A � )(A%.� C������ ��� C`A J`C-,�#Z��� Aj��� ���
� <���)8A".� C��� HID��(C	��� 	

modes � CE= HB=������8<����8<�� AIH����@H <�#��(���-��� <(� C	���"!�� �
� 	 � !h�;�5� � �����!J� A � �8C�
K,ICE=���#~�K!h�(#BH < CF=��;�@H <�#���������� <��8C	���"!��`#D)8=������ A J� # ?$� AI< #FHBC < C

�@H <(�8AKJ*# ��� =@H <2# #EHBC J}� A C ?D!h�-#@?$� C��(C� � ��# Hq�;H < C	��C � C}� C = � .��8?$� A��@=(<2# < C ��� =@H <2# 	 �
� 	 � !h�(#D� CEA � #	�`# < Cs�@H <��8AKJ*# ��� =@H <2# � � C�(�5� J}� A � .	����� <�� A # < C � )(A C � � C���������+J*.���� A J� A C
?D!h�-#@?$� C	�@C� � � ��?$� A #M)(
���� )��$#(J$A	�@=(<2#��< CF=���)(A J`CFD���< CE=�<�� # � CE=���<��	�M.��8< !�H$
��(#F< CE=�� )(A J`CED��
< CF=

modes
� � .	� A H <��`# C`A <��	�����(<���Hq� A ��< CE=l�@H <(�8AKJECEDO�(� =@H < CEDl�5� �	� A2.��(�(
@JF<�� HB=�� )�� )�����#~�	���

� �5� ��� A HB= /�� =-,���#~�	���
	-��� < A � <��	�����8<���H�� A � < CE= ?D!h� #@?$�8C	�@CF= � 	�AD�")(A CEA <�� # � C`A <��	�M.��8< !�H$
��
< CF=!?D!h�-#@?$� C	�@CE= C	�@C��M. /8C	�(<�� A

w-modes (wave modes) (Kokkotas & Schutz 1992, [94])
�

	�AF<��	�����8<���H�� A ��< !����@H <�#��2!������ <�� C����"!������H <����(�$#  �� C`A%#e?$�����(JF<�
���� / C��8<�� A�� � # < CF=��
��� =@H < CED��

fundamental (f-), pressure (p-)
J� A

gravity (g-) modes
#$�	���M. J� A$� � # �	# CE=��

modes � CF= C� |�5�j� C	�(<�� Ah� � CFJ���� A H <8A JD. J� Ad�M#	�@C H < C�� H <����(�$#  �� C`A%# #�)(
���� )(� � � #^< CE=��
interfacial (i-)

#"� � # < CE=�� shear (s-)
J}� A�� � # < CE=�� torsional (t-) modes

� ����# � � � � ? �
McDermott, Van Horn & Hansen 1988, [2]

	 � 	�A
i-
J}� A�CEA

s-modes
��� ��� A

modes
Hq |� Aj�8C�� A") CED��G<>D � CE='# � !h�l�5� �	� A .	��� !�H <��GJ}� A C`A f-, p-

J� A
g-modes

#�Z�	� C`A
t-modes

�5� �	� A
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modes
< C��8C�� A") CED�� <>D � CF= � C Hq |� Aj�8C�� A%)(��� J}� A`Ce< C��8C�� A")�����<>D � C�
<��	�����(<���Hq� !�� C��� / C��8<�� A

��� ,IC � �����(J*.(< ! 	 � 	�A s- J� A(C`A t-modes
�5� �	� A #8CE=@HIA��@H < AKJ*.`#�
��")(Aj�-� C�( I� J`=��M.(<J!��`#��J,BJ*.��8HIA��

J`D����(<��e< CE= H <������ CED2 I� C`A CED`#q�~���cC`A
i-modes

#}� � #:<�
	�0.	����
$#`C |����� CE=�� <�
	� D � ����!(� < CE=��
H <�
�)8A�� � Aj ?.��	� Aj� (interface)

< CE==��� =@H < CED � =��(�	�	� ����< C	� H <������ #  �� C`A%# �
	�AB)8A".� C�8CEA J}���@C	�@AKJEC}� <��-# � CEA <��	�M.��(<J!�Hq
�� (modes)

�5� �	� A CE=@HIA��@H < AKJ*. )(Aj� )(A%)-#���~�	���
)(Aj�(<����(�@?$#�� � ' Aj� � ��� . )�� A ,����`#8C f-mode

HB=���� H <��(<�� A(Hq� )(Aj�(<������@?$#���<�
�� � =(J��K# <�
@<����(# δρ #8<�
��
� � � H$
��(# δp #IJ}� A <J!�� HB=��@A H <J!�H$��� <�
�� <��@?$D(<�
@<����(# δui # � CE= )(Aj� )	�")8C	�(<�� AI��� HI=-,BJ� J}�8A���#~�(C
<��-# � C � HB=-,BJ� J}�8A���#~�(C�<��-# � CN!h� � �8C��<�
	�l�(JE< A � A J�N)8A�� D�� =��(H$


r
#(< A � ,O!�� Aj�(J}#�� )8A�� =�� D��(H�� A �

θ
J}� A

φ
J}� AO!h� � � C�!< C ?$�-#	�@C t 	 � � ,��(����� A J� )(Aj�(<����(�@?}� �~� #���C � C`A CF= )(� � C@<��l�����I�M!g< CED

���J,�#~� CE=��(# � � ? � <�
�� � =(J��K# <�
@<����(# H��u#~�	��� Hq |� Aj�(A JD# �@H <�#����`#�� � C�(�5�"��� ,����� I�5�/��� <�

�FC��	�I� Aj�e< !�� ,$�K!�H <���� �����I� !g<���� H� I� A��8AKJ���� ���(� C��@AKJ����`#

Y`m
#G!h����!(���	%

δρ (t, r, θ, φ) = δρ (r)Y`m (θ, φ) eiσt.
� l � l 	

� #�� CE=����P#@< AO, Aj�e< A � H� I� A��8AKJ#�������� C	� A J}#���A HB?$D�� A � ����# � � � � ? � Jackson 1962, [99]
	�%

Y`m (π − θ, π + φ) = (−1)` Y`m (θ, φ) .
� l � i 	

	 ��� <��@HB?}
����(< A Hq� #��/�@=(<2#�(#(� � # x := (θ, φ)
Hq� −x := (π−θ, π+φ)

#���� ��� A CF=@H Aj�@H <8A JD.�#~�	���
��� <��@HB?}
����(< A Hq�M#��H <��8C� I��� � .��K! Hq�d�FAj� Hq |��� �(��J}� A C	�@C�� . /(� <�� A���� <��@HI?}
����(< A Hq�M#� parity

�
� 	�<���� , A�� � A��:HB=�� .��><�
 Hq


P
�5� ��� A

P (−x) = (−1)`P (x)
��#����N#@< A�
:HB=�� .��><�
 Hq
 �@=(<�� # ?$� A

.�� < Aj�
(even) parity

� � 	�� C`Aj�`#�# <���� , Aj�1� A�� HB=�� .��><�
 Hq

A
�5� �	� A

A(−x) = (−1)`+1A(x)
��#�����#@< A	
�HB=�� .��><�
 H$
��@=(<�� # ?$� A � ���8A < <�� (odd) parity

� � 	�����<��-�����I� !g<2.����J,�#~��
 � .����
J}� A
#	������CEA$�����I� !g<(#���)8A��(<������@?$#��&# � !h� 
 δρ 	����	� � < D@HBHBC	�(<�� A|����<�
 �FC��	�I� Aj�:<J!�� �����I� !g<����
Hq |� Aj�(A J��� ����� C	� A J��� J}� Aq� � C��#~�-!h��# ?$CE=�� .�� < Aj�

parity
�

	�A+)8A��(<������@?$#�� )8A����(=@H����(< A J������<����@=@H < AKJ��������J,��~�����E#�� � # <�
	�&.	����
$#�� � C��8CFD��-�	��� J�'
 |�(�@H < CED��2��� <�
 �FC��	�I� Aj��,��~�@AKJ*#@<(��� !��`# )8A����(=@H����(< A J���2� <����@=@H <8A J���2���(� C��@AKJ����

(vector
�

tensor harmonics)
#}���8<�� H < CEA ?$� � ����# � � � � ? � � 4 4 � 	 � ��=(<�#���� � C� CED������2�5� ��� A}�5� <���.�� < A����

parity
�5� <�� � ���8A < <���� parity

� ' Aj� � ��� . )�� A ,����`#I
 ,��(����� A J� )(Aj�(<����(�@?}� <�
�� <��@?$D(<�
@<����(# Hq�
#~�	���eHq |� Aj�(A JD# �@H <(#����`#q� � C�����$�	� ,����� |���G!h��#Z���0.��I�8CEA Hq��� )8A��(<������@?}����.��>< A����

parity
%

δui (t, r, θ, φ) =

[

S (r) ,H (r)
∂

∂θ
,H (r)

1

sin θ

∂

∂φ

]

Y`m (θ, φ) eiσt,
� l � ( 	

l 4



J}� AO)(Aj�(<����(�@?}��� � ���8A < <���� parity
%

δui (t, r, θ, φ) =

[

0, T (r)
1

sin θ

∂

∂φ
,−T (r)

∂

∂θ

]

Y`m (θ, φ) eiσt.
� l � 5 	

�-�P#	�����GCEA )8A��(<������@?$#�� � CE= � ���(A ,�� .� CE=��-#~�	��� mode
# ?$CE=�� .�� < Aj�

parity
<2# <��GC

mode
�@=(<2#�e?$���(�(JE<�
��	�"/�� <�� A3!h�eHq |� Aj�8C�� A%)(���;�

mode
.��>< A����

parity
� �l�(<(� H < C`A ?$�`#D��� #	����� C`A

)(Aj�(<����(�@?$#�� � CE= � ���(A ,�� .� CE=��u#Z����� mode
# ?$CE=�� � ���(A <><�� parity

<2#@<�� C
mode

�@=(<2#�
?$�����(JF<�
��	� /(� <�� AD!h��< C� C� A%)(���l�

mode � ���(A <><���� parity
� �����(� )��5� ,����(< C���?G.���
$#$C

f-mode

� ���(A ,��-.� |� <�� AA� � # )(Aj�(<����(�@?$#�� <�
�� � =(J�� #@<�
@<���� J}� A <�
�� � ��� H$
�� <�
��2� C��� ���� � l � l 	J}� A|� � #
)(Aj�(<����(�@?$#��<�
�� <��@?$D(<�
@<�����<�
���� C�( I��� � l � ( 	 � C � #@<��\�5� ��� A H� I� A�� C� A%)(���
	��Z�	� JD.��I� t-mode

� ���(A ,��-.� |� <�� AI� � # )(Aj�(<������@?$#��!<�
��!<��@?$D(<�
@<���� <�
���� C�( I��� � l � 5 	 � C � # <������ ��� A`< C�8C�� A%)(���
	 �
�G=@HIAKJ*.`#@C`A��@H <�#��(���^��� <�� C����"!��d� � C�8CFD��/�	� � ���8A H <(�(#� C	�8<�� A #���� ,R.�� ,����K,IC���`#(��� .	� C-,��

��� < C�H <2. )(A Cu�@H <��8AKJ���� ��!(#�� A�!�
�� H < C-C � C}� C ����� HBJEC	�(<�� A � ��AKJ*. /�� <�� A�#@< A C`AI�I���(� C� � �2!g< C
' �@H <�#������1��� <(� C	���"!��

(proto - neutron stars)
# � ���8A H <��(#� C	�(<�� A � .���� � C	� D ,����K,IC���`#

���:HI=@?�K#@<�
@<���� ��� J� <������ J�(< C	�(<2. ) !�� ��J� A ?BAf� A". )2!��
Hz
# J}� A H <�� )(Aj�(JD.`# J���I�h� �(JE< A '

�@C��FC	� CED��s�~�	#��2,�� Aj��J� A 6 D@?$C	�(<�� A #d� � A ���(� )8D��(C��8<�� AgHq�9� AKJ�-#@<�������� HB=@?� #@<�
@<����(#"�����(A J���
Hz

!h�1�����8AKJ���� � J}�(< C	�8< . )2!��
mHz

� ����# � � � � ? � � l j 5 # l j�&`# l j 1 � 	 � � C � #@<��1�(J}�(A ���h�
HB?}
����(<��"/�� <�� A H <(�����$#��= I� C`A%#�(# Hq�=#~�	��� 6 =@?G#����~�@C J}� A � � A ���(� )8=�� #����~�@C � � !g< C�'��@H <�#����
��� <(� C	���"!��E#I)(�~�u�5� �	� A^� � C	� D(< !h� ,$�-!�H <2#

�

,��~�@AKJ*.`# #� !h�(#h� JF< A��M.(<�� AQ#@< AX
 6 D�!�
 �5� ��� A^� Aj�
� C	� D ,��(�K,IC��
;J}� A"� � C <������ H����(< A J� )(Aj� )(A J}�@H�� � � CF= )(Aj��� J}���h��� ,����1�M#	�@C �h�����(#�Hq�1���(<(�f'
�I� H$
���� <�
	�1� � A ���-. ) =��@H$
+<�
�� � ���(A H <��8C� I��� � CF=1�5� �	� AA�FAj�1���(J}� #@?$�8C	�	
$# J� A H�� ,ICF=���� � A C
���2,q�$#M)8A�� )8AKJ�@H�� � � CF=P)(Aj��� J�5�	� � #;�����8AKJ#���?BAf� A%. )�����!h�/�����(A JD.�� J}�(< C���� D��8A���?$�-#	� Aj� � � � .��5'
?$CE=��E#|� CEA � #	�`#|�	# C`A # <��@?$# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C`AI�@H <�#��(���2�	� <��8C	���%!��`#���� H <������$#1 �� C`A%# # J}� A
��� HI=@?�K#@<�
@<����;� � #1�����(A J}#��')�� JD. )����'!h� J}� AI�����(A J}#��2� J}�(< C	�(<2. )����

Hz
� ��< CF=�� � ���8A H <��(�Z'

 ?#����~�@CF=�� �@H <�#������=��� <(� C	���"!��1���� |�����"/8C	�(<�� A��	#���� ) =�� .���� A � � � ������ C�-.��(# � � ? � 
 )8D��	����

Coriolis

� �!=(<2#���(<������� I����� / C	�(<�� A J}� AA��#���� ��� C`A J`C-,�#~�	� Aj��� ���
modes

# � � ? � C`A rotational

modes (r-modes) (Papaloizou & Pringle 1978, [93])
�

���s���-,$��
@<8A JD. � �$)�� � < !����@H <�#�� !�� ��� <��8C	���"!�� �I� !h�8CFD��(<�� A HB=��	�	�R!h� )8A � C	� A JD.`#^���=��'
�(<2.@Hq� A �

1011 − 1013 Gauss
, Aj� HB=��	
	� A Hq��#~�(CE=�� �@H <�#��(������� <�� C����"!���'

pulsars
� �Z�(<2.@Hq� A �

���J,��	� D(<�������� � � # 1014 − 1015 Gauss
, A��cA HB?$=��-. ���-,$�	
@< A Hq��#~�(CE=�� �@H <�#���������� <�� C����"!��

'
magnetars

� ����A HB?$=��-.s�@=(<2.s���-,$�	
@< A JD. � �$)	��� �|�J!h���5� <�� AI# < A HB?}
����(<(� / C��8<�� A J�(<2. <��
i@j



H < . )8A��
<�
��\�(' H <��(A J����J}�(<2.����(� =@H$
��
�

�@H <�#��(���d����<>= � A JD.-���-,$�	
@< AKJ*. � �$)	���`#8J�(<������(# CE=��GJ}� A
��� Af���@CE=�� < C	��#-,BJ`C!< CF=���J� A8<�
	�l� � Aj ?.��	� A%.�< CF=���J�(< .l��� J� <�#���< .�!(� A �d��� ,�#~� CE=�� � � H <2#EHBC #

 HB=��@C	� A J� ���-,$�	
@< A J� � C�� H <�
	� � � Aj ?.��	� A��G�Z� #� �@H <�#��(� � ��# � � A���� )8A��(<�
��(�5� <�� A � �!=(<2#
H$
������ ��� AFA HB?$=�� # <����(� ���-,$��
@< AKJ*. � �$)�� ��J�(<����	����
���#Z����Hq�\� AKJ�-#@<��������H� I� A��8AKJ#��O� � Aj ?.���� A���� �
�\� ���-,$�	
@< A Hq��#~�(CE=�� �@H <�#��(���;��� <(� C	���"!��E#K� � C�8CFD�� �	� = � .���!8CF=�� J`AB.	��� CEA modes

H < CE=��
C � C� CE=���C`AK)8=��K.���� A �/� � ���	�� C��-.��h�5� �	� A����-,$�	
@< A J}#�� )8=�� .���� A � � 	�A modes

�@=(< C}�(C	�@C�� . / C	�(<�� A
Alfvén modes

J� A�)(Aj� )	�")8C	�(<�� Ad��� <�
	� C�����@=���
 <��@?$D(<�
@<�� � <��@?$D(<�
@<��
Alfvén

#
v2
A =

B2/4πρ
#}����# � � � � ? � Jackson 1962

# h\�M.@?$C��!i@j@j@j`# � 4 4`# l jML � 	 �
����)8CFD���� #�� CEA � #	�`#FHB=-,BJ}�~�8<�� !g< AKJ*. � CEA�#�� ��� CEAKJEC-,�#~��� Aj��� ���@J}���@C	�@AKJ����!<��-# � !��!<��	�M.��(<J!^'

H$
��
(modes)

� � C� CED����d�	��HI=��	���(<�� HBCE=����GHq�\�@H <�#������/�	� <��8C	���%!�� � �\�\��
�' � ���(A H <����� 3#���Z'
�@CF=��s��
 '=���-,$�	
@< A Hq��#~�(CE=�� �(� =@H < CED��u�@H <�#��(���1��� <��8C	���"!�� � � C��8CED����9��� HB=������(<�� HBCE=����
� ����# � � � � ? � Unno et al. 1979, [103]

	�%

• < CF=�� fundamental, f-modes (`f)
%;�5� �	� A Hq |� Aj�8C�� A")(�5� �

modes
���:A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����

��� ,O!��
kHz

� 	�A A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<�#�� < CE=�� �5� ��� A���� .	� C-,����e<�
��=��# H$
�� � =(J�� #@<�
@<���� <J!��
�@H <�#��2!��`#

σ f ∼
√

M/R3
�

• < CF=�� pressure, p-modes (`pn)
%���� ��� A #d� � � Hq
��(# modes

Hq I� A�� C� A%)8CFD�� <>D � CF=`#\���
A")8A CEHB=@?� #@<�
@<����=�����(A J���

kHz
J}� A � J`=����"!h�
	l�(JE< A �@AKJ#�� A%)(A CFHB=������ <�� Hq� A � � 	�A

n = 0

modes
�@=(<���� <�
���CEAKJEC-,�#~��� Aj�����5� �	� AFCF=@H Aj�@H <8A JD. C`A

f-modes
�~�	� CEA

p-modes
# ?$CE=��

n = 1 . . .∞ � 	�A}���	�g<���� C`A���(� C	�@AKJEC}�
p-modes

# ?$CE=�� J� AE= 6I
��M#@<��������
HB=@?�K# <�
@<����(#
σpn > σ f ∼ cs

# � CE= cs �5� ��� A}
 <��@?$D(<�
@<��:< !�� 
 ?}
@<8A J��� J`=��M.(< !�� �

• < CF=�� gravity, g-modes (`gn)
% �5� ��� A #gJ}� AX�@=(< C� #�Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �

modes � CE= ���� |�('
��� / C	�(<�� A`Hq�-�I���(� CED����@H <�#������ � � ��?$CE=�� ?$����
���#���A")8A CEHB=@?�K# <�
@<������ � # �����(A JD. Hz

!h�
J}� Aq�����(A J}#���� J�(< C	�(<2. )(���

Hz
�

�-� �|�J!h�(� HBCE=���� �@H <�#��(��� ��� <�� C����"!�� ���1H <������ #  I� CEA"#I#�# ?$CF=����=� � A � ��# C	� ��� C`A J`C-,�#~�	� Aj��� ���
� ����# � � � � ? � McDermott, Van Horn & Hansen 1988, [2]

	�%

• < CF=�� interfacial, i-modes (`i)
%���� ��� A Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �

modes
��� � C	� D ?$����
���#��:A")8A C�'

HI=@?�K#@<�
@<����=�����8AKJ���� )(� JD. )2!��
Hz

� ��JE<���� CFD�� � JE=��	�%!h�
	��J,BJD.�� HIA����eJ`A ��� Hq� A �:H <�
	�
� ���(A C@?}� < CE= H <(����� CFD2 �� C`A CFD � �G?$� <(�"/8C	�(<�� A��� )(Aj� � A� 3.���� Aj��� (interfaces)

# � !h�-�@=(<��
i l



< CE=u��� =@H < CED � =��(�	�	�1���e< C	� H <(�����$#s I� C`A%# � ���@=(<��-< CF=-H <������ CED9 �� C`A CFDu��� #Z�����
��� =@H <2# !gJ����� #I#X� A%!h��#~�(CE=;=	� A J`CFD � � # < C	�;H <������ #  �� C`A%# # � CE= � A �I�����h� = � .�� ?$� A
� .��-! � � �}�@=(<2#	� 	 �

• < CF=�� shear, s-modes (`sn)
%u�5� �	� A"� � � H$
�� Hq |� Aj�8C�� A")(�5� � modes

��� A%)(A CFHB=������ <���'
H�� A � � ��� #� C`Aj�������1�@=(<(#�� <J!�� i-modes

�	���M. A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� � C	� D ��� ,��	� D(<(�������
(σ s & 500Hz ∼ vs)

� �d� ��� AK�J,BJD.�� HIA��:J`D����(<�� � CF= )(Aj� )	�")8C	�(<�� A H < C	� H <����(�$#1 I� CEA"#
���!<��@?$D(<�
@<(���(#

vs
#�� Hq��� � ����� � CE= ��� 1000km/sec

�

• < CF=�� torsional, t-modes (`tn)
%X�5� ��� A

modes
< C� C� A%)8CFD��
<>D � CE=;����A%)(A CFHB=������ <�� Hq� A �

�@=@H <�
��-. � ���(A C�(A H���#~�	��� H < C	�1H <������$#  I� C`A%# � 	�AI�I������� Af�Q)�� A � t-modes
#
`t0
#|# ?$CE=��

?$����
���#�� A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<����(#
30 − 100Hz

� 	�AI���	�g<���� C`Aq�(JE< A � A J`C}�q����� C	� A J`C�
t-modes

# ?$CE=�� � C	� D1= 6�
��M#@<(��������A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<����(# � ����� � ��� HIA���� ����� J�5� �	����<J!�� s-modes
�

	4?D!h�-#@?$�8C	�(C��# ?$� A <�
P)8AKJ��
< CE= ��� C`A J`C-,�#Z��� Aj� ��� J}���@C	�@AKJ�����<��-# � !��<��	�M.��8< !�H$
�� (Kokkotas

& Schutz 1992, [94])
� 	�AB<��	�����(<���Hq� A � < CF= ?$�����(JF<�
���� / C��8<�� A$� � #I%

• < CF=�� wave, w-modes (`wn)
% � � C� CED��9�	�u��� ��� A �5� <�� Hq |� Aj�8C� A")(�5� � �5� <��e< C� C� A%)���� �

J}� Aq# ?$CE=�� ��� J� <2. = 6I
���#���A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<����(#
σw > 5kHz

�
�\� � ���(A H <����� 3#���~�(CE=�� �@H <�#��(������� <��8C	���"!��`#q���� I�����"/�� <�� A|��� � �(JD#��
���� C`A J`C-,�#~�	� Aj� ��� modes

(Papaloizou & Pringle 1978, [93])
� ��J�5��# ?$CE=�����%

• < CF=�� rotational, r-modes (`rn)
% �5� �	� A

modes
< C��8C� A") CED�� < D � CF=`# 
 ) D�������


� � ������ C��-.�� , A�� �@=(< CED�� �5� �	� A^
 )8D��	����

Coriolis

J� AgC`AgA%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�#�� < CE=�� �5�f'
��� Aq��� .	� C-,����!<�
�� � ���(A H <��8C� A J����HB=@?� #@<�
@<����!<J!�� �@H <(#�� !��`# σ r ∼ Ω

�
��#�� C��(#BH������-,$��
@< A Hq��#Z�@CE=�� �@H <�#��������	� <��8C	���%!�� HB=������(< CED���� � ����# � � � � ? � Jackson 1962

#
h\�M.@?$C���i@j@j@j`# � 4 4`# l jML � 	�%
• < CF=�� Alfvén, a-modes (`an)

% �@=(< C}�D� � C� CED�� ���1��� ��� A Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �2� < C� C� A%)���� �(#
)(Aj� )	� ) C	�(<�� AK��� < A �:?$���(�(JE<�
��(A H < AKJ#�� <��@?$D(<�
@<����

Alfvén
#
vA
# J}� A�# ?$CF=��`#K�~� ,�#~�	� A #

� C	� D � A J}��#���A")8A CEHB=@?�K# <�
@<���� � 	�AIA")8A CEHB=@?� #@<�
@<�#���< CF=����5� �	� Aq���K.	� C-,�����<�
�� #~�(<��@H$
��
< CE=����-,$��
@< AKJECED � � )	� CE=`# σA ∼ vA ∼ B

�

# <>HIA #K, A���A HB?$=��-.����-,$�	
@< A Hq��#~�(CE=��/�@H <�#������
��� <��8C	���"!��`#EC`AIA")8A CEHB=@?�K# <�
@<������@=(<����e<J!��

modes
�5� ��� Aq��� J}� < . = 6I
��M#@<�������� �

i@i



����� �����	��
����������� ��� �	������������
	����� � 
"!$#%
 &'� �(����� ��)
* �	�'�+)

���	�����(<���Hq� A ��H�����
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��1��
 '=���-,$��
@< A Hq��#Z�@CE=��s�@H <�#��(���9��� <�� C����"!�� ���
H <(�����$#  I� CEA"#2������� <��	��
@J}����<2#EHBC H <�
���� =(<������ A���h\���8=(< AKJ�� ��� !h��� � � ����# � � � � ? � Hansen

& Cioffi 1980, McDermott, Van Horn & Hansen 1988, [1, 2]
	 #EHBC J}� A H <�
;' �~� A J�

��� !h��� � <�
��:�G?$� < A JD#@<�
@<���� � ����# � � � � ? � Schumaker & Thorne 1983, Yoshida & Lee

2002, Samuelsson & Andersson 2007, [3, 4, 5]
	 � 	�A � ����� � .��-! ���@HIAKJ#�� )(Aj���(� =��	
@< A J}#��

������# <����\� � � JE<2.���
@J}���
H <�� )(Aj�(JD.�J}� A@HB=�� � ���8A�#~���(������� � A%)�� .@Hq� A �G<�
��\�@H <(�8AKJ���� � ���8A H <�� C I���
� ����# � � � � ? � Strohmayer 1991, Lee & Strohmayer 1996, Vavoulidis et al. 2007,

Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [6, 7, 8, 9]
	GJ� A����-,$�	
@< A J}#���� � A%)�� .@Hq� A � � ����# � �

� � ? � Carroll et al. 1986, Duncan 1998, Messios, Papadopoulos & Stergioulas 2001,

Piro 2005, Sotani, Kokkotas & Stergioulas 2007, [10, 11, 12, 13, 14]
	 � ' A����M#-,ICE=�� � CF=

�I� ,I� �(CE=��J�(<����(C�
@< C� � �����(JD.(<J!# C`A � ���8A HBHR#@<����(���/� � # �@=(<�#���< A �O������# <����d� � AKJ�~�(<������I
@J���
Hq��< C��8C�� A")(�5� �

torsional modes
� � CE=�HB=����FC	��� / C��8<�� AM!h�

`tn
	 J� A��M#	�@C ��� ,����O�@HB?$C	���	��
@J}���

���!Hq |� Aj�8C�� A")(�5� �
interfacial

�
`i
	/� � J}� A

shear
�
`sn
	

modes
�

�� C����� , Aj�c< A � � ����� � .��K! ������# <(��� H <2.���
@J}���^C`AO�����(J�	� D 6|� A � � ���(A C+)(A J`C@<��@< !��^H��
radio - pulsars

H <�� <(#~��
-<�
�� )�� J��� <(� ���e< CE= � L(j J� A H <8A � ��� ?$#�� <�
�� )�� J}��� <(� ��� < CE= � k@j
� ����# � � � � ? � Boriakoff 1976, Cordes 1976, Ferguson & Seiradakis 1978, [15, 16, 17]

	 �
� C	� � .��><8A C < CE= l 4MLK4 � A�� , A ,����(< Aj��� � # J������M6I
s�(JE<(� �-!�� ,R.������`# � CE=u#����(���1?}�h����H <�
	�
�@H <(�8AKJ�� � 
K,q� SGR 0526-66

#�� � � <�#���� Hq�����(< AKJ�5� ���~�(CeHB=@H <�
����(< AKJ�����#��(� =������ � ��<�
	� CE=�� .
<����GJ}��� � D	��
��\ 3!g<2#���<�
��O�����(J�	� D� ���
@J}��� � ���8A C*)8AKJ*# <�
@<���� � CF=N)��~�l��� ?$���!Hq�� I� � � C#���� =@Hq

(Barat et al. 1983, [18])

� ��� � � #���~��� ?$� #	� Aj� )(Aj�(< = � ����
@J}��� )(A%.� C�(���-�I� !h��� ���P, Aj� <�
	�
��!��K,q
 Hq
�< !���A%)(A C@<��@< !���<�
�� # J������M6I
�� �@=(<����

�

��� .���� Hq�-H < A � �|�J!h�	� ��� �@=(<�#�� �@<����-J}� A 

�I� !h�	��� < !��

magnetars

 C � C� �+H <�
��	� ?��
@J}�;�~� ��#���� A Hq� <��	�����8<���Hq� A � H <������ CFD  �� C`A CFD

A HB?$=��-.u���-,$�	
@< A Hq��#~�K!��u�@H <�#�� !�� ��� <�� C����"!��
(Duncan & Thompson 1992, Thompson

& Duncan 1995, [19, 20])
� � � ���(�(<����(
 H$
c<�
���D � ����!�
��-<2#FHICPA HB?$=������ ���-,$��
@<8A J���

� �$)	�%!�� H <�� SGRs (Soft Gamma - ray Repeaters)
� ����# � � � � ? � Kouveliotou et al.

1998, [22]
� � A ���Z�����%!�Hq� J� A CF=@H Aj�@H <8A JD.:J}��� Aj#�� !�Hq��< C1� C	�(<�#�� C1< !�� magnetars

� �d� JECEHIA
� ���	� � CE=:?$�-#	� Aj� ��� <2. � � #+<�
	� � �(�g<�
 # J�����M6I
:< CF= l 4MLK4`#|��� ��)�� D(<�����
1= � ���2'O�Z����� ,q
@<8A J�

i (



# J������ 6�
 <��-.(��
�!(��<�
	� � �8CFHIC@?}� < !�� � � A��(�����(<8A J���1J� A <J!�� �I� !h��
@< AKJ���� �@H <��8C� =@HIA J��� �

�@<���� 
 # J������M6I
 < CF= ��=-,ICED@H < CF= < CE= l 4 4@k � � # < C SGR 1900+14
� � H <2#EHBC #/
 � A C

�~�	���2,q
@< A J� # J������ 6�
 �(JE<(� �-!�� ,R.������ � CE= J}�(<��-,��-.� I
@J����# ?$�8A H$���������:HB=���#Z��
 � � #EHq |�(<��`#
< C	� d=� J}#��	���8A C:< CE= i@j@j 5

(SGR 1806-20)
� � .	� A H <��`#BHI=��(C*)(� D(<�
@J}�l� � # �����(J�	� D 6|� A �l
�� A

' � ���(A C+)(A J����<��	�����(<���Hq� !�� (Quasi - Periodic Oscillations, QPOs) � CE=��������I#��(���������!< C
�I� !h�(
@< A JD#��~�K)(Aj�� |#�� C�� , A��1< A � <��	�����8<���H�� A � H <����(� CED  I� CEA CED Hq� A HB?$=�� .9���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=��
�@H <(#��������	� <��8C	���%!�� � ����# � � � � ? � Israel et al. 2005, Strohmayer & Watts 2005, Watts

& Strohmayer 2006, Strohmayer & Watts 2006, [23, 24, 25, 26]
	 �

�G?}����� l � i}% d=���@H <�
��(A%#@<�
@<���<(� HIHO.��2!���� � A ���Z��� A%!h��#~�-!�� SGRs
<���<������ =(<�������<(�8A".��8<�� ?$�-#�'

� Aj� � ��J$Aj�@H���#~�	��� � ���(A C@?$#���= � C+)(
������(CE=���?$�8C	� Aj#�� J�(< .G< A ��C � C� ���I)(�~��= � ��� ?$���GJ�(< .	����
������
�~�	���2,�#������ A ?�	� =(< AKJ#��N)(Aj�(<2.�!�� A � � h/��# � � Woods & Thompson (2006) [21]

�

� C:�G?}����� l � i )��5� ?�	� A <�
 )����@H <�
��(A%#@<�
@<�� <�� HBHO.�� !��2� � A ���Z��� A !h��#~�K!�� SGRs
<�� <������ =('

<�������<��(A%.��(<���?$�-#	�@A�� � ��J`A��@Hq��#~�	��� � ���8A C@?$#��+= � C*)�
������@CF=�� ?$�8C	� Aj#��:J}�(<2.�< A � C � C}� ��� )(�~�
= � ���8?$����J}�(<2.	����
������d�~����� ,�#��/���@A ?��� =(<8A J}#���)(Aj�(<2.�!�� A � � ��< C HB?}�����&)(�~��HB=�� � ���8Aj�������+.��	� <�� A

;��� ,R.	��
 # J������ 6�
 < CE=

SGR 1806-20 � CE= HB=���#Z��
 < C	� d=� J#������(A Ce< CE= i@j@j 5O� ��< C1�G?}�����
l � (`#q���N)(Aj�(J}� J`C����#~�	����,��(������#��(#O)�� �(C��8<�� A$C`AD,�� !h��� <��(A J`C�B<2# � CEA H <����I��������#~�(<��@Hq
������-,$��'

@< AKJECED � �$)	� CF=`# # � !h���@=(<��^= � C	� C-,I�"/�� <�� A"�I� !h�(
@< A JD. , A�� �(JE< A �@C��FC	��� � � ���(A H <����� ?#���~�(CE=

i 5



�G?}����� l � (}% � �-,$�	
@< A JD. � �$)�� �N, Aj�
radio - pulsars, Anomalous X - ray Pulsars (AXPs)J}� A

SGRs
� 	�A|�Z�(<2.@Hq� A � = � C	� C-,I�"/8C	�(<�� A|���-�+.@H$
 <�
	� �@D�!�
 Hq
1< !�� � ���8A"#+) !�� � ���(A H <��8C ���'

� <J!��s���(< AKJ� Aj��#Z�K!��s�@=(<������M#-,O! �(JE< A �@C��FC	������� ���-,$��
@<8A J`CFD )8A � #	� CF= (

B ∝
√

P Ṗ
) �

h\��# � � Woods & Thompson (2006) [21]
�

���-,$�	
@< A J`CED )(A � #	� CE= � ��< Cu� )8A C HI?}����� # ?$CE=��:< C � C��I� <�
	�I�5� radio - pulsars, Anomalous

X - ray Pulsars (AXPs)
J� A

SGRs
< !�� C � C�"!����5� �	� A ,$�-!�H <���
 � ���	� C+)8C�� � ���(A H <��8C� I��� P

J}� A`C � =��|�M#��-�@D�!�
 H � �
<�
��(#
Ṗ
� 	�A � ���(A HBHO#@<����8CEA radio - pulsars

# ?$CF=�� A HB?$=��-. ���-,$�	
@< A JD.
� �$)	���`# B ' 1011 − 1013 Gauss

#��	���M. <��u���-,$��
@< AKJ*. � �$)�� �+< !�� SGRs
��� ��� A � .���� � C	� D

A HB?$=��-#@<����(�`#
B ' 1015 Gauss

�
��������� ������	�
��	������������������

radio - pulsars

	�Ah�����(J}�	� D 6I� A � � ���8A C*)8AKJEC@<��@<J!��;Hq� radio - pulsars
#�H <��;<�#���
;<�
�� )(� J}��� <(����� < CF= � L(j

J}� AIH < A �2���8?$#�� <�
��')�� J}��� <(� ���!< CE= � k@j`#�����#$)(� Aj!����`#G!h� �~�K)(Aj�� |#�� C	�2�I#���� � �8C�&)8A������ D���
 Hq
$#
< A � <��	�����(<���Hq� A � H < C9� HG!g<����(A JD#9�@H <�#�� !��;��� <�� C����"!�� J}� A # A")8A���� <����(�`# < A � <��	�����(<���Hq� A � < CF=
H <(����� CFD- �� C`A CFD
< CE=�� � ' Aj� � ���-. )(� A ,����`# C`A Boriakoff (1976), Cordes (1976)

J}� A
Ferguson

& Seiradakis (1978)
� l &`# l 1`# l L ������(JD.	� = 6I��� � ���8A C*)8AKJ*# <�
@<�����H <�
l� AKJ�8C+)8C��� < !�� � �	�������

(pulse microstructure)
#EH < CF=��

pulsars PSR 2016+28
J� A

PSR 1133+16
#}��� � ���8A"#+)8CE=��

i�&



Pµ ' 1msec
� �\� ���>J}� < CED��

pulsars
�����(J�	� D� ���
@J}��� � � A � ��# C	�cH$�����(<��}%P= � C � �	��� C}�

(subpulses)
��� � ���(A%#*)8CF=�� P2 ' 10−50msec

J� A	��� <��(J`A ��� H�� A �G< !���= � C � �	������� (subpulse

drifts)
��� � ���(A%#*) CE=�� P3 ' 2−20P1

� # � CE= P1
�5� �	� A(C`A � ���	� C+)8C`A � ���8A H <(� C �����< !�� pulsars

	
� ����# � ��J� A Manchester & Taylor 1977, [102]

	 �
	

Van Horn (1980)
� iML � = � CEH <����(Aj!��O�|�����M. <�
	� A%)�#�� #@< A � C	����#���� � # �@=(<�#���< A � � ���(A '

C*)8AKJ*#@<�
@<����l�|� � � C��8CED@Hq���2���eC� |�5�j� C	�(<�� A`Hq�
<��	�����(<���Hq� A � �@H <�#�� !��2��� <�� C����"!�� � � .	� A H <��
!�� ?}�h�(A Hq�8#B!h� � A CG�Z� )(Aj�� |#��8C	�(<����(# < CE=��

` = 0
J� A l

p-modes
# J}�����h�0, A��u�@=(< CFD��:= � C�'

�M#-, A Hq� A%)(A C � ���(A%#*)8CF=�� P . 0.1 − 1msec
#�J� Ag< CE=��9�I������� Af�Q)�� A �

torsional modes
#Q, A '

� < CE=�� C � C}� CF=�� = � C	�M#-, A Hq�eA%)(A C � ���(A%#*) CE=�� P ' 20msec
� �G=���#$)(� Hq�!< CE=�� � �(�g< CF=�� ��� <8A �

� �����(<�
��8CFD����~����� � ���(A C*)(A JD#@<�
@<�����<J!���� A J}� C � �	��������J� A(< CE=�� )�� D(<���� CE=��"���/�@=(<�#���<J!��!= � C�'
� �	������� � ��� #@<(� A �	�8#}� � � H$
��(#q��!�
K,q� H�� A � , Aj�e<8A ����� <��(J$A �	� Hq� A � <J!��e= � C � �	������� J}� AD, A�� .	�����
� �����(<�
��8CFD����~���2 |� A � #����Z���`#F?$�(
 HIA�� C � CEAj���8<�����<�
	�2�@H <��(A J� � ���8A H <(� C �� J� A������
	�	� D@C	�(<����
< A � � � A")(�-.@Hq� A �(# � CE==�@=(<�� # ?$� A # � .��K!4H < CF=�� p-

J}� ABH < CE=��
t-modes

�@H <�#�� !��2��� <(� C	���"!�� �
�O� ,ICs���2,R#@<������`# CEA

Hansen & Cioffi (1980)
� l � #�!�� CFD����Z�@C`A�� � #�< A � � �8C@<2.@H�� A � < CE=

Van Horn (1980) [27]
#�� H <(� �@Hq����<�
	� � �8CFHIC@?}��< CE=��H < A � torsional

<��	�����8<���H�� A � H <����(� CED
 I� CEA CED=�@H <�#�� !��2��� <(� C	���"!�� J� A � � # <�� A ����� < CF=�� � � CEHq�J,G, A H < AKJECED��!<>D � CE=��	%

`P0 ' 2π [` (`+ 1)]−1/2R

vs
' 60 [` (`+ 1)]−1/2

(

R

10km

)

msec,
� l � &���� 	

`Pn ' 2n−1∆r

vs
' 2n−1

(

∆r

1km

)

msec,
� l � &(��� 	

, Aj�1< A � A")8A C � ���8A"#+)8CF=�� <J!�� �I������� A !Q)(��� (n = 0)
J� A < !�� ���-!g<�#�� !�� �(JE< A �@AKJ���� ����� C	� A J���

(n ≥ 1) torsional modes
� ��< A � � ����� � .��K!cHI?$# H�� A � R J� A ∆r �5� ��� A
=�@H <��(A J�=�(JF<(� ��� J}� A

< C � .@?$C�� < CE=:H <(����� CFD= I� C`A CED:Hq��?BAj� A%#��� <����:J}� A vs ��� ��� A$
$# HI?$� )-#	�eH <����I�����$# <��@?$D(<�
@<��
< !��

shear
JE=��M.(< !�� H < C	� H <������$#s I� CEA"# (

vs ' 103 km/sec
) � ' Aj�������	� A H < AKJ*.s� C	�(<�#����

�@H <(#�� !�� �	� <��8C	���%!��`# CEA � ����� � .��-!�<>D � C`AB)	� �(CE=��
`P0 . 20msec

J}� A
`Pn . 2msec

� ���
� � C@<(�~��# Hq���(<����@=(<2.�� � �	���	�I� =@Hq���-���2,R#@<������
C`A McDermott, Van Horn & Hansen (1988)� i � Hq�9� A�� � A CcC	� C J��
�� !h��#~��
G������# <�
 <��	�����8<���H��J!�� �����	� A H < A J���G� C	�(<�#�� !�� �@H <(#�� !��
��� <(� C	���"!�� �
� � � � )��(�@H$
 <�
�� �@H <��(A J��� � ���8A H <(� C ���� ������ q�I
 = � #*6I
 � �(�g<�� � � # < C	� Strohmayer

(1991)
� 1 � J}� AEH <�
 HB=��	# ?$� Aj�2� � # < CE=�� Lee & Strohmayer (1996)

�%L � � � �P)(
$# C
Van Horn

i 1



(1980) [27]
�5� ?$� � � C <��5� ��� A #@< AFC � ���(A H <��8C AKJ*#� )8A��@?D!h�8A Hq�M#� modes

< CE= H <(����� CFD� I� CEA CED`#
���')(Aj�� C�(� < AKJ*# ���(� C	�@AKJ*# )���� JE<�


m
#q�I� � � C��8CED@Hq���	� � =�� D��	� <�� AR, Aj�:<8A � � �����(<�
��8CFD����~�����

��� <��(J}� ��
 H�� A �+< !���= � C � �	�������;Hq� pulsars
� � H <2#FHICI#�< C �~� )8A��� I#��8C	� <J!��

Strohmayer

(1991) [6]
J� A

Lee & Strohmayer (1996) [7]
� H < A".@H <�
@J}�=�	��� CED � ��H <8A%.@H <�
@J�:H < CE=��

��
 ?$��� A Hq� CED���� � #FH}��� Hq
���< !�� torsional modes
H <����(� CED2 I� CEA CED J}� A`H <8A ����
2'h� � A <���� � <�#��

)(Aj�@H <��@=��(��Hq� A �
(avoided crossings)

��� <���!8D < !���)8A��� 3#�2!��
modes

� � � <2.2� � # �FAj� � � CEHq�Z'
?`< AKJ������K.	� =@Hq
$# C

Strohmayer (1991)
� 1 �`J}�(<�#���
�!(��H < C	�-��!�����<>D � CN, A��
<8A � � ���(A H <��8C� A J}#��

)(A C������Hq� A �(#
σ1
#$< !�� A")8A CEHB=@?�@C@<��@< !��E#

σ0
#$<J!��

torsional modes
%

σ = σ0 + σ1 = σ0 +
m

` (`+ 1)
Ω,

� l � 1 	
)(
���� )��

σ1 = mΩ/ [` (`+ 1)]
#O# � CE= Ω

��� ��� A}
 �@H <��(A J� � ���(A H <��8C� A J�:HB=@?� #@<�
@<�� �
	�AA���-,$�	
@< AKJ#�� � � A")(�-.@Hq� A �2������� <��	��
@J}��� ��� ,��:?$�-#	�@A�� �K!h��� <������ (Carroll et al. 1986,

[10])
��� #Z����� � � CE=@H <(� =���#Z�@C �@H <��(A JD# � C	�(<�#�� C-J`=	� A � )��8AKJ����:HI=������ <��	����� � � ����� <��	��
@J���
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m/g-modes
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s-modes
�

��< C ��� <���!8D`#�C`A
Schumaker & Thorne (1983)
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 J� A
β
< C � �M.(< C� <J!�� torsional

<��	�����(<���Hq� !�� ' � 
K,q���:<�
��������8=(< AKJ����;�8JE< A �(C��FC	������� �
����� .!< C #@< A � ���8A�#����(���O�M#	�@C < CF=�� � ���8A < <���� � .��(A <>=`# torsional modes

< CE= H <(����� CFD� I� CEA CED
J}� A � ���-.!<�
	� � � � A HIA"#+)8C�!(
2� JE<(����
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�<�
���� J � ��� � #���~��
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Schumaker & Thorne (1983) [3]
�@<���� �|�����~� Aj�Q)�
��(# � �2!g< C � C��(Aj�(J� J}� AK� � � <�#���� Hq�

�� I�	�@<����8A C , Aj� � ����� A <�#��2! ������# <���� �
	�A

Yoshida & Lee (2002)
� 5 �`?$�(
 HIAj� C � C}� 
 Hq��� , Aj� � �(�g<�
- C��-.`# #EHBC��� C��-. modes

< CE=
H <(����� CFD  �� C`A CFD`# <�
	� � �8CFHq#J,G, A H$
 Cowling

� � � � CEHq#J,G, A H$
9�@=(<�� �-,$�@C��5� < A � )8A��(<������@?$#��
< CF= ?D!h� #@?$�8C	�@CF=4J� A��������+.���� A!= � #*6�
 �M#	�@C < A � )(Aj�(<������@?$#��^< CF= ��� =@H < CED

(Cowling

1941, [90])
� �G=��	# J}�8A �	���e��� =(<������ Aj�1J� A HB?$� < AKJ`A H <8A JD. � � C@<�����# Hq���(<���, A�� HB=-,BJ}� J�(Aj��#~�����

J}�(<��@H <��(< AKJ#�� ��!(A H$��Hq� A � � 	�A )8A��� C��#�� � CE= ���(�@J��� �@<���� � ���(A HIHO#@<����8C � CEHBC@<8A J}#��;J}� A
� A ,R#@<����8C � CEA C@<8A J}#�� � ' Aj� � ���-. )(� A ,���� = � C	�M#-, A H���� #@< A�C`A�HI?$� <8A J}#���HB?$� < A J$A H < AKJ#�� )(A C��'
����Hq� A �

δσ/σ := (σn − σgr) /σgr
< !��;A")8A CEHB=@?�@C@<��@< !�� )(Aj�� ?#�� !��

modes
�I� �@<����`#

H <8A � � ���(A HBHO#@<(������� � ���8A � <���Hq� A �(#\� A J}� # <����(��� � � # ' 0.1
� � H <2#EHBC = � C	�M#-, A H����E#\� � � H$
��(#

#@< A CEA�) D@C
interfacial modes i1

J}� A
i2
# J}�(<2. <�
���� <��� C�-. �����=� � #-<�
 ��� =(<������ Aj�+H <�


HB?$� < AKJ`A H <8A J� � ���	� � < !�H$
$#$�|�=���8<2.	����� /���� ?$�����(JE<����(��� �
��������� ����	��������	�
��	��
	 � ������������ ����	������

SGRs

���
Soft Gamma - ray Repeaters (SGRs)

�5� ��� A � 
K,�#�� � CE= � � � �����	����������� #����Z��� 	O� J � #Z'
� � CE=��G���	���(J#��1�(JE<(� �	��� ,R.������ � ����# � � � � ? � �G?}����� l � i 	 � �����8A H <��@HIA��(J*.`#H <�� ���(< AKJ�5�f'
���~��� �@=(<2. J}�(<��-,��-.� C��8<�� A = � ��� 'O�~����� ,q
@< AKJ#�� � J�M.��M6|� A � ���2 3!g<�� A � #@<�
@<(��� � CE=  <2.��@CF=��
<��

1044 − 1046 erg/sec
� 	�A�� J�M.��M6I� A � �@=(<�#��G���@A ?��� D@C	�8<�� AGJ}� A Hq� �(JE<(� ����� & J� A CEA

J}��� � D	�����  3!g<2#�e< CE=�� � � C <���� CFD��(<�� A^� � # � A��u���8?BA J�$# HID��8< C���
$#^ |�@Hq���(< AKJ*.�H$J��
���� J`C�'
�8=� ��$#	�(JEC	� CE=�� CED����~��
�� � #�� Aj��� � CEH���~�(= #���~��
$#� I�@H����(< A JD.����	���(J*# <�����

CE=��-.`# � CE=�)(Aj��� J�5�
�����(A J}#���� J}�(< C��8<2. )���� )�� =(<���� #	��� � <�� � ����# � � � � ? � �G?}����� l � 5 	 �
����� A �-<�# < C`Aj��� , A ,����(< A��������(#= � ���u' �~�	���2,q
@< A J}#��1� J�M.��M6|� A �u# ?$CE=��;J�(<��-,��(�� |�5�"��# ?$�(A

H$��������� � � � �(�g<�
 HI=��	#Z��
 < C	� � .��><8A C:< CE= l 4MLK4 H < C
SGR 0526-66

J}� A���@A ?��� D(<�
@J��� � #
< CF=�� )8C��8=� ?#��8CF=��

Prognoz
J}� A

Venera (Mazets et al. 1979, [28])
#�
')�� D(<�����
!HB=���#���
!< C	�

�!D-,ICF=@H < C�< CE= l 4 4@k�H < C
SGR 1900+14

� �G?}����� l � 5 	 J� A	��� A ?�	� D(<�
@J}�"� � # < C	�P) C� =� ?#� C
RXTE (Rossi X - ray Timing Explorer)

� ����# � � � � ? � Hurley et al. 1999, [29]
	�J}� A

i@k



�G?}����� l � 5 %�� ��� � D	��
  R!g< #���<�
��N, A ,����(< Aj��� ����# J������ 6�
���< CF=
SGR 1900+14 � CE=eHB=��	#Z��


< C	� �!D-,ICF=@H < Ce< CF= l 4 4@k � ��H < A ,�� Aj��� � ��� ?BAKJ�� # J������M6I
 �
∆t . 1sec

	d�(J`C	� CE=����	��
@J}��� � #
� A�� ���(J}�-.���)(Aj��� J�5� ��� CF=��-. �

∆t ' 5 min
	O
 C � C� � � � CFJD.	� = 6I�!<�
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J}� AO)(A%.� C������
Quasi - Periodic Oscillations (QPOs)
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 <���� <�
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SGR 1806-20

J}� AA��� A ?��� D(<�
@J}� � � # < CF=��
)8C��8=� 3#�8CF=��

RXTE
J}� A

RHESSI (Ramaty High - Energy Solar Spectroscopic Imager)
� ����# � � � � ? � Terasawa et al. 2005, [30]
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Barat et al. (1983)
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�# J�����M6I
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@<����O��� � ���	� C*) C � ���	� � CF=�i ( msec
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@<�� � ����� � CE= 5 ( Hz

	 � ' Aj�!<�
	��� � #����Z�	

?$�8C	�@AKJ*.u# J�����M6I
$#^�@=(<��	� < CE= l 4 4@k`# � CE=u�5� ?$� ��# , A H <�
G R!g<�� A �K#@<�
@<�� ' 1044 erg/sec

#�CEA

Strohmayer & Watts (2005)
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Israel et al. (2005)
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< C	� d=� J#������(A Cc< CE=^i@j@j 5O� ��� ��#���
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QPOs
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RHESSI
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h\��# � � Strohmayer & Watts (2006) [26]
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Watts & Strohmayer (2006)
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Strohmayer & Watts (2006)
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Israel et al. (2005) [23]
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• H < C SGR 1900+14
���	�(J}�	� D� q�I
@J��� <(# HIHq���8A � ?$����
���#�� HB=@?�K# <�
@<�����H <��:i@k`#�& ( � &`#

k 5 J� A l &�&
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#

• H < C SGR 1806-20
�����(J�	� D� ���
@J}��� � #~�(<��:?$����
���#�� HB=@?�K# <�
@<����1H <�� l k`# i 1`# (@j`#

4@i J}� A l &@j
Hz
J}� A <�# HBHq���8A �e= 6I
���#�� HB=@?� #@<�
@<���� H <�� 1@i�&`#;L(i@j`# l k 5 j J}� A i (@k 5

Hz
� ����# � �eJ}� A Watts & Strohmayer 2007a, Watts & Strohmayer 2007b, [31, 32]
J}�����h�!J}� AI�G?}�����(<�� l � &`# l � 1 	 �
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. � C*6�
cJ}� AO������# <�
 Hq��< A � torsional
<��	�����8<���Hq� A � H <������ CED  �� C`A CFD Hq��HB?$� < AKJ`A H <8A J`CFD��(#

A HB?$=��-. ���-,$�	
@< A Hq��#~�(CE=��1�@H <(#������ �	� <��8C	���%!�� � � � <���!8D .	��� !��E# � � # <�� A ��� #@<8A�C`A � ���	� C+)8CEA
< !�� �I������� A%!Q)����

torsional modes
# Hq� �����	� A H < A J`CFD��=�@H <�#��(���;��� <(� C	���"!��E#I�I�1# � ��� � �2���

)	� �@C	�(<�� A$� � #1<�
	�=��� � � Aj�(A J� ' � �8CFH�� ,G, A H < A J�1HB?$# H$
$%

P (2t0) ' 33.6R10
0.87 + 0.13M1.4R

−2
10

(1.71 − 0.71M1.4R
−1
10 )1/2

msec,
� l � k 	

# � CF= R10 := R/10km
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M1.4 := M/1.4M�
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torsional modes
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	� � �8CFHq�J,G, A H <8A J�1HB?$# H$
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P
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(

µ

µ0

)−1/2

'
[

1 + (B/Bµ)
2
]−1/2

,
� l � 4 	

# � CF= Bµ := (4πµ0)
1/2 J}� A # � CE= µ0

�5� ��� A C HI=��8<������ H <���� ,�������� AKJECED Aj!(�Q) CE=��
(shear

modulus)
< CE= H <������ CFD  �� C`A CFD � � � �(�g<�
 � �8CFH�� ,G, A H < A J�1A HO#@<�
@<�� )(A J}� A C	� C-,���� <�� AI� � #1<�


�G?$# H$
�� l � &���� 	�%
P ∼ v−1

s ∼ µ−1/2 � �� CED vs := (µ/ρ)1/2
	 � ' A�� <�
 )(� D(<����(
 � � CEHq�J,G, A '

H <8A J� A HO#@<�
@<��2# ?$� A���
� ��I�5� = � #+6I
�
 HB=���� A H� C� .!<�
��O���-,$��
@<8A J���<2.@H$
�� H < C��!HB=��(<������ H <��
,�������� A J`CED:Aj!(�Q) CE=��	%

µ = µ0 +B2/4π
�

�GD��(< C��� #J, A ���l���(< Af��
 � <2# # < A}
 �	����
���� � �")��(�@Hq
 H <����(� CED; I� CEA CED�'"���-,$�	
@< AKJECED � � )	� CE=
# � ��� � � ���\������� <�
	�I�5�2)(Aj��!8C+)(A JD#@<������ � � �X�	� � ���g< CO������� � �8C����@=(<��	�G<�
	�GJ�(<�� D�� =��@H$
�# J}���	���
C`A

Messios, Papadopoulos & Stergioulas (2001)
� l i � CEAEC � C� C`A������# <�
 Hq��� < A � torsional

<��	�����8<���H�� A � H <������ CED  �� C`A CFD HB?$� < AKJ`A H < A J�������-,$��
@<8A H���#~�-!��1�@H <�#�� !�� ��� <�� C����"!�� � � �X�	�
� �(�g< C HI=�� � #��(�@H���� H < C1C � C}� C J�(<(#~��
�!������@<���� # < AECEAEHB?$� < AKJ`A H <8A J}#��P)(A C������Hq� A � , A�� < CF=��
torsional modes

� ����� ?D!h�	� �-���-,$��
@< AKJ*# � �$)�� C 	h�@<���� H$
������8< AKJ#�� � �G=-,BJ}� J�(Aj��#~���`#FJ}�(<�#���'

�!���� Hq��� Aj�1HB?$� < A J$A H < AKJ�� � ���(�	�����-,q� <�
��l���@HIAKJ�����HI?$# Hq
���<J!�� Hansen & Cioffi (1980)� l � � �G?$# H$
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� � A � �-#FH}�|� <��`# �I���h��
 H���� #Z��� �(JE< A �@AKJ*. HB=������ <��(A JD# #;� C	�@C � C	� A JD# ���-,$�	
@< A JD# � �$)�� C J}� A
� �����(<����(
 Hq��� #@< A #��@=�!(���@C���#Z�	
��+<�
��s#Z�(<��@H$
��-< CE= ���-,$�	
@< A J`CED � �$)�� CE=`#CEA � ���	� C+)8C`A�< !��
�I������� A !Q)(���

torsional modes
� � � H$
��;�@=�! .��@C	�(<���� � � C9� � C <�#���� H���� �@=(<2# �@<����1Hq� � �����(


���(<(� �I� H$
2����<�
	� � �	��� A"#@<����(
 � JE<(� ��
 H$
 � � # < C	� Duncan (1998)
� l@l �IJ� A�# < HIA�� � C+)��5� ?`<�
@J�

#@< A|
9� C�( C	� C-,I� �:< CF= ���-,$�	
@< A J`CFD � �$)	� CF= �@<���� #~����� � ��� .-,IC	�(<���� � CE= # � ��� � ����� ��
� ��I�5�
� C	� D HBC������ . = � #+6I
;�� CED2� � C�8CFD@Hq�O�	�;������C*)(
K,q� Hq� AFH�� � C	� D )8A��� C��� <8A JD. � � C@<�����# Hq���('
<�� � hO���@<(�"!�H$
 <�
�� � ���(� � .��-!u���~��# <�
��h�@<�����
l���~��# <�

<J!�� Sotani, Kokkotas & Stergioulas

(2007) [14]

 C � C}� CEA��I���h�(
 Hq��� � A C �(���	� A H <8A JD.`#��!8C	� A JD. HB=������ <��(A JD.`#D)8A � C	� A JD.;���-,$�	
@< AKJ*.

� �$)	��� �
�NHBD /�� =�!�


(coupling)
< CE= H <����(� CED= �� C`A CFD ��� < C1���-,$�	
@< A JD# � �$)�� C )��~�=�5� ?$����
� ��I�5�

HBC������ .�= � � #+6I

H <8A � � ����� � .��K!s������# <���� � 	 Levin (2006)
� ( ( �`= � CEH <����8A�!(�Q# < AK)8A��J,�������#~�@CEA

��
 ?$��� A J`C�
modes

< CF= H <����(� CED  I� C`A CED=� � CEH��#~�(=��(<�� A � C	� D0,��(�K,IC�(�`#`Hq��� A ,R#@<����8C � � # l
sec
#$J���I�h� � �8CFJ�	� CED��2���-,$�	
@< A J`CFD�� Alfvén modes � � C��< C	� � HO!g<����8AKJ*# ��� =@H <2# � =����	���

< CF= �@H <�#���� � �-�8<8A � �-#@<�� A ����<�
	�1D � ����!�
 J}��� C	� AKJ���� (global)
���-,$�	
@< C������@H <8A J���

modes
�

� H < #FHBC #G?$��
 HIA�� C � CEAj���8<�����#~��� � � �M# )8C J$Aj���@H < AKJ*# � C	�(<�#�� CI#d� � #$)(� Aj!�� #@< A�J� A"�@=(< C}��C`A
���-,$�	
@< C�����@H < AKJEC}�

modes
� � CFH}��#Z�@=��(<�� A � .���� � C	� D ,����K,IC�(�`# �M#-,O!�<�
�� D � ���(!(
��=�~�K#�

HB=���� ?$CFD�� ���-,$�	
@< C =̈ )(�8C*) =������ A J���
modes

H < C	� ��� =@H <2# � =����	��� � ������#����~�	�8#|� CEA � #	�`# < C
�����g<�
����}%-� � # � CFD � �8C#��8?$C	�(<����:C`A � �����(<�
��8CFD����~����� QPOs �

	 � )8A C� C
Levin � �-#@<�� A ���

)8D@C �Z���	�����(JE< A JD.  =@HIAKJ*.^Hq�~�K.��(Aj�}% C`A
QPOs

�I� � � C� CED@Hq���G��� � � C#�� ?$C	�(<�� Ad� � # <�

���-,$�	
@<2#EHq I� A��(� < CF=

magnetar
� �I� � � C��8CED@Hq���G�	� � �8C�#��8?$C	�(<�� A/� � # #~��� ���-,$�	
@< A JD#

� �$)	� C ����A%)(Aj��� <(���(
 � C�� C	� C-,I� � � � � ? � �@=@H <�
��-. � ���(A C�(A H���#~�(C H < C	� H <����(�$#  �� C`A%# 	 �
	�A

Glampedakis, Samuelsson & Andersson (2006)
� ( 5 � HB=��� I����
 Hq���2���< C��

Levin
!h� � � C��<�
	�
D � ���(!(

J}��� C	� AKJ����l���-,$�	
@< C������@H <8A J��� modes

�	���M.P)(Aj�� I����
 Hq������� /	�8< CF= !h�
� �8C�� <�
 ,��(�K,IC��(
O� � #FH}��� Hq
l�@=(<����<J!�� modes

� � � C	�M#-, A Hq���`#��M.	� A H <��`#(<�# < C`A CF=�� modes
���

#~�	�=� � �M#I#$J`=	� A � )(�(A JD.eHB=������ <��(A JD# #O) CFJ`A����@H <8A JD# � C	�(<�#�� C � h\�(�@J}��� #@< A CEA A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(#��
< CF=��9�5� ��� A #I,��~� A JD.`#Q)8A��� C��� <8A J}#�� � � # <8A � A")8A CEHB=@?� #@<�
@<���� <J!�� ���KJ���|������� ��� modes

< CE=
H <(����� CFD9 I� CEA CED � ' Aj� � ���-. )(� A ,����`# = � .�� ?$CE=�� modes

��� � C	� D ?$����
���#��:A")8A CEHB=@?�K# <�
@<����(#
HB=-,BJ}��� H Aj�����l���G< A � � �����(<�
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@<����l�����(A J��� QPOs
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SGRs
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Hz
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σ̃ = σR/
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µ̃
#�J}��� C	� A J���s���-,$�	
@< C������@H <8A J���

modes
!h�+HB=�� .��><�
 H$
�<�
�� #~�(<��@Hq
�� < CE= ���-,$��
@< AKJECED � �$)�� CE=`# v2

A/µ̃
(

= B2/4πµ
) � ��< C

)8C J$Aj���@H < A JD# �@=(<2# � C	�(<�#�� CI#
<��
B, ρ

J� A
µ = µ̃ρ

# ?$CE=�� �I� !h�(
	�I�5�H <����I���-. � d=��!8A".}%
�X��#�� ,�� Aj�
< CE=�H <������ CED� I� CEA CED !h� � �8C���<�
	�l�~�	#��2,�� A��< CF=��(� =@H < CED � =��(�	��� , Aj��< CF=�� modes< CF= HB?}�����(< C�� H <�� ���(A H <����-. � �X�����2,�� Aj�(JD.`# � �8C@< A�� CFD��(<�� A C`A modes

, Aj�1< CE=�� C � C}� CF=�� < C
� 
���� JEC E crust/E core

�5� ��� A|���J,R.	� C � h\��# � � Glampedakis, Samuelsson & Andersson
(2006) [34]
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A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� � ����� � ��� HIAj��� <J!��1A%)(A CFHI=@?�(C@<��@<J!��:< !�� ���KJ���I���(��� ��� modes
< CF=1H <������ CED

 I� CEA CED=��� ��� A � �8C@< Aj��
@<�# CEA � ����# � ���G?}����� l � L 	 �

�G?}����� l � k}% � CG� C	�(<�#�� C�< CE=
Levin

� ���8A H <(���-.}%=#~�	���1<��	�����(<J!g<���� ���:HB=-,BJ}��'!J�(Aj��#Z�	

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�� � C;H <������ #�= I� CEA"#��
	!HB= /�� D-,�� <�� A����=#~��� HB=���� ?$#��:<��	�����(<J!g<���� � <��-JED����('
<��

Alfvén
H < C	� ��� =@H <2# � =��(�	�	� 	 � d=��!(A%.}% ) =������ AKJ*#  ?.@Hq��� � ��!�#�� Aj!(
 < CF=  ?.@Hq���(< C�

HB=@?�@C@<��@< !�� ����< C1?$�-#	�(C 	 � � � <2. � � # l j@j sec #$<�� ) D@C�.(J}��� < CF=eHB=���� ?$CFD�� � ���8CF=@HIA". / C���'
<�� A � ���	� � CF=!H <�� l & J� A H <�� i�& Hz

� 	�AFC��(A%/-#	�(< Aj���GHB=���� ?$�5� ��,���������#��O���(< A � �8CEHG! � � D@CF=��!< A �
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����e<J!�� ���KJ���I���(��� ���

modes
< CE= H <(����� CFD  I� CEA CED �

QPOs � CE= HI=��	���(< CED��< A �N,���������#����@=(<�#�� �~� A HI?$D@C	�8<�� A � h/��# � � Levin (2007) [35]
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� �X�����-?$�-#	�(C ���2,R#@<������`# C
Levin (2007)
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Hq� H$
������ � J`C	�(<2.+H < C	�����-,$��
@<8A JD# .�!8C	��� � ���8A H <(���-. 	!J}� A J`C	�(<2. H < C	�-A H$
������8A �K# � )���!8A". 	 �
� C	�(<2.+H < C	� ���-,$��
@< AKJ*# .�! C��	� � �����(<�
�� CED��(<�� AK��! �IC	� C J����� CE= Upper QPOs

�~��� J`C	�8< .
H < C	�
A H$
������(A � # � ���(�(<�
��8CED��8<�� A J}� A Lower QPOs

� h\��# � � Sotani, Kokkotas & Stergioulas
(2007) [37]
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@< C =̈ )(�8C*) =������ A J���
modes

H < C	� � HG!g<����(A JD#u��� =@H <2# � =����	��� � � � CEH <����(Aj!�� #@< A H < A �
.(J}�(���"�@=(< CED�< CE=�HB=���� ?$CFD�� � �!Hq��Hq
����5����� � CFJ�	� CED����~�	��H$
����5� �-�	�����-,q���(# turning points
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���
	� CED�� � ��JF< #��
�@=(< CFD`#X��� <��(J`A �(CED����~�	���

QPOs
��# Hq��H < C HB=��	� ?$#��(#�� � C� CED��9�	�s�Z� A HB?$=�� CED��-H$
������(< A JD.

Hq� HB=@?� #@<�
@<(��� � ���(� � ��� HIAj��� < !�� HB=@?�(C <��@<J!�� < !�� ���KJ���I���(��� ������
 ?$���@AKJ���� modes
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modes
< CE=cH <������ CED
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Sotani, Kokkotas & Stergioulas (2007)
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Levin
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U-QPOs

# ?$CE=�� <8A �2��!(��� A%)(A%# <�
@<����	%

fLn ' 0.6 × fUn ,
� l � l@l ��� 	

fLn ' (n+ 1) fL0
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� l � l@l ��� 	

fUn ' (n+ 1) fU0
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� l � l@l , � 	
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�� �G?$� < AKJ*#@<�
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����`#
���:HB=-,I?D!���� D@C��8<�� A � ����# � � � � ? � Shapiro & Teukolsky 1983, [104]
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�5� ��� A(HB?$�$)8A��@Hq��#~�@CEA����-��� A < CF=��2,ICED���Hq�"�@=(< #2�(J}�8A ���h��< C
� D�� C�
HI=@?�(C@<��@<J!�� J� A}# <>HIA$<�# < C`Aj�eHB=-,BJ��� �@C	�(<�� /(� D-,q
  I���(<2. /8CF=��&!h��CEA � A C1J�(< .	����
������
� 
K,�#��-'�H < #@?$CEAO, Aj�e< A �;�Z� �M#-,O!4HB=����FC	� C��� <��(A J}#������ A ?�	� =(< AKJ#��&)(Aj�(<2.�!�� A � �
���;��#���
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� )8A����1��� <��(�FC	��#�� � ' Aj� � ���-. )�� A ,����`#O��� � ���8A H <��(#� C	�(<�� A #/�5� �	� A�) =����(<2# �	�G� � A ���(� )8D��(� CF=��
� � � ? � ��# HG! �(JE< A �@C��FC	�������=���-,$�	
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	 � 	�AA� HG!g<����8AKJ#��;�@=(<�#��2��� <��(�FC	��#��(# � CE= � � .-,ICE=�� � )8A��
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(self - energy)
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	�e<��8C@?BAj�(J�:J$� �	
 H$
 < CF=�/�� D-,ICF=�� � �'.(< ! � � # C�(A H���#~�	��� � �8C =̈ � C��I# Hq� A �(#q
1HBD-,BJ� A H$

< CF=�/�� D-,ICF=���� � C����5�}���=� � A ����� ) =����I�5� � ��H <(� Ṗorb > 0

	GJ}� Aq�@=(<�� 
 �@D�!�
 H$
:H <�
1?$�8C	� A J�
� ���-.-,O!I,IC <�
�� <��8C@?BAj�(J��� � ���8A"#+)8CE=u�|� � � C� CED@Hq� ���G��� <���
	�|��� � ����# � � � � ? � Spyrou

1985, Spyrou 1987, Spyrou & Kokkotas 1994, Spyrou & Stergioulas 2001
# � (@k`#�( 4`#
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	�
C � C}�����I��� � C� CED@Hq�����l� � 
������@H <��5�
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 �����������cC � � � ��
 HIA%. /�� A #-�@HBJ�5�
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modes
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#M,I� �	� A � ����� � ��� HIA��2����<�
 A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<���<��	�M.��8< !�H$
��(# σmode
#

JD. � CEA CE=:HB=-,BJ}� J�(Aj��#~�@CF= mode
< CF= �@H <�#��(�=�	� <��8C	���%!�� � ����# � � � � ? � Press & Teukolsky

1977, Alexander 1987, [42, 43]
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σ̇orb ∼ σorb
� ����# � � � � ? � Shapiro & Teukolsky 1983, [104]
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)(Aj�J,��5���8C	�(<�� AIH <�� � �(�g<��1H <2. )(Aj� ��!�#�� Aj!(
�� �~�K#��<�# < C`A CF= HB=@H <������(< C� J}� Aq
 )8A�# ,����8H$
 �@=(<��
)(Aj��� J�5�X��� J� < CFD�� J`D(J�� CE=�� � �-�8<�� �I� <��`#�#FHIC <�� ) D@C H$�h���(<�� � ��
 HIA". / CE=��E#"
 HB=@?�K# <�
@<��
� ���(Aj C��-.�� �@=�!-.��	� <�� AIJ}� A C1� =��I� #�� �@D�!(
 H$��� <�
��(#|�@=�!-.���� <�� AIJ`A|�@=(<2#� � �\��� � � C@<�#���� Hq���`#
C`A = 6I
�� CFHI=@?�(C@<8A J`C�

modes � CF= )(Aj�J,��5���8C	�(<�� A J�(< . <��-<������ =(<���� � H < . )8A�����!(#�� Aj!(
��=�~�K#�
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� �	��� A�� C`Aj�(JD# )8=��	��� AKJ*#;< CE=�HB=��@C*)(� D@C	�(< C�1Hq�h���(< C� � ����# � � � � ? � Press & Teukolsky

1977, Alexander 1987, [42, 43]
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f-mode
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� AKJ�-#@<����8C��', Aj� < CE=��
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r-modes

� ����# � � � � ? � Kokkotas & Schäfer 1994, Ho

& Lai 1999, Flanagan & Racine 2007, [44, 45, 46]
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(tidal coupling coefficient) Qα,`m
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α = {njk} J}� A
< CF= � �	� A��(�8CEA��(JECED ) =������ A J`CED ��� )���� JE<���� {`m} � ����# � � � � ? � Press & Teukolsky 1977,

Alexander 1987, [42, 43]
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r`Y`m
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= `
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ρr`+1 [S + (`+ 1)H] dr.
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∂
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∂φ
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� l � l ( 	

# � CF= S = S (r)
#
H = H (r)

J}� A
Y`m = Y`m (θ, φ)
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�N#FHBC�,��(�K,IC������ � C� CED����	� � ���(A H <���#� C��8<�� AECEA��@H <�#������/�	� <��8C	���%!�� �
' A��(<(�D#	� CEAEC`A � ���(�(<�
�'

�8CFD����~�@CEAq�@H <�#���������� <��8C	���"!�� � � � ? � pulsars, magnetars
	O# ?$CE=�� � ���(A%#*)8CF=�� � ���(A H <��8C� I���

� � # �����(A JD.
msec

!h� J}� A/�����8AKJ*.
sec �

� h\��# � � � � ? � Manchester & Taylor 1977,

Woods & Thompson 2006
# � l j@i`# i l � � 	%�!CEA".��5� ��� A�
 ��� � ���8A H <�� C A J� J�(<2.@H <��@Hq
 ��� < !��

�@H <(#�� !�� ��� <��8C	���"!�� JD.��I�;H < A ,����4<�
�� ���"/2!X��� ���< CF=��
�
��� � ����� � .��K! ��� !g<������(<�� �5� �	� A

�I������� Af�Q)(
 �	���M.�
�� � .��(<�
 H$��< CF=�� )��~�-�5� ��� A�� D(JEC	��
 � � #�� CE=����8# � .��(<J!h�(#*#@< A(<�� ���(< A J}�5�����~���
�@=(<2. )��~�s� � C�8CFD��s�	� � ���(A H <���#� C	�(<�� Ah���+HB=@?� #@<�
@<����1���J,��	� D(<�������� � � # <�
 HB=@?�K# <�
@<��
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Kepler
#
ΩK '

√

M/R3
� ����# � � � � ? � Shapiro & Teukolsky 1983

#
� � D��8CF= l 4 4�&`#
Glendenning 1997

# � l j 5 # l j�&`# l j 1 � 	 � �\��HB=@?� #@<�
@<(���G��� ,��	� D(<(��������<�
�� HB=@?� #@<�
@<����
Kepler

#�C`Ah� � !�H < AKJ#��1 =-,R# J}�~�8<������ )8=��K.���� A � H < C	� A H$
������8A �K# �I� , A �K#@<����G���J,��	� D(<����(���
� � #�< A � ���@JE< A J}#��;����� =(< AKJ#�� )8=��K.���� A � � 	�AD�M. /���� )(�~� �|��� � C� CED@Hq��� �	� )(Aj�(<�
��(
	� CED��+H��
A HBC�(�8C � ���-J� A �I� � JEHq |�~�K)8C	� A%/-#@<���� ���(J}� = . � �8C��1< C )(A%.@H <�
���� � � C #��(A C

Kepler
��� ��� A #

� )(Aj���� A H����' <�
@<��`#�< C � � #	� =(< C #�8A C � ���8A H <(� C ���� , A��;< CE=��1�@H <�#������ ��� <�� C����"!�� � �d� ��� A #
#� !h�(#$J� AB< C � ���-,����(< AKJ*# #�8A C � ���(A H <��8C ����!< CF=�� �
��A �I���	�h�(#N#@?BA � � � ���8A H <(� C ��c< !�� �@H <�#��2!�� �	� <��8C	���%!�� �I� � � C��8CFD@H��1��� � ���(A C��(A '

H <(���J� A\� � # .	��� CF=�� � ��� .-,IC��8<���� � ��# < C`A CEA � ��� .-,IC��8<����s��� ��� A # , A�� � ���-. )�� A ,����`#��@H <2.('
�I� Aj��� C*)(
K,ICFD����~�����-� � # <�
	�=� J � C�� � � ����� =(< AKJ����eJ`=��M.(<J!�� (gravitational - wave driven

instabilities)
� �;AKJ��#�� )8A��(<������@?$#��-Hq� ,����K,IC�(� � ���(A H <����� 3#���~�@CF=��1�@H <�#��(���9��� <�� C����"!��

�I� � � C� CED@Hq��� �	� � � CFJ�	��# HBCE=���<�
	�G� J � C� � � �����8=(< A J��� JE=�� .(<J!�� � �'.(< ! � � #cHB=('
,BJ}� J}�(Aj��#~����� HB=������@J}���(# C`A=)(Aj�(<������@?$#�� �|�1� � C� CED@Hq��� ���9�5� ��� AK�@H <����I�5� �(#��|�1� � C� CED@Hq���
)(
���� )��1���1�@=�!(� HBCF=�� H$
������8< AKJ*.-< C � �M.(< C�:< CF=��1J� A <��s� J � ��� � #����~��� ����� =(<8A JD. J`D����(<��
�I�G� � C��8CFD@H����u���G� � .-,ICF=��;H <��8C C�(��� � � # < CF=�� � ���(A H <����� 3#���~�(CE=�� �@H <�#������ ��� <��8C	���f'
!�� � � A ����� )8D��(C	�(<2.��!< CF=�� H$
������(< A JD. (Chandrasekhar 1970, Friedman & Schutz 1978,

[66, 67])
� � � #+<�
	� .	����
$# �������(<��-,O!�� A H < AKJEC}� ���|��
 ?$��� A Hq� C}�|�I� � �8CFH � ��� CFD@H���� �	� � � CEH��#Z'

HBCE=�� < A �-JD.��I�1�5�")8CE=��1� A J}�(#������8?BA J}#�� )8A��(<������@?$#�� � d D@C^<�# < C`A CEA\��
 ?$��� A Hq� C}�\�5� ��� A #�, Aj�
� ���-. )(� A ,����`# < C ,�������� A JD# J� AI< C ,��~� A JD# A�!��Q)���� (shear

J� A
bulk viscosity

#A���(<(� H < CEA ?$� 	 �
� C ��� <���� A JD. �I� HI=������5� �@D�!(
 H$
 � �M#-,O!T<�
��;�����8=(< A J���=�(JE< A �@C��FC	��� ���
	-��� � #EH��� H$
 � �M#�'
,O!P< !�� Aj! !Q)(��� 	G< CE= � �M.(< CF=�� < !�� ��� ?BAKJ�����)(Aj�(<����(�@?}��� ��!(��� <2.(<�� A|� � #+< A � � ��� . � ��� =������
 =@HIA J}#��:HB=������@J��� � ' Aj� � ��� . )�� A ,����`# � C	� D-H$
������(< A JD# � #	� C � ��� / CE=�� 
-HI=@?�K#@<�
@<�� � ���(A '
H <(� C ���� < !�� �@H <�#��2!��s�	� <��8C	���%!�� J}� A�
 �I����� C J}���@H�����< CF=�� � ����# � � � � ? � Andersson

& Kokkotas 2001, Stergioulas 2003, Andersson 2003, Kokkotas & Stergioulas 2005,

[68, 69, 70, 71]
	 �

���h�(#?#� !h�(#?)(�8CF=��=�@=(<�#�� CEA|�@H < .��I� Aj���
�
� C	� �(J}�8A ���:<��-# � C )(�-.@H$
���< CF=�� � ���(Aj#J,��(� 6|�

���8?BA JD. C
Chandrasekhar

J}� A^��� ,R#@<(�����+CEA
Friedman & Schutz

� � ��<>HIA # C`AD�@H <2.��I� A����
�@=(<�#������ ��� AM,$�K!�H <(#�� !h���@H <2.��I� A����

CFS
� ' A��;�	� J�(<����(C�� HBCE=���� � C`A C@< AKJ*. <�
0)(�-.@H$
 < CE=��(#

�I� !h�8CFD����l#Z����� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C �@H <�#�������� <(� C	���"!������ ,O!��@A��(J�� <��@?$D(<�
@<�� Ω > 0
� � ��H < !#

5 j



� � � H$
��(#K� A�� )(Aj�(<������@?}�9�@=(< CED1< CF=9�@H <�#��(�`#A��� ?$�8C	� A J�1J}� A3,O!��@A��(J��9��! .�� <�
 H$

ei(σt−mφ) #

� CE= )(Aj� )	� )(� <�� AI���(<(� �|� <�� � � #+<�
	� � ���(A H <��8C� I�1< CF= �@H <(#���� � � )(Aj�(<������@?}� �@=(<�� )(Aj� )	�")�� <�� A
��� ,O!�� Aj�(J� <��@?$D(<�
@<��

σ/m
J}� Ah# ?$� A #�, Aj� #~����� � ���(A H <����� ?#���~�(C � ���(�(<�
��(
@<��$#\�����	
@< AKJ��

H <(� C C����� � � 	�<���� C �@H <�#������ � ���8A H <��(#� |� <�� AD��� � C	� D���� ,R.	��
 ,O!�� Aj�(J� <��@?$D(<�
@<��`#
Ω >

σ/m
#A#~�����;���(J�8=��K#� � �����(<�
��(
@<���� ����# � � A��@=(<��	�:<�
 )8A��(<������@?}� �	� � �����@HBD��(� <�� AK� � #+<�
	�

�@H <(�8AKJ�� � ���8A H <(� C �� �

<�
	� ����# � � AD��� )(Aj� )	�")�� <�� A^��� �|� <8A J�s C��-. J}� A #X� � C���#Z�K!h�(#D�	��# ?$� A
�I� < AKJ�� H <(� C C����� � ��< C � ���8A H <(�(�� ?#����~�@C HBD@H <�
���� ���	�� C��-.��(# !�H < #FHBC #l
 )(Aj�(<����(�@?}�
��!(�(J`C	� CE=��I�5���	��# ?$� A�������
@<8A J�!H <��8C� C������ � �%HB=��@C	� A J� H <��8C C�(��� � ��# � � A	���N)8A��(<�
��(�5� <�� A
J}� Aq�@=(<2# # ?$� AIHq���=� � C@<�#���� Hq��� <�
	� �@D�!(
 H$
:< CF= � �M.(< CE=���<�
������8?BA J���&)8A��(<������@?}��� �
� ����� ,�� �M#-, A��`#|�FAj� �@H <2.��I� A��

CFS
�������+.��	� A ?}�h��� #@<���� � Aj� )8A��(<������@?}� � CF= )8A�� )�� )���'

<�� A-���(<(� �|� <�� � � #%<�
	� � ���8A H <�� C I� < CE= �@H <(#���� , Aj� #Z����� � ���(A H <����� 3#���~�@C (rotating)

� �����(<�
��(
@<��$#" |��� ��� <�� A^��� )8A�� )�� )(� <�� A����  C� . �")(Aj� ��� <�
G C�-. � ���(A H <��8C� I��� < CE= �@H <�#���'
�`#B, Aj��#~�����9���(J}�8=��K#s� )(�����	� A��(J*#

(inertial) � ���(�(<�
���
@<��$#I)(
���� )�� #@<����
σ r σ i < 0

� �\�
� A�� <(# < C`Aj� � ����� � < !�H$
$#`< C � �M.(< C�
<�
�� )(Aj�(<����(�@?}�����@=�!-.��	� <�� A #������ =(< AKJ*. J`D����(<�� � J � #�� � C	�('
<�� A J}� AA� � .-,ICF=�� H <��8C� C�(��� J� A # <���� A JD.`# C��@H <�#������;� � A ���(� )8D���� <�� A � � # ?$�8A � #@<��8#;#�� !h�(#
� � A ����� )8D��	� <�� AgC �@H <(#������ �

� #EHBC , A��u���s�M.(��� A�?}�h�(� � A�� �@H <2.��I� Aj�
CFS
#I#FHIC J� AI, Aj�

��� � �@D@Hq� A #g= � .��8?$� A^� Aj�-J�	� HIAj��
 < Aj����<�
���,O!��@A��(J����:<��@?$D(<�
@<���� < CE=u�@H <�#��(�`#
Ωc

� � 	�<����
Ω > Ωc


��@H <2.��|� A������8?q�"/�� A|�	� )���� �~�	�A#@<����
Ω < Ωc


 )�� .@H$
 <�
�� �@H <2.��|� A���� � �@D�� A �
� C � �h� )����1
s�@H <2.��I� Aj�s�Z� )(A%.���� Hq� )��~�9�5� �	� AD�(JD#���
s� � C	� D(<J!h� ,$�K!�H <2# � d=�Z��!�#�� CE=����8#
)(
���� )��$# � C`A%.1�5� �	� AK
9�(J}�(A �����=� C�( I� <�
�� HB=�� .��><�
 Hq
�� Ω = Ω(t)

� ��<�
	� � ��� CED@Hq�9 ?.@H$
$#
��� JECED����@H <(��H < C9�	��,$�-!h�	� / CE=�����<�
	�:< A���� <�
�� J}��� H Aj��
��',O!��@A��(J���� <��@?$D(<�
@<����(#

Ωc
# H <�
	�

C � C� � � Aj�:<�# < C`Aj� �@H <2.��I� Aj� �Z����� ,IC � C`Aj�5� <�� A`J� A�� � �~�	���2,IC � CEA���� <�� A �
� 	 � !h�1�5� )(����� � �8C�
K,ICF=���#~�K!h�(#�CEA modes

�Z� #� �@H <�#��(�s��� <(� C	���"!��u��� ��� A )8A��(<������@?$#��(#
�5� ��� A}� � C���(J}� D��@Hq� A ��� � #:<�
 �I# H$
:A HBC�(�8C � ����� � � �(<��	���(����� �@CF=����-� D(J`C	��� #@<8A$CEAq�@H <2.��I� A����
� CE= � ���8A ,��-.� I<�
@J��� � ���(� � .��-! �I�1� � C��8CFD@H���� ���1�� |����� CFH < CED���, A�� )8A".� C� CE=�� <�# < C`A CF=��
modes

� ' A�� � ���-. )(� A ,����`#���/�I� !h��� HBCE=����\#~�	��� ,����K,IC��� � ���(A H <����� 3#���~�@C �@H <�#������	� <��8C	��� '
!��:J}� AI�����I� !h��� HBCE=����'# < A � .	����� <�� AA��� < C	�=�|�����~� Aj�Q)�
 f-mode

� 	
f-mode

���&,O!��@A��(J��
��! .�� <�
 H$


` = m � CE=`#BHq��#~�	��� ��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(C �@H <�#����`#O)8A�� )�� )(� <�� Aq���(<(� �I� <�� � � # <�

 C��-. � ���(A H <��8C� I����< CE=��@H <�#��(�`#�� � C����5�(�	��HB=�� � �����@HB=����I�5��� � #�<�
	� � ���8A H <�� C I�
J}� A	� � C�(�5�

5Bl



���+J`A ��
	�I�5�D���e<�
	�u� )8A��1 C� .`# � � CFJ}�	�����8<����=# <>HIA^�@H <2.��|� A�� CFS
# � �����-,O!I,q�9����� =(<8A J���

J`=��M.(<J!�� J� AA� � A ��� . )8=��(Hq
1< CF=9�@H <(#����=��� <��8C	���"!�� � � H <2#EHBC # < C ,�������� AKJ*#+J}� A < C ,��Z� A JD#
Aj!(�Q)�����H < A � � ���(A HIHO#@<�������� � ���(A � <���H�� A � � �8CFJ�	� CED�� � � #FH}��� Hq
 <�
�� ���8?BA J��� )(Aj�(<����(�@?}���
� �8C@< CFD �@=(<��=����� � <>=@?�I�5� � � #	�@C H <�
	� � ���	� � < !�H$
 � CE= C ���8?BA JD#����@H <�#������ � ���8A H <(�(#� |� <�� A
� .���� � C	� D�,��(�K,IC�(�`# Ω & 0.9ΩK

#�
��@H <2.��I� A��
CFS

� � C����5�(�	� )(�-.@Hq� A	� � C@<(�~��� Hq���(< A JD. � ���
J}� A��@=(<��1
�� A JD#	��� �	���M. /�� A=)��(�@H < A JD. #@<���� �I� !h�8CFD����;�@H <�#��(���;�	� <��8C	���%!�� � CF= � ���(A H <���#�'
 C	�8<�� AO,����K,IC�(� J}� AR)(Aj�� C�8AKJ*.

�

Hq��� A�� <�# < CEA�� � ���	� � < !�H$
:< C ��� � ���-.�� =�� C ���$<�
�� �@H <2.��I� Aj���
� ��������#~�	� A ��� ,ICu' � C	� D < C � )8A C !�H <2#EHBC , Aj�s�@H <�#������ ��� <��8C	���"!�� � CF= � ���(A H <���#� C��8<�� A�)(A '
�� C��(A JD.1
�C�(Aj�(J�-HB=@?� #@<�
@<��

Kepler
�5� ��� A � C	� Ds��� ,��	� D(<(���(
$# ����# � � � � ? � Kokkotas

& Stergioulas 2005, [71]
	 � ��# < CEA���� ������# <����:<�
�� �@H < .��I� Aj��� <J!��

f-modes
#J, A �	��� � � ? �

� � # < CE=�� Stergioulas & Friedman (1998), Morsink, Stergioulas & Blattning (1999)�%L(i`#RLK( � � ����# � ��J}� AI�G?}����� l � l j 	 �
' �(�K,IC�(� � ���(A H <����� 3#���~�(C`AK�@H <�#��(��� ��� <(� C	���"!��E#K���eHB=@?� #@<�
@<����=��� ,IC � AKJ�-#@<�������� <�
��

HB=@?� #@<�
@<����
Kepler

#B)��~�9� � CFJ����� C��8<�� A�� � #�< A �1HID-,I?$� C	�����;�I� !h��� ���=�@H <��(A J���=��!(#�� Aj!(
�� �
� �(<2. � .@Hq� � A �I��� #@<�
@<��`#<2#EHBC ,��(�K,IC�(� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C`AX�@H <�#������ ��� <��8C	���"!���HB?}
����(<(� '
/8C	�8<�� A D@H <����(�1� � #1�����8=(< A J}#��eJ�(<������(� D@Hq� A � � ���8A H <��(�� ?#����Z�K!��1J}���(C��@AKJ���� �@H <�#��2!�� � 	�A
���8?BA J`C���@H <�#������ )8A��(<�
��8CFD��!< A ��H <��8C� C�����#��G< CF=����	���M. CEA*#-,BJ`CEA < CF=������ Aj���(C��8<�� A���>J}� <�#��
<2.�!�� A �����J,�#~� CE=�� � �\���2� � C <�#���� H����`#EC`A � �8C J`D � < C	�8<(���l�@H <�#������O�	� <��8C	���%!�� � ���8A H <(�(#� C	�8<�� A
��� � .��(� � C	� D2���J,R.	�����
HI=@?�K#@<�
@<����(# <�
��
<2.�!�
��
<J!�� kHz

� ��JF<2#�l� � # � C	� D',��(�K,IC���� � ���(A '
H <(�(�� ?#����~�@CEA # C`A � �2!g< C-'A�@H <�#��(������� <��8C	���"!��"�|�J!h�8CED��8<�� A J� A � .���� � C	� Dl�I���(� C� � T ' 1010

Kelvin
	 � ����# � � � � ? � � l j 5 # l j�&B# l j 1�� 	 � �\��= 6I
���#��d�I���(� CFJ}�(�@H�� ��� � T ' 106−1010 Kelvin

	
J}� Ad��� ,R.	����� � ���8A H <(� C AKJ#�� HI=@?�K#@<�
@<���� � Ω ' ΩK

	 #CEA/��
 ?$��� A Hq� C}�O� � #EH��� H$
����M#-,O!
Aj!(�Q)8CF=����5� ��� A}���	� � C@<������ Hq���(< AKJEC}�`J}� A$�� ��	�@CE=��2���>J}� <2. � ���(A ���h�(Aj� )�� .@Hq
���H < A ���@H <2.��I� A����
�����8=(< A J��� J`=��M.(< !�� �
� � < A �����2,��@H������
<J!��

Andersson (1998)
J}� A

Friedman & Morsink (1998)
�%L 5 #GL	&�� #

< C � � A H <�
�� C��@AKJ*#G�~� )8A��� I#��8C	�E#�!h� � �8C��:<�
 )��-.@H$
 < !��s�@H <����I� Af���
CFS
# ��� <��(< C � � H <�
@J}�

H < CE=�� < C��8C� A")(�5� �
rotational modes

<J!�� � ���(A H <����� 3#���~�K!��=�@H <�#��2!��=��� <��8C	���"!�� � � # ?$�(A
<2#@<(��CEA(�@H < .��I� Aj���"�@=(<�#��h���~��� < CFD��(<���� , Aj�
H� I� A�� C� A%)���� �

f-
J}� A

p-modes
J�����h�X�I� !h� CED��8<����

#@< AD�M#	�@Cu�@=(< C}�K�I�u� � C� CED@Hq��� �	�1� J � #��M6 CE=�� H$
������8< AKJ*. � CFHR. ����� =(<8A J���=�(JF< A �(C��FC	��� ��� �
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0.4

0.6
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Temperature (K)

Ω
c 
/Ω

m
ax

�G?}����� l � l j}% ���(A H <���� .}% � C ��� � ���-.�� =��8C ��� <�
��h�@H <2.��I� Aj��� CFS
, Aj�< CE=��

r-modes
� �\� ?$����
�'

��#��-�I���(� CFJ}�(�@H�� ���(#
T . 106 Kelvin

#
 � � #EH��� H$
 ,I� ��� <�� Aq� � # < C ,�������� A JD#1A�!��Q)���� (shear
viscosity)

� �\�:= 6I
���#�� �I���(� C J}�(�@HI�����(#
T & 1010 Kelvin

#B,I� ��� <�� A^� � #�< C ,��Z� A JD#;Aj!(�Q)(���
(bulk viscosity)

� � 	�<����1#Z����� �@H <�#������;�	� <��8C	���%!�� �����~�I�5�K��# Hq� Hq� �@=(<2#-< C ��� � ���-.�� =�� C ���
�@H < .��I� Aj���(#�
 � ���	� C+)8C�� � ���(A H <��8C ���� < CE=u� � C�����������@=�!�
	�|��� J}�(<2. � C	� D`# PK/P . 0.1

�
d=��!8A".}%�� C ��� � ���-.�� =��8C ���h�@H <2.��I� Aj��� CFS

, Aj� < CE=��
f-modes

� )8A��(J� JEJEC��#~��
 ,���������� 	
HB=-,BJ}�8A < AKJ*. ����< C9���(<(� H < CEA ?$C ��� � ���-.�� =��8C ���D, A��e< CE=�� r-modes

� HB=���� ?}���P,��(������� 	 � h\��# � �
Andersson & Kokkotas (2001)

# ��<��@=���� )(
�� � i@j@j 5 	 � 1@k`# l j@k � �
	�A � ����� � .��-! ����� =���
@<(#���#$)�� Aj!����0#@<8A C`A

r-modes
�|� � � C�8CFD@Hq��� ��� J�(<��@H < CED�� �@H <����I�5� �

�(JD#���
-J� A=, Aj�s� A J}�(#�� � ���(A H <��8C AKJ#�� HB=@?� #@<�
@<���� Ω
� � ��)�� Aj!����E#^� � � H$
��(#I#@< A��I�u� � C��8CFD('

Hq���;�	� � J � #�� 6 CE=�� H$
������(< A JD. � CEHO.;�����8=(< A J��� J`=��M.(<J!��`#$J`=����"!h�-��# HO! <�
����(JF< A �(C��FC	��� ���
� C	� = � C	� AKJ���� ��� =��M.(< !��

(current multipole radiation)
J}� A"� A ,R#@<(���8C ��# HG!7<�
��u�(JE< A '

�@C��FC	��� ��� � C	� = � C	� A J��� ��� /(��� (mass multipole radiation)
� ����# HG!h�O��� < .`#FC`A

Lindblom,

Owen & Morsink (1998), Andersson, Kokkotas & Schutz (1999), Kokkotas & Ster-

gioulas (1999) [76, 77, 78]
#$)�� A�!(��� # < AgHq� �(���	� A H <8A J`CFD��9�@H <(#������=��� <�� C����"!��E#I# � CF=�<��

Aj!(�Q)(
 �������(<��-,O!���� / C��8<�� A���� < A �1�@H < .��I� Aj���
CFS
#6C`AX�@H <2.��I� Aj���

CFS
< !��

r-modes
�I�

� � C�8CFD@Hq���;�	�=�~����� ,IC � C`A 
	� CFD�� � C	� D � A C9� D(JEC	��� � � # #I# <8AIC`Aq���(<(� H < C`A ?$�����@H <2.��I� Aj����< !��
Hq |� Aj�8C�� A")����

modes
� ' A�� � ��� . )�� A ,����`#��I�s� � C��8CED@Hq���1�	�s�~�	���2,IC � C`A 
	� CED�� Hq� �@H <�#��(���

��� <(� C	���"!�� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=������P,O!��@A��(J#���<��@?$D(<�
@<����
Ω > 0.2ΩK

J}� A������I���(� CFJ}�(�@H�� ���

106 Kelvin < T < 1010 Kelvin
� �G?}����� l � l j 	 �

��� ) CED����8#P#� !h�(#�< C , Aj�(<��
C`A
r-modes

J}���|� H <����8<�� A
<2#FHIC � D(JEC	��� �@H <����I�5� � � 	�A
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�#�� < CE=��(#B, Aj� � ���(A H <����� 3#���~�(CE=�� (rotational)

J}� A�� )������	� Aj�(J`CED��
(inertial)

5 (



� �����(<�
��(
@<�#��(#q��� ��� A � ����# � � � � ? � � 1@k � 	�%

σ r = +
2mΩ

` (`+ 1)
> 0←→ σ i = σ r −mΩ = −(`− 1) (`+ 2)mΩ

` (`+ 1)
< 0.

� l � l & 	

d 
���� )(�$# < C J}�8A <����(A C�#~�	����!�
�� � � �@D@Hq
�� <�
��;�@H <2.��I� Aj��� CFS
#
σ r σ i < 0

# A J}���@C � C`Aj�5� <�� A
, Aj�;JD.��I�1< Aj��� < CE=

Ω
#"� �	��� Aj�h�(#

Ωc = 0
� � � # � J}�5� J� A � #����`# � ��# � � A^���s��!�� < .@HBCF=����

<�
	�&)(�-.@H$
�< !�� �������8<��-,O!��@A H < A J��� ������
 ?$���@A Hq�����E#������ =(<8A J���O�(JF< A �(C��FC	��� ���GJ� AFAj! !Q)���� � �-�
#~�	���

mode
# ?$� Aq�~��#�� ,�� Aj�

E
J� ABJ���-)�� /(� A��:?G.���� A��~�	#��2,�� A�� ����� =��I� #

dE/dt
#I<2#@<���%

1

2E

dE

dt
=

1

τgw
+

1

τbv
+

1

τ sv
,

� l � l 1 	

# � CF= τgw
#
τbv
#
τ sv
C`Ag?$�����(JF<�
��8A H <8A J}#�� ?$�8C	�@AKJ#�� J���� ���(J}���

(timescales)
�@D�!(
 H$
�� �

� � #EH��� H$
�� �M#-,O! �����8=(< AKJ���� J`=��M.(< !��E# ,��~� A J`CFD�Aj!(�Q) CE=��:J}� AB,�������� A J`CED�A�!��Q)8CF=��(#X���(<(�f'
H < C`A ?$� � ' Aj� < CE=��

r-modes
�5� ��� A #D, A�� � ��� . )�� A ,���� � ����# � � � � ? � �%LK1`#RL LE#RL(k�� 	�%

τgw ' +47M−1
1.4R

−4
10 P

6
−3 sec,

� l � l L	��� 	

τ sv ' −6.7× 107M
−5/4
1.4 R

23/4
10 T 2

9 sec,
� l � l L���� 	

τbv ' −2.7× 1011M1.4R
−1
10 P

2
−3T

−6
9 sec,

� l � l L , � 	

# � CF= R10 := R/10km
#
M1.4 := M/1.4M�

#
P−3 := P/10−3 sec

#
T9 := T/109 Kelvin

���
R,M,P, T

<�
	� �(JF<(� ���`#I<�
9�M. /��`# <�
	� � ���	� C*) C � ���(A H <��8C� I����J}� A <�
 �|����� CFJ���@H�� �=�~�K#�
�@H <(#����1��� <��8C	���"!�� � hO��� H$J`C	�(<����1< A �9��� /(��� <�
��1�"!	� HG!�H$
�� � l � l 1 	 #

dE/dt = 0
#I, Aj� #~�	���

���K<>= � AKJ*# ���A�@H <�#����=��� <(� C	���"!�� � M = 1.4
�

�

#
R �
l j

km
	 # J*.��@C	�(<���� ?$��� H$
 < !�� �G?$# Hq� !��

� l � l L	����' l � l L , � 	 # � ��� ���(CE=���� <�
	� J}��� � D	��
 Ωc = Ωc (T )
� ����# � � � � ? � �G?}����� l � l j 	 �

� � ��� CE=@H�� � H <����(� CED  I� CEA CED � � C����5�I�	� � � 
���� .@H�� A <�
	� � �8C�
K,ICED����~�	
 � A JD#	��� ����� , Aj�
<�
	� �@H < .��I� Aj� < !��

r-modes
� 	 H <����(�$#�1 �� C`A%#�+<��8C � C � C`Aj�5��< A ��A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A �-< !��

r-modes
J}� A <8A � ���	�-,BJD. /(� AI��� <��5� �@CF=�� �	�9��
M)��~�@A H < CED��+H <�
 �+.@H$
 < CF= � � ��<>H A # <�� � �M.(<�


< !��
r-modes

)(Aj��� C��� ����@C	�(<�� AD�����	�M#-,O!h�(#���# H���Hq� � Aj� � ���8A C@?}� ��� ,O!��u� J�(< CFH <����-H <�

�+.@H$
;<�
�� J�8CED@H <����(#�Hq� #~��� ��� H <����h���

Ekman
��� � 	!=@HIAj�@H < A JD.`#�C H <����(�$#�  I� CEA"#�� )(���

Hq���s#~����� � � A � � #EH}�I� < C��9��
 ?$��� A Hq�M#�9� � #FH}��� Hq
�� � ����# � � A #X� � C���#Z�K!h�(#���� � �8CFH$�I# HBCF=���� #
H <�
 �G?$# H$
 � l � l 1 	 #q��� � �(J*#��
e?$� C	� A J� J���� ���(J}�;� � #EH��� H$
��(#$�@=(<��	� � CF=eHB=�� )�#�� <�� A$���
<�
	�
D � ����!�
 H <������ CED  �� C`A CFD � �$# A HBC+)8D��������`#I���!<�
	�eD � ����!(
 �~�K#��H <��(�h���(< C�� Ekman

	 #
τEk

�
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P K
/P

log
10

 (T/1K)

�G?}����� l � l@l %d:Aj�� C��-.:H < C���� � ���-.�� =��8C �����@H <2.��I� Aj��� < !�� r-modes
��� <���! D �Z� #� �(� =@H < CED

�@H <(#����l�	� <��8C	���%!��GJ� A��~� #��d�@H <�#�������� <�� C����"!��\����H <(�����$#� �� C`A%# � � � C��#~�-!h��J� A	����H <(���h���
Ekman

	 � 	�A HB=���� ?$�5� � ,���������#��\��� ��� A-, Aj��#~����� � C	� =(<��8C � A JD#2�@H <(#������~��� C`A )8A��(J� JEJEC��#~�����,���������#��P, Aj� #~����� C� C-,��~���=�@H <�#��(� � h\��# � � Andersson & Kokkotas (2001) [68]
�

� Aj� � �(�g<�
G� JE<(� ��
 H$
$# , A�� #Z����� ���K<>= � AKJ*# ��� � C	� =(<��8C � A JD# �@H <�#����s�	� <��8C	���%!��`#^#$)�� Aj!���� #@< A
� ����# � � � � ? � Andersson & Kokkotas 2001, Andersson 2003, [68, 70]

#�����# � �=� � � Hq
��
�G?}����� l � l@l 	�%

τEk ' −830T9P
1/2
−3 sec.

� l � l k 	
�!=(<2# H$
������ ��� AI# < A C �-#	� C��1< CE=;H <������ CEDu I� C`A CED ��� ��� AD��� J}� < .-H$
������(< AKJ*#� � �d� �	� A�� � �('
����� <�
@<���� � ���(A HIHO#@<��������d������# <�����Hq��HB?$� < AKJ`A H < A J`CFD��(# � ���(A H <����� 3#���~�(CE=����@H <�#��������	� <��8C	���%!��
���!H <(�����$#  I� CEA"# ��H <��-�	�=� � �	��
	�I� =(<��5��� �	�2�����@< A%!��I�5� � CFHBC < A JD. 
 � ����� � .��-! � JE<(� ��
 H$
 �
	�A � ���(A HBHO#@<(���8C`A}� � # < CF=����@H <(#������O��� <�� C����"!�� � CF= # ?$CF=��2�����(J}�	� =� q�I�5���# ?$�(A`H$�������(�

� ���(A H <���#� C	�(<�� A���� ,R.`#$= � # <�
	� #Z���@CEA�� # < A$
0,O!�� Aj�(J�e<��@?$D(<�
@< .:< CF=��(#
Ω
#$�5� ��� A`J}�(<2. � C	� D

� AKJ�-#@<����(
2� � #e<�
	� <��@?$D(<�
@<�� Kepler
#
ΩK
# � CE=�< CF=������(< A H < CEA ?$�5� � ����# � � � � ? � � l j@i � 	 � � �

.	�������M#-, A�� C �M#-,IC��
ε := Ω/ΩK

�5� ��� A J}�(<2. � C	� Ds� A J}�-#@<���� C�=� � #�<�
u� C	�K. )��`# ε � 1
�

�\���@=(<2. <�� � ����� H Aj�`#q� � C�8CFD����l��� �I� !h�(� HBCE=����
<�
	� �@H <(�8AKJ�� � ���8A H <�� C I� !h��� AKJ�(� ,��(����'
� AKJ�� )(Aj�(<����(�@?}� <�
�����
;' � ���(A H <��8C� A J���(#`H <��(< A J����J�(<2.@H <��@Hq
�� � �l�&, A�� � ���-. )�� A ,���� #~�����
�@H <(#������ ��� <(� C	���"!�� � ���8A H <��(#� |� <�� AD���e< C #~��� )(# J}�(< C�<�
��0,O!�� Aj�(J���e<��@?$D(<�
@<����

Kepler
#

C � ���(� � .��-! �M#-,IC� A HBCED(<�� A\��� j � l � � � C	� C-,I� / C	�(<����+<�
	� � � #����~�	
�� ' <2.�!(
�� )8A"#����R!�H$
$#

5 &



����# � CE=���� # < A��@=(<����5� �	� A
ε2 =

(

Ω/ΩK
)2

= 0.01
� h\��# � CF=���� )(
���� )�� #@< A �@=(<�� )��Z� ��� ��� A

H$
������(< AKJ�� � 	�AR,��(�����FA J}#����@=(<(#�� � � CEHq�J,G,I� Hq� A �2�5� �	� A � C	� D:?$�(� HIAj����� H <�� � ����� HIA��:<�
�� ���(A '
�I��
@<8A J��� HB?$� < A JD#@<�
@<���� � � ��� A H < CED�� <��')(A%.� C�(� � �8C����������(<�� � C	� D � A C � D(J`C	����� � Af� D@HIA����`#
��� .-,IC	�8< .�� <���, A�� � ��� . )�� A ,���� H��l� C	�@C*)8A".@H <��(<�� J}� A��FC�
	� CED�� H <�
eHI=��(C	� AKJ�� ���K.	� =@Hq
 <�
��
 =@HIA J���!< CE= � �8C����������(< C� �
���	�����(<���Hq� A � Hq� ���(� )�# !h� � ���(A H <����� 3#���~�@CF=�� �@H <�#������ ��� <(� C	���"!��u������� <��	��
@J��� � � #

< CF=��
Ruoff, Stavridis & Kokkotas (2002, 2003) [79, 80]

� 	�A/������# <���� �@=(<�#�� � ���(A '
C��� H <�
@J��� H <�
	� � �(�g<�
���'e< .�!�
�� � ���8A H <�� C A J� � �8CEHq#J,G, A Hq
 � !h� � �8C���<�
	� � ��� .���� <��8C
Ω/ΩK

	��	���M.1#����(����� = � #*6�
+<2#EHBC <8A � )8A��(<������@?$#�� < CE=1�(� =@H < CED #EHBC J}� A < A ��)(Aj�(<������@?$#��
< CF=�?D!h� #@?$�8C	�@CF= � )(�~� = A C��I� <��	�I
@J�8#M)(
���� )��$#�
�� � � CF=@H <�� =(< A J� � � CEHq#J,G, A H$
 Cowling

J�(< .
<�
	� C � C� �1�-,$�(CECED��8<�� A C`A=)(Aj�(<����(�@?$#�� < CE= ?D!h� #@?$�8C	�@CF=`# Cowling 1941, [90]

	 � �G=@H A JD.`#

 � �8CFH�# ,G, A H$
 �@=(<�� �5� ��� A$J}�(<2.	����
���
0, A�� ���(� )�# !h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=����@H <�#��(���-�	� <��8C	���%!��
J}� A )(�~��A HB?$D�� AM, Aj��<�
	� � ���	� � <J!�H$
�< !���<��@?$# !h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�K!��l�@H <�#�� !������ <(� C	���"!��E# � CF=
�I�;�I#�������� � ���-,����(< A JD. ���;������� <�� HBCE=���� � � H < #FHBC #`HB=�� � ���-.@Hq���(<�� � � # �FAj� <�# < C`Aj�=���~��# <�

�5� ��� ABC � !�HO)(� � C@<(��?$�(� HIA���� �

� � C@<(�~� CED�� C*)(
K,R# �����P, A��:C � CEA�� )�� � C <������ <�# � � A <�� ���~��# <�
:H��
<��@?$#J!h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=����@H <(#������-�	� <��8C	���%!�� �

� H <2#FHICI#�<�� � � .-,����(<�� �5� ��� A )(Aj�� C���� < A JD. # <���� �Z� )(Aj�� |���-#���@H <�� , Aj� ���J,R.	����� � ���(A '
H <(� C AKJ#�� HB=@?� #@<�
@<���� � �-�`#�, Aj� � ���-. )(� A ,���� Ω = 0.7ΩK

<2#@<(�
ε = 0.7

J}� A
ε2 = 0.49

�
	�A3)(� D(<����(
���'�<2.�!(
���� � A%)��-.@Hq� A �(#3)�
���� )(�$#$��� ��� A$HB=-,BJ}��� HIA������ � J� AR.��(�=��!	� HBCE= Hq
������8<8A J}#��
	
����< A � � � A")(�-.@Hq� A � � �(�g<�
��-'�<2.�!(
�� � � � # <�
:H < A ,���� � CE==�~�K)(Aj�� |��� #���@H <��O��� ������� <�� HBCF=����
,��(�K,IC���� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=��/�@H <(#������d�	� <��8C	���%!��`#8C`A � � CEHq�J,G,I� Hq� A � � ���g<�
��/' <2.�!�
�� )��~�������
�5� ��� A$��� J� <�#�� � ��� � � C��8CFD@H����������=� � � JF<(��� �@CF=����
< A � � �8CFH�� ,G,I� H�� A � �@=(<(#��!J}� A}��� HB=�� � ���(A '
�M.(�FCE=����0)8A C������H�� A ��)�� D(<�����
��2'
<2.�!(
��(# <(��� <�
��;'
< .�!�
��eJ}� A�,��~� A JD. � � CEHq�J,G,I� Hq� A � ���K!g<�#Z'
� !���<2.�!�� !�� � � � .��8?$� AM!�H <2#EHBC;� Aj�')(Aj�� C�(� < AKJ����~�	�	�����(JE< A J��� D@H$
 � � � D@H$
;�@=(<�� �5� ��� A����
������� <�� HBCE=���� < CF=��:<��@?$# !h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=�� �@H <�#��(��� ��� <�� C����"!�� � J}� A <8A �1<��	�����(<���Hq� A �
< CF=��
	H��P)8D@C1?D!h�(A J}#��N)8A��@H <2.@Hq� A �(#3)(
���� )(� ���P)(A%)(A%.@H <��(<(���2���8A �I��
@< A J}#�� ���~�3#*) CE=�� �
	 = � C	� C-, A Hq�M#� A%)(A CFHI=@?�(C@<��@<J!��^<��	�M.��(<J!�Hq
�� ,����K,IC�(� � ���(A H <����� ?#���~�-!�� �@H <(#�� !��

��� <(� C	���"!�� �5� ��� AK#~�	��� Hq
������8<8A JD#�� H <2#@?$C�� , A�� <�
 HBD-,I?$�8C	�	
 ��H <��8C� =@HIA J�+J� A � � C@<������5�
� �-# J��
 H$
 , A��;<�
	� ���8A �I��
@< A J� �G?$� < A JD#@<�
@<�� � ��<�� � ����� H Aj� <�
�� ��� =(<������ Aj���+hO��� =(<8A J���
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��� !h��� ���!= � ����!(���;��� J}� <(#���������# <����P, Aj�e<8A �2��! C	� A JD. HB=������ <��(A J}#��
(m = 0)

<��	�����(<���Hq� A ���
< A � ��
1'���!8C	� A JD.+HB=������ <��(A J}#��

(m 6= 0)
<��	�����(<���Hq� A � ,��(�K,IC���� � ���8A H <(�(�� ?#����~�K!�� �@H <(#���'

!�� �	� <��8C	���%!�� � � � ? � Clement 1981, Ipser & Lindblom 1990, [81, 82]
	 � � H <2#EHBCI#

H <�� � ����� H Aj� <�
�� ' �~�@AKJ����:��� !h�	����� <�
�� �G?$� <8A JD#@<�
@<����1C`A HB?$� < AKJ#�� ������# <����=�5� ��� A���� J}� < .
� A ,R#@<�������� �
' A�� � ��� . )�� A ,����`# C`A Stergioulas & Friedman (1998)

�%L(i��e= � C	�M#-, A Hq��� ��
 '1��!�'
C	� A JD.�HI=������ <��(A J`CFD��(#/��
M)(�~� A J`CFD��

(neutral) modes
,��(�K,IC���� � ���8A H <(�(�� ?#����~�K!��s�@H <(#���'

!�� �	� <��8C	���%!�� � � �&.	����� �M#-, Aj�`# = � C	�M#-, A H����1< A � � ���(A H <��8C AKJ#�� � J}��� ������HI=@?�K#@<�
@<���� H < A �
C � C� ��� HB=-,BJ}� J�(Aj��#~�@CEA ` = m modes

��
M)��~��� /8CF=�� < A � A")8A CEHB=@?�K# <�
@<�#�� < CE=�� � 	�A
Yoshida

& Eriguchi (2001)
� k ( � = � C	�M#-, A Hq��� A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<���� �(JF<8A �@C�� A%)(��� (quasi - radial)

<��('
�����(<���Hq� !�� ,��(�K,IC�(� � ���8A H <��(�� ?#����Z�K!��;�@H <�#��2!��;�	� <��8C	���%!�� H <�
	� � �8CEHq#J,G, A Hq
 Cowling

�
� � <���!8D .	��� !�� C`A

Yoshida & Eriguchi (2001)
�����@J}��� #@< A Hq� � C	� D ,����K,IC�(� � ���8A H <(�(�Z'

 ?#����~�@CF=��=�@H <�#��(��� ��� <�� C����"!�� � �����(<�
��8CFD��(<�� A ��
�'�� � A <���� � <�#�� )(Aj�@H <��@=��(��Hq� A �
(avoided

crossings)
��� <���!8D )(Aj�� ?#�2!��

modes
� 	�A

Font, Dimmelmeier, Gupta & Stergioulas

(2001)
� k 5 �q������# <�
 Hq���-��!8C	� A JD. HB=������ <(�8AKJECED�� �

m = 0
	
modes

H <�
	� � �8CFH�# ,G, A H$
 Cowling
��� #~�	���9��
9' ,�������� AKJ*# ���8A �|��
@< A JD#�J��Q)(A J}� � hO���@J}���1< A � A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<���� � C	������� f-

J}� A

p-modes
, Aj��)(A%.� C�������< Aj��#���< CE= ���(� C	�@AKJECED0)(�5� JF<�


`
J}� AG, A�� � ���(A H <��8C� A J}#���HI=@?�K#@<�
@<����

< CF=��@H <(#�� !��
Ω ' ΩK

#M# � CF= ΩK
�5� �	� A(
���#J, A H <�
�� � A <��(� � #���~�	
 � ���(A H <��8C� A J�!HB=@?�K# <�
@<��

�~�K#�"�@H <�#��(�`# � HB=@?� #@<�
@<��
Kepler

	 � 	�A
Font et al. (2002)

� k�& �$������# <�
 Hq����< A �/�(JE< A �@C� A")(�5� �
<��	�����8<���H�� A � ,��(�K,IC���� � ���8A H <(�(�� ?#����~�K!�� �@H <�#�� !�� �	� <��8C	���%!��`#IH <�
	� � �����(
 HB?$� < A J$A H < AKJ��
�I� !h�	��� � d 
���� )(�$#l���(<(� �I� <�� ��� < CE=��

Yoshida & Eriguchi (2001)
#P)��~� �-,$�K#�
 Hq��� <�


)8=��	��� AKJ��  D@H$
 < CF= ?D!h�-#@?$�8C	�(CE= �
�\� ��� � .	����
 � � CEHq#J,G, A H$
$# <�
	� �������8<�� H <��8C� I
 � � CEHq#J,G, A H$
 Cowling

���

(Inverse Cow-

ling Approximaton, ICA
#|����# � � � � ? � Andersson, Kokkotas & Schutz 1996, [95])

#
C`A

Kokkotas, Ruoff & Andersson (2004) [86]
���~��# <�
 H����

w-modes
���(� )�# !h� � ���8A H <(�(�Z'

 ?#����~�K!���= � ����' HB=�� � �-,q�����@H <�#�� !��l��� <�� C����"!�� � ��<�
	�����(<(� H <(� C �
 � �8CEHq#J,G, A Hq
 Cowling
#

# � !h�l�5� �	� A� I������� # J}� A�� � #e< C � )8A Ce< C #	�@C���� <�
�� � �8CEHq#J,G, A Hq
��(#}�-,$�@CECFD��(<�� AFC`A+)(Aj�(<������@?$#��
< CF=9�@H <(�8AKJECED ��� =@H < CFD1J� A�������� < CED��8<�� AK� C	� .@?$� CEA�)(Aj�(<����(�@?$#�� < CF=+?D!h�-#@?$� C	�@CE= � � ��< HIA #

 ���(<(� H <��8C �
 � �8CFH�# ,G, A H$
 Cowling

�5� �	� AB?$��� HIA���
1H <�
	� ������# <�
 < !�� �")(A !�� <��	�����(<���Hq� !��
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R/M = 2.40

�G?}����� l � l i}%e� )(A CFHB=@?� #@<�
@<(���1<J!��
w-modes

Hq�:= � ��� '�HB=�� � �-,��5� � (R < 3M)
�@H <�#��(���

��� <(� C	���"!�� � 	�A A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(���2�@=(<�#�� ��
M)��Z��� / C	�(<�� A`J� AIJ}���|� H <����8<�� A
CFS

�@H <����|��� ��#@<����
C`AX�@H <�#������ ��� <�� C����"!�� � ���8A H <(�(#� C	�8<�� AX��� J� <2. ,��(�K,IC����u��H <��=��� # ?$CF=��u�M)(
 ���	� � < D�!(� A
��� ,R#EHq |� Aj����� � h\��# � � Kokkotas, Ruoff & Andersson (2004) [86]

�

< CF= ?D!h� #@?$�8C	�@CF=`#+)�
���� )(� < !��
w-modes

� 	�A
Kokkotas, Ruoff & Andersson

���(�@J����# < A
C`A

w-modes
J���|� H <����(<�� A

CFS
�@H <����I�5� �!Hq� � ���8A H <(�(�� ?#����~��� = � ����'�HB=�� � �-,q� (R < 3M)

�@H <(#��(Aj�N#@<����-�M)(
��@=(<2.�# ?$CF=��-����� � <>D�!�� A���� ,R#EHq |� Aj��� � ����# � � � � ? � �G?}����� l � l i 	 � �G=@HB?$# < A '
Hq���G# <>HIA #\�@=(<��	�;<�
	�

CFS
�@H <2.��|� A�� < !��

w-modes
��� <�
	� � � �	��� A"#@<������ 	 � � C@<����I�5� Hq�

�����@H < .��I� Aj� ���2,IC � ���(A C@?}��� ��� (ergoregion instability
#$����# � � � � ? � Friedman 1979, [87]

	 �

����� ��� 
 ��� �

��< C J}�� 3.	��� A C �@=(<2# � ���(���I# Hq����� ����� Hq� A�� .G���2,��@HIAf���u';������� <���� � CE=G�� C��8CFD��`# !h�1� � �
< C � ���5� H < C	�`#�<��	�����8<���Hq� A �-Hq� �@H <�#��(��� �	� <��8C	���%!��u��� H <����(�$#  I� CEA"# � �GD��� R!���� ��� <�
	�
H$
������(A �	�G�����9� AKJ*#��	� , Aj�;<�
	�s�@H <��(A J� ��!�#�� Aj!(
�J}� A <�
	� �@H <��(A J� )8C���$# � ���8A���#~�(CE=���� #@< A
C`A

radio - pulsars
J� A C`A

magnetars
�5� �	� A �@H <�#������ ��� <��8C	���"!�� � CE= � ���(A �+.	��� C	�(<�� A � � #

#~�	��� <�# < CEA C%H <������ #  I� CEA"# � �������(<�
��8CFD����Z����� � ���8A C*)8AKJ*# <�
@<����-H <�
	� 
���� JF<��8C���-,$��
@<8A J�
�(JE< A �@C��FC	��� ��<J!�� ���(< A J}� Aj��#~�K!����@=(<����

(subpulses, micropulses, QPOs)
���(��
	��� D@C	�(<�� AK!h�

<��	�����8<���H�� A � < CF=�H <������ CED� I� CEA CED < CF=�� J}� AD�~� A HB?$D@CF=�� <�
;H$
������(A �	�s� A JD#	��� � CE=u# ?$CE=����
5 k



, Aj�:<�
  D@Hq
 < CE=�� � �X� #@<�
@<�� l � l 	 �
��� �I� !h�(
@< A JD.=� C	�(<�#���� � CE==���	� � < D@HBHBC	�(<�� A � ���-.	����
����=����< A � � #	� C:J}� A � A C9�(J}�8A ���5� �
	

� �����(<�
��(� Hq� A �u����� ,I� �@C	�(<�� A � J`A"�@=(<2. 	eC	� C#Z����J� A � A C ��� � < C�������$% C`Ag��� =(<������ A���� � ���(A '
,����� I#�� ?G.��@CE=��e<�
 �I# H$
+< CF=�� � � # � HG!�H <2#@<��������
	
HB?$� < AKJ`A H < A J}#��(# <��+C�� C-,��Z�	� ���-,$��
@< AKJ*.
� �$)	��� �J,BJ�(<��	���5� � C	�8<�� AGJ}� AO���(< �d�@=(<���� �|�J!h�8CED��8<�� A )(A � C	� AKJ*.`#��������+.��@C	�8<�� A = � � #+6I
^C`A
� � A%)��-.@Hq� A ��<�
����@H <��(A J��� � ���8A H <(� C ����(#ECEA}� � A")(�-.@Hq� A �
<�
�� � ���-,����(< AKJ������ HG!g<����(A J��� )8C������
J � C � J � ��<�� � ����� HIA�� <�
��;�I� !h��
@< AKJ���� �@=(<���� � �8CFH � .��I� Aj���(#�������� < CFD���� H <�
 )(Aj�(<��(A ���1�@=(<��$#
<��	�����8<���H�� A �eHq����
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=���J� Aq����� )(# !h� � ���(A H <����� 3#���~�(CE=���HB?$� < AKJ`A H <8A J`CFD��
�@H <(#������ �	� <��8C	���%!������ H <������$#  �� C`A%# � � �� 3.	��� A�� 5 J}� AX& 	 � � � � H$
��(#\������� < CED���� ���-,$��
�'
< A Hq��#~�@CF=�� � ��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��
	d�@H <�#���������� <��8C	���"!��2����H <����(�$#  I� C`A%# � � �� ?.	��� A C 1 	 �
��� C�
K,ICF=���#Z�K!h�(# � ���8A ,��-.� CE=����+< A � ��!(A H$��Hq� A � ) C����� <�# < CEA%!�� �@H <�#�� !�� �	� <��8C	���%!�� � � ��'
 ?.	��� A C i 	 J� A � ��� .-,ICE=�����< A �G������
����(<8A J}#��G��!(A H$��Hq� A � ����< A � C � C� ��� � ���(A ,�� .� C	�(<�� AC`A
<��	�����8<���H�� A � < CE=�� � � �� 3.	��� A C ( 	 �
�G��� .	����
 �~� )8A��� I#��8CF=@H�� � <>=@?}� <�
�� �|�J!h�	� ��� <��	�����8<���H��J!�� Hq� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��

�@H <(#������=��� <�� C����"!��9�5� �	� AD
;D � ����!�
�J� AD
 ���� 3.�� A H$
 � � #@?BA 	2�@H <����|� Aj���
CFS

� �X� #@<�
@<��
l � ( 	 � �d� )������ # < A # A")8A���� <���� C �~�K)(Aj�� |#�� C	� � ��� CE=@HIA". / CE=�� C`A f-modes

#BCEA
r-modes

J}� ABC`A
w-

modes
� � H <2#EHBC9
 ������# <�
1<�
�� �@H <2.��|� A����2�@=(<���� � � C =̈ � C��I# <�� A3)(A%)(A%.@H <��(<(��� ������
����(< A J}#��

J}� Ad���(A �I��
@<8A J}#���<�� ?� A J}#�� � ��# < CEA����u������# <����u� � A ?$� Aj�8CFD���� � ������
����(<8A JD. 	1H < A �-�X� #@<�
@<(���
( � ( � l #G( � ( � i J}� A � ���(A �I��
@< AKJ*. 	�H < C1� �� ?.	��� A C L � � � � H$
��(#BH < C:� �� ?.	��� A C & � � A ?$� A�� CED����-�����
� �(�g<�
�)(Aj���(� D��	
 H$
 < !�� �@H <����I� Aj���

CFS
)8A��� 3#�2!��

modes
< CF=:H <����(� CED  �� C`A CFD �
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� �������	��
� �

� ����� �   � ��� � � � ����� ��� ��� � �

�\� �@=(<2# < CTJ}�� 3.	��� A C � ���8CF=@H A%. /8CF=����;<�
E)(Aj� )(A J}�@H�� �4J}�(<��@H$J}� =	��� � C��8<�#�� !�� �@H <(#�� !��
��� <(� C	���"!�� H <�� � ����� HIAj�1<�
�� ' �~� A J��� ��� !h��� ���!<�
�� �G?$� <8A JD#@<�
@<���� � �X�0,�#Z��� Aq
1J�(<��@H$J}� =	�
� C	�(<�#�� !�� ��!���� <2.(<�� A-� � # � Aj�PHq� Aj�-. � ��������# <��2!�� # � !h� , Aj� � ��� . )�� A ,���� � � #%<�
	� � ���(A '
H <(� C ��$#�<�
	� � ���8CF=@H�� �G���-,$�	
@< A J��� � �$)��"!��`#�< A �u�~���	�����(JF<8A J}#��+J}�(<��@H <��(< A J}#��u��!8A H$��H�� A �
J � . � �� |� <�
���� �������l�5� �	� A CEA��
 ' � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C`A���
 '^���-,$�	
@< A Hq��#~�(C`A�@H <�#������\�	� <��8C	���%!��`#
C`AIC � C}� CEA � ���8A ,��-.� C	�(<�� Aq������
����(< A JD. � � # #~�	� HID@H <�
����1HB=����	�3!��0)(Aj�� C��(A J��� ��!(A H$��Hq� !��
� �(�g<�
�� '!<2.�!(
��(# < A � ��!8A H$��Hq� A � Tolman - Oppenheimer - Volkov (TOV)

� ����# � � � � ? �
Shapiro & Teukolsky 1983

#g� � D�� CE= l 4 4�&`# Glendenning 1997
# � l j 5 # l j�&$# l j 1 � 	 � � C

HBD@H <�
���� �@=(< # � �(# � � Ah�	� � =��I�5�/���(A �I��
@< AKJ*.`#��� CFD � ���g<�� J}��� C�8A H < CED��;C`A"� � ���(��� <�
@<(���
 =@HIA J}#���HB=��(C�(Aj�(J}#��!HB=������@J}��� � �h�K#@<�
@<��:i � l 	 �
��< C � � #���~�(C ������� � A HO.-,ICE=���� <�
	� �@H <(�8AKJ�� � ���8A H <�� C I� � �X� #@<�
@<(���^i � i J� A!i � ( 	 �

�!=(<�� = � � A Hq#�� ?$� <�� A*!h����� � � AKJ�(� � ���-.���� <��8C�� #@<������I� !h� CED����"����� )(# !h� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��
�@H <(#������1��� <�� C����"!�� � � � �Z��� =���� /8CF=���� # < AGCc<��@?$D(<��(<�� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C� pulsar (PSR

1937+21)
# ?$� A � ���	� C+)8C � ���(A H <��8C� I��� P ' 1.56 msec

�Z�	� 
 � ���	� C+)8C�� Kepler
, Aj�1#~�	���

�@H <(#���� ��� <�� C����"!�� �5� �	� AI���>J}� <2. � AKJ�-#@<����(
$#
PK ' 0.5 msec

� � �&.	����� �M#-, Aj�`#A�(JD#���
1J� A
, Aj�1< C��e<��@?$D(<������ � ���(A H <����� ?#���~�(C pulsar


 � ���-.���� <��8C�� ε = Ω/ΩK
�5� ��� Aq��� J}� < .=� A J}���

(ε ' 0.3)
J� A , A��G����� )�#J!h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=����@H <�#������1��� <(� C	���"!�� 
 � ���-.���� <�� C�u�@=(<��

�5� ��� Aq�(JD#��
 � A C1� A J}��� � � � C� CED����8#$� � C���#Z�K!h�(#}���=���	� � < D@HBHBCE=�����< A �2��!8A H$��H�� A � � CF= � ���(A '
,��-.� CE=��u��! C��@AKJ*.�HB=������ <��(A JD. � � ���8A H <(�(�� ?#����~��� 	2� C	�8<(#~��� �@H <(#�� !��1��� <(� C	���"!�� !h� � �8C�
�@=(<��	�e<�
 � AKJ�(� � ���-.���� <�� C ε = Ω/ΩK

�

& l



�-�	� � <>D@HBHBC	�(<�����< A � ��!8C	�@AKJ*. HB=������ <(�8AKJ#���� D@Hq� A � Hq��<2.�!�� A �'!h� � � C� ε (Hartle 1967,

[47])
#IJ}�(<��@H$J}� = . / CE=��������(� )�# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=��-�@H <�#��(������� <(� C	���"!�� � � �(�g<�
���'�<2.�!(
��

!h� � � C� ε 	 J}� A <��@?$D(<������ � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��=�@H <(#������=��� <�� C����"!�� � )�� D(<�����
��='�<2.�!(
���!h�
� �8C�� ε 	/�����+.@H$
e< CE=�����
2' � ���(A H <����� 3#���~�@CF=��-�@H <�#������l��� <(� C	���"!�� � ��
M)��~�@AKJ�����'�<2.�!(
���!h�
� �8C�� ε 	 � 	 H <����(�$#�2 I� CEA"#�� = � � A Hq#�� ?$� <�� A H < A �=��!8A H$��Hq� A �eJ}�(<��@H$J}� =	��� �M#	�@C Hq� )�� D(<�����

<2.�!(
 !h� � �8C� ε � 	�A"��
 ' � ���(A H <����� ?#���~�(C`A J}� A�C`A������ )�#J!h� � ���(A H <����� 3#���~�@CEA"�@H <�#������
��� <(� C	���"!���� � 
����$. / C��8<�� A}� � #:<�
	� � ���8CF=@HI��� < CE=eH <������ CFD  �� C`A CFD �M#	�@C ��# HG! <�
�����
2'"��
�'
)��Z� A J���< A������ < CE= HB=��(<������ H <���,��(�����FA J`CFD A�!��Q)8CE=��

(shear modulus) µ (Quintana 1976,

[49])
� ' Aj�!<��@?$D(<��(<�� � ���(A H <����� 3#���~�@CF=��d�@H <�#������d��� <�� C����"!��E#	# ?$CF=�����< C	�����(A �I��
@<8A JD# J�Q)(A '

J}�
RNS (Rotating Neutron Star)

< !��
Stergioulas & Friedman (1995)

�f&@j � � CE==�5� ��� A
)(A%)(A%.@H <��(< C��GJ}� A@HB=���� � ���GHq��JD.��I��<2.�!(
P!h� � �8C� ε � ' A��!<��@?$D(<��(< CF=����@H <�#��(���"�	� <��8C	���%!������
H <(�����$#; I� C`A%# #+)��Z��= � .��8?$� A JD. � C`A C������(<(� H < C`A ?$C��
J��Q)(A J}���J}�(<��@H$J}� =	��������J� AEC`A HI?$� <8A J}#��
)(A%)(A%.@H <��(<�������!(A Hq��Hq� A �u��� ��� AI,$�K!�H <�#�� �M)�
 � � # < A �u���8?$#�� <�
�� � �8C�
K,ICED����~��
�� )�� J��� <(� ���
(Priou 1992, [51])

� ��C��8<�#���� � ���(A H <����� ?#���~�-!��u�@H <�#��2!��s�	� <��8C	���%!��1�I� ?$�(
 HIA�� C � CEAj��'
HBCE=����!H <�� � �� 3.	��� A��=&eJ� A3L �
��<�
!HB=���# ?$� A�� � ���8CE=@HIA%. /8CF=����g< C�� <�� # � C�J}�(<��@H$J}� =	���"���-,$�	
@< A Hq��#~�K!��-�@H <(#�� !��O��� <(� C�'

���%!�� �(J`C	� CE=������8<���� <�
���#~� C*) C <J!��
Konno, Obata & Kojima (1999)

�f& 5 ��J� A ?$��
 HIA '
� C � C`A CED����1� A�� ��#~� C*) C � ���-#�� CEA��G���1�@=(<�� < CF=

Hartle
, Aj� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=��9�@H <�#��(���

��� <(� C	���"!�� � �X� #@<�
@<�� i � 5 	 � ��JD#���� J� AR, A��
magnetars

# A HB?$=��-. ���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=�� �@H <�#������
��� <(� C	���"!��E#�
 � �(�g<�
���' <2.�!�
�� � �8CFHq#J,G, A H$
��5� ��� A AKJ���@C � CEA 
@<8A J�$#	�� CEDO
-���-,$�	
@< AKJ����Z��#�� ,�� A".
< CF=��;��� ��� Aq��� J� <�#��!<2.�!�� A �2���J,�#Z� CF=�� �FA J}� #@<(���(
 � � # <�
 )8=������ A J�:< CF=�� �~��#�� ,�� Aj�`#$J}� AI# < HIA
� ���(A C�(A%/-#����@H <�� �M#��(C+Hq� �@=(<��	�1<�
	� � �8CFH�# ,G, A H$
 � � CF=��;�@H <�#������2�@=(< CFD��2�I�:< CE=�� ?$�(
 HIA '
� C � C`Af� HBCE=����;H < C � �� ?.	��� A C 1 # � CE= �I� ������� <�� HBCE=�����< A � � � A%)��-.@Hq� A � < CE= ���-,$�	
@< A J`CFD
� �$)	� CF=eH <8A � < C�8C�� A%)��5� ��<��	�����(<���Hq� A ��< CF=:H <����(� CED  �� C`A CFD < CF=�� �
�����5� �(CE=����:< C J�� ?.	��� A C #"��� � A��G���	�� C��-.-H < A �+J�(<��@H <��(< AKJ#�����!(A Hq��Hq� A � � CF=;?$�(
 HIA '

� C � C`A CED���� Hq� �@=(<��	��<�
 )8A��(<��(A ��� � ��� !h�8CFD����:<2#FHIC � C	� =(<��8C � A J}#�� #EHBC J}� A��(���	� A H <8A J}#��
J}�(<��@H <��(< AKJ#��d��!(A H$��Hq� A � � �h�K#@<�
@<���i � & 	 # !(� ?D!h�	�"/8CF=���� <�� A")8A���� <����(�
?$���(�(JE<�
��(A H < A JD.< CF=��
� �(JE<(� ���`#(� . /(�`#(HB?$� < A JD# � .@?$C��H <(����� CFDO I� C`A CED`#	� )8A��(���(< A JD#���)(�5� JF<�
�� J � . � 	�J}� A>J�(<��@H$J}� = .('
/8CF=�����#~�	�=���(< A � � CEHG! � � =(< AKJ*# HBD��@C	� C �����	� A H < A J���=� C	�(<�#�� !�� �@H <�#��2!��;�	� <��8C	���%!�� �

&@i



� ��� � � ��� ��� �'!�� � * � �+����� � ! �	�(��� � ��� 
 ����� � 
"! # 


� �X�����!H <��(< A JD#��(#BH� I� A��8AKJ*#���@H <�#���������� <�� C����"!�� � ���8A ,��-.� I� <�� Aq� � #1<�
 ��� <��(A J� � ����# � � � � ? �
Misner, Thorne & Wheeler 1973, [101]

	�%

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2,
� i � l 	

# � CF= <�� � � � C J}�	� CED����~�	� 	 ��� ����� =(<8A JD. )8=������ A JD. ���
ν = ν (r)

J}� A
λ = λ (r) � �8CEHO)8A C��� /8C	�8<�� A

� � # < A � ��!8A H$��H�� A � TOV
� ����# � � � � ? � � l j l # l j 5 # l j�&`# l j 1 � 	�%
dM (r)

dr
= 4πr2ρ,

� i � i���� 	
dν

dr
= e2λ

(

4πrp+
M (r)

r2

)

,
� i � i(��� 	

dp

dr
= − (ρ+ p)

dν

dr
.

� i � i-, � 	

M (r)
�5� �	� A}
 � . /(�=�~�(<2#����(JE<(� �	���

r
� ' Aj�=�@=(<��	�:A HB?$D�� AI
:HB?$# H$
$%

e−2λ = 1− 2M (r)

r
.

� i � ( 	

� � =(J��K# <�
@<��l�Z��#�� ,�� A����(# ρ = ρ (r)
#(J}� A�
 � � � Hq
$# p = p (r)

#(HB=��K)�# C	�(<�� A����X� A��
J}�(<��@H <��(< A J�
��!�� HO!�H$


(Equation of State, EoS)
#I�FAj� ��!	� HG!�H$
 <�
��2� C��� ����

p = p (ρ)
� 	�A�)(Aj�� C��(A J}#��

��!8A H$��H�� A �
TOV

#$�"!(A H$��Hq� A � � i � i 	 #IHI=�� � ��
��(���(C	�(<�� Aq� � # < A � C�8A��(J#��!HB=������@J���	%

ν|R =
1

2
ln

(

1− 2M

R

)

,
� i � 5 ��� 	

p|R = 0.
� i � 5 ��� 	

	�AK��!(A H$��Hq� A �
TOV

C	� CFJ���
��(���@C	�8<�� A|���8A �|��
@< A JD.1� � # < C J}#~�8<(� C+< CF= �@H <(#����`# r = 0
�
ν = ν0, λ = λ0,M(r) = 0, ρ = ρ0

J}� A
p = p0

	&!h� <�
	�u� � A� 3.���� A%. < CE=`# r = R
�
ν =

νR, λ = λR,M(r) = M,ρ = 0
J}� A

p = 0
	h�������+.��@C	�8<����
= � #+6I
�#@< A ##�! ! � � #e< C	�2�@H <(#����`#

C ?D!h� #@?$�8C	�@C�� � ���8A ,��-.� I� <�� Aq� � # <�
 ��� <(�8AKJ�� Schwarzschild
� � l j l # l j 5 # l j�&`# l j 1 � 	�%

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2,
� i � & 	

)(
���� )��=�������+.��@C	�(<����!= � #*6I
�#@< A
e2νR = 1− 2M/R

J}� A
e2λR = (1− 2M/R)−1 �

& (



� ��� � � ����� #�� � ����� ������� * ) &'� 
 � � �	����������� 
 ��������
 ! #%


� ��� <��(A J�l�~�K#�^����� )(# !h� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=O�@H <�#����/�	� <��8C	���%!��`#>Hq� � ���g<�
��X' <2.�!(
�� � �8CEHq#J,}'
, A H$
 !h� � � C� ε = Ω/ΩK

#q# ?$� AB<�
 � C��� I�
(Hartle 1967, [47])

%

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 − 2ωr2 sin2 θdtdφ.
� i � 1 	

� HI=��K.�� <�
 H$

ω = ω (r) � � CEHO)(A C�	�"/�� <�� A$� � #:<�
	� ��!	� HG!�H$
 � ���-.@HB=��8H$
��!< !�� � )��(����� Aj�(J���

HB=@H <�
��M.(< !��=������ C��-.��
(dragging of inertial frames of reference)

� ����# � � � 5 L � 	�%
d2$

dr2
−
(

ν ′ + λ′ − 4

r

)

d$

dr
− 16πe2λ (ρ+ p)$ = 0,

� i � L 	

����<�
	� C��(Aj�(J� HB=������@J�
:H <�
	�=� � Aj ?.��	� Aj�e< CE==�@H <�#����}%

$|R = Ω− 2J

R3
.

� i � k 	

��< A � � ����� � .��-! ��!8A H$��H�� A �G?$�(
 HIAj� C � C`Aj�5� <�� A�� A�����#��l��� <��(����
@<�� $ = $ (r)

�C � C}����C��	� /(� <�� A

� � # <�
:HB?$# H$
$%
$ := Ω− ω. � i � 4 	

' A��
<�
���� <��(A J�-�@=(<���J� A-)(Aj�(<�
��(���8<�����<�
	� � ���g<�
���' < .�!�
�� � � CEHq#J,G, A H$
$#�

<�� <����/' <��@?$D(<�
@<��
< CF= �@H <��(A J`CFD ��� =@H < CED �5� ��� A %

uα =
[

e−ν , 0, 0,Ωe−ν
]

.
� i � l j 	

Ω
�5� ��� A$
�,O!��@A��(J�� <��@?$D(<�
@<�� � � � ���(A H <��8C� A J�:HB=@?� #@<�
@<�� 	G< CF= �@H <�#��(� � CF=:C�	�"/�� <�� A$� � #

<�
^HB?$# H$

Ω := uφ/ut

� ��)(� ��!�� /�� Ah��� H$
���� A !��|��� #@< Ad
 ��� <��(A J� � i � 1 	:J� Ad
 <(� <(�(� '
<��@?$D(<�
@<�� � i � l j 	 � ���(A ,�� .� C	�(<�� A H < C HID@H <�
����9������ C�-.�� �~�K#�2� )��(����� Aj�(J`CFD � ���(�(<�
���
@<�� �
� �X����� � �����(<�
��(
@<���� � CE= � ���8A H <��(#� |� <�� AD��� /	� ���e< C	���@H <(#����1��� <��-.�� A�,O!������ ϕ = φ − Ωt
J}� Aq# <>HIA�
 ��� <��(A J� J� Aq
 <�� <��(�;'�<��@?$D(<�
@<�� , A�� � J�5� �(C	�2�5� �	� A %

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 + 2$r2 sin2 θdtdϕ,
� i � l@l 	

J}� A %

uα =
[

e−ν , 0, 0, 0
]

.
� i � l i 	

& 5



���8A �|��
@< A JD.`# C	� CFJ���
��(���@CF=���� <�
 HB=����	�I
 )8A��� C�8AKJ�� ��!�� HG!�Hq
 )�� D(<�����
�� ' <2.�!(
�� � i � L 	
� � # < C J}#~�8<(� C � r = 0

#
$ = $0

	'!h� <�
	�s� � A� 3.���� Aj� � r = R
#
$ = $R

	 < CE= �@H <�#����`#
� � � A <����(<���� ��� A J}���(C � C`Aj�5� <�� A 
�HB=��(�I�@J�
 $R = Ω − 2J/R3 J� AD# ?$C	�(<�����)��$) C��#~����� < A �
HB=������><�� Hq� A �

ν = ν (r)
#
λ = λ (r)

#
ρ = ρ (r)

J� A
p = p (r)

� � #P<�
	� � � ��� =@H$
c<J!��
��!8A H$��H��J!��

TOV
� �X�K# <�
@<��;i � l 	 � � �h�	� � J <J!�� � #

J
� HB=��	�	�R!h� < C � 	;�������+.��	� <�� AI!h�

����� D��I����
 � ���-.���� <�� C� � CF=�J}��� C��	� /(� A < C � CEHO# <�
��9�@H <(�8AKJ���� � ���8A H <�� C I���1J}� A < C .	��� C
� HB=��	�	�R!h�!< C

J
	 � � CEHO)(A C�	�"/�� <�� A$� C	�K# < Aj��� J}� A � .	� A���# HG! <�
��!HB?$# H$
�� $R = Ω− 2J/R3 �

� ��� ����� � #�� � �������(��� � * ) &'� 
 � � �	������� ��� 
 ����� � 
"!$#%


� ��� ��� � ��������� � � � ���
	 � � ���
� 	��� 	�� ��� � ���
�
ε = Ω/Ω K

�\�Q)�� D(<�����
��X' <2.�!(
�� � �8CEHq#J,G, A Hq
P!h� � �8C�� Ω/ΩK
#�
���� <��(A J� � ��� ����� A <�
 ,��~� A JD#@<�����
-� C��� I�

(Hartle 1967, [47])
%

ds2 = −
[

e2ν (1 + 2h) − r2 sin2 θω2
]

dt2 + e2λ
(

1 +
2m

r − 2M (r)

)

dr2

+ r2 (1 + 2k) dθ2 + r2 (1 + 2k) sin2 θdφ2 − 2ωr2 sin2 θdtdφ,
� i � l ( 	

# � CF= CEA"��� C����� |���@A"/ #���~����� HB=������><�� Hq� A � h = h (r, θ)
#
m = m (r, θ)

J}� A
k = k (r, θ)

����� � <>D@HBHBC��8<�� AO!h�2��!(��� � ����# � � � 5 L � 	�%
h = h0 + h2P2,

� i � l$5 ��� 	

m = m0 +m2P2,
� i � l$5 ��� 	

k = k2P2.
� i � l$5 , � 	

P2 = P2 (θ)
�5� �	� AI< C � C	� =	���(=�� C Legendre

)(� D(<����(
���'�< .�!�
��(# < C C � C}� C )�� �	� <�� A|� � #+< C��
<>D � C � ����# � � � � ? � Jackson 1962, [99]

	�%

P2 =
3

2
cos2 θ − 1

2
= 1− 3

2
sin2 θ.

� i � l & 	

	�A�HB=������><�� H�� A �
h0 = h0 (r)

J}� A
m0 = m0 (r)

�5� ��� A�C`A"� C	�(C � C	� AKJ#�� (` = 0)
)8A C���I�^'

Hq� A � < CE=+H <��(< A J`CFD`# H� I� A��8AKJECED`#|��
 ' � ���(A H <����� ?#���~�(CE= �@H <(#���� J� A #�# � !h� )(�5� ?�@CF=���� H <�

HB=���# ?$� A��`# � �8CEHO)8A C��� /8C	�8<�� A�� � # < C � C	�@C � C	� A JD# <��������;< CE= � C	� = � C	� AKJECEDG���	� � <>D-,����(< C��
< !��1��!(A H$��Hq� !��

Einstein
� �-�8<�� H < CEA ?$�`# C`A HI=��	��� <�� Hq� A �

h2 = h2 (r)
#
m2 = m2 (r)

J}� A

&�&



k2 = k2 (r)
� � C@<���� CED���<(� <(�(� � C	� AKJ#�� (` = 2)

)(A C�������Hq� A � J}� A � � CEHO)(A C�	�"/8C	�(<�� AX� � # < C
<�� <���� � C	� A JD# <��������e< CE= � C	� = � C	� AKJECED ���	� � < D-,����(< C��<J!�� ��!8A H$��Hq� !�� Einstein

� � � .	�����
�M#-, Aj�`# = � C	� C-,I� /8C	�8<�� A CEAA��!(A H$��Hq� A � Einstein Gαβ = 8πTαβ

�����+.@H$
 <�
 ��� <��(A J� � i � l ( 	 �
d:Aj�(<�
�� CED��8<�� AG#� C`A��# ?$�8AEJ}� AD)�� D(<(���(
��\'g<2.�!(
���!h� � �8C�� � C � #@<(� CEA}��!(A H$��Hq� A �P,�� .� C	�(<�� A
H <�
 � C��� I�$%

(Gαβ)0 + (Gαβ)2 = 8π
[

(Tαβ)0 + (Tαβ)2
]

.
� i � l 1 	

	�A�� C	�(C � C	� AKJEC}� (` = 0)
#� C`AA# ?$CF=�� )8A��� C�(� < AKJ�� ,O!�� Aj�(J�9��!-.��><�
 H$
1� � # < CF=�� <�� <���� � C�'

� A J`CED��
(` = 2)

#�8CF=��!J}� Aq# <>HIAI
 � ���(� � .��K! ��!	� HG!�H$
 )(Aj�@H � .(<�� A Hq�&)8D@C � � Aj��#��8CF=�� ��!(A H$�^'
Hq� A �	%

(Gαβ)0 = 8π (Tαβ)0 ,
� i � l L	��� 	

(Gαβ)2 = 8π (Tαβ)2 .
� i � l L���� 	

��A C HI=-,BJ� J}�8A���#~�	�`# < C=� C	�@C � C	� A JD#;��#��8C�<J!��2��!(A H$��Hq� !�� Einstein
������)	� ��� A@<���� A �-��!(A Hq�^'

Hq� A �
(Quintana 1976, [49])

%

Gtt = 8πT tt
%

1

6
j2r2

(

$′
)2 − 2

3

(

j2
)′
r$2 − 2

r2
dm0

dr
= 8π

[

ρ+ p

pΓ
p′ζr0 + (ρ+ p) (ecc)0

]

,
� i � l k���� 	

Grr = 8πT rr
%

1

6
j2r2

(

$′
)2 −

(

2ν ′ +
1

r

)

2m0

r2
+

(

1− 2M (r)

r

)

2

r

dh0

dr

= −8π

[

p′ζr0 + Λ(ecc)0 + 2µ

(

m0

r − 2M (r)
+
dζr0
dr

+ λ′ζr0

)]

,
� i � l k(��� 	

Gθθ +Gφφ = 8π
(

T θθ + T φφ

) %

d2h0

dr2
+

[

3ν ′ − 1

r
− r2

r − 2M (r)
4π (ρ+ p)

]

dh0

dr
−
(

ν ′ +
1

r

)

1

r − 2M (r)

dm0

dr

+

[

(

1− 8πr2ρ
)

(

ν ′ +
1

r

)

+
2

r

]

m0

(r − 2M (r))2

− 8πr

r − 2M (r)
2µ

[

m0

r − 2M (r)
+
dζr0
dr

+

(

λ′ − 1

r

)

ζr0

]

−1

2

r3

r − 2M (r)
j2
(

$′
)2

+
1

3

r2

r − 2M (r)

(

j2
)′
$2

(

1− µ

ρ+ p

)

= 0.
� i � l k-, � 	

& 1



�-�8<(� H < C`A ?$�`# < C <�� <��(� � C	� A JD#���#�� C� < !�� ��!(A H$��Hq� !�� Einstein
����� )�� �	� A � #~�(<��2��!(A Hq��Hq� A �

(Quintana 1976, [49])
%

Gtt = 8πT tt
%

(

1− 2M (r)

r

)(

2
d2k2

dr2
+

6

r

dk2

dr

)

−
(

M (r)

r

)′

2
dk2

dr
− 6m2

r2 (r − 2M (r))
− 4k2

r2

− 2

r2
dm2

dr
+

2

3

(

j2
)′
r$2 − 1

6
j2r2

(

$′
)2

= 8π

[

ρ+ p

pΓ
p′ζr2 + (ρ+ p) (ecc)2

]

,
� i � l 4���� 	

Grr = 8πT rr
%

(

1− 2M (r)

r

)(

2ν ′ +
2

r

)

dk2

dr
+

(

1− 2M (r)

r

)

2

r

dh2

dr

−6h2

r2
− 4k2

r2
− 2m2

r2

(

2ν ′ +
1

r

)

− 1

6
j2r2

(

$′
)2

= −8π

[

p′ζr2 + Λ(ecc)2 + 2µ

(

m2

r − 2M (r)
+
dζr2
dr

+ λ′ζr2

)]

,
� i � l 4(��� 	

Gθr = 8πT θr
%

dh2

dr
+
dk2

dr
+

(

ν ′ − 1

r

)

h2 −
(

ν ′ +
1

r

)

m2

r − 2M (r)

= 8πr2µ

[

1

r (r − 2M (r))
ζr2 +

dζθ2
dr

]

,
� i � l 4-, � 	

Gθθ −G
φ
φ = 8π

(

T θθ − T
φ
φ

) %

h2 +
m2

r − 2M (r)
− 1

6
j2r4

(

$′
)2

+
1

3

(

j2
)′
r3$2

(

1− µ

ρ+ p

)

= 16πµr2ζθ2 ,
� i � l 4 ) � 	

Gθθ +Gφφ = 8π
(

T θθ + T φφ

) %

(

1− 2M (r)

r

)

1

r

d2v2
dr2
− 4π (ρ+ p)

dv2
dr
−
(

ν ′ +
1

r

)

1

r2
dm2

dr

+

(

1− 2M (r)

r

)(

3ν ′ − 1

r

)

1

r

dh2

dr
+

4v2
r3
− h2

r3

+
1

r2

[

(

1− 8πr2ρ
)

(

ν ′ +
1

r

)

− 1

r

]

m2

r − 2M (r)

−8π

r
2µ

[

m2

r − 2M (r)
+ h2 − v2 +

dζr2
dr

+

(

λ′ − 1

r

)

ζr2 + 3ζθ2

]

+
1

2
j2r
(

$′
)2 − 1

3

(

j2
)′
$2

(

1− µ

ρ+ p

)

= 0.
� i � l 4�� � 	
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��< A � � ����� � .��K! ��!(A H$��Hq� A � � i � l k 	 J� A � i � l 4 	 #
j = j (r)

��� ��� A\� Aj� ��#�� ��� <��(����
@<�� � CE=
C��� /(� <�� A$� � # <�
1HB?$# H$
 � ����# � � � 5 4 � 	�%

j := e−ν−λ,
� i � i@j 	

J}� A %

Λ := β − 2

3
µ,

� i � i l 	
# � CF= µ = µ (r)

�5� �	� A>C�HI=��8<������ H <����I,��(����� A J`CFD�Aj!(�Q) CE=��
(shear modulus)

J� A
β = β (r)

C
HB=��(<������ H <�����,��~�@AKJECED�A�!��Q)8CF=��

(bulk modulus)
� �\��C�(A H���#~�	���/��!(A H$��Hq� A �?$��
 H Aj� C � C`Aj�5� <�� A


 ��� <��(����
@<��
v2 = v2 (r)


 C � C}���N)��~���5� ��� A(<(� � C@<(��.	��� C � ���-.�#~�	����,�������� AKJ*#�HB=�� ) =��@Hq� #��
< !��

h2
J� A

k2
%

v2 := h2 + k2.
� i � i@i 	

� � � Hq
�� � �����(<�
��8CFD���� # < A���� I�����"/8C	�(<�� A <���� A �\��#�������� <��(����
@<(#��(#`C`A ζr0 = ζr0 (r)
#
ζr2 = ζr2 (r)

J}� A
ζθ2 = ζθ2 (r)

CEA�C � C� ���(#d��� .	� C-,�� ���+< A �-�"!8A H$��H�� A � � i � l$5 	 #C��	� / C	�(<�� AX��# Hq� � � # <��
����� � <>D-,����(<�� � ����# � � � 5 4 � 	�%

ζr = ζr0 +ζr2P2,
� i � i (���� 	

ζθ = ζr0 +ζθ2
dP2

dθ
.

� i � i ((��� 	

� C
ecc
= � C	� C-,I� /(� <�� A #�����<�
:Hq� Aj�-.e< CE=`#���# Hq�=� � # <�
:HB?$# H$
 � ����# � � � 5 4 � 	�%

ecc = (ecc)0 + (ecc)2 P2
� i � i 5 	

= 2k +
m

r − 2M (r)
+
∂ζr

∂r
+

(

2

r
+ λ′

)

ζr +
∂ζθ

∂θ
+ cot θζθ +

1

2
$2e−2νr2 sin2 θ.

�-�	�(<(�(# ?$C	�(<����+H <�
 �G?$� < A J$A H < AKJ��^���J!h�	� �;�h���@H < AKJ*# <�
@<���� � CF=G�I������� Af����
@J}� J� A"��'
 |���(�M#EH <�
@J�Hq� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=��l�@H <(#������O��� <�� C����"!���� � # < CE=�� Carter & Quintana

<�

)�� J}��� <(� � < CE= � L(j � � � ? � Carter & Quintana 1972, Quintana 1976, [48, 49]

	 #����# � CE=����
#@< A^
 ���~� C*) C	� C-,I� � � CE=u�(J`C	� CE=�� CFD����5� �	� A 
s��!(���	%eH <�
 ��� <��8AKJ�� �~�K#� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=
�@H <(#����=��� <��8C	���"!��

gαβ
# �"!	� HG!�H$
 � i � l ( 	 #|���(< A H < C`A ?$�5� � Aj� ��� <��8AKJ�� ��
 ' � ���(A H <����� ?#���~�(CE=

�@H <(#����`#
g?αβ

%

ds?2 = g?αβdx
αdxβ = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2,

� i � i�& 	

&@k



J}� Aq��# HG! �@=(<����eC��� /8C	�8<�� A

Eulerian

J� Aq

Lagrangian

)(Aj�(<������@?$#�� <�
������ <��(A J���	%

hαβ := δgαβ = gαβ − g?αβ ,
� i � i 1 	

Dgαβ = δgαβ + Lζgαβ .
� i � iML 	

��JEC	� CED��R!h� = � C	� C-,I�"/8C	�(<�� A�< C � ?�@C��
ecc
< CE=P<����(=@H <�� HB?$� < A J���^<2.@H$
�� J�����h� J}� A�C`A

HB=�� A H <���Hq����< CE= <����@=@H <��
shear

#
sαβ

%

ecc =
1

2

[

γ?αβ
(

hαβ + 2∇(αζβ)

)

+
(htφ + Ωgφφ)

2

−g?ttg?φφ

]

+O
(

Ω4
)

,
� i � i@k 	

sab =
1

2

(

Dgab −
2

3
eccγ

?
ab

)

+O
(

Ω4
)

,
� i � i 4 	

sφφ =
1

2

[

Dgφφ −
2

3
eccγ

?
φφ +

(htφ + Ωgφφ)
2

−g?tt

]

+O
(

Ω4
)

.
� i � (@j 	

��A HO.-,O!��(<���� < A � HB=�� A H <���H����2�@=(<�#���H < C	� <����@=@H <�� �~��#��2,�� Aj���l'�C�(�����	%

Tαβ = (ρ+ p)uαuβ + pgαβ − 2µSαβ ,
� i � ( l 	

J}� A$� D��@C	�8<����!< A � ��!(A Hq��Hq� A �
Einstein

%

Gαβ = 8πTαβ ,
� i � (@i 	

, Aj�4< C ?D!h� #@?$�8C	�@C � CE= � ���8A ,��-.� I� <�� Al� � #P<�
 ��� <��8AKJ�� � i � l ( 	 J}� A , A�� < C ��� =@H <2# � CF=
� ���(A ,��-.� |� <�� Ad� � # < C	�;<����@=@H <�� �~�	#��2,�� A���� ' C�������� � i � ( l 	 #�J� A�)8A��(<�
������(<������M#	�@C < CF=��
)�� D(<(���(
��9' <2.�!(
���� !h� � �8C�� � 	 #�8CF=���H <�� � �8CFJED � < C	�(<�� ����� � <>D-,����(<��`# � �������(CE=����+< A �
� ����� � .��K! �"!8A H$��H�� A � � i � l k 	GJ� A � i � l 4 	 �
� ��� ��� � 	 ��	 � � � � ��� ���
�
	 � � 	�� �

	�A � �8C�
K,ICED����~�	���\��#~� C*) C`AM)	� �(CE=��!AKJ���@C � CEA 
@< AKJ*.2� � C@<�����# Hq���(<���#@<���� � � A � =�� CED����\��� �5�����('
H <(�-HB=���� � �5� �-Hq� � ���g<�
 � � J}� AGHq� )�� D(<(���(
 < .�!�
 !h� � �8C� ε = Ω/ΩK

� �l�`# #�� !h�(#
� � A � =�� CED����������5� ���@H <�� HB=���� � �5� ��Hq� JD.��I� <2.�!(
 !h� � �8C� ε �I� � �(# � � A��	�O�J,BJ}�(<��	���5� 6 CE=���� < A �
� �8CFH � .��I� Aj#��=����� , A�� )�
�� A CE=�� ,I� � � C	�(<�#�� !�� � ���(A H <����� ?#���~�-!�� �@H <�#��2!�� �	� <��8C	���%!�� ��# Hq�
� � # � C	� = � C	� AKJ*.s���	� � <>D-,����(<�� � ��� � ��# � � A #^����� � # I� =(JE<��`# �	� J�(<��@H$J}� = .@HICF=����=��!8C	� A JD.
HB=������ <(�8AKJ#���� D@Hq� A � Hq�N)8D@C )(Aj�@H <2.@Hq� A � �

& 4



�\��� A�� <�# < C`Aj� � ����� � < !�H$
$#q
 ��� <��(A J� # ?$� AB<�
 � C�( I�$%

ds2 = −e2νdt2 + e2µ
(

dr2 + r2dθ2
)

+ e2ψr2 sin2 θ (dφ− ωdt)2 , � i � ( ( 	

# � CF= ν = ν (r, θ)
#
µ = µ (r, θ)

#
ψ = ψ (r, θ)

J}� A
ω = ω (r, θ)

� 	Y?D!h�-#@?$� C��(C� � ���8A '
,��-.� I� <�� A�� C	��� )(A JD. � � #-< A � <(# HIHq���8A � �@=(<�#�� HB=������ <�� Hq� A � � ����� =(<8A JD. ) =������ A JD. 	 � CE= = � C�'
� C-,I� / C	�(<�� AK���8A �|��
@< A JD.1� � #�<�
9� D@H$
 < !�� ��!8A H$��H��J!�� Einstein

#
Gαβ = 8πTαβ

# J}� A < !��
��!8A H$��H��J!��0)8A��(<����(
 H$
����Z��#�� ,�� A����\'�C��������(# ∇βTαβ = 0

� 	�A$��!(A Hq��Hq� A �2�@=(<�#��-�5� �	� A � � � ���Z'
,���#~�����(#���
 ' ,�������� AKJ#�� )(Aj�� C��(A J}#��;��!(A H$��Hq� A � ��� �����8AKJ#�� � �����-,q�I,ICF=�� � )�� D(<(���(
�� <2.�!�
��
C`A
Gαβ = 8πTαβ

# � �(�g<�
��:<2.�!(
��1C`A ∇βTαβ = 0
	 #gA")8A���� <����(�s���(J}� CEH$J}�~���5� �(# J� AB)(�~� < A �

� �������I# < CE=���� Hq�2�@=(<��	�:<�
	� ��� ,��@H�� � � �����(� � #�� � CF=�����< C�� ���	�-,$�	��H <�
 H <�
	� ���2,��@H�� �:< CF=
Priou (1992)

�f& l �B# � CE=;�����	�+.��	� <�� AI= � #*6I
 J� Aq
:D � ���(!(
 < CF= H <����(� CED  I� C`A CED}%

Tαβ = (ρ+ p)uαuβ + pgαβ − 2µSαβ .
� i � ( 5 	

��<�
	� � ���	� � <J!�Hq
���� =@H <������@H <(#�� !��O��� <(� C	���"!�� (µ = 0) � CF= � ���8A H <��(#� C	�(<�� A <��@?$#J!h��= � .���'
?$CE=������(A �I��
@<8A J`C�EJ�Q)8AKJ��� � CE=�� D��@CF=���< A �-��!(A H$��Hq� A � Einstein

� ��� /	����G< A ����!(A H$��Hq� A �
< CE=
��� =@H < CED 	�H���#~�	�')(A%)(A%.@H <��(< C ���(A �I��
@<8A JD# � ��#J,���� � d 
���� )�� )�� �@CF=��!< A �
<8Aj��#���<J!�� )(Aj�� ?#�2!��
)8=��	��� AKJ���� Hq��J*.��I�gHq
����5� C

(i, j)
< CE= � ��#J,����(< C��	% ν = νi,j, µ = µi,j

J � C � J � ��<�
	� � ���8CFD@Hq�
)(Aj�(<��(A ���:?$�(
 HIAj� C � C`Af� H�������#~�	���;� � # �@=(< CFD��!< CF=������(A �I��
@<8A J`CFD��!J�Q)8AKJ��� (Stergioulas &

Friedman 1995, [50])
� #I, A������ )�
�� A CE=�� ,q� HICF=����1< C ��! C	� A JD.-HI=������ <��(A JD#G� C	�(<�#�� CG�Z� #�

<��@?$#J!h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=`#}��� =@H < CED=�@H <(#����;�	� <��8C	���%!�� �
�d� ��� AB?$�(� HIAj� C #G!�H < #FHBC #}��� ������ |����� CED�����Hq�N) D@C .	����� H$
����5��� � CF==# ?$CE=��2��� JD.��@CF=��

���
<�
=��� <��8AKJ�� � i � ( ( 	 � � C � �(�g< C �5� ��� A*#@<���� < C �@H <�#��8AD)��~� � ���8A H <��(#� |� <�� A � ��< C #��(A C=�@=(<2#
ψ = µ, ω = 0

J}� A #�� � A � ��# C	�`# ν = ν (r)
J� A

µ = µ (r)
� �l���-,R#����@H <��8#D��� ��� ,����M#-, Aj�`#

H <�
	� A HBC@<(� C � A J� ��� <��(A J� � ����# � � � � ? � � l j l � 	�%

ds2 = −e2νdt2 + e2µ
(

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
)

,
� i � (�& 	

, Aj� #~�	��� H <��(< AKJ*# #
Hq |� Aj�(A JD# �@H <(#����G��� <��8C	���"!��`#�J}� A #@?BA�H <�
 ��� <��8AKJ�� � i � l 	 # � CE= �5� �	� A
���K<>D � CE= Schwarzschild

��� �
� � #�! � � ����� � � ��� ��8 � � ��#�� RNS (Rotating Neutron Star)

�"� ��# � � � # � 1"� � ����� ������ � ���"���	��3�� ��#

http://www.gravity.phys.uwm.edu/rns/
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d=� D(<����8C
H$
����5� C � CE=G?$��� /(� A5������ C��-.������ ��� A�
����(��
	���5����<�
��X��� <(�8AKJ���� � i � ( ( 	 H <�� � ����� HIAj�
< CF=

Arnowitt - Deser - Misner (ADM)
 C������	� A Hq� CED:< !�� ��!8A H$��Hq� !��

Einstein
� ��< C	�

 C������	� A Hq�M# �@=(< #	� ���� R!X� A". / CE=���� ��� <��(A%)(A%.@H <��(<(����?D!h�(A J}#��-� � Aj ?.��	� A����-��# Hq� H < C�� <�� <��(� )(A%.('
H <��(< C ?D!h�-#@?$� C	�@C � � ��� <2.(���@H$
�� � #�<�
���� �l� � A� 3.���� Aj��H <�
	��.	����
 ,I� ��� <�� A�����<�
!HB=��K.�� <�
 H$

lapse

#
A
#\�Z�	� 
 J$� �	
 H$
 � .��K!NH < A ��� � A� 3.���� Aj��� ,I� �	� <�� Ah���+< C )(A%.��@=@Hq���

shift
#
Bi

� 	�A
<��(A%)(A%.@H <��(<������ � A� 3.���� Aj���?$�����(JF<�
��	� / C	�(<�� A�� � # <�
	��<(�8A")8A".@H <��(<�
2��� <��(A J� γij �~�	� 
 ��� <��8AKJ��
< CF= <(� <(�(� )(A%.@H <��(< CF=1?D!h� #@?$�8C	�@CF=�,�� .� |� <�� A�����<�
	� � ���(�(JD.(< ! � C��� I� � ����# � � � � ? � � l j l � 	�%

ds2 = −
(

A2 −BiBi
)

dt2 + 2Bidtdx
i + γijdx

idxj ,
� i � ( 1 	

# � CF=1CEA����(< A � A J`C}�R)��5�KJE<���� i, j � �������(CE=�� <8Aj��#�� � � # l !h��(0, Aj�1< A � HB=��(<�� <��-,���#Z�����
r, θ
J� A

φ
#q���8<(� H < C`A ?$� � �G=-,BJ�	� �(C	�(<���� < A � ��� <��(A J}#�� � i � ( ( 	�J}� A � i � ( 1 	 #q� D(JEC	��� HB=�� � ������� �(CE=�����# < A %

Bi =
(

0, 0,−e2ψr2 sin2 θω
)

,
� i � (ML 	

γijBj = Bi = (0, 0,−ω) ,
� i � (@k 	

A = eν ,
� i � ( 4 	

γij =





e2µ 0 0
0 e2µr2 0
0 0 e2ψr2 sin2 θ



 .
� i � 5 j 	

��JEC	� CED��R!h� = � C	� C-,I� / CE=���� <�
	����!2!I,��~�	�+J��� � =	�M#@<�
@<�� (extrinsic curvature)
#
Kij
# J}� A

< C9� ?�@C�(#
K
#q�@=(<���� � ����# � � � � ? Ruoff, Stavridis & Kokkotas 2002, [79]

	�%

Kij =
1

2A
LBγij =

1

2A
(∇iBj +∇jBi)

� i � 5Bl 	

=







0 − e−ν+2ψ

2 r2 sin2 θ∂rω − e−ν+2ψ

2 r2 sin2 θ∂θω

− e−ν+2ψ

2 r2 sin2 θ∂rω 0 0

− e−ν+2ψ

2 r2 sin2 θ∂θω 0 0






,

K := K i
i = γijKij = 0.

� i � 5 i 	

��< C	�
ADM

 C�(���	� A Hq� #=�I� ���	�� |����� CFD���� J� A`H <�
 HB=��	# ?$� Aj� � ��� < C�� ?$�(
 HIAj� C � C`Af� HBCE=����
H < Cc� �� 3.	��� A C ( J}� A�HB=-,BJ}� J}�(Aj��#~��� H <�
	� �X� #@<�
@<�� ( � ( � i # � CE= �I� � �8CFH � ����� HBCE=����9���
,��-. 6 CE=�����< A � ��!8A H$��Hq� A �

Einstein
H�� J}�(<2.	����
���
 � C��� ���, Aj� ���8A �I��
@< A J��� � �j� =@Hq
 Hq� ) D@C

)(Aj�@H < .@Hq� A � �

1 l



� ��� � ��� 
���� � ��&'� 
 � � �	������� ��� 
 ����� � 
"!$#%


� �X�����;���-,$��
@< A Hq��#Z�@C�;�@H <�#��(���2�	� <��8C	���%!�� )��Z�1= � # J}� A <�� A HB?}
����(< A J}#�� � ������� C�( I��Hq� A � J}� A

s��� <(�8AKJ�� � CF=-< C�� � ���(A ,�� .� |� A^��� ��� A�
 �")(Aj�s��� �@=(<��	���~�K#�:H <��(< AKJECED`#gHq |� Aj�(A J`CFDs�@H <�#����
��� <(� C	���"!�� � ����# � � � � ? � Konno, Obata & Kojima 1999, [54]

	�%

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2.
� i � 5 ( 	

� <(� <(�(� ' <��@?$D(<�
@<��-< CE=9�@H <��(A J`CFD9��� =@H < CFD � CE= � � CFJ`D � <�� A HBD��� 3!���� ��� <�
	� � ����� � .��-!
��� <��(A J� �5� ��� A}
 ��!����	%

uα =
[

e−ν , 0, 0, 0
]

.
� i � 5 5 	

�G?}����� i � l % � �-,$��
@<8A J}#�� ,���������#��9�~�K#�9��! C	� A JD.�HB=������ <��(A J`CFD`# � C	� C� A") CED��9���-,$�	
@< A J`CFD
� �$)	� CF= H��1#Z����� Hq I� A��8AKJ*# �@H <�#��(� ��� <��8C	���"!�� ��� H <������ #  I� CEA"# � ����# � � � � ? � Sotani,
Kokkotas & Stergioulas 2007

# � l$5 � 	 �
��� !h�8CFD���� #@<8A < C=���-,$�	
@< A JD# � � )	� C < CE= �@H <(#���� �5� �	� A�#Z������!8C	�@AKJ*.!HB=������ <��8AKJ*# # � C	� C�� A '

)�#��d���-,$�	
@< A JD# � �$)�� C!< C C � C}� C&)�
�� A CE=�� ,��5� <�� A	� � # #~��� <�� <����\'��(� D���� Jα = [0, 0, 0, Jφ]
� � �('

���h�!< C 
���� JE<��8AKJ*# � �$)�� C ��� ��� A$� HBC ������
M)�#~� H <�
	�eA%)���� A J� ���-,$��
@< C�� )��8C+)8=��	���FA J� � �8CEHq#J,}'
, A H$
$#I< C 
���� JE<��8C����-,$��
@< AKJ*#1<�� <����;'�) =������ AKJ*# # ?$� ABJ� A��@=(<2#9�M#	�@C

φ
'�HB=�� A H <���Hq�`#

Aα =

[0, 0, 0, Aφ]
� ��� ) D@C�<�� <����9'P)(Aj���@D@Hq���(<��

Jα
J� A

Aα
HB=�� )(# C	�(<�� A ��# HG! <J!��u��!(A H$��Hq� !��

1@i



Maxwell
� ����# � � � � ? � Jackson 1962, [99]

	�%

∇βFαβ = 4πJα.
� i � 5 & 	

	
Fαβ
C	�@C�� . /(� <�� AB<����(=@H <����

Faraday
J� A HB=�� )(#�� <�� AI����< C+<(� <(�(�=' )8=��	��� AKJ*#

Aα
����<�


HB?$# H$
 � ����# � � � � ? � � 4 4 � 	�%
Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα.

� i � 5 1 	
��A C �����	� =(< A JD.`# < C ��� . � <>=-,����+<�
��e�d!�� HG!�Hq
�� � i � 5 & 	 )	� �	� AA� A�� )8A")8A".@H <��(<�
�������� A � < AKJ�� )(A '
�� C��(A J�=��!	� HG!�H$
 ���������(A J}#�� � ���(�-,q�I,ICE=�� (Konno, Obata & Kojima 1999, [54])

%

e−2λ ∂
2

∂r2
Aφ +

1

r2
∂2

∂θ2
Aφ + e−2λ

(

ν ′ − λ′
) ∂

∂r
Aφ −

cot θ

r2
∂

∂θ
Aφ = −4πJφ.

� i � 5 L 	
	�AHB=������ <�� Hq� A �

Jφ = Jφ (r, θ)
J}� A

Aφ = Aφ (r, θ)
� J |� . /8C	�(<�� A/���-<�
 �FC��	�|� A��^<J!��

� C	� =K!��@D�� !�� Legendre
!h����!���� � ����# � � �f& 5 � 	�%

Jφ =

∞
∑

`M=1

j`M sin θ
dP`M
dθ

,
� i � 5 k���� 	

Aφ =

∞
∑

`M=1

α`M sin θ
dP`M
dθ

,
� i � 5 k(��� 	

# � CF= j`M = j`M (r)
#
α`M = α`M (r)

J� A�# � CE=9
 < A���� < CF= `M J}��� C��	� /(� A <�
 ,�� !h��� <��	� �
< CF=9���-,$�	
@< A J`CED � � )	� CE= � ' Aj� )(A � C	� AKJ*#s���-,$��
@<8A JD# � �$)�� Cu��� ��� A `M = 1

C � #@<��;� A HR.-,IC	�8<����
< A � �G?$# Hq� A � � i � 5 k 	GH <�
	� �d!�� HG!�Hq
 � i � 5 L 	GJ� AI?$��
 H Aj� C � C`Af���(<�����<�
	� <��@=(<2#@<�
@<��}%

d2

dθ2

(

sin θ
dP`M
dθ

)

− cot θ
d

dθ

(

sin θ
dP`M
dθ

)

= −`M (`M + 1) sin θ
dP`M
dθ

,
� i � 5 4 	

, Aj�
`M = 1

#(J}�(<��	���K,ICE=�����H <�
-� C	�(C*)(A%.@H <��(<�

HI=����	��
N)(Aj�� C��(A J����!�� HG!�Hq

(Konno, Obata

& Kojima 1999, [54])
%

e−2λ d
2α1

dr2
+ e−2λ

(

ν ′ − λ′
) dα1

dr
− 2

r2
α1 = −4πj1.

� i � &@j 	
' A�� < C � HG!g<����(A JD#-< CE=��@H <�#����9
 HB=�� .��><�
 Hq


α1 = α1 (r)
= � C	� C-,I� /�� <�� AD���8A �I��
@< A JD.u� � #

<�
	� � ����� � .��-! ��!	� HG!�H$
 � ' A�� < C ��!2!g<(���(A JD# < CE=G�@H <�#���� = � .�� ?$� Ah
 ,$�-!�H <��G���	�	� =(< AKJ��
� D@H$
 � ����# � � � � ? � Wasserman & Shapiro 1983, [52]

	�%

α1 = − 3µb
8M3

r2
[

ln

(

1− 2M

r

)

+
2M

r
+

2M2

r2

]

,
� i � & l 	

1 (



# � CF= µb �5� �	� A�
 ���-,$�	
@< A J� )(A � C	� A J� �8C � � � CE=2��� <(� .�� A}#~�	��� � �����(<�
��(
@<�����H < C . � � Aj�8C � 	�A
)8D@C�� D@Hq� A �(#D� HG!g<����(A J�+J� A ��! !g<����(A J�$# � �(# � � AK�	� <�� Aj�(A%. /8CF=��+C����	�M. H <�
	� � � A� 3.���� Aj�+< CF=
�@H <(#����+J}� A �@=(<2#;H$
������ ��� A=#@< A 
-HB=�� .�� <�
 H$


α1
� ��# � � A����1��� ��� A HB=���� ?}���eJ� AD��� HB=���� ?}�

� �(�g<�
 � ���-.-,O!I,IC H < C H$
����5� C r = R
%

α

� � HG! 	
1

∣

∣

∣

∣

R

= α

� ��! ! 	
1

∣

∣

∣

∣

R

,

dα1

dr

� � HG! 	 ∣
∣

∣

∣

R

= dα1

dr

� ��!2! 	 ∣
∣

∣

∣

R

.

� i � &@i 	

� J}�(<����@C����
< CF=
<�� <��(�O'A��� D����(< C�
j1 = j1 (r)

# � CF=-���� I����� /(� <�� A>H <�
	� �"!	� HG!�H$
 � i � &@j 	 #-)��~�
� � C�����(���l�5� �	� A��~�(<������h�"�@=��I��� �(� <�
��	���M.�C |������� A5��� � ��
��(�5��� A���HI=��(���@J
�C	� CFJ��
��2!�HIA��M#@<�
�'
<���� � ����# � � � � ? � Bonazzola, Gourgoulhon, Salgado & Marck 1993

# �f& ( � 	�J}� AD�@=(< #
� ���(A C�	�"/�� Ag<�
^HB=��	��� <�
 HIA��(J�� <�
���� C�( I� � ��<�
	� � ���8CFD@H�� ������# <�
 �(J`C	� CF=�� CFD���� < CF=��

Konno, Obata & Kojima (1999)
�f& 5 � J� AI?$��
 HIA�� C � CEA CED�����<�
	�eJ�(<����(C���$%

j1 = f0r
2 (ρ+ p) .

� i � & ( 	

f0
�5� ��� A H <����|���-. � CE= � �8CEHO)8A C��� /�� <�� A�� C	� #@< Aj��� � � # <�
	� �� |����� C-,q� < !�� �G=�����
@J��� � i � &@i 	 �

	�A HI=��@A H <���Hq���G< CE=����-,$�	
@< A J`CFD � �$)	� CF= Hr = Hr (r, θ)
J}� A

Hθ = Hθ (r, θ)
= � C	� C-,I�"/8C	�(<�� A

� � # < A � HB?$# Hq� A � � ����# � � � � ? � [54]
	�%

Hr = − eλ−√
4πr2 sin θ

∂

∂θ
Aφ = −e

λ− cos θ√
πr2

α1,
� i � & 5 ��� 	

Hθ = − e−λ√
4πr2 sin θ

∂

∂r
Aφ = −e

−λ sin θ√
4π

dα1

dr
,

� i � & 5 ��� 	

� ��� ���@C	�(<����!= � #*6I
0# < A
Hα = Bα/

√
4π
J}� AO#@<8A %

Bα =
1

2
εαβγδu

βF γδ.
� i � &�& 	

εαβγδ
�5� ��� A$C:<����@=@H <����

Levi - Civita � CE= HB?$� <(� /(� <�� A�����<�
 ��� <(�8AKJ�� � i � 5 ( 	 � ��#�� C�(#BH < C
�+#�(� A C � #	� C+< CF= �@H <�#����=��� <�� C����"!�� (θ = 0, r = R)

�5� �	� A
Bθ = 0

J}� AI# <>H A|
 #~�(<��@H$
 < CF=
���-,$�	
@< A J`CED � �$)�� CE= B2 = BαB

α = BrB
r +BθB

θ � J�5����� ��� A %

α1|R =
R2

2
B.

� i � & 1 	
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� ��� � ��� �	��� ��� ��� ��� ��� ��� ��������

	�A � C	� =(<��8C � A J}#�� J}�(<��@H <��(< AKJ#�� ��!8A H$��Hq� A � )�� �(CE=��`#BHB=����	�3!h�(#|��� J� <2.:J�	��#�� � �(�g<����2� JE< A '
��� Hq� A � <J!�� � � C@<(�~��� Hq� .(<J!�� � CE= 6?.@?�(CE=���� � � ?$�(� H$
 � ��������# <�� !�� �M.�� � � A <��(# � � Al���
)(
�� A CF=��2,ICFD������(JD#��
eJ� AB<�� ��� � C	� =(<�� C � AKJ*.:A HBC*) D�������� ���$< !�� � �(�-,����(<8A J��� J}�(<��@H <��(<8A J���
��!8A H$��H��J!��^J� A�# < HIA #�� � # )8=��	���FA J��� . � C*6I
��(#
<�� � � C@<�����# Hq���(<��c<�
�� ������# <�
�� ���1�+.@H$

� C	� =(<��8C � A JD.�� C	�(<�#����1�5� ��� A � C`A C@< AKJ*. HO!�H <2.-J� A � CFHIC@< A JD. � C	� D J`C	�(<2. H <�� � ���-,����(< AKJ*.
� � C@<(�~��# Hq���(<�� �

�G?}�����ei � i}% � ��� � D	����� M −R � �M. /����O'h�(JE<(� �����
	I, A��;� C	�8<(#~��� �@H <(#�� !������ <(� C	���"!������-�(�Z'�	� A H < AKJ#��J}�(<��@H <��(< A J}#�����!8A H$��Hq� A � � �G=�� ) = . /8C	�(<�� A CEA J�(<��@H <��(< A J}#�����!8A H$��H�� A �
A, WFF3,

APR
J}� A

L
, Aj�1< C	� � HG!g<����(A JD# ��� =@H <2# � =��(�	�	�`#q���!< A � J}�(<��@H <��(< AKJ#��;��!(A H$��Hq� A � DH

J� A
NV

, Aj�e< C	� ��! !g<����(A JD#:H <������$#  I� CEA"# � ��< A �
soft
J}�(<��@H <��(< AKJ#�����!(A Hq��Hq� A �

(A, WFF3)
C

 I� CEA"#��N)��Z� �	���M. /(� A$Hq
������8<8A JD.e<�
	� J}��� � D	��
 M −R � �l�(<(� �I� <��`#BH < A �
stiff
J}�(<��@H <��(<8A J}#��

��!8A H$��H�� A �
(APR, L)

#�
 � � Aj� C-,q�1<�
�� J}�(<��@H <��(< AKJ���� ��!�� HO!�H$
��N, Aj� < C	�  �� C`A%#
(DH, NV)� � C�����K�	�1� � A� I#���� A���!(A CEH$
����5�"!g<�����)(Aj�� C��8C � CEAj� Hq� A � � ����# � � � � ? � Sotani, Kokkotas &

Stergioulas 2007
# � l$5 � 	 �

' A�� � A C ��!(A%# � A H <�� � � C <�����# H����(<��`#�?$��
 H Aj� C � C`A CED���� ( 5 � C	�(<�#���� �@H <�#�� !����	� <��8C	���%!��
HB=�� ) = . /8C	�(<����e<8A � �����	� A H < A J}#�� J�(<��@H <��(< AKJ#�� ��!(A H$��Hq� A �

A, WFF3, APR
�

L
, A�� < C��

��� =@H <2# � =��(�	��� � ����# � � �f&MLE#|&@k`#K& 4`#�1@j � 	-��� < A �eJ}�(<��@H <��(< AKJ#�� ��!8A H$��H�� A � DH
�

NV
, Aj�

1�&



< C	� H <(�����$#= �� C`A%# � ����# � � � 1 l #*1@i � 	 � ' A�� J*.��I�l#Z�����2� � # < CE=���C@?`<�� � �8CFJED � < C	�(<����
HB=�� )8=('
�@Hq� CED��(#IJ}�(<��@H$J� = . /8CF=������ Aj� �(JEC	� CE=��|� �=� C	�(<�#�� !�� ���8?q�"/8C	�(<������ � # #~��� � C	�(<�#�� C � A J}�����
�M. /����(# � ���	� � CE=s� Hq
�� ��� l � 5 �

�

J}� A� I< .��(C	�(<����(#�Hq� �������(<�� j � i(�
�

#�H < C � C	�(<�#�� C ��#J, A '
H <�
����M. /���� � CF=�� � A <���# � � A�
 � JD.@H < C@<���J}�(<��@H <��(<8A J�;��!�� HO!�H$
 � ��=(<2# < C;� C��8<�#�� C ��#J, A H <�
��
�M. /�������� ��� A

&
l � 1`# l � k`#Bi � i J}� ABi � 1(�

�

, Aj� < A ��J}�(<��@H <��(< AKJ#�����!(A Hq��Hq� A �
A, WFF3, APR

J}� A
L
#|���(<(� H < C`A ?$� � �G?}����� i � i 	 � ��< C	�:��� ���(J� i � l � ���8CE=@HIA%. /8C	�(<�� A C`A3,��~�@AKJ#�� A")8A"#@<�
@<����

(bulk properties)
<J!�� ( 5 �@=(<���� � C	�(<�#�� !�� �

��?$��� Hq
 �(���	� A H < AKJ����eJ}�(<��@H <��(< AKJ���� ��!(A Hq��Hq� !��=� � C@<������5�q� � A <��(JE< AKJ�� ���K.-,BJ
 , Aj� <�

HBD-,I?$�8C	�	
-�!H <��8C� =@HIAKJ�� � 	�A��@H <��8C	�@C��FA J}#�� ���@A ?��� =(< A J}#�� )(Aj�(<2.�!�� A � � �5� <�� � � #FJ}� A <�� A , Aj�
��� A ?��� =(< A J}#�� )(Aj�(<2.�!�� A �-
���� JF<(� C���-,$�	
@< A J���O�(JF<8A �@C��FC	��� ���(#��5� <���, Aj�;���@A ?��� =(< A J}#���)(Aj�(<2.�!�� A �
�����8=(< A J���;�(JE< A �(C��FC	�������
	 HB=��	� ?}�h�����~�@<8Af���@C	�8<�� A J}� AA�M.�� )	� �(CE=��eC	� C#~�	� � A C1��� � < C��������� �
��� <��(� Hq� A ��J}� A � A C �~� )8A��� I#��8C	�(<�� � � C@<�����# Hq���(<�� � � �I� !h�(
@< A J� ����� ,$�	��H$
cC� |�5�j��� A"���
�(J`C	� CF=���� H�� A � J}� A���� � � A J`CE=���� Hq� A # � ��� .	����
���� 	��@=(<��	� <�
	� <�� ?�(C	� C-, AKJ�� � � #EC+)8C � 	�A
� �	��� A"#@<����(��� � JF<8Aj��� Hq� A � ���K<2.�!(
�� ���J,�#~� CF=�� ��� � �(# � � A\��� ���8< AKJ�(<��@H <���� CED�� � � # � #EHBC4< C
)8=��	�(<2# 	 � CEHBC@< AKJ*.;�(J�(A ���5� ��� JE< Aj��� Hq� A � �


2���(<���� CEA ��� �I�;�5� ��� A H�� ,ICE=���� ���J,R.	��
 � ����# � � � � ? �
Spyrou 1987

# � ( 4 � 	 � ' Aj� � ���-. )(� A ,����`#�CEA � C	� =(<�� C � AKJ#���J�(<��@H <��(< AKJ#��G��!8A H$��Hq� A �G�5� ��� A
?$�(� HIAj�����N, A�� ��� � �(�g<���� � JF< A���� Hq� A �����q�0, A�� ����� JF<8Aj��� Hq� A � < .�!�
������J,�#~� CE=������$�	���M.0, A�� � �(�-,}'
���(< AKJ*.
?$��� HIA������ � C <�����# H����(<��`# � CE=/�I��� � C��8CFD@H����"����HI=-,BJ�(A � CED���J}� A����O����� ,I?� CFD��\��� <��
� �����(<�
��(
 HIAj�(JD.N)(�$)8C���#~���`# � �(# � � A�����?$�(
 HIA�� C � CEAj� HBCF=����/�����	� A H < AKJ#���J�(<��@H <��(< AKJ#��O��!8A H$�^'
Hq� A � � � .	� A H <��`#��(J*#��
:J$AA�@=(<�#�� C`A J}�(<��@H <��(< AKJ#�� ��!8A H$��Hq� A � � ��# � � AI���1?$�(
 HIA�� C � CEA CED��8<�� A
����� � Aj D	����!�
 J}� A$���J,R.	��
 � � CEHBC@?}� � ����# � � � � ? � Spyrou & Stergioulas 2002

# � 1 ( � #G# � CF=
���eC�����+J}� A HB=���� � � ?$�(� H$
�� Aj���eJ}�(<��@H <��(< A J��� ��!	� HG!�H$
��(# ��!(
K,���� <�� AK
 � ��� .�!��~��
 HB=�� � ��'
�(Aj C��-. ���

backbending
���BH <�
 � C � � � )�� .���� Aj�����~�K#���@H <�#���� �	� <��8C	���%!�� � CF= � ���(A H <���#� I� <�� A

C	� C#Z��� J� A � A C9��� ,R.�� 	 �
��� 3�1
���� # � Glendenning 1997 � -��	��
 ������
 
�����5� � � �&# � �� � ��#����1"!5#�� ��� � 4�!5#���+(����&# � �
��� � ���*6 �(�� �

� � ���� � ��� � �1"!��$� � #�� ��6 � '������9��' ��# � ���	�#��2� �1"!��$� � #	���
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��� ���(J���
i � l % � . /����
M
� Hq��

�

	 #�(JE<(� �	���
R
� Hq�

km
	 #EHB=�� � �-,R#@<�
@<���� M/R

J}� A`HB?$� < A JD.
� .@?}
 H <(����� CFD  I� CEA CED ∆r/R

��� 	 , A�� ( 5 )(Aj�� C�(� < AKJ*. � C	�(<�#���� �@H <�#��2!�� �	� <��8C	���%!�� � 	�A
)���� JE<�����H < A � C	�@C����@H�������<J!�� � C��8<�#�� !��e= � C+)(
������@CF=�� <�
 �M. /�� < CE=�� �

Model R M/R ∆r/R (%) Model R M/R ∆r/R (%)

A+DH14 9.49 0.218 4.88 A+NV14 9.48 0.218 6.34
A+DH16 8.95 0.264 3.40 A+NV16 8.94 0.264 4.46
WFF3+DH14 10.82 0.191 6.04 WFF3+NV14 10.81 0.191 7.84
WFF3+DH16 10.61 0.223 4.72 WFF3+NV16 10.61 0.223 6.12
WFF3+DH18 10.03 0.265 3.40 WFF3+NV18 10.03 0.265 4.42
APR+DH14 12.10 0.171 7.14 APR+NV14 11.93 0.173 9.06
APR+DH16 12.09 0.195 5.84 APR+NV16 11.95 0.198 7.46
APR+DH18 12.03 0.221 4.78 APR+NV18 11.92 0.223 6.12
APR+DH20 11.91 0.248 3.88 APR+NV20 11.82 0.250 4.98
APR+DH22 11.65 0.279 3.04 APR+NV22 11.58 0.280 3.92
L+DH14 14.66 0.141 9.20 L+NV14 13.57 0.152 10.8
L+DH16 14.78 0.160 7.80 L+NV16 13.82 0.171 9.26
L+DH18 14.83 0.179 6.62 L+NV18 13.99 0.190 7.94
L+DH20 14.81 0.199 5.64 L+NV20 14.09 0.210 6.80
L+DH22 14.72 0.221 4.76 L+NV22 14.10 0.230 5.80
L+DH24 14.54 0.244 3.98 L+NV24 14.02 0.253 4.88
L+DH26 14.12 0.272 3.20 L+NV26 13.68 0.281 3.92

� ��� ��� ��
��� ����
 � 	��
	 � ��� 	 ����	�� �	����� � � � �
� � � ��������� �

��<�� � � #����Z��� J�� ?.	��� Aj� <�
��&)(A%)��(JF< C�8AKJ������@=(<����&)(Aj�(<��(A �����(#B?$�(
 HIA�� C � CEA CED����!HB=@?�K.=� � ��#��
� C	� =(<��8C � A J}#��!J�(<��@H <��(< A J}#�� ��!8A H$��H�� A � <�
���� C�( I��� � ����# � � � � ? � Tooper 1964, [55]

	�%

p = Kργ ,
� i � &ML 	

� � )(Aj�(���(< AKJ#��!J}�(<��@H <��(< AKJ#��;��!(A H$��Hq� A ��<�
�� � C��� ���� � ����# � � � � ? � Tooper 1965, [56]
	�%

p = KργB ,
� i � &@k���� 	

ρ = ρB + np,
� i � &@k(��� 	

# � CF= ρ = ρ (r)
�5� �	� AD
 � =(J�� #@<�
@<��u� . /(��� '��~��#��2,�� Aj���(# ρB = ρB (r)

�5� �	� AD
 � =(J�� #@<�
@<��
�����8=@C	�@AKJ����9�M. /���� J� A

p = p (r)
�5� ��� A�
 � � � H$
 � 	�A�H <����I����#�� K # γ J}� A n ��� ��� A�
 � C�'

� =(<��8C � A J� H <����I���-.`# C � C	� =(<��8C � A JD#�� � J��I# <�
�� J}� A C � C	� =(<��8C � A JD#�� )(�5� JF<�
��(#I���(<(� H < CEA ?$� �
� � <���!8De< CE= � C	� =(<��8C � A J`CFD=� J��I# <�
 J� AB< CE= � C	� =(<��8C � A J`CFD )��5�KJE<�
:A HB?$D�� AI
:HB?$# H$
$%

γ = 1 +
1

n
.

� i � & 4 	
' A��+<�
	� � � #+)�� Aj!(
 <�
�� HI?$# Hq
�� � i � &@k(��� 	!H$J}�� I<2#���@H <���!h� ��!(���	%���� �+HB=��	�	��
��  =@HIAKJ��

� ����� ) C@?}� , Aj�;< C �I� !h�8CFD����Z�@CG =@HIA JD# HBD@H <�
���� � �$)��#I, A���< C �(� =@H < #I#I, A���< C	� �@H <�#����

1ML



��� <(� C	���"!�� 	��5� �	� A�
 )(Aj�(<�����
 H$
 <�
���HB=��(C	� AKJ����O����� =@C��@AKJ������ . /(����< CE= � �����I� !h��� HICF=�����#@< A
#~�	���e< = � A JD#��(# H < C`A ?$� Aj�Q)�
�� #-,BJEC�e< CE=u�@H <��(A J`CFD1��� =@H < CFD1# ?$� A � =(J�� #@<�
@<����~�	#��2,�� Aj��� ρ #
� =(J��K# <�
@<�� �����8=@C	�@AKJ����2�M. /(��� ρB J}� A � =(J�� #@<�
@<�� � HO!g<����8AKJ���� �I���(� C*)8=��	��� AKJ����2�Z��#�� ,�� A����
ρBΠ

� � #@<(� # = � C��I# < C	�(<�����)(Aj�(<����(
 H$
1< CE= ���(A �I� CED:< !�� ����� =@C����"!�� � ��������
@<�#�� � ���8CE=@H����
���(< AKD	��
�� � ����# � � � � ? � Fock 1964, Chandrasekhar 1965

#�� l j@j$#O1 5 � 	 #D,��-.� CF=�����%
ρ = ρB + ρBΠ.

� i � 1@j 	

Π
�5� �	� A�
 � HG!g<(���(A J���I���(� C+)8=��	���FA J���~��#��2,�� Aj�����K.�� C��K. )��-� . /(��� � ��<�
�' �~� A J����� !h�	����<�
��
�G?$� < A JD#@<�
@<����(#(CEA( =@H A J}#��gA")8A"#@<�
@<����g< CF=
H < CEA ?$� Af�Q)8CF=��"�@=(< CED #-,BJECE=GJ}��� C��	� / C	�(<�� A � �����2!h�
� � #c< C	� <����(=@H <�� �~��#�� ,�� Aj���9' C�(����� < CE= � ��� !h�(���8<���� #@< A�C H < CEA ?$� Af�Q)(
�� ����� #-,BJ`C�
� � C@<(�~���5� <�� A� � # A")(��� A JD# ��<�#���� A C ��� =@H <2# (perfect fluid)

#����
Tαβ = (ρ+ p)uαuβ+pgαβ

#
� � CFJ����5� CE=����=��!1��� ?}���:<�
	�-D � ����!�
 ��
 ?$���@A Hq�����s� � #EH��� H$
��1J}� A^��� <��� C� .�� �I���(�M# <�
@<����
J}� A � ���8A���#~�(CE=���� #@< A`C #-,BJ`C�l�@=(<2#�O�I� � JF<(�~���5�� � CFJ���� A H <8A JD. A Hq�~�(<�� C � AKJ#�� � � )(Aj�(���(<8A J}#��
	
J$A �	� Hq� A � � ��=(< # � �-.-,����(< A�HI=�������� ��� A J}� AX� � C*)(� A J��@D�� <�� A�� � # < C	�;HB?$� < A J$A H < AKJ*# �K#� C )(A '
�(<����(
 H$
�� �~��#��2,�� Aj����'�C�������� � ����# � � � �����(J*.(< ! J}� A Chandrasekhar 1969

#�� 1�& � 	 �
	 �K#� C��)(Aj�(<����(
 H$
����~�	#��2,�� A����\'�C��������(# ∇βTαβ = 0

#$�� CFD;���	� � <>=@?�I�5�`J}� A`HB=@H <��	���5�
���
uα
�
uα∇βTαβ = 0

	 #3)�� �	� A %

∇α (ρBu
α)

(

1 + Π +
p

ρB

)

+ ρBu
α

[

∂αΠ + p∂α

(

1

ρB

)]

= 0.
� i � 1 l 	

� � ����� � .��K!s��!�� HO!�H$
�CE=@HIAj�@H < A JD.��M.��h��#�� A-#@< A�
 )(Aj�(<�����
 H$
�<�
��d�M. /(����J� A(
P)8A��(<�����
 Hq
�<�
��
�~�8<(� C � � ��� )(�~�1��� ��� A�������!-.�� <�
@<���� H <�� � ����� H Aj� <�
��:' �~� A J���1��� !h��� ���e<�
��1�G?$� < AKJ*#@<�
@<���� �
���(�-,����(<8A JD.`#�)(Aj�(<�����
 H$
 <�
�� �M. /���� Hq
������ ��� A ∇α (ρBu

α) = 0
J}� A <2#@<(� 
9��!	� HG!�H$
 � i � 1 l 	

HB=���� � .-,�� <�� A uα [∂αΠ + p∂α (1/ρB)] = 0
)(
���� )(� # ?$CE=���� �	��JD.��(CE=���� ��� A Hq�~�(<�� C � AKJ#��

� � )(Aj�(���(< AKJ#��
	���� <��(�FC	��#��:< CF= HI=@H <������(< C� � 	 � ���g< C� �K#� C�e<�
��1������� C+)8=������ A J���(#;, Aj�
<�# < CEA CE= �5�")8CF=������ <��(�FC	��#�� �

dS = 0→ dQ = 0
	 #G,��-.� I� <�� A %

0 = dQ = TdS = dΠ + pd

(

1

ρB

)

.
� i � 1@i 	

��� !h�����(<����l� A�� HB?$# H$
 � � � Hq
��\' � =(J�� #@<�
@<���� <�
���� C�( I��� p = KργB
� ��� � HB?$# H$
 i � &@k���� 	 #�


��!�� HO!�H$
 � i � 1@i 	�� D��	� <�� AI�����	� =(< AKJ*. !h� � �8C�� Π
J}� A?)�� ��� A

ρBΠ = p/ (γ − 1) = np
� � ��<>HIA #

= � C	� C-,I� /(� <�� A	
 � =(J�� #@<�
@<��-� . /(���h'K�~��#�� ,�� Aj���	% ρ = ρB+ρBΠ = ρB+np
� )�
���� )(�l
!HB?$# H$


1@k



i � 1@j J}�(<��	���K,�� AEH <�
 HB?$# H$
ei � &@k(��� 	 � ��< C ��� =(<����	� A C0#��(A C � � C��8CED����/�	� � ���(�	���5� 6 CE=�����< C	�
)�� D(<(���8C #�8C1H < C )(��!(A%# ��#�� C���<�
���HB?$# H$
�� � i � 1@j 	

(ρ = ρB)
� � � C�8CFD����l��� = � C��|# HICF=����8#

���=��� ,����M#-, Aj�`# #@< AD�M#	�@C 
9����� =@C��@AKJ����M. /�� HB=���� A Hq I#���� A H <�
-HB=��@C	� A J�s� . /(� '��Z��#�� ,�� A��
< CF=�H < CEA ?$� Af�Q)8CE=�� #-,BJ`CF= � � �A�@=(<��	�-<�
	� � ���	� � < !�H$
 A HB?$D�� A�
�HI=��(���@J
 )8A��(<�����
 Hq
��1<�
��
�M. /����(# ∇α (ρBu

α) = 0
#h���	��!-.��><�
@<��u� � # <�
;HB=��(�I�@J�
�<J!���A Hq�~�(<��8C � AKJ���� J$A �	� Hq� !�� J}� A

C`A HB?$# Hq� A � � i � &@k 	����K.-,IC��8<�� A H <�
 HB?$# H$
 � i � &ML 	 � ��#�� C�(# H < C-��� =(<������ A C #��(A CI#K
 HB?$# H$

∇α (ρBu

α) = 0
��� .-,�� <�� A H <�
0,$�K!�H <�� ��������!	� HG!�H$
:HI=��	# ?$� Aj��� �
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�G?}����� i � (}% 	!?`<�� )8A��� C�(� < AKJ#��GJ}�(<��@H <��(<8A J}#��-��!8A H$��Hq� A � � HB?$# Hq� A � � � � Hq
��/' � =(J��K# <�
@<����
	 #
� CE= � �8CFJED � < CE=��O� � #�< C	�
HB=�� )8=��@Hq�M#�<�� HBHO.�� !�� J�(<��@H <��(< AKJ����l��!(A Hq��Hq� !�� , Aj� < C	� � =��(�	���
(A, WFF3, APR, L)

��� ) D@CeJ}�(<��@H <��(<8A J}#�����!(A Hq��Hq� A � , A�� < C	� H <����(�$#= I� CEA"#
(DH, NV)

�
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� ��� ��� � � �� 	�� ��	�� 	 � � � 	 ����	�� � ����� � � � � � � � ��� ��� � �

	�A J}�(<��@H <��(< AKJ#�� ��!8A H$��Hq� A ��, Aj� <�� ( 5 � ����� � .��K! � C	�(<�#���� �@H <�#��2!�� ��� <(� C	���"!��  |��� �@C	�(<�� A
H < C��G?}����� i � ( � � � A��$)(� � �����(<�
��8CFD���� <�
1��� <2.(���@H$
�� � # soft

J}�(<��@H <��(< A J}#��=��!(A H$��Hq� A �

(A) � � C� stiff
J}�(<��@H <��(<8A J}#��-��!8A H$��Hq� A �

(L)
� � 	!HIC=�� C� .!<8A � ) D@C J}�(<��@H <��(<8A J}#�����!8A H$��Hq� A �

H <(����� CFD  �� C`A CFD
(DH

J}� A
NV)
# � ���(�(<�
�� CED����'#@<8A|
 ���~� � ���g<�
9!�� J$A � .�� A Hq� � =(J�� #@<�
@<����

' 1.28×1014gr/cm3 �Z�	��
�)�� D(<�����
�!�� J`A �K.�� A Hq� � =(J��K# <�
@<���� ' 2.4×1014gr/cm3 � � � � H$
��(#
C`AM)8D@C J}�(<��@H <��(<8A J}#��l��!(A H$��Hq� A �
H <����(� CED� I� C`A CED')(Aj�� |#�� CE=��
J}� A H < CeH$
����5� C

neutron drip
�

��<�
	� � ���g<�
 �@=(<2# � ��� CE=@HIA%. /�� <�� ABHq� � =(J��K# <�
@<���� ' 3.5× 1011 gr/cm3 �~���cH <�
	��)(� D(<����(

Hq� � =(J��K# <�
@<���� ' 4.3× 1011 gr/cm3 �
� ��� ��� � ��	���� � ��	���
 � � � � � �����
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�G?}����� i � 5 %G� �(<����@C����1< CF= � )8A��(���(< A J`CFD )(�5� JF<�
$#B'�#3, Aj�:<(# HIHq���(� )8A��� C�(� < AKJ*. �(���	� A H < AKJ*.
�@H <(�8AKJ*.9� C	�(<�#���� � �\�;���J,R.	����� � =(J��K# <�
@<���� � ���(�(<�
��8CED���� Hq
������8<8A J}#�� )(Aj�� C�(#�� �	���M. H��
� =(J��K# <�
@<����&# � CF=e= � .��8?$� ABH <(�����$#��� I� CEA"#��(#$C`AO)(Aj�� C���#����@=(<�#���������� D��(C��8<�� A �

�\�X#~����� � �	���M#���~�(C-�@H <�#����`# C`A )(Aj�(<����(�@?$#��g<�
�� � � � Hq
�� J� A <�
�� � =(J��K# <�
@<�����HB=��K)�# C	�(<�� A #
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�G?}����� i � &}%�� 	 � !h�
J}� AEH < C:�G?}����� i � 5 �	���M.&, Aj� < A ��J�(<��@H <��(< A J}#��-��!(A H$��Hq� A �
APR

J}� A
L
�

HB=��	�	�R!h�(#}���G<�
	� <��@?$D(<�
@<�� < CF=2� ?$CF=`#
c2s
%
δp = c2sδρ

� � <��@?$D(<�
@<�� < CE= � ?$CE=`#����G<�
 Hq� A�� .
<�
��(#^� J} |� . /�� <�� A ��� <�
9�FC��	�I� Aj� < CF=u� )8A��(���(< A J`CFD )��5�KJE<�
$# '�# C�C � C}� C��e= � C	� C-,I� /�� <�� AD� � #
<�
	�eJ�(< .@H <��@H$
 A HBC�(�8C � �����	% Γ := (ρ+ p) /p (dp/dρ)

� ����# � ��J}� AIHI?$# Hq
�( � l LeJ���I�h�!J� A #
, Aj� � ��� . )�� A ,����`# Douchin & Haensel 2001, [61]
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� ��� <��(�FC	���1< CF= � )8A��(���(< A J`CFD )(�5� JF<�
$#I'�#IHq� HI=��K.�� <�
 H$
 ���!<�
	� � =(J�� #@<�
@<��`#O, A��1C@?`<��

)(Aj�� C���� < A J}#�� J}�(<��@H <��(< AKJ#�����!8A H$��H�� A �� |��� ��� <�� AEH < C �G?}����� i � 5O� ��< C	�;� HG!g<(���(A JD#=��� =@H <2#
� =��(�	�	�`#GHq�1���J,R.	����� � =(J�� #@<�
@<����(#GCEA�J�(<��@H <��(< AKJ#��u��!(A H$��Hq� A �s# ?$CE=�� ��� J� <�#�� )(Aj�� C���#��
��� <���! D+< CF=�� � �!=(<2#s���8<����	�(J�M.(<�� A J}� A H <8A � � C	� D )8A��� C��� <8A J}#�� � C�( |#�� < CE=1� )8A��(���(< A J`CFD
)���� JE<�
$# ' � �l�(<(� �I� <��`# H�� � A J}�-#@<����(��� � =(J�� #@<�
@<����(# H < C�� H <����(�$#  �� C`A%# # C`AB)8A��� C�(#��e< !��
J}�(<��@H <��(< AKJ���� ��!8A H$��Hq� !�� ��� ��� A�� A J}� # <����(��� � � .	� A H <��`#�,$�-!h�	�"/8CE=���� #@< AgH <�� � C	� D ��! !^'
<����(A JD. H <��(�h���(<�� < !�� �@H <�#�� !��-��� <�� C����"!��E#@Hq� � =(J�� #@<�
@<������FA J}� #@<(��������< CE= neutron drip

#
CG� )(Aj�(���(< AKJ*#� )��5�KJE<�
�� <��5� �	� A H <�
	� <8Aj��� 5 �K( � ��<�
 )8A�� � �� �� �(� =@H < CED � =��(�	��� '!H <����(� CED
 I� CEA CED
J}� A@H < C H$
������ C

neutron drip
C � )(Aj�(���(< AKJ*#� )��5�KJE<�
���=� |� H <��(<�� A�� � # < C�����d�	�����-,�#�� �
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� ��� ��� � � �����  ��� ��	 � � � ��� ��	���
 � 	 	 � ��

��

' A�� <�
	�
DH
J�(<��@H <��(< A J� ��!	� HG!�H$
1H <����(� CED  I� C`A CED`#$C HI=��8<������ H <����P,��(�����FA J`CFD:A�!��Q)8CF=��

)	� ��� <�� A #����d��� J}� <����(J}���f��� Aj�`#�� � # <�
�HB?$# H$
 (Sotani, Kokkotas & Stergioulas 2007, [14])
%

µ =
(

0.021 + 0.376ρ14 + 3.130ρ2
14 − 4.718ρ3

14 + 2.468ρ4
14

)

× 1030 erg

cm3 ,
� i � 1 ( 	

�~����, Aj�^<�
	�
NV
J�(<��@H <��(< A J� ��!�� HO!�H$
 H <������ CED  �� C`A CFD`#�C4HB=��(<������ H <���� ,��(����� A J`CFD

Aj!(�Q)8CF=��N)	� ��� <�� A #q��� � C	� D J}�	��� �(J}�	� ��� Aj�`#$� � # <�
1HI?$# Hq
 (Duncan 1998, [11])
%

µ = 1.267ρ
4/5
14 × 1030 erg

cm3 .
� i � 1 5 	

� ��� ��� � � 	 ����	�� ����� ��	���
 � � � � 

� � � ��������
 ���  
	�
 � � � � � � � � �������
��� �

� C�HB?$� < AKJ*# � .@?$C��< CE=
H <(����� CFDl �� C`A CFD`# ∆r/R #8J}� A�
�HB=�� � �-,R# <�
@<��`# M/R
#(H��h�(���	� A H <8A JD.

� C	�(<�#���� �@H <�#��2!�� ��� <�� C����"!��E# HB=��K)�# C	�(<�� A3.���� Hq� � 	�A
Samuelsson & Andersson (2007)�f& � J}�(<��	���K,ICE=��eH����FAj� � �8CEHq�J,G, A H < A J�1HB?$# H$
 <�
�� � C�( I���	%

∆r

R
'
(

β

α
e2λ + 1

)−1

,
� i � 1�& 	

# � CF= β = M/R
J}� A

e−2λ = 1 − 2β
� ' Aj� � C	� =(<�� C � AKJ*.1� C��8<�#����1��� Γ = 4/3

���	� H$J`CF=��

α ' 0.019
�~��� , Aj�9�(���	� A H <8A JD. � C��8<�#���� ��� J}�(<��@H <��(<8A J�9��!	� HG!�H$
 H <������ CED  I� C`A CED

DH
#

���	� H$JECE=��
α ' 0.02326

�
&���
 H Aj� C � C`Af���(<����e<�
 �G?$# H$
 � i � 1�& 	�< !�� Samuelsson & Andersson

#I���	� H$J`CF=����', Aj�
<���)8AKJ*.=������� C	�(<�#����

(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
%

αDH ' 0.0199,
� i � 1 1 	

αNV ' 0.0264.
� i � 1ML 	

�G=�� )(# C	�(<����1<��
∆r/R

J}� A
M/R

��� ,IC )(Aj�� C���� < A JD. ���	� H$J`CF=����:< A � � �����(JD.(<J! � �8CFHq�J,G, A '
H <8A J}#���HI?$# H�� A �

(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
%

ln (∆r/R) ' −7.95 (±0.04)M/R− 1.28 (±0.01) ,
, Aj�:<�
	�

DH EoS,
� i � 1@k 	

ln (∆r/R) ' −7.84 (±0.03)M/R− 1.04 (±0.01) ,
, Aj�:<�
	�

NV EoS,
� i � 1 4 	

� CE==�5� ��� A}��� ,IC � A C �(J}�(A ���5� � , Aj� <��:HB=-,BJ}� J�(Aj��#~���;�@H <��(A JD.=� C	�(<�#���� � CF= ?$�(
 HIA�� C � CEA CED���� �
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� �������	��
� �

� � ��� � � � � � � �Q �  �  � � �

��< C J�� ?.	��� A C �@=(<2# ������� < CED���� ,�������� AKJ#�� � � A J}� CED � �M.(< CE=��
	1<��	�����(<���Hq� A ��H����@H <�#������
��� <(� C	���"!�� � 	�A"������
����(< AKJ#��u��!(A H$��Hq� A � � CE= � ���(A ,��-.� CF=��G�@=(<�#�� < A � <��	�����(<���Hq� A �s�5�f'
��� A3,$�-!�H <�#���!h� ��!8A H$��H�� A � )(Aj�(<����(�@?}��� � ���8?BA JD. � � A J}�Z�(<��(���(CE=����!< Cu�~� )8A��� I#��8C	� ����� H��
����� )(# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=��l�@H <(#������-�	� <��8C	���%!��2���!H <����(�$#  I� CEA"# � �X� #@<�
@<�� ( � l 	�J}� A$H <�

HB=���# ?$� A��-���~��� < CFD����d���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=��\�@H <�#��(���X��� <��8C	���"!�������H <����(�$#� I� CEA"# � �X� #@<�
@<��P( � i 	 �
��� C�
K,ICF=���#Z�K!h�O� � �	��
	�I� D@CE=����< A ��= � .�� ?$CE=@Hq���l��!(A H$��Hq� A � , A��;��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��(#���

'D���-,$�	
@< A Hq��#~�@CF=����@H <�#��(���d��� <(� C	���"!��-���GH <������$#  �� C`A%# J}� AM)	� �@CF=�����A%)(Aj��� <(���(
 #��� |�@H$
 H < A �
)(A C������Hq� A � � CE=�� � A� I#���� A�
!' �~�@AKJ�� ��� !h�	����<�
�� �G?$� < AKJ*#@<�
@<���� H < A ���� =(<����	� Aj���\��!8A H$��H�� A � �
��<�
4HI=��	# ?$� Aj� � �X� #@<�
@<�� ( � ( 	9������� < CED���� ,��(����� A J}#��;<��	�����(<���Hq� A � Hq��<��@?$#J!h� � ���(A '

H <(�(�� ?#����~�@CF=������ =@H < CFD�� �@H <(#���������� <�� C����"!�� � �@H <�#��(������� <��8C	���"!�� ?D!h��� � H <������$#  I� C`A%# 	 �
�G=-,BJ}� J}�(Aj��#~���`#(H <�
	�������-.-,��(�� C&( � ( � l �-,$�(CECED�����<�
')8=������ A J�� D@H$
!< CF=�?D!h�-#@?$�8C	�(CE= J}� A
������� < CED���� < A �=�")(Aj��� <��	�����(<���Hq� A �e< CE= ��� =@H < CFD � � �8CFH�# ,G, A H$
 Cowling

	��~��� H <�
	� �����-.('
,����� C ( � ( � i`#IJD.��(CE=������(J}�8A ���h��< C1���8<(� �I� < C #I�-,$�@CFCED�����<�
 ) =������ A J�  D@H$
:< CF= �@H <��(A J`CED
��� =@H < CED�J� Ah� � A J}�Z�(<�� !��K#���@H <��1H < A �u�")(Aj��� <��	�����(<���Hq� A � < CF= ?D!h�-#@?$�8C	�(CE= � ���8<(� H <��8C� I

� �8CFH�# ,G, A H$
 Cowling
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� ��� � � � � ����������� � * ) &'� 
 �'� � � ��� � ����� #�� � ����� ���������
* ) &'� 
 � � �	����������� 
 ��������
 ! #%
�& � �(����� ��) * �"� �+)

��� !h� CED�����#~���������(� )�# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C �@H <�#�������� <(� C	���"!�� � � �� ?.	��� A C i`#E�X� #@<�
@<�� i � i 	
� CE= � ���8A ,��-.� I� <�� A�� � #1<�
 ��� <(�8AKJ�� (Hartle 1967, [47])

%

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 − 2ωr2 sin2 θdtdφ,
� ( � l 	

# � CF= ν # λ J� A ω �5� ��� A�HI=��	��� <�� Hq� A � <�
����(JE< A �@AKJ���� HI=��8<�� <��-,���#~��
��
r
� 	�A�HI=��	��� <�� Hq� A �

�@=(<�#��O�5� ��� A�� D@H�� A �< !�� ��!8A H$��Hq� !��
Tolman - Oppenheimer - Volkoff (TOV)

� ����# � � � � ? �
Misner, Thorne & Wheeler 1973, [101]

	�%

e2λ =

(

1− ε2M (r)

r

)−1

,
dM (r)

dr
= 4πr2ρ,

� ( � i���� 	

dν

dr
= e2λ

(

4πrεp+
M (r)

r2

)

,
dp

dr
= − (ρ+ εp)

dν

dr
,

� ( � i(��� 	
dλ

dr
= εe2λ

(

4πrρ− M (r)

r2

)

,
� ( � i-, � 	

J}� A$� Aj�����(JD#��
 ��!	� HG!�H$
�� � CE= � ���8A ,��-.� I� A`<�
	� � ���-.@HB=�� Hq
 < !�� � )������	� Aj�(J��� HB=@H <�
��M.(< !��
������ C� .�� � ����# � � � 5 L � 	�%

d2$

dr2
−
(

dν

dr
+
dλ

dr
− 4

r

)

d$

dr
− 16πe2λ (ρ+ p)$ = 0,

� ( � ( 	

# � CF=�C�	�"/8CF=���� $ := Ω−ω # ρ J� A p �5� ��� A	
 � =(J��K# <�
@<����~��#�� ,�� Aj����J}� A�
 � � � H$
$#����(<(� H < C`A ?$�`#
M (r)

�5� �	� Aq
 �M. /�� �~�8<2#���(JE<(� �����
r
J� A

Ω
�5� ��� A$
 � ���8A H <(� C AKJ��:HI=@?�K#@<�
@<��1< CE= �@H <(#���� �

�\� �FAj� HB?$� < AKJ`A H <8A J� � � CEHq#J,G, A H$
$#�# � !h� 
 )(A J� �����(#h
 � ��� .���� <(� C� ε A HBCED(<�� Ad��� l � �
� ���8CF=@HI��� <�
�� �$)(� # ?$� A H$J`C � #s�	������� )���� !�� A < C;��� =(<������ A C #�8A C�J}�(<2. < C C � C� C ε → 0

�
� #@<��8#$HBD��� 3!����;����< A ����!8A H$��H�� A � � ( � i 	 #

λ→ 0
#
dν/dr →M (r) /r2 # dp/dr → −ρdν/dr

J}� A
dλ/dr → 0

� � � A � ��# C	�`#�H < C ��� =(<������ A C #�(A C #
ω → 0

�$#�A HBC*)8D��	�����`#
$ → Ω

J}� A

d$/dr → 0
�

	�A/��!8A H$��H�� A � � CE= � ���(A ,��-.� CF=��;< A �-<��	�����(<���Hq� A � � � CFJED � < CE=�� � � #c<�
 ,�������� AKJ�� )(A '
�(<����(�@?}�:< CE= �K#� CE= )(Aj�(<�����
 H$
����~��#�� ,�� Aj���l'�C�(�����	%

δ
(

∇βTαβ = 0
)

,
� ( � 5 	
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# � CF= � ����# � � � � ? � Schumaker & Thorne 1983, [3]
	�%

Tαβ = (ρ+ p)uαuβ + pgαβ − 2µSαβ .
� ( � & 	

	�A HB=��@A H <���Hq����<�
��&)(Aj�(<����(�-,���#Z�	
��!<�� <����;'�<��@?$D(<�
@<���� )�� �@C	�8<�� A}� � # <�
1HB?$# H$
$%

δuα = Luξα,
� ( � 1 	

# � CF= ξα �5� �	� A�< C )(A%.��@=@Hq��� ��� <��(< # � A H$
���J}� A�C <����(=@H <�����A�!��Q)8CF=�� Sαβ )	� �	� <�� A"� � #^<�

HB?$# H$
 � ����# � � � � ? � � ( � 	�%

σαβ = LuSαβ,
� ( � L 	

# � CF= σαβ ��� ��� A C <����@=@H <���� < CE= �8=��I� CED ��� <��(�FC	�����
< CE= A�!��Q)8CF=�� � 	!=@HIA��@H < AKJ*. C σαβ �5� �	� A

 � ���-.-,O!I,IC�� Lie

< CF= <����(=@H <��1Aj!(�Q) CE=���J�(<2. ���@J`C�
< !�� J`CFH�� A J����,������������ � ����# � ��J}� A
Carter & Quintana 1972, [48]

	�J}� AB= � C	� C-,I�"/�� <�� AI� � # <�
	� ��!	� HG!�H$
$%

σαβ =
1

2

(

P γβ∇γuα + P γα∇γuβ
)

− 1

3
Pαβ∇γuγ ,

� ( � k 	

# � CF= Pαβ ��� ��� A$C � �8C��FC	� A JD#��!<����(=@H <����	%

Pαβ = gαβ + uαuβ.
� ( � 4 	

� � �~��� =���� / CE=����0#@< A^��� ,�� /-#���@H <��eH <�
	� � � CEHq#J,G, A H$
 Cowling
J}�����h� � ���(�	���5� � CF=���� <8A �

)(Aj�(<����(�@?$#�� <J!�� ��!(A Hq��Hq� !��
Einstein (δGαβ = 8πδTαβ)

J� A #|� � A � �-#FH}�|� <��`#A��
M)(�~���"/8CE=����
#	�����!< A �')(Aj�(<����(�@?$#���<�
������ <(�8AKJ�����H < A � ��!8A H$��Hq� A �2����� �
� � Af��#J,ICF=���������)8CF=	��� D@CE=����Hq�-#Z��� � ���(A H <����� 3#���~�@C HID@H <�
���� ������ C�-.�� # � CF= � ����# � �

� � ? � Schumaker & Thorne 1983, Yoshida & Lee 2002
#�� (`# 5 � 	�%

δuα = e−ν∂ξα/∂t,
� ( � l j 	

σαβ = e−ν∂Sαβ/∂t.
� ( � l@l 	

&���
 HIA�� C � CEAj���8<����e< A � �"!(A H$��Hq� A � � ( � & 	l' � ( � l@l 	 # C��K#� C�0)8A��(<�����
 Hq
��=�Z��#�� ,�� A�����'�C�(�����
� ( � 5 	 )	� �	� AI<��(� A ��)�� D(<�����
���'�<2.�!(
��')(Aj�� C��(A J}#�� ��!8A H$��Hq� A � ��� �����(A J}#�� � ���(�-,q�I,ICE=��&, A��:< A �
<���� A ��HB=�� A H <���Hq����< CE= )(Aj���@D@Hq���(< C��d��� <��(<2# � A H$
�� ξr = ξr (t, r, θ, φ)

#
ξθ = ξθ (t, r, θ, φ)

J}� A

L	&



ξφ = ξφ (t, r, θ, φ)
� �!=(<�#�� C`A|��!(A H$��Hq� A � ��� ��� AIHB?$� < AKJ`A H < A J}#��(#|��� .	� C-,���� < !��:��� =(<������ A !��

��!8A H$��H��J!�� � (�& 	 ' � ( 4 	 < CF=
Strohmayer (1991)

� 1 � � 	���� / C��8<�����< C )8A".��(=@Hq������� <��(<2# � A H$
��	%

ξi =
(

ξr, ξθ, ξφ
)

:=

(

ξ̃r,
ξ̃θ

r
,

ξ̃φ

r sin θ

)

,
� ( � l i 	

� ��� ���@CE=����G< A �-��!(A H$��Hq� A � � � l 	^' � �NL 	�<J!��
Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis (2008) [9]

%

− e2ε(λ−ν)
∂2ξ̃r

∂t2
+ εe−2ενc2sr$

∂2ξ̃φ

∂r∂t
sin θ

+ e−2εν

(

(

2 + εc2s
)

$ + εr

(

d$

dr
− dν

dr
$

)

(

1 + εc2s
)

− εΓrdν
dr
$

)

∂ξ̃φ

∂t
sin θ

=
∂χ

∂r
− ArΓp

ρ+ εp
α+ εc2s

dν

dr

∂ξ̃r

∂r

+ ε

(

c2s

(

d2ν

dr2
+

(

dν

dr

)2
)

− (Γ− 1)

(

dν

dr

)2
)

ξ̃r − µ

ρ+ εp

×
[

1

3

∂α

∂r
+ 2ε

dλ

dr

∂ξ̃r

∂r
− 2

3

(

α− ε
(

dν

dr
+ 3

dλ

dr

)

ξ̃r
)

1

µ

dµ

dr
+

2

µ

dµ

dr

∂ξ̃r

∂r

+ e2ελ∇2ξ̃r −
(

2

r2
+ ε

1

3

d2ν

dr2
− εd

2λ

dr2
− ε4

3

dν

dr

dλ

dr
+ ε

4

3r

dν

dr
− ε4

r

dλ

dr

)

ξ̃r

−
(

2

r2
+ ε

2

3r

dν

dr

)

∂ξ̃θ

∂θ

−
(

2 cot θ

r2
+ ε

2 cot θ

3r

dν

dr

)

ξ̃θ −
(

2

r2 sin θ
+ ε

2

3r sin θ

dν

dr

)

∂ξ̃φ

∂φ

]

+
εµ

ρ+ εp
e−2εν

[

2

3
r

(

d$

dr
+

(

1

µ

dµ

dr
− dν

dr

)

$

)

∂ξ̃φ

∂t
sin θ

+
11

3
$
∂ξ̃φ

∂t
sin θ − 1

3
r$

∂2ξ̃φ

∂r∂t
sin θ − 2e2ελ$

∂2ξ̃r

∂φ∂t

]

,
� ( � l (���� 	

LK1



− e−2εν ∂
2ξ̃θ

∂t2
+ εe−2ενc2s$

∂2ξ̃φ

∂θ∂t
sin θ + e−2εν

(

2 + εc2s
)

$
∂ξ̃φ

∂t
cos θ

=
1

r

∂χ

∂θ
+ εc2s

dν

dr

1

r

∂ξ̃r

∂θ
− µ

ρ+ εp

×
[

1

3r

∂α

∂θ
+
e−2ελ

µ

dµ

dr

(

∂ξ̃θ

∂r
+
e2ελ

r

∂ξ̃r

∂θ
− ξ̃θ

r

)

+∇2ξ̃θ +

(

2

r2
+ ε

2

3r

dν

dr

)

∂ξ̃r

∂θ

−
(

e−2ελ

(

2

r2
+ ε

1

r

dν

dr
− ε1

r

dλ

dr

)

− 1

r2
+

cos2 θ

r2 sin2 θ

)

ξ̃θ − 2 cos θ

r2 sin2 θ

∂ξ̃φ

∂φ

]

+
εµ

ρ+ εp
e−2εν

[

11

3
$
∂ξ̃φ

∂t
cos θ − 1

3
$
∂2ξ̃φ

∂θ∂t
sin θ − 2$

∂2ξ̃θ

∂φ∂t

]

,
� ( � l ((��� 	

− e−2εν ∂
2ξ̃φ

∂t2
− εe−2ενr$

∂χ

∂t
sin θ + εe−2ενc2s$

∂2ξ̃φ

∂φ∂t
− e−2εν2$

∂ξ̃θ

∂t
cos θ

− e−2εν

(

2$ + εr

(

d$

dr
− 2

dν

dr
$

)

+ εc2sr
dν

dr
$

)

∂ξ̃r

∂t
sin θ

=
1

r sin θ

∂χ

∂φ
+ εc2s

dν

dr

1

r sin θ

∂ξ̃r

∂φ
− µ

ρ+ εp

×
[

1

3r sin θ

∂α

∂φ
+
e−2ελ

µ

dµ

dr

(

∂ξ̃φ

∂r
+

e2ελ

r sin θ

∂ξ̃r

∂φ
− ξ̃φ

r

)

+∇2ξ̃φ

+

(

2

r2 sin θ
+ ε

2

3r sin θ

dν

dr

)

∂ξ̃r

∂φ

−
(

e−2ελ

(

2

r2
+ ε

1

r

dν

dr
− ε1

r

dλ

dr

)

− 1

r2
+

cos2 θ

r2 sin2 θ

)

ξ̃φ +
2 cos θ

r2 sin2 θ

∂ξ̃θ

∂φ

]

+
εµ

ρ+ εp
e−2εν

[

−r
(

d$

dr
+

(

1

µ

dµ

dr
− dν

dr
+

1

3

dλ

dr

)

$

)

∂ξ̃r

∂t
sin θ − 14

3
$
∂ξ̃r

∂t
sin θ

− 13

3
$
∂ξ̃θ

∂t
cos θ − 1

3
r$

∂2ξ̃r

∂r∂t
sin θ − 1

3
$
∂2ξ̃θ

∂θ∂t
sin θ − 8

3
$
∂2ξ̃φ

∂φ∂t

]

,
� ( � l (-, � 	

L L



# � CF=}%

χ := − Γp

ρ+ εp
α− ξ̃r

ρ+ εp

dp

dr
= −c2sα+

dν

dr
ξ̃r,

� ( � l$5 	

α := ∇iξi =
∂ξ̃r

∂r
+

(

2

r
+ ε

dν

dr
+ ε

dλ

dr

)

ξ̃r

+
1

r

∂ξ̃θ

∂θ
+

cot θ

r
ξ̃θ +

1

r sin θ

∂ξ̃φ

∂φ
,

� ( � l & 	

∇2 := ∇i∇i

= e−2ελ

[

∂2

∂r2
+

(

2

r
+ ε

dν

dr
− εdλ

dr

)

∂

∂r

]

+
1

r2
∂2

∂θ2
+

cot θ

r2
∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
,

� ( � l 1 	

J}� AO# � CF=}%
c2s :=

Γp

ρ+ εp
,

� ( � l L 	
�5� ��� A}
:<��@?$D(<�
@<��:< !�� 
 ?}
@<8A J��� J`=��M.(< !�� �

� 	�<���� � � A J}�~�8<(�2!�� #����@H <��+Hq� H� I� A�� C� A%)8CFD�� < D � CF= <��	�����8<���H�� A �(#�� � C� CED���� ��� ,��-.('
6 CF=�����, Aj�:< C )8A".��(=@H����=��� <��(< # � A H$
��	%

ξi =

[

rS,H
∂

∂θ
,H

1

sin2 θ

∂

∂φ

]

Y`me
iσt,

� ( � l k���� 	

�~��� # <���� � � A J}�~�8<(�2!�� #����@H <��GHq��< C��8C�� A") CED��G<>D � CE=�<��	�����8<���H�� A �(#$� � C�8CFD����d���N,��-. 6 CE=�����%

ξi =

[

0, T
1

sin θ

∂

∂φ
,−T 1

sin θ

∂

∂θ

]

Y`me
iσt.

� ( � l k(��� 	

��< C^�����-.��><�
������ � � ���8A ,��-.� CE=���� ���	�	� =(< AKJ*.;<�
 )8A�� )8AKJ�@HI��� � CE=G�(JEC	� CE=�� CED���� � � #
�$)�� J� A � #��(� � � � ��� ,�� �M#-, Aj�`#O���(< A J}��� A H < CFD���� < A � � ���(� � .��K! � J} I�-.@Hq� A �+<J!��

ξi
H < A �

�"!(A H$��Hq� A � � ( � l ( 	 # � ��� ���(CE=�����#~�	�1HBD@H <�
���� )(Aj�� C��(A J��� ��!8A H$��HG!�� )(� D(<����(
���'�<2.�!(
�� J}� A #
H <�
;HI=��	# ?$� Aj�`#�C��	�"/8C	�(<���� �	#���� HB=��	��� <�� Hq� A �(#Q,��-.� CF=����1< C HBD@H <�
����G�@=(<2# !h�+HBD@H <�
����
)(Aj�� C��(A J��� ��!(A Hq��Hq� !�� � ���g<�
�� '�<2.�!(
�� � ��<�
	�1� � #���~�	
 � ��� .-,����� CI# � ���(�	���5� � C	�(<����e< A �
�~�K)(A%.���� H���� � �-.�!(� A �(# � �������I# < CF=����;� � �}� =��I�5� ���(#I< A �2�	#���� ����� HB=������><�� Hq� A � J}� AI< C ��# C9�����
HBD@H <�
���� ��!(A Hq��Hq� !�� �

L(k



� ������� � ���������� �  
	 ��

' A��O��� � ���8A ,��-. 6 CE=���� < A ��<��	�����(<���Hq� A ��H <�
	� � ���(A C@?}��< CE=
H <����(� CEDO �� C`A CFD`#(?$�(
 HIAj� C � C`A CFD����
< A � �(JD#	� CF=��|����HI=��	��� <�� Hq� A �

(Lee & Strohmayer 1996, Yoshida & Lee 2002, [7, 4])
%

zj1 = Sj ,
� ( � l 4���� 	

zj2 = 2α1e
−ελ d

dr

(

reελSj
)

+

(

Γ− 2

3
α1

){

e−ελ

r2
d

dr

(

r3eελSj
)

− ` (`+ 1)Hj

}

,
� ( � l 4(��� 	

zj3 = Hj ,
� ( � l 4-, � 	

zj4 = α1

(

e−2ελr
dHj

dr
+ Sj

)

,
� ( � l 4 ) � 	

zj5 = T j ,
� ( � l 4�� � 	

zj6 = α1e
−2ελr

dT j

dr
.

� ( � l 4�� � 	

�!=(<�#�� CEA�HB=������><�� Hq� A �s�5� ��� A�C`A�HI=��	��� <�� Hq� A � � ( l 	;' � ( 1 	 < !��
Yoshida & Lee (2002)� 5 �gJ� A # H < C ��� =(<������ A C #��(A CI#A���K.-,IC��8<�� A H < A � HB=������ <�� Hq� A � � & ( 	 # � l 1 	 # � l & 	�<J!��

Lee &

Strohmayer (1996)
�%L � �

&���
 H Aj� C � C`Af���(<����=�@=(<�#�� < A � HB=������><�� H�� A �(# � � C��8CED�������� !������-,�� . 6 CF=����!< A �e<��(� A �eJ`D('
�(Aj���O��!8A H$��Hq� A ������� !h�O#~����HID@H <�
����2#�!(A@HB=��	�	�R!��&)8A��� C�(A J���-��!8A H$��Hq� !�� � �(�g<�
��d' <2.�!�
��(#
� � #�< A ��C � C}����� <�# HBHq���(A � � ���(A ,��-.� CF=���< A ��Hq |� Aj�8C�� A")(�5� � )(Aj�(<����(�@?$#��gJ}� A2)8D@C � ���8A ,��-.� CE=���< A �
< C��8C�� A")(�5� �P)8A��(<������@?$#�� � �\�l��
M)��~�@AKJ�� <2.�!(
 !h� � �8C�
< C Ω/ΩK (j = 0)

#$�@=(<2#:< C HBD@H <�
����
# ?$� A$<�
 � C��� ��

(Lee & Strohmayer 1996, Yoshida & Lee 2002, [7, 4])
%

r
dz0

1

dr
= −

(

1 + 2
α2

α3
+ εU2

)

z0
1 +

1

α3
z0
2 +

α2

α3
` (`+ 1) z0

3 ,
� ( � i@j���� 	

r
dz0

2

dr
=

{

(

−3− εU2 + U1 − e2ελc1σ̄2
0

)

V1 + 4
α1

α3
(3α2 + 2α1)

}

z0
1

+

(

V2 − 4
α1

α3

)

z0
2

+

{

V1 − 2α1

(

1 + 2
α2

α3

)}

` (`+ 1) z0
3 + e2ελ` (`+ 1) z0

4 ,
� ( � i@j(��� 	

LK4



r
dz0

3

dr
= −e2ελz0

1 +
e2ελ

α1
z0
4 ,

� ( � i@j-, � 	

r
dz0

4

dr
= −

(

−V1 + 6Γ
α1

α3

)

z0
1 −

α2

α3
z0
2

−
{

c1σ̄
2
0V1 + 2α1 − 2

α1

α3
(α2 + α3) ` (`+ 1)

}

z0
3

− (3 + εU2 − V2) z
0
4 ,

� ( � i@j ) � 	

r
dz0

5

dr
=

e2ελ

α1
z0
6 ,

� ( � i@j�� � 	

r
dz0

6

dr
= −

{

c1σ̄
2
0V1 − α1 (`− 1) (`+ 2)

}

z0
5 − (3 + εU2 − V2) z

0
6 .
� ( � i@j�� � 	

�!=(<�#�� CEAD��!8A H$��Hq� A � �5� �	� A CEA ��!(A H$��Hq� A � � i�& 	-' � (@j 	�<J!��
Yoshida & Lee (2002)

� 5 ��J� A
��� .-,IC	�8<�� AEH < A ����!8A H$��H�� A � � & 5 	^' � &ML 	gJ}� A � 1@k 	^' � 1 4 	g< !��

Lee & Strohmayer (1996)
�%L �

H < C ��� =(<������ A C #�(A C � 	�A � ���g<����<(# HIHq���8A �l��!(A H$��Hq� A � � ���(A ,�� .� CF=��!Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �G<��	�����(<��^'
Hq� A � �~���4C`A$<(�~��� =(<��������&)8D@C ��!(A Hq��Hq� A � � ���8A ,��-.� CE=�� < C��8C� A")(�5� ��<��	�����8<���H�� A � �
� �(< �A���8< A H < C`A ?q���s���e< CE=��

Yoshida & Lee (2002)
� 5 � # C`A HB=��	��� <�� Hq� A � � CE=����� |�����f'

/8C	�8<�� ABH < A ���"!(A H$��Hq� A � � ( � i@j 	\�5� �	� A$C`Aq��!(���	%

α1 =
µ

p
, α2 = Γ− 2

3
α1, α3 = Γ +

4

3
α1,

� ( � i l 	

V1 =
ρ+ εp

p
r
dν

dr
, V2 =

ρ

p
r
dν

dr
,

� ( � i@i 	

U1 =

(

dν

dr

)−1 d

dr

(

r
dν

dr

)

, U2 = εr
dλ

dr
,

� ( � i ( 	

c1 =
M

R3
re−2εν

(

dν

dr

)−1

.
� ( � i 5 	

��< Cc��� =(<������ A C #�8A C #
ε → 0

J}� A
dν/dr → g

# � CE= g = M (r) /r2 �5� ��� Ah
G����� =(< AKJ��
� � A <2.@?$=��@H$
u��� dp/dr → −ρg � � ��<>H A # C`A HB=��(<������ H <�#�� � ( � i@i 	�' � ( � i 5 	����K.-,IC	�(<�� A H < CF=��
��!����	%

V1 = V2 →
ρ

p
rg = −d ln p

d ln r
= V,

� ( � i�& 	

U1 → g−1 d

dr
(rg) =

r2

M (r)

d

dr

(

M (r)

r

)

=
d lnM (r)

d ln r
− 1 = U − 1,

� ( � i 1 	

c1 →
M

R3
rg−1 =

( r

R

)3 M

M (r)
.

� ( � iML 	
�!=(< C}�IC`A HB=��8<(�~��� H <�#����M.�� �5� ��� A � C	� D0,$���h�(Aj� CEAI� � # <�
:��� =(<����	� Aj� �|�J!h�	� �`# ����# � �P, Aj�

k@j



� ���-. )(� A ,����e< A � HI?$# H�� A � � (�& 	�< !�� Lee & Strohmayer (1996)
�%L � �e< A � HB?$# Hq� A � � l & 	�< !��

McDermott, Van Horn & Hansen (1988)
� i � �

�\� � ���g<�
�<2.�!(
�!h� � �8C���< C Ω/ΩK (j = 1)
#(< C HBD@H <�
�����<J!��-��!(A H$��Hq�����-�����d�������+.���� A

<�
 � C��� ��
(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

%

r
dz1

1

dr
= −

(

1 + 2
α2

α3
+ εU2

)

z1
1 +

1

α3
z1
2 +

α2

α3
` (`+ 1) z1

3 ,
� ( � i@k���� 	

r
dz1

2

dr
=

{

(

−3− εU2 + U1 − e2ελc1σ̄2
0

)

V1 + 4
α1

α3
(3α2 + 2α1)

}

z1
1

+

(

V2 − 4
α1

α3

)

z1
2

+

{

V1 − 2α1

(

1 + 2
α2

α3

)}

` (`+ 1) z1
3 + e2ελ` (`+ 1) z1

4

+
{

−2e2ελc1σ̄0σ̄1V1 + εA
}

z0
1

+ {2mc1σ̄0$̄V1 + εB} z0
3 + εCz0

4 ,
� ( � i@k(��� 	

r
dz1

3

dr
= −e2ελz1

1 +
e2ελ

α1
z1
4 ,

� ( � i@k-, � 	

r
dz1

4

dr
= −

(

−V1 + 6Γ
α1

α3

)

z1
1 −

α2

α3
z1
2

−
{

c1σ̄
2
0V1 + 2α1 − 2

α1

α3
(α2 + α3) ` (`+ 1)

}

z1
3

− (3 + εU2 − V2) z
1
4

+

{

2mc1σ̄0$̄V1

` (`+ 1)
+ εD

}

z0
1 + εEz0

2

+

{

−2c1σ̄0σ̄1V1 +
2mc1σ̄0$̄V1

` (`+ 1)
+ εF

}

z0
3 ,

� ( � i@k ) � 	

r
dz1

5

dr
=

e2ελ

α1
z1
6 ,

� ( � i@k�� � 	

r
dz1

6

dr
= −

{

c1σ̄
2
0V1 − α1 (`− 1) (`+ 2)

}

z1
5 − (3 + εU2 − V2) z

1
6

+

{

2c1σ̄0V1

[

−σ̄1 +
m$̄

` (`+ 1)

]

+ εG
}

z0
5 ,

� ( � i@k�� � 	

k l



# � CF= � ����# � � � 4 � 	�%

A = e−2ν+2λ (α1 − α2) r
2mσ0$,

� ( � i 4���� 	

B = e−2ν

[(

ρ

p
+ 1 + α2

)

r3mσ0
d$

dr

−
[((

ρ

p
+ 1

)

(Γ + 1) + α2

)

r
dν

dr
+

2

3

r

p

dµ

dr

+ 2 (α1 − α2)] r
2mσ0$

]

,
� ( � i 4(��� 	

C = e−2ν+2λ

(

α3

α1
− 1

)

r2mσ0$,
� ( � i 4-, � 	

D = e−2ν

[(

ρ

p
+ 1− α1

)

r3mσ0

` (`+ 1)

d$

dr

−
[(

ρ

p
+ 1− α1

)

r
dν

dr
+
r

p

dµ

dr

+ 2

(

α1 − α2 + α3 +
α1α2

α3

)]

r2mσ0$

` (`+ 1)

]

,
� ( � i 4 ) � 	

E = e−2ν

(

α1

α3
− 1

)

r2mσ0$

` (`+ 1)
,

� ( � i 4�� � 	

F = e−2ν

(

−4α1 +

(

2α3 − α2 +
α1α2

α3

)

` (`+ 1)

)

r2mσ0$

` (`+ 1)
,

� ( � i 4�� � 	

G = e−2ν2α1 (`− 1) (`+ 2)
r2mσ0$

` (`+ 1)
.

� ( � i 4 / � 	

	�Aq��!(A H$��Hq� A � � ( � i@k 	 #}�� C+)(Aj�@H���#~�	������� < A �!J}�(<2.	����
������!HB=��(C�(Aj�(J}#���HB=������@J}���(#}� � C@<(�~� CED��
#~�	� � � #�����
���� A%)(A C@< A������ J� A�)�� �@CF=��-< C σ1

#�<�
	� � ���g<�
�� ' <2.�!(
�� )8A"#����R!�H$
 �M#-,O! � ���(A '
H <(� C ����^H <�
	� A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<�� J}� A�<��

z1
i (i = 1 . . . 6)

# < A � � ���g<�
�� ' <2.�!(
�� )8A C�����^'
Hq� A �u�M#-,O! � ���(A H <��8C� I��� H <8A � A")8A CEHB=��	��� <�� Hq� A � � � �(< �X���(< A H < CEA ?q� � ��� <�� � �8C�
K,ICFD����~���`#
C`A � �(�g<���� <(# HIHq���8A �1�� C��8CFD�� < CE=�� H� I� A�� C� A%)���� � interfacial

J}� A
shear modes

�~�	��C`A
)8D@C:<������ =(<���� ������ C� CED�� < CF=��!< C��8C� A")(�5� �

torsional modes
� ���@D	����� � .��K! � � #1<�� σ0, σ1

J}� A
$
= � C*)(� AKJ��@D@CF=��2� )(A%.@H <��(<(��� � CFHO# <�
@<����(# � CE= ������ |#��8C	�(<�� A`H��-� C��K. )���� √M/R3

#D, Aj�
� ���-. )(� A ,����`# σ̄0 := σ0/

√

M/R3
� ��< C ��� =(<������ A C #��(A CI#h�@=(<(#��+C`A���!8A H$��Hq� A �1��� .-,IC	�8<�� A

H <8A �2��!(A H$��Hq� A � � &@k 	"' � 1 l 	GJ}� A � L(j 	"' � L l 	�< !��
Lee & Strohmayer (1996)

�%L � �

k@i



� ������� � � �� ������ ���� ��� �

' A��\�	� � ���(A ,�� . 6 CE=���� <8A ��<��	�����(<���Hq� A ��H <�
	� � ���8A C@?}� < CF=O��� =@H < CFD � =����	���`#>?$�(
 HIAj� C � C`A CFD����
< A � HB=������ <�� Hq� A �

(Lee & Strohmayer 1996, Yoshida & Lee 2002, [7, 4])
%

yj1 = Sj ,
� ( � (@j���� 	

yj2 =

(

r
dν

dr

)−1 δpj

ρ+ εp

ε→0
=

δpj

grρ
.

� ( � (@j(��� 	

	�Aq��
M)(�~� A J����J}� A � ���g<�
��-'�< .�!�
��!Hq |� Aj�8C�� A")(�5� ���J,BJ*.��8HIAj���!HB=������><�� Hq� A � H0 = H0 (r)
J}� A

H1 = H1 (r)
HB=��K)�# C	�(<�� A����1<��

yj1, y
j
2

��# HG!�<J!��;HB?$# Hq� !��
(Vavoulidis, Kokkotas &

Stavridis 2008, [9])
%

H0 =
y0
2

c1σ̄2
0

,
� ( � ( l ��� 	

H1 =
y1
2

c1σ̄
2
0

+

{

2m$̄

σ̄0
+ εH

}

y0
1

` (`+ 1)

+

{

2m$̄

σ̄0

(

1

` (`+ 1)
− σ̄1

m$̄

)

+ ε
1

` (`+ 1)
I
}

y0
2

c1σ̄2
0

,
� ( � ( l ��� 	

����# � � <8A � HI?$# H�� A � � 5 5 	1<J!�� Yoshida & Lee (2002)
� 5 �N, Aj� ��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��

HB?$� < AKJ`A H <8A J`CFD�� �@H <�#��(����J� A < A � HB?$# Hq� A � � k l 	 # � k 1 	 ' � kML 	 < !��
Lee & Strohmayer

(1996)
�%L �=, Aj� � ���(A H <����� 3#���~�@CF=������ =(<����	� A CF=����@H <�#��(��� �

�\�=��
M)��~�@AKJ�� < .�!�
 !h� � � C�e< C Ω/ΩK (j = 0)
# < C;HBD@H <�
���� < !�����!(A H$��Hq� !�� � ( � l ( 	

���
µ = 0

� � C�(�5���� ���	��� C��� R!��|���BHq�-#~���eHBD@H <�
���� ) D@C HB=����	�3!�� )(Aj�� C��(A J���;��!8A H$��H��J!��
� �(�g<�
��-'�<2.�!(
��P, Aj�e<8A � HB=��	��� <�� Hq� A �

y0
1

J� A
y0
2 (Yoshida & Lee 2002, [4])

%

r
dy0

1

dr
= −

(

3− V1

Γ
+ εU2

)

y0
1 −

(

V1

Γ
− ` (`+ 1)

c1σ̄2
0

)

y0
2,

� ( � (@i���� 	

r
dy0

2

dr
=

(

e2ελc1σ̄
2
0 + rAr

)

y0
1 − (U1 + rAr) y

0
2 ,

� ( � (@i(��� 	

# � CF= Ar ��� ��� A}
:HB?$� < A J$A H < AKJ�� )8A��(J�	� �(CE=@Hq�
Schwarzschild

%

Ar =
1

ρ+ εp

dρ

dr
− 1

Γp

dp

dr
.

� ( � ( ( 	

� 	�� C`Aj�`#EHq� � �(�g<�
�<2.�!(
'!h� � �8C��G< C Ω/ΩK (j = 1)
# < CeHBD@H <�
��M. ����� , A���< A � HB=������ <���'

k (



Hq� A �
y1
1

J� A
y1
2

�5� ��� A`< C ��!(���
(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

%

r
dy1

1

dr
= −

(

3− V1

Γ
+ εU2

)

y1
1 −

(

V1

Γ
− ` (`+ 1)

c1σ̄2
0

)

y1
2

+

{

2m$̄

σ̄0
+ εH

}

y0
1 +

{[

2m$̄

σ̄0
− ` (`+ 1)

2σ̄1

σ̄0

]

+ 2εI
}

y0
2

c1σ̄
2
0

,
� ( � ( 5 ��� 	

r
dy1

2

dr
=

(

e2ελc1σ̄
2
0 + rAr

)

y1
1 − (U1 + rAr) y

1
2

+ 2e2ελc1σ̄0σ̄1y
0
1 −

{

2m$̄

σ̄0
+ εH

}

y0
2 ,

� ( � ( 5 ��� 	
# � CF= � ����# � � � 4 � 	�%

H =

(

d$

dr
− 2

dν

dr
$

)

rm

σ0
,

� ( � (�&���� 	

I = e−2νr2mσ0$.
� ( � (�&(��� 	

��< C ��� =(<������ A C #��(A C
ε → 0

#
V1 → V

#
$ → Ω

J� A�C`A\��!(A H$��Hq� A � � ( � (@i 	:J}� A � ( � ( 5 	
��� .-,IC	�8<�� A H < A � ��!(A Hq��Hq� A � � k@i 	-' � k ( 	�J}� A � k 5 	l' � k�& 	!<J!��

Lee & Strohmayer (1996)�%L � #X���8<�� H < CEA ?$� � ��< C HB?$� < A J$A H < AKJ*# #�(A C , A��s��
�' � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=�� �@H <�#������(# Ω → 0
#

�����-,R#����@H <��!H < A � ��!(A H$��Hq� A � � 5 i 	d' � 5 ( 	�< !��
Yoshida & Lee (2002)

� 5 � �
� ������� � � � 
��	 � �
	 � � � ��� ���������
�	 �	� ��� ���������
� � 
 � 	���
 �
 � � � � �

��< C�J}#~�8<(� C-< CE=��@H <(#����
(r = 0)

# C`A A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A �
yj1
J� A

yj2
� ��# � � A����1��� ��� A C���	��#�� �

�-�	� � < D@HBHBC	�(<���� Hq� J}�(<2.	����
������:Hq� Aj��#��(# yi =
∑n

0 αi,nr
n # J� A^� JF<(�~�����(<���� < A � HI?$� <8A J}#��

�	�K,��Z���8AKJ#�� � �-.�!(� A �(#}���	� H$J`CF=���� (Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
%

c1σ̄
2
0y
j
1 − `y

j
2 + F j = 0,

� ( � ( 1 	
# � CF= � ����# � � � 4 � 	�%

F 0 = 0,
� ( � (ML	��� 	

F 1 =
2m$

σ0

(

σ1

m$
− 1

`

)

c1σ̄
2
0y

0
1 .

� ( � (ML���� 	
��<�
	��� � Aj ?.���� A���< CE=��@H <�#���� (r = R)

#�
��/���-,BJ}�(���(<2/(Aj���	� )(Aj�(<����(�@?}�!<�
�� � � � H$
�� � ��# � � A
��� ��
M)��Z��� /(� <�� A

(∆p = 0)
� �!=(<2# <���� A JD.:C*)�
K,��5� H <�
	� ��!(��� � � ��� HB?$# H$
 ��� <���! D1<J!�� A")8A C�'

HB=������><�� Hq� !��
yj1
J}� A

yj2
� ����# � � � � ? � � i`#RLE# 5 � 	�%

yj1 − y
j
2 = 0.

� ( � (@k 	
k 5



��<�
�)(Aj� � A� 3.���� Aj� (interface)
�(� =@H < CED � =����	���2'�H <������ CED  �� C`A CFD`#$� � � A < CFD�����HI=��	# ?$� Aj�

< !��HI=��@A H < !�H$���<�
�� � � #EHq =@H$
�� (traction)
� �!=(<2#-������
	��� D�� <�� A���� < A ��HB=��(�I�@J��� .	�����(< C��

(jump conditions)
� ����# � � � � ? � � i`#RLE# 5 � 	�%

zj1 = yj1,
� ( � ( 4���� 	

zj2 = V1

(

yj1 − y
j
2

)

,
� ( � ( 4(��� 	

zj4 = 0,
� ( � ( 4-, � 	

, Aj�:< CE=���Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �
modes

#$J}� A %

zj6 = 0,
� ( � 5 j 	

, Aj�:< CE=��!< C�8C�� A%)��5� �
modes

�
��#�� C�(#FJ}���(C��@AKJEC � C`A CED�����< A �(#q��
M)��~�@AKJ����J}� A � �(�g<�
��\'g<2.�!(
��(#`A")8A CEHB=������><�� H�� A ��� � A �+.	��'

� C	�(<2.��!< CF=��!< A � HI=��(���@J}���	%

y0
1 = 1,

� ( � 5Bl ��� 	

y1
1 = 0,

� ( � 5Bl ��� 	
���(<(� H < CEA ?$�`#IH <�
	�=� � Aj ?.��	� Aj�e< CE==�@H <�#���� �

� ��� � ��� 
���� � ��&'� 
 � � �	����������� 
 ����� � 
"! # 
 &'� �(����� ��)
* �	�'�+)

� 	 � !h�O������ I#���������H <�
	���h�K#@<�
@<���i � 5 #�#~�����\���-,$��
@<8A H���#~�(C�O�@H <�#������d�	� <��8C	���%!�� � ���(A ,�� .� |�Z'
<�� A�� � # <�
	� �")(Aj� ��� <��(A J� ���;�@=(<��	� �Z� #� H <��(< AKJECED`# Hq |� Aj�(A J`CFD �@H <�#���� ��� <��8C	���"!�� � ����# � �
� � ? � Konno, Obata & Kojima 1999, [54]

	�%

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2.
� ( � 5 i 	

� � A@Hq�"�@=(<��	�
<�
	� � ���	� � <J!�Hq
$# CEA	��!(A Hq��Hq� A � � CE= � ���8A ,��-.� CE=��< A ��<��	�����(<���Hq� A � � � CFJ`D � < CE=��
� � #;<�
 ,��(����� A J� )(Aj�(<����(�@?}��< CF=��K#� CE= )8A��(<����(
 H$
�� �~��#��2,�� Aj��� '!C��������

δ
(

∇βTαβ
)

= 0
# � CF= <��h�(� C^<����@=@H <����s�~�	#��2,�� A���� 'eC�(�������5� ��� A � ����# � � � � ? � Sotani, Kokkotas &

Stergioulas 2007
# � l$5 � 	�%

Tαβ = (ρ+ p)uαuβ + pgαβ − 2µSαβ +H2uαuβ +
1

2
H2gαβ −HαHβ,

� ( � 5 ( 	

k�&



����< CF=���<(�(� A �!<������ =(<���� CE=��'#� CE=������ C I�5��� C	�8<�� A$H < C ���-,$�	
@< A JD# � � )	� C �
��H < A%. /8C	�(<���� Hq����! C	� A JD.eHB=������ <��(A J}#��(#$< C�8C�� A%)8CED���< D � CF=e<��	�����(<���Hq� A �(#I�5� ��� A %

δρ = δp = 0,
� ( � 5 5 	

δut = δur = δuθ = 0,
� ( � 5 & 	

, Aj�:< A �')8A��(<������@?$#��!< CE= �@H <��8AKJECED �(� =@H < CED`#$J� A %

δHt = δHr = δHθ = 0,
� ( � 5 1 	

, Aj� < A �P)8A��(<������@?$#��
< CF=;���-,$�	
@< A J`CFD � �$)�� CE= � 	�A}�M#	�����l��
 'X��
M)��Z� A J}#�� )(Aj�(<����(�@?$#��(# δuφ J}� A
δHφ # �5� ��� A HB=������><�� Hq� A �:< CE= ?$� #��(CE=`# t # J}� A < !�� ?D!h�8AKJ����+HB=��8<(� <��-,���#~�K!��E# r J}� A θ # J}� A
HB=�� )(# C	�(<�� Aq��# HG!4<�
�� ��!�� HG!�Hq
�� ���-,$�	
@< A J��� � � �-,O!I,q��� (magnetic induction equation)
� ����# � � � � ? � � l$5 � 	�%

∇β
(

uαHβ − uβHα
)

= 0.
� ( � 5 L 	

� ,��(�����FA J��)8A��(<������@?}�:<�
�����!	� HG!�H$
����@=(<����&)	� ��� A � ����# � � � � ? � � l$5 � 	�%
∂δHφ

∂t
= eν

(

Hr ∂δu
φ

∂r
+ ν ′Hrδuφ +Hθ ∂δu

φ

∂θ

)

.
� ( � 5 k 	

�X���	�����(JF<8A JD.`#`?$�(
 HIA�� C � CEAj���8<�����<�
 HB?$# H$
 C��(A Hq� CED', A�� < C )(A%.��@=@Hq��� ��� <��(<2# � A Hq
��(# δuφ =

e−ν∂ξφ/∂t
#BJ� AIC	� C J��
��(���(C	�(<�����!h� � �8C�!< C ?$� #��(C #�
 � ���(� � .��K! ��!�� HO!�H$
0,�� .� |� <�� A %

δHφ = Hr ∂ξ
φ

∂r
+Hθ ∂ξ

φ

∂θ
.

� ( � 5 4 	
� � <�
s�FC��	�|� A��-<�
��1<������ =(<�������� �@=(<����+HB?$# H$
��(#�C � #�� C�� )8A��(<�����
 Hq
�� �~��#��2,�� Aj���='�C�(�����
)	� ��� A <�
	�2�(J*#	� CE=���
0)(� D(<����(
��\'g<2.�!�
�� )8A��� C�(A J�;��!�� HO!�H$
 ���l�����(A J}#�� � �����-,q�I,ICF=�� � ����# � �
� � ? � Sotani, Kokkotas & Stergioulas 2007, [14]

	�%
∂2

∂t2
ξφ =

e2ν

ρ+ p+ e2λ (Hr)2 + (rHθ)
2 ×

{

e−2λµ
∂2

∂r2
+
µ

r2
∂2

∂θ2

+ e−2λ

[(

4

r
+ ν ′ − λ′

)

µ+ µ′
]

∂

∂r
+ 3

µ

r2
cos θ

sin θ

∂

∂θ

+ (Hr)2
∂2

∂r2
+
(

Hθ
)2 ∂2

∂θ2
+ 2HrHθ ∂2

∂r∂θ

+

[(

2
cos θ

sin θ
Hθ +

(

ν ′ +
2

r

)

Hr

)

Hr +HrHr
,r +HθHr

,θ

]

∂

∂r

+

[(

2
cos θ

sin θ
Hθ +

(

ν ′ +
2

r

)

Hr

)

Hθ +HrHθ
,r +HθHθ

,θ

]

∂

∂θ

}

ξφ.
� ( � &@j 	

k 1



��<�
1HI=��	# ?$� Aj�`#}

φ
'�HB=��@A H <���Hq�:< CE= )8A����(D@Hq���(< C����� <��(< # � A H$
���,��-.� I� <�� AG!h����!���� � � l$5 � 	�%

ξφ = iσYeiσtb, � ( � & l 	

# � CF= b = b (θ)
�5� ��� A}
:HB=�� .��><�
 H$
$%

b =
1

sin θ

dP`
dθ

,
� ( � &@i 	

J}� A
P` = P` (cos θ)

�5� ��� AF< C � C	� =	���(=�� C Legendre
<2.�!(
��

`
� � � ����� � .��K! ��!	� HG!�H$
 � ( � &@j 	

��� .-,�� <�� Ag< #@<��+Hq�9��� � � C	�(C*)(A%.@H <��(<�
 ��!	� HG!�H$
 , Aj�;<�
	� �(JE< A � A J� HB=�� .��><�
 Hq
 Y = Y (r)

(Sotani, Kokkotas & Stergioulas 2007, [14])
%

[

µ+ (1 + 2Λ1)
a1

2

πr4

]

d2Y
dr2

+

{(

4

r
+ ν ′ − λ′

)

µ+ µ′ + (1 + 2Λ1)
a1

πr4
[(

ν ′ − λ′
)

a1 + 2a1
′
]

}

dY
dr

+

{[

(

ρ+ p+ (1 + 2Λ1)
a1

2

πr4

)

e2λ − Λ1a1
′2

2πr2

]

σ2e−2ν

− (Λ− 2)

(

µe2λ

r2
− Λ1a1

′2

2πr4

)

+ (2 + 5Λ1)
a1

2πr4

{(

ν ′ − λ′
)

a1
′ + a1

′′
}

}

Y = 0,
� ( � & ( 	

# � CF= � ����# � � � l$5 � 	�%

Λ = `(`+ 1),
� ( � & 5 	

Λ1 = − `(`+ 1)

(2`− 1)(2` + 3)
.

� ( � &�& 	

	��	�"/8C	�(<����(# H <�
�HB=��	# ?$� Aj�`#I)8D@Cu��#���� ��� <��(����
@<(#��(# < A � Y1
J}� A Y2 (Sotani, Kokkotas &

Stergioulas 2007, [14])
%

Y1 ≡ Yr1−`,
� ( � & 1 	

Y2 ≡
[

µ+ (1 + 2Λ1)
a1

2

πr4

]

eν−λ
dY
dr
r2−`,

� ( � &ML 	


 � ���(� � .��-! ��!�� HG!�Hq
 � ( � & ( 	Q,�� .� |� <�� AG!h��HBD@H <�
����0)8D@C HB=����	�3!�� )8A��� C�(A J������!(A H$��Hq� !��

kML



� �(�g<�
��-'�<2.�!(
�� � � l$5 � 	�%
dY1

dr
= −`− 1

r
Y1 +

πr3

πr4µ+ (1 + 2Λ1)a2
1

e−ν+λY2,
� ( � &@k���� 	

dY2

dr
= −

[(

ρ+ p+ (1 + 2Λ1)
a2

1

πr4
− Λ1e

−2λ a
′
1
2

2πr2

)

σ2re2(λ−ν)

− (Λ− 2)

(

µe2λ

r
− Λ1a

′
1
2

2πr3

)

+ (2 + 5Λ1)
a1e

2λ

πr3

(a1

r2
− 2πj1

)

]

eν−λY1

− `+ 2

r
Y2.

� ( � &@k(��� 	
� C � ����� � .��K! HBD@H <�
���� ��!8A H$��Hq� !�� � D���� <�� A?!h� #~�	� � �-#�����
���� A%)(A C@< Aj����� �I# < C	�8<���� < A � �('
� ������� <�
@<����HB=��@C��(Aj�(J}#��GHB=��(�I�@J��� � ��=(<�#��O�5� �	� A % � 	"J���@C	� A JD#@<�
@<��!H < C J}#~�8<��8C�< CF=2�@H <�#����}%

Y2 = (`− 1)

[

µ+ (1 + 2Λ1)
α2
c

π

]

eνY1,
� ( � & 4���� 	

� 	fHB=���# ?$� A�� <�
�� � �-#EHq =@Hq
���H <�
 )(Aj� � A� 3.���� Aj�=��� =@H < CFD � =��(�	��� 'GH <������ CED  �� C`A CFD � )(
���� )(�
H <�
 �+.@H$
:< CF= H <����(� CED  I� C`A CED 	�%

Y(−)
2 = Y(+)

2 ,
� ( � & 4(��� 	

J}� AD, 	 ��
M)��~�@A Hq�M#��<�
�� � � #EHq =@H$
���H <�
	� � � Aj ?.��	� A��e< CE= �@H <(#����}%

Y2 = 0.
� ( � & 4-, � 	

� ��� ����� � #�� � �������(��� � * ) & � 
	� � � � ���"��� � ! �	�(��� � ���

 ����� � 
"!$#%


� ��� ��� ����
 �
	 � � 	�� �
Cowling

� 	 � !h� � �8C���	�� |#��(�����8#X� � C�8CFD���� ��� ���~��� <�� HICF=���� < A � <��	�����8<���Hq� A �u�@H <�#�� !����	� <��8C	���%!��
H <�
	� � � CEHq#J,G, A H$
 Cowling (Cowling 1941, [90])

� �\�=�@=(<��	� <�
	� � �8CFHq#J,G, A H$
 (Cowl-

ing Approximation, CA)
��
M)��Z��� / CE=���� < A � )(Aj�(<����(�@?$#��+<�
��9��� <��(A J��� J� Ah�-,$�(CECFD����:< A �

)(Aj�(<����(�-,���#~�����O��!(A H$��Hq� A �
Einstein

� 	�A����@HIAKJ#�����!(A H$��Hq� A �l����� � �8C#��8?$C	�(<�� A�� � # < C	���K#� C
)(Aj�(<����(
 H$
�� �~��#��2,�� Aj����'�C��������	%

∇βT βα = 0,
� ( � 1@j 	

C C � C}� C�(#D# <���� ,��(����� A J`C � CEA���� <�� A #3)�� �	� A %

∇βtβα = gδεT
ε
αg

βγδΓδβγ + T βγ δΓ
γ
αβ +∇γT βαhγβ ,

� ( � 1 l 	
k@k



# � CF= tαβ �5� �	� A�C`A )8A��(<������@?$#��-< !�� HB=�� A H < !�H$��� < CE= <����(=@H <�� �Z��#�� ,�� A����9':C��������
Tαβ
#

hαβ
�5� ��� A C`A=)(Aj�(<����(�@?$#�� <J!�� HB=�� A H < !�H$��� < CE=1��� <��(A J`CFD <����(=@H <��

gαβ
J� A

δΓγαβ
�5� �	� A C`A

)(Aj�(<����(�@?$#���<J!���HI=����+#	� !��
Christoffel Γγαβ

� ��<�
	� � � CEHq#J,G, A H$
 Cowling
#�� CEA � #	�`# hαβ = 0

J}� ABHB=���� � �h�	%

δΓγαβ =
1

2
gγδ (∇αhβδ +∇βhαδ −∇δhαβ) = 0.

� ( � 1@i 	
� ��<>H A #I< C )(��!(A%# ��#~� C�!<�
�����!	� HG!�H$
�� � ( � 1 l 	O��
M)��~��� /�� <�� A`J}� Aq��#~�@CF=����-����<�
	�=��!�� HO!�H$
$%

∇βtβα = 0.
� ( � 1 ( 	

� ��?$CE=����8# � A C9���	�	� =(< AKJ*.}%

∇βtβα = ∂βt
β
α − Γβαγt

γ
β + Γγβγt

β
α = 0.

� ( � 1 5 	

' A�� #~�	����<��@?$# !h� � ���(A H <����� ?#���~�(C �@H <�#��(� � CF= � ���(A ,�� .� |� <�� A�� � # <�
 ��� <��8AKJ�� � i � ( ( 	 #F= � .��5'
?$CE=�� �5�KJ`CEHIA}��
 '"��
M)��Z� A JD.eHBD����FC	���

Cristoffel
� � C ��� . � <>=-,����e<�
�����!	� HG!�H$
�� � ( � 1 5 	\�M.��

)	� ��� A@<�# HBHq���(A �l��!8A H$��H�� A �-��!�#�� Aj!(
��
(evolution equations)

, A���< A ��HI=��@A H <���Hq���
ttt, t

t
r, t

t
θ

J}� A

ttφ
< CE= <����(=@H <�� �~�	#��2,�� Aj���l'�C��������	%

∂

∂t
ttt = − ∂

∂r
trt −

∂

∂θ
tθt − imtφt

−
(

Γrrr + Γθrθ + Γφrφ

)

trt −
(

Γrθr + Γθθθ + Γφθφ

)

tθt

+Γrttt
t
r + Γrtφt

φ
r + Γθttt

t
θ + Γθtφt

φ
θ + Γφtrt

r
φ + Γφtθt

θ
φ,

� ( � 1�&���� 	
∂

∂t
ttr = − ∂

∂r
trr − imtφr −

(

Γtrt + Γθrθ + Γφrφ

)

trr

+Γtrtt
t
t + Γtrφt

φ
t + Γθrθt

θ
θ + Γφrtt

t
φ + Γφrφt

φ
φ,

� ( � 1�&(��� 	
∂

∂t
ttθ = − ∂

∂θ
tθθ − imtφθ −

(

Γtθt + Γrθr + Γφθφ

)

tθθ

+Γtθtt
t
t + Γtθφt

φ
t + Γrθrt

r
r + Γφθtt

t
φ + Γφθφt

φ
φ,

� ( � 1�&-, � 	
∂

∂t
ttφ = − ∂

∂r
trφ −

∂

∂θ
tθφ − imtφφ

−
(

Γtrt + Γrrr + Γθrθ

)

trφ −
(

Γtθt + Γrθr + Γθθθ

)

tθφ

+Γtφrt
r
t + Γtφθt

θ
t + Γrφtt

t
r + Γrφφt

φ
r + Γθφtt

t
θ + Γθφφt

φ
θ .

� ( � 1�& ) � 	

k 4



� � �~��� =���� / CE=����P#@< A C ��� A JE<2#�!<����@=@H <���� �~�	#��2,�� A����O'GC��������	%

tβα =











ttt trt tθt tφt
ttr trr tθr tφr
ttθ trθ tθθ tφθ
ttφ trφ tθφ tφφ











,
� ( � 1 1 	

)��Z�G�5� ��� A�HB=������ <��(A JD#�� � �!=(<2#cH$
������ �	� A #@< Ad# ?$� A�)�� J��#�!(AQ)(Aj�� C���� < A J}#�� HB=��@A H <���Hq��� < A �
C � C� ��� � ��# � � A|����,$�K!h��� /8CF=���� � ��# HBHq���8A �=� � #u�@=(<�#��(#A�@=(<(#�� � CE= ����� H$J`C	�(<�� A H <�
	� � ���g<�

H <�����
 < CF=`#;)	� �@C	�(<�� AI� � #+< C HBD@H <�
���� � ( � 1�& 	 � 	�A = � #	� CEA � ��� = � C	� C-,I� /8C	�8<�� A|��# HG! �@=(<����
< !�� <�� HBHO.�� !�� � ����# � � � �����(JD.(<J! 	�J� A #�~� <�#���� A #E< C:HBD@H <�
���� � ( � 1�& 	�J���5� ��� A J}� A� � C�(�5�����
������� <�
	�I�5�I
 ?$�8C	� A J� < CE= ��!�#~� A�!�
 � �!=(<2#+H$
������ �	� A3#@< A|� � C�8CFD��������0,$�K!h��� /8CF=����N#	������< A �
HB=�� A H <���Hq����< CE=

tβα
#$JD.��I�!?$� C��@AKJ��eH < A ,���� �

� � �~��� =���� / CE=���� #@< A C <����@=@H <����=�~��#�� ,�� Aj��� '
C�������� , Aj�9#~���+A")(��� A JD#���� =@H <2# C�	�"/�� <�� A
!h����!����	%

T βα = (ρ+ p) uαu
β + pδβα,

� ( � 1ML 	
�~��� 
+J���|��� . � ���8A H <�� C A J� J$� �	
 H$
 < CE=9�@H <�#����1J}��� C��� /(� A <�
1� C�( I�1<�
�� <(� <(�(� '<��@?$D('
<�
@<2.�� < CE=}%

uα =
(

ut, 0, 0, uφ
)

.
� ( � 1@k 	

�A,O!�� Aj�(J�e<��@?$D(<�
@<��1< CE==�@H <�#����eC��	�"/�� <�� A}����<�
:HB?$# H$

Ω := uφ/ut

� � ,��(�����FA J`C � C}� 
 H$

< CF= <����@=@H <�� �~��#��2,�� Aj���l'�C�(����� � ( � 1ML 	 # � .��8<��:H <�
	� � �8CFH�# ,G, A H$
 Cowling

#3)�� �	� A %

tβα = uαu
β (δρ+ δp) + (ρ+ p)

(

uαδu
β + uβδuα

)

+ δβαδp.
� ( � 1 4 	

δρ
J}� A

δp
�5� �	� A(
 )(Aj�(<������-,���#~��
 � =(J��K#@<�
@<��
J� A�
P)8A��(<������-,���#~��
 � � � H$
$#����8<(� H < C`A ?$�`#��~��� δua

�5� ��� A CEA HB=�� A H <���H���� <�
�� )8A��(<������-,���#~�	
�� <�� <���� '<��@?$D(<�
@<���� � d:Aj� � A H <����@CF=����;� D(JEC	��� #@< A
��� <���! D�< !��&)8A��� 3#�2!���HB=��@A H <J!�H$��� < CE=

tβα
J}� A��M#-,O! < !��!HI?$# H��J!�� � ( � 1@k 	 J}� A

Ω = uφ/ut
#

4@j



A HB?$D@CE=�� C`Aq�(JD#	� CE=��I����� � ��#����	�K,��Z���(A J}#���HB?$# Hq� A �	%

tθr = 0,
� ( � L(j���� 	

trθ = 0,
� ( � L(j(��� 	

tφr = Ωttr,
� ( � L(j-, � 	

tφθ = Ωttθ,
� ( � L(j ) � 	

tθθ = trr.
� ( � L(j�� � 	

��#Z�(<��8#$�(J*#��
$#BHB=�� A H <���H����
tβα

� � C��8CFD�� J� A�� J |� . /8C	�(<�� A}���!<�
 �FC��	�|� A�� < !�� ttt, ttr, ttθ J}� A
ttφ
#B?$��
 H Aj� C � C`Af���(<�����<�
1HB?$# H$
:C��� CFJ}���(C	� A JD#@<�
@<����	%

tβα = gαδg
βγ tδγ ,

� ( � L l 	

� CE=`#q���	� � <>=@HBHO#���~��
$#O)	� �	� A`< A � � ���(�(JD.(<J!%HB?$# Hq� A �	%

trt = gttg
rrttr + gtφg

rrtφr = (gtt + gtφΩ) grrttr,
� ( � L(i���� 	

tθt = gttg
θθttθ + gtφg

θθtφθ = (gtt + gtφΩ) gθθttθ,
� ( � L(i(��� 	

trφ = gφtg
rrttr + gφφg

rrtφr = (gφt + gφφΩ) grrttr,
� ( � L(i-, � 	

tθφ = gφtg
θθttθ + gφφg

θθtφθ = (gφt + gφφΩ) gθθttθ,
� ( � L(i ) � 	

J}� A %

tφt =
gttg

φt

1− gtφgφt
ttt +

gttg
φφ

1− gtφgφt
ttφ +

gtφg
φφ

1− gtφgφt
tφφ.

� ( � L(i�� � 	
��#�� C��(# C`A;)8D@C�� � C��#~�(CE=@Hq��� HB=�� A H <���H���� trr J}� A tφφ � � CEHO)(A C��	�"/8C	�(<�� A|� � # <�
	� � )(Aj�(���(< AKJ��
HB=������@J
$#

trr = δp = c2sδρ
#$J� A�� J |� . /8C	�(<�� AG!h����!(���	%

trr = − c2s
1 + e−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2

1− c2se−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2
ttt

− c2s
2Ω− ω + e−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2 ω

1− c2se−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2
ttφ,

� ( � LK(���� 	
J}� A %

tφφ = + e−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2 ttt

+
[

2Ω− ω + e−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2 ω
]

ttφ

+
[

1− e−2ν+2ψr2 sin2 θ (Ω− ω)2
]

trr.
� ( � LK((��� 	

4 l



	�A � #Z�(<�� HB?$# Hq� A � � ( � L(j 	 #�C`A � #~�(<�� HI?$# H�� A � � ( � L(i 	 J}� AgC`A )8D@C HB?$# Hq� A � � ( � LK( 	 #d��� /	�h���
< A �+<�# HBHq���(A �1��!(A H$��Hq� A � � ( � 1�& 	 � � C@<���� CED��s#~�	��HBD@H <�
���� )�� J}��#�!8A^��!(A Hq��Hq� !�� ��� )�� J}��#�!8A
�-,$�	��H < CF=�� � ��=(<2# < C�HBD@H <�
���� � ���8A ,��-.� I� AK��� � C	��� )(A JD#+<�� # � C <�
+?$�8C	� A J� ��!�#�� Aj!(
 < !��
���8?BA J��� )(Aj�(<����(�@?}���

tβα
�

��<�
	� � �8CFH�# ,G, A H$
 Cowling
� � C�8CFD������ D(JEC	���;���eHB=��K)�# CF=����
< A �&.-,$�K!�H <����!HB=������><���'

Hq� A �
tβα
����<8A �(#� =@HIAKJ*. � A C J}�(<����(C�
@<�#��(# )8A��(<������@?$#�� δρ, δp J� A δuα � � .	� A H <��`#��@=(<2#N,I� ��� <�� A

�����	� =(< A JD.`#BHBD��� 3!��	�=����<8A � � ���(�(JD.(< !PHB?$# Hq� A �	%

δρ = uβu
αtβα,

� ( � L 5 ��� 	

δp =
1

3
Pαβ t

β
α,

� ( � L 5 ��� 	

δuα = − 1

ρ+ p
uγP

β
α t

γ
β,

� ( � L 5 , � 	

# � CF= P βα �5� ��� A #$= � �~��� =���� / CE=����8#$C � � C��FC	� A JD#���<����(=@H <����	%

P βα = δβα + uαu
β.

� ( � L	& 	

�-�8<(� H <��8C� |�`#�
  =@HIAKJ�� ���(��
	���5��� <J!��;��� <��(����
@<����
tβα
# � CF= ?$��
 H Aj� C � C`A CED����8#$ I��� ��� <�� AEH < A �

� �����(J*.(< !4HB?$# Hq� A �	%

ttt ' −δρ+ (
#� C`A

δρ, δp, δuφ
#$< .�!�
��

Ω),
� ( � LK1���� 	

ttr ' (ρ+ p) δur,
� ( � LK1(��� 	

ttθ ' (ρ+ p) δuθ,
� ( � LK1-, � 	

ttφ ' (ρ+ p) δuφ + (
#�8CEA

δρ, δp, δuφ
#$< .�!�
��

Ω),
� ( � LK1 ) � 	

trr = δp,
� ( � LK1�� � 	

tφφ = δp+ (
#��8CEA

δρ, δp, δuφ
#$<2.�!(
��

Ω).
� ( � LK1�� � 	

��< C4��� =(<����	� A C #�8A C #
< CPHBD@H <�
����^< !�� ��!8A H$��H��~��� �����(# � ( � 1�& 	 #����K.-,�� <�� AH <�
 )(A '
�(<����(�@?}�:<�
�����!	� HG!�H$
��!<�
�� HB=���# ?$� A����	%

∂

∂t
δp = −c2s

[

∂

∂r
(ρδur) +

2

r
(ρδur)

+
1

r2
∂

∂θ
(ρδuθ) +

cot θ

r2
(ρδuθ) +

1

r2 sin2 θ

∂

∂φ
(ρδuφ)

]

,
� ( � L L	��� 	

4@i



J}� ABH <8A ��)8A��(<������@?$#���<J!��=��!8A H$��H��J!��
Euler

%

∂

∂t
(ρδur) = − ∂

∂r
δp+

1

γp

∂p

∂r
δp+

2Ω

r
(ρδuφ) ,

� ( � L L���� 	
∂

∂t
(ρδuθ) = − ∂

∂θ
δp+

1

γp

∂p

∂θ
δp+ 2Ωcot θ (ρδuφ) ,

� ( � L L , � 	
∂

∂t
(ρδuφ) = − ∂

∂φ
δp− 2Ωr sin2 θ (ρδur)− 2Ω sin θ cos θ (ρδuθ) .

� ( � L LK) � 	

� C HBD@H <�
����2�@=(<2# �5� ��� A � �(�g<�
��/' < .�!�
��(#*) D@C )8A��@H <2.@Hq� !���J}� A� |��� ��� <�� A��	���5� �	� A��(J�(<2.	����
�'
� C , A��G���8A �I��
@< A J}#�� � � CEHBC� C`Af��Hq� A �9�� CED`#g<�� HI?$� <8A JD. ���(A �I��
@<8A JD. HB?}�����(<�� � CF=;?$�(
 HIA '
� C � C`Af�	��
@J}��� , A��e<�
	�=��!�#�� Aj!(� < CE==� � C*)(�5� ?��
@J}��� �@H <����I� �
�-�8< ���@=(< CEDeJ�(<��@H$J}� = . / CE=������ Aj� )�� D(<�����
��l'�<2.�!(
��&)8A")8A".@H <��(<�
 )(Aj�� C��(A J� ��!	� HG!�H$
 ���

�����(A J}#�� � ���(�-,q�I,ICE=��	%

∂2

∂t2
δp = c2s

{

∂2

∂r2
δp+

(

2

r
− 1

γp

dp

dr

)

∂

∂r
δp+

1

r2
∂2

∂θ2
δp+

cot θ

r2
∂

∂θ
δp

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
δp− 1

γp

[

d2p

dr2
+

2

r

dp

dr
− 1

p

(

dp

dr

)2
]

δp

}

,
� ( � L(k 	


:C � C� � � � C*)(� A J��@D�� <�� A � C	� D � A C � � #EHq C��(
 , Aj�=���(A �I��
@< AKJ#�� � � CEHBC� CEAj��Hq� A � �
� ��� ��� � ��� � � ����
 ��� ���
�
	 � � 	�� �

Cowling

��<�
	�;���(<(� H <�� C I
 � �8CFHq#J,G, A H$
 Cowling (Inverse Cowling Approximation, ICA)
�-,$�@C�'

CED�����< A �')8A��(<������@?$#���< CF= �@H <��(A J`CFD ��� =@H < CEDeJ}� A$�������+.��@CF=�����= � #+6I
=�M#	�@C1< A �')(Aj�(<������@?$#��
< CF=�?D!h� #@?$�8C	�@CF=

(Andersson, Kokkotas & Schutz 1996, [95])
� 	�A <��	�����8<���Hq� A � < CF=

?D!h�-#@?$� C	�@CE=`#I# � !h�9�5�")������ H <�
	����A Hq�-,O!I,q�$#/� .�� )	� �(CE=�� < CE=��
w-modes (Kokkotas &

Schutz 1992, [94]) � CE=�� � C� CED��O�	���5� ��� A	�5� <���Hq I� A�� C� A%)��5� � � .�� < Aj��� parity
	^�5� <���< C��8C� A")(�5� �

� � ���(A <><���� parity
	 � 	�A}���@HIAKJ#�����!(A Hq��Hq� A �;�������5� ��� A #$ =@HIA JD.`#BC`Aq��!8A H$��H�� A �

Einstein
%

Gαβ = 8πTαβ ,
� ( � LK4 	

C`ABC � C� ��� ,��(�����FA J`C � C`A CFD��(<�� ABJ}� AO)	� �@CE=��%

∇γ∇γhαβ +∇α∇βhγγ − 2∇(β∇γhα)γ + 2Rγ δ
α βhγδ − 2Rγ(βhα)γ

+gαβ

(

∇γ∇δhγδ −∇δ∇δhγγ
)

+Rγγhαβ − gαβRγδhγδ = −16πtαβ .
� ( � k@j 	
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� 	 � !h�!J}� A � �(A �`# hαβ �5� �	� A`C`A*,�������� A J}#��N)8A��(<������@?$#���< !�� HB=��@A H <J!�H$���e< CF= ��� <��(A J`CFD <����(=('
H <��

gαβ
J� A

tαβ
�5� �	� A CEA-,�������� AKJ#�� )(Aj�(<����(�@?$#���< !��!HB=�� A H < !�H$����< CE=!<����(=@H <�� �~�	#��2,�� A����X'

C�(�����
Tαβ

� � ���(<(� H <(� C �
 � �8CFHq#J,G, A H$
 Cowling
H$
������ ��� Aq�(J�(A ���h�P#@< A��I# < CF=����

tαβ = 0
�

' A�� #~�	��� <��@?$# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C �@H <(#���� �	� <��8C	���%!��`# CEA )8A��(<������-,���#~�	��� ��!8A H$��H�� A �

Einstein
� ( � k@j 	�)�� �@CF=�� #~�	� HBD@H <�
����0)(# J}� � � � ���J,���#~�K!��;�����(A J��� )8A��� C�(A J���2��!(A H$��Hq� !��

)�� D(<(���(
��l'�<2.�!(
��P, Aj� < A �')(Aj�(<������@?$#��!<�
�� ��� <��(A J���(#
hαβ = hαβ (t, r, θ, φ)

%

hαβ =









htt htr htθ htφ
? hrr hrθ hrφ
? ? hθθ hθφ
? ? ? hφφ









=









h00 h01 h02 h03

? h11 h12 h13

? ? h22 h23

? ? ? h33









.
� ( � k l 	

� 	�AI�@H <����	� H$JEC`A$�M.���= � �Z��� =���� /8CF=�� <�
:HB=������ <��(A JD#@<�
@<�� �@=(< CFD:< CE=e<����@=@H <�� � 	
' A��-#~��������
�' � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C��@H <�#����\�	� <��8C	���%!��`#>C`A-)(# J}����!8A H$��Hq� A �\� � CEHB= /(� D-,$�	
	�8<�� A

J}� A #FH <�
��I# H$
 < CE=��(# � �������(CE=���� )8D@C C�M. )����l��!(A H$��Hq� !�� � � � �(�g<�
 C�M. )�� � ���(Af�������+.���� A < A �
� C	� AKJ#�� (polar)

)8A��(<������@?$#���<�
�� ��� <(�8AKJ����
(htt, htr, htθ, hrr, hrθ, hθθ, hφφ)

J}� Aq
 )�� D(<�����

C�M. )(� � ���(Af�������+.���� A < A � ��!8C	�@AKJ#�� (axial)

)8A��(<������@?$#��e<�
�� ��� <��8AKJ����
(htφ, hrφ, hθφ)

� � �('
���h� �5� �	� A � A C )8D@H$J`C	� C=���=������� <�� HBCE=���� �y�I� !h��
@< AKJ*. � � J� A����8A �I��
@< A JD. 	O��� � C�� . )(�=� � <2.
� � � ���J,���#~�K!�� )(Aj�� C��(A J��� ��!8A H$��Hq� !��`# � ���(A C��(A%/-#���@H <���H < A �;<���� A �G��!(A H$��Hq� A � � CE= � ���(A '
,��-.� CE=�� < A �2��!8C	� A J}#�� )(Aj�(<����(�@?$#�� �
� � � C � CEA CED����O�(JD#���
 � ���(A HBHO#@<����8C <8A �-��!8A H$��Hq� A �l�����(#���
 �������+.��@C	�(<����= � #+6I
$# � �8C��G< C

� ���-#	�`# <�
	� J��� � =	�M#@<�
@<�� < CE= ?D!h�-#@?$� C��(CE= � � �'.	����� �M#-, Aj�`#=)8CF=	��� D@CE=���� ��� <�
9��� <��8AKJ��
< CF= � � � � �$)8CF= ?D!h� #@?$�8C	�@CF=}%

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2.
� ( � k@i 	

� � Aj��#J,IC	�8<���� <�
	��� � ���;�@=(<��2��� <(�8AKJ����M,R. /8CE=����?$��� H Aj���`# � C`A C < A JD. HB=�� � ���-.@Hq���(<�� �

# � � A <��`#
� � ������ I#��8CF=����:< CE=�� #��8CF=��1J��� � =	�M#@<�
@<���� � � � ? � < C	� #� C

e2ν
� � � CEH <2. � � # < C dt2 <�
��

��� <��(A J���!J � . � 	 J}� Aq�����(JE< CED�����< A � HB?$� < AKJ`A H <8A J}#��(# � CFHIC@< A JD. HG!�H <�#�����!(A H$��Hq� A � �
	�A-)(Aj�(<����(�-,���#~�����"��!8A H$��H�� A �

Einstein
�M.���)	� �@CE=��E#���� < .l� � #N#	���l�@=(< .`# <���� A �d��!(A Hq��Hq� A �	%
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[

∂2

∂r2
+

1

r2

(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ

)]

htφ −
∂

∂t

(

∂

∂r
+

2

r

)

hrφ

−1

r

∂

∂t

(

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ

)

hθφ = 0,
� ( � k (���� 	

∂

∂t

(

∂

∂r
− 2

r

)

htφ −
[

∂2

∂t2
− 1

r2

(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ
+ 2

)]

hrφ

−1

r

(

∂

∂r
− 1

r

)(

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ

)

hθφ = 0,
� ( � k ((��� 	

∂

∂t

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

htφ −
∂

∂r

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

hrφ

−r
(

∂2

∂t2
− ∂2

∂r2

)

hθφ = 0.
� ( � k (-, � 	

� H < #FHBC #B)8D@C �M#	�@Cu� � # �@=(<�#��=�5� ��� A�������! .�� <�
@<����
�


u��!�� HG!�Hq
 � ( � k (���� 	��5� �	� A � � C@<�#���� Hq���
< !�� .	��� !�� ) D@C

(Regge & Wheeler 1957, [91])
� � C+HBD@H <�
���� )(�~� � � C@<(�~���5� <�� A|� � # ) D@C

��!8A H$��H�� A �0, A��+<���� A �=�-,$�	��H < CF=��0)(A%#@<8A = � .��8?$� A���� �9�(J*#��
1��!�� HG!�Hq
9� � # <�
	�1� � Af� C-,q� <�
��
HB=������@J
��-�����I��� )(���

(gauge condition)
�

� � A C )�
�� C Af�����!HB=������@J�
 �����|���")������5� ��� A}
 Regge - Wheeler (RW) gauge
%

hθφ = 0.
� ( � k 5 	

� ���@=(<��	� <�
	� � � Aj� C-,q�$#
CEA/��!(A Hq��Hq� A � � ( � k ( 	 � � � C � CEA CED��8<�� AO���~�`#\�	���M.^HB=���� ?q�"/8CF=�� ���
� ���8CF=@H A%. /8CF=�� ���8A �I��
@< A J}#�� �@H <2.��|� A�����J�(< .e<�
	� � � ��� =@H$� < CF=��	%

[

∂2

∂r2
+

1

r2

(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ

)]

htφ −
∂

∂t

(

∂

∂r
+

2

r

)

hrφ = 0,
� ( � k�&���� 	

∂

∂t

(

∂

∂r
− 2

r

)

htφ −
[

∂2

∂t2
− 1

r2

(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ
+ 2

)]

hrφ = 0,
� ( � k�&(��� 	

∂

∂t

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

htφ −
∂

∂r

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

hrφ = 0.
� ( � k�&-, � 	

��� � �(# � � A(��� � �����(<�
��(� HBCE=����"� � � H$
���#@< AK)8D@C��M#	�@C�� � #�< A ��<���� A �/��!8A H$��H�� A �O�5� �	� A�������!-.�� <�
�'
<���� � � � A � ��# C	�`#�
 � ��� CE=@H�� � #�� !���# � !h�gC ∂2hrφ/∂t∂r

H <�
	� � �(�g<�
���!�� HO!�H$
$# C ∂2htφ/∂t∂r
H <�
 )(� D(<����(
=��!	� HG!�H$
1J� AIC

∂2htφ/∂t∂θ
H <�
	� <(��� <�
 ��!	� HG!�H$
 J}��� A H < CED��e<�
	�=���(A �I��
@<8A J�

� � ��� =@H$
 '�?$�8C	�@AKJ��=��!�#~� A�!�
 < CE= � ����� � .��-!4HI=@H <������(< C�2��!(� A��(� < AKJ*. )8D@H$J`C	��
 J� A�� � �� C���
 �
�G=��	�	�R!h�(# <�# < CEA C`A=#� C`A C*)�
K,ICED�� Hq� J�(<��@H <(� C AKJ#�� ���8A �|��
@< A J}#�� �@H < .��I� Aj���

(numerical

instabilities)
�

4�&



�"!�� <2. /8CF=����8#@H <�
�HB=���# ?$� Aj�`#�� Aj���(JD#���
�HB=������@J
������I���")����(#(<�

Hilbert - Lorentz (HL)

gauge
%

∇βhαβ = 0,
� ( � k 1 	

� CE=`#BHq� � �����(
 ���K. � < =�!�
$#q��� <��� I�-. /�� <�� A #O, Aj�e< A � ��!8C	� A J}#��N)(Aj�(<����(�@?$#��!<�
��2��� <��8AKJ����	%

∂

∂t
htφ =

(

∂

∂r
+

2

r

)

hrφ +
1

r2

(

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ

)

hθφ.
� ( � kML 	

	�AI��!(A H$��Hq� A � � ( � k ( 	�<��h��� ,��-.� C	�(<�� AD!h�	%

∂2

∂t2
hrφ =

{

∂2

∂r2
+

1

r2

[(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ

)

− 4

]}

hrφ

− 2

r2

(

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ

)

hθφ,
� ( � k@k���� 	

∂2

∂t2
hθφ =

2

r2

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

hrφ

+

{

∂2

∂r2
+

1

r2

[(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ
− 3

cos2 θ

sin2 θ

)

− 1

]}

hθφ.
� ( � k@k(��� 	

�d� �	� A � � C I����#��'#@< A�# ?$CE=��:<�
9� C�( I�1J`=����(< AKJ���� ��!(A H$��Hq� !�� � )�� D(<�����
���'G<2.�!(
�� ?$� C	� A J}#��
� ���-.-,O!I,ICEA�� � #2���(A H <����-.`# )(� D(<����(
��X' <2.�!(
��G?D!h�8AKJ#�� � ���-.-,O!I,ICEA�� � #�)���!8A". 	 J}� A )��Z� � ���8A�#�'
?$CE=��2� A JE<�#���?$�8C	� A J}#��/' ?D!h�(A J}#�� � �����-,q�I,ICE=�� � � Hilbert - Lorentz gauge

�5� �	� A #�� C`A � #	�E#
 |� A �@C����~� A JD.`# � A C^J}�(<2.	����
���
 , Aj� ���(A �I��
@<8A J}#�� � � CEHBC� C`Af��Hq� A � <��	�����8<���H��J!��;< CF= ?D!h�-#�'
?$�8C	�(CE= � ����HB=-,BJ}�	� �@CF=���� #*#��M!h�(#$< A �') D@C HB=������@J���l�����I��� )���� �

RW
J� A

HL
	�J� A�� � # � A��

.	����
:C � < A J� ,O!������ �
�-�	�(<(�(# ?$CE=����!H < C	�

ADM
 C�(���	� A Hq� # < !�� ��!8A H$��H��J!��

Einstein
� 	�A|��!8A H$��Hq� A � � CF=

�I������� Af���@CE=�� �@=(<2#	�e< C	�  C�(���	� A Hq� # �5� �	� A$C`Aq��!(���	%

∂tγij = −2αKij +∇jβi +∇iβj ,
� ( � k 4���� 	

∂tKij = −∇i∇jα+Kik∇jβk +Kkj∇iβk + βk∇kKij

+ α

[

Rij +KKij − 2KikK
k
j − 8π

(

Tij −
1

2
γij

(4)T

)]

,
� ( � k 4(��� 	

R+K2 −KijK
ij = 16πTαβn

αnβ,
� ( � k 4-, � 	

∇jKj
i −∇iK = −8πTαin

α.
� ( � k 4 ) � 	
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� � �(�g<�
���!�� HO!�H$
&)8A�# � � A@<�
 ?$� C��@AKJ�����!�#�� Aj!(
�<�
���<(�8A")8A".@H <��(<�
��O��� <��(A J���(#�
N)�� D(<�����
���!�� HG!^'
H$
 <�
 ?$�8C	� A J� ��!�#~� A�!�
 <�
��=��! !I,��Z�@CED�� J}��� � =	�M#@<�
@<����(#�
+<��	� <�
1��!�� HG!�Hq
�� J} |� . /�� AI<�
 )(A '
�(<����(
 H$
 <�
����~��#�� ,�� Aj���

(Hamiltonian constraint)
J}� AX
 <������ =(<������;<�
 )8A��(<�����
 Hq
 <�
��

C�(�����
(momentum constraint)

�
� 	 � !h� J� A � �8A �E# ,��(����� A J`C � CEA CED���� J� A <8A � <�# HBHq���8A � � ���(� � .��K! ��!8A H$��H�� A � � ���������I#Z'

< CF=����2� )(�#����(< A � � CEHG! � � =(< AKJ*.`#B<�
�,�������� A J`C � CEA 
���#Z�	
 � C�� �� <�
��;��!�� HG!�Hq
�� � ( � k 4���� 	 # � CF=
��!(����� HBH�� A ?$� C	� A JD.:<8A �0)(Aj�(<����(�@?$#�� <�
�� <��(A%)(A%.@H <��(<�
�� ��� <��(A J���(#

hij
# H�� HB=�� .��><�
 H$
1��� < A �

)(Aj�(<����(�@?$#��
α
<�
��!HB=�� .��><�
 Hq
��

lapse A
#E< A �&)8A��(<������@?$#��

βi
< CE= )8A����(D@Hq���(< C�

shift Bi
#`< A �

)(Aj�(<����(�@?$#��
kij
<�
�����! !I,��Z�@CED���J}��� � =	�M#@<�
@<���� Kij

J}� A@< A � )8A��(<������@?$#��
δΓkij

< !���HI=����+#	� !��
Cristoffel Γkij

%

∂thij = ∂jβi + ∂iβj − 2
(

Akij +Kijα+ Γkijβk +BkδΓ
k
ij

)

.
� ( � 4@j 	

' A��l#~�����\��
�' � ���(A H <����� ?#���~�(C-�@H <�#����/�	� <��8C	���%!��`# , Aj� <�
	��� � ���-� � � � �$)�
���� <(�8AKJ�� � ( � k@i 	
J}� A=, A�� < A � ��! C��@AKJ#�� )(Aj�(<����(�@?$#��:<�
�� ��� <��(A J���(#gCEA�,�������� A J`C � CEA 
���#Z����� ��!8A H$��H�� A � ADM
)	� �@CF=��}%

∂

∂t
hrφ =

(

∂

∂r
− 2

r

)

βφ − 2krφ,
� ( � 4 l ��� 	

∂

∂t
hθφ =

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

βφ − 2kθφ,
� ( � 4 l ��� 	

∂

∂t
krφ = − 1

2r2

(

∂2

∂θ2
− cos θ

sin θ

∂

∂θ
+ 2

)

hrφ

+
1

2r2

[(

∂

∂r
− 2

r

)(

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ

)]

hθφ,
� ( � 4 l , � 	

∂

∂t
kθφ =

1

2

∂

∂r

(

∂

∂θ
− 2

cos θ

sin θ

)

hrφ −
1

2

(

∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r
+

2

r2

)

hθφ.
� ( � 4 l ) � 	

�N.	� AI# ?$CE=���� � ���(A HIHO#@<����8CF=��;�-,$����H < CE=�� � � #+< C	� ���(A �I�M#+< !�� ��!(A H$��Hq� !�� � �O
	� ��!	� HG!�H$

� CE= ���5� � � A��M.��!<�
	� � � C��
	�I� D�� A$
:HI=��(���@J
 �����I��� )���� �
� � Af��#J,IC	�(<����!<�
 HB=������@J
 �����|���")���� Regge - Wheeler

#O)�
���� )(�
hθφ = 0
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(Yoshida & Lee 2002, Vavoulidis, Kokkotas &

Stavridis 2008, [4, 9])
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(
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{
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(Yoshida & Lee 2002,

Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [4, 9])
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< CF= � �8C����������(< C� � �-�'#@?BA #$� � �����	�������+.��(CE=����G<�
	� � ���(� � .��K! )(Aj� )(A J}�@H�� �&, A�� )(Aj�� C���� < A J}#��
< A���#���< CE=

σ0, ini
�

' A��:< A � < C� C� A%)��5� �!<��	�����(<���Hq� A �(#I
 ���(A �I��
@<8A J� <�� ?� A J� � CE= �(JEC	� CE=�� CED������5� ��� A � ���-#�'
� C`Aj�+J}� AA��� ,IC � A C � � ���$%�C	� C J��
��(���(CE=�����< A � ��!(A H$��Hq� A � � 5O� l � � 	 ' � 5O� l � � 	�� � # <�
 �+.@H$
 < CF=
H <(����� CFD; �� C`A CFD ��# ?$�(AE<�
	�;� � Aj ?.���� A�� < CE=;�@H <�#��(� � 	�A$HI=��(���@J}��� � �8CEHO)8A C�8A Hq� CFD < !��eA%)(A C�'
HB=@?�@C@<��@< !�� �5� �	� A #BHq���@=(<��	�e<�
	� � ���	� � <J!�Hq
$# z0

6 = 0
J}� ABH <�� )8D@C �@=(<2. HID��(C�(� �

��< C��G?}����� 5O� l ��� <��(�+.	��� CF=���� <�
 HB=@?�K# <�
@<��
σ = σ0, ini

J}� A � ���(�(<�
�� CED���� � �h�
��� <��(�+.	����� <�� A�< C

D
� # � CE= D := y0

1 − y0
2

H <�
	� � ����� � < !�H$
 Hq |� Aj�8C�� A%)(����<��	�����(<���Hq� !��
J}� A

D := z0
6

H <�
	� � ���	� � <J!�Hq
 < C��8C� A")����!<��	�����8<���H��J!�� 	 � � C=���(A H <���� #eHB?}�����;������ I#���� <�� A
Hq�GHq |� Aj�8C�� A")(�5� �G<��	�����8<���H�� A �-�Z�	�;< C0)���!8A"# HB?}�����2���	�� |#��(� <�� A Hq��< C��8C�� A")(�5� ��<��	�����(<���Hq� A � �
�GD��� 3!��	�-����<�� � ����� � .��-!#K#@<���� D = 0

HB=������8< CED����gJD. � CEA C	� mode
� ��<�
	� � ����� � < !�H$
�< !��

Hq |� Aj�8C�� A")����:<��	�����8<���Hq� !�� ���	� H$JECE=���� #~�����
f-mode

#
p-modes

� )�� HB=�� � ���(Af�������+.��@C	�(<�� A
H < C HB?}�����`#����� |����� /8C	�8<�� A(Hq�/���J,��	� D(<����(���GHB=@?� #@<�
@<����
	 #

s-modes
J}� A�#~�����

i-mode
� ��<�
	�
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t-mode

�G?}����� 5O� l % ��D���� H$
 A%)(A CFHI=@?�(C@<��@<J!�� � H$
����5�"!��N# � CE=�
 � CEHO#@<�
@<�� D ,I� ��� <�� A� H$
 ���O��
M)�#~� 	
Hq |� Aj�8C�� A")���� � ���(A H <����-. 	�J}� AE< C�8C�� A%)(��� � )(��!(A%. 	

modes
� � C �@H <(�8AKJ*#=� C��8<�#�� C � CE= ?$��
 HIA '

� C � C`Aj�5� <�� A���� ��� A < C A+DH14
J}� A

` = 2
� � �����-.(����� � � ��� � �(�g<����',���������#�� <J!�� �!A �K.(J*!��

5O� i`# 5O� ( J}� A 5O� 5 	

� ���	� � < !�H$
!< !���< C��8C�� A")����
<��	�����(<���Hq� !��O���	� H$JECE=���� t-modes
� � ���8A HBHR#@<����(���d��� � < C��#���� A����

, Aj� #	� CF=����@=(< CFD���< CE=��
modes

�(JEC	� CE=�� CED�� � �����(JD.(<J! 	 �

� ��� � �'� � ��	������� ����� ����������� � * �"� � � � �(� ��� �����"��
��� �
�������

��<�
	���~�K# <�
@<��O�@=(<��l������� < CED���� < A �h� � A")(�-.@Hq� A ��< CF=H <����(� CEDO �� C`A CFDH < A �"�@H <(�8AKJ#�� <��	�����(<��^'
Hq� A �:?$�(
 HIAj� C � C`Af���(<���� � � ��#�� � C	� =(<��8C � AKJ#��eJ}�(<��@H <��(<8A J}#�� ��!(A H$��Hq� A � � ��J`C � #�� �����=�5� �	� A
��� ���	� )��5��!8CE=����8#EJ`=��	�%!h� � C`A C@< A JD.:J}� A�� A ,R# <���� C � CEHBC@< AKJ*.`#I<�� �	#�� ?$�����(JF<�
��(A H < AKJ*. �@=(<����
< !��!<��	�����(<���Hq� !�� � H���HI?$# Hq
2����< A �<��	�����8<���H�� A ��Hq�\�(� =@H < CED��/�@H <�#��(���d��� <(� C	���"!��E#@?D!h�	� �
H <(�����$#  I� CEA"# 	 � h\��# � � � � ? � J}� A McDermott, Van Horn & Hansen (1988)

� i � �
� �(<��@H$J}� = . /8CE=����h#~�	��� � C	� =(<(� C � A JD#��@H <�#����O��� <�� C����"!�� � � �� ?.	��� A C�i
J� A �X� #@<�
@<��
i � & 	

����J}�(<��@H <��(< AKJ�� ��!�� HG!�Hq

p = Kρ2 (γ = 2)

#$J�~�(<��8AKJ�� � =(J�� #@<�
@<�� ρ0 ' 2× 1015 gr/cm3 #
�(JE<(� ���

R ' 10.1km
J� A��M. /��

M ' 2.036km ' 1.4M� (M/R ' 0.2)
�

��� ?BAKJ*.=�I� !h� CED����!< C	� �@H <�#����:?D!h��� � H <������ #  I� CEA"#
(µ = 0)

J}� A = � C	� C-,I� / CE=��������8A �q'
��
@< AKJ*.c<8A � A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<�����J}� A< A � A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A � < !��^<��	�����8<���Hq� !�� � CE=^< C	� ?$�����('
JE<�
���� /8CF=�� � ��< CE=�� � � ���(J}��� J� A H <�� HB?}�����(<�� � CF= �(J`C	� CF=�� CED��:= � C��I# < CE=���� ` = 2

�y�I� !^'
�8CFD����8#�)(
���� )(�$#
<�� <���� � C	� A J}#���<��	�����(<���Hq� A �
	 J� A # #@<���� �@=(< # )��Z� A HB?$D�� A #�
c< A����c< CE=

`
= � C	�@C��� <�� AK� � #-< C�� HB=����FC	� A Hq�M# � � � ? � #������+.@H$
+< C	� HI=����FC	� A Hq�M#

`pn
# C

` = 1
)(� D(<����8C��
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����� C	� A JD#��
p-mode

HI=����FC	���"/�� <�� A3!h�
1p2
	 � � � � H$
�� �|�J!h�8CED����&#@< A C9� )8A��(���(< A JD#��)���� JE<�
��

�5� ��� Aq� HBC������< C	� � C	� =(<��8C � A JD#I# Γ = γ = 2
#$J� A #}���-�@=(<��	� <�
 �I���h�(
 H$
$#$� � C J���5� CF=����l� � #

<�
�������# <�
1�����e< CF=��
g-modes

� � 	 � !h� � CEA � #	� � ���(Aj��#Z�@CE=����8# C`A <��	�����8<���Hq� A �:< CE=1�@H <�#����
�������|� ?$���(�(JE<�
��	�"/8C	�(<�� A}�M#��(C � � #1< C	� f-mode

J}� Aq� � #1<�
	� C`A J`C-,�#Z��� Aj� < !�� p-modes
�

��� ���(J��� 5O� l %g� )8A CEHB=@?�K# <�
@<���� �
σ2

0/πGρ̄
	 #D, Aj� � C	� =(<�� C � AKJ*# �@H <�#����`#$Hq I� A�� C� A%)(��� modes� ���(A H <���� . 	�J}� A < C��8C� A")����

modes
� )(��!(A%. 	 # ?D!h�	� � H <������ #u �� C`A%#��

µ = 0
	�J� A ���eH <������ #

 I� CEA"# �
µ 6= 0

	 �
Sph. Mode (µ = 0) (µ 6= 0) Tor. Mode (µ = 0) (µ 6= 0) Hz

p2 42.95624 42.97240 12033
p1 19.16461 19.16684 8037
s7 — 4.86596 t7 — 4.86604 4050
f 3.65406 3.65418 3509
s3 — 0.96968 t3 — 0.96985 1808
s2 — 0.45974 t2 — 0.45998 1245
s1 — 0.13565 t1 — 0.13600 676
i — 0.00101 58

t0 — 0.00033 33

	�A A")8A CEHB=@?� #@<�
@<�����<J!��
f-
J}� A

p-modes
 |��� �(C	�(<�� A�H < C�� ��� �	�(J}� 5O� l J� AGC`AA%)(A C�'

HB=������><�� Hq� A �!< CE=��� |��� �(C	�(<�� A`H < C ���(A H <����-# ��#�� C��< CE=:�G?}�����(< C�� 5O� i � ��A C HB=-,BJ}� J}�(Aj��#~���`#
H < C	� ��� �	�(J}� 5O� l �����-,�� .� C	�(<�� A`C`A`J}���(C��@AKJEC � C`A 
���#~�	���< A���#��!<J!�� A%)(A CFHB=@?�@C@<��@< !��`# σ2

0

#`H��
� C	� . )����

πGρ̄
# � CE= ρ̄ = 3M/4πR3 �5� ��� A|
 ��# Hq
 � =(J�� #@<�
@<��1< CF= �@H <(#���� � ' Aj� ��� ��!�� < .('

HBCE=�����<�
	� C���3# <�
@<�� < CF= ���(A �I��
@< AKJECED=������J��Q)(A J}�`#�I# < CE=����
Γ = 5/3

, Aj� < C	�;� )(Aj�(���(< AKJ*#
)���� JE<�
+J� AI���	� H$J`CF=����

σ2
0/πGρ̄ = 3.57774, 15.64009

J}� A
35.20865

, A��+< CE=��
f-, p1-

J}� A

p2-mode
#d���8<(� H < C`A ?$�`#/� � C@<�����# Hq���(<�� � CF= �5� �	� A Hq� ��!(� A��(� < AKJ��;HB=��� 3!������ ��� � J�5� �	�-< CE=

Robé (1968)
� 4@i � �

��� !h�8CFD���� H <�
�HI=��	# ?$� Aj� #@< A C � C	� =(<��8C � AKJ*#� ����� �@H <(#������ � ���(A �+.	����� <�� A���! !g<����(A JD.
� � # #~����� H <������ #  I� C`A%# �

µ 6= 0
	 Hq� � =(J�� #@<�
@<����s� A J}� # <����(��� < !�� 2.4 × 1014 gr/cm3 �

�!=(<2# HB=���� � .-,�� <�� A�#~�	��� H <(�����$#  �� C`A%# ���=� C-, AKJ*# � .@?$C��(# ∆r ' 0.89km
� � � ��� CE=@H�� �

< CF=;H <(����� CFDu �� C`A CFD � � A%)�� . ��� ) D@C;<��-# � CF=�� H < A � <��	�����8<���H�� A �+< !��s�@H <(#�� !��}% �	���M. /(� A
������ I�-.�< A ��A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����
J}� AF< A ��A")8A CEHB=��	��� <�� Hq� A ��<J!��;�M)�
 = � ��� ?G#��8< !�� f-

J}� A
p-modes

J}� A;)�
��FA CE=��2,����A�	# CE=�� J}���(C��@AKJECED�� <��-# � CF=�� <��	�M.��8< !�H$
��(# < CE=�� s-, i-
J}� A

t-modes
# < CE=��

C � C� CE=�� )�� HB=������(< CED���� Hq� �@H <(#������ .��	� = H <����(� CED  I� C`A CED+J}� A < CF=�� C � C}� CF=��=���~��� < CFD����
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(a) f-mode (without crust)
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(b) f-mode (with crust)
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(c) p1-mode (without crust)
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(d) p1-mode (with crust)

rS/R
rH/R

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

am
pl

itu
de

fractional radius r/R

(e) p2-mode (without crust)
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(f) p2-mode (with crust)
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f-
J}� A

p-modes
#-, Aj� � C	� =(<(� C � A JD# �@H <�#��(�`# ?D!h�	� ��H <����(�$#

 I� CEA"# � ���(A H <���� . 	�J}� Aq����H <������ #  �� C`A%# � )(��!(A%. 	 �

� JF<(�Z�	�h�!H <�
:HI=��	# ?$� Aj� �
� ��� ���

fundamental (f-)
�
�	

pressure (p-) modes

	�A A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(���1<J!��
f-
J}� A

p-modes
)��~�9�	���M. /8CF=��1� A H}��
@<2. � ��� ���(J��� 5O� l 	 � � �(J�'

< A �@AKJ���A")8A CEHB=�� .��><�
 Hq

S = S (r)

� � � H$
���)��~�9�	���M. /�� A � A H}��
@< . J}� A #D� #	�(C�H <�
	�1�J,BJD.�� H Aj�
A%)(A CFHI=��K.�� <�
 H$


H = H (r)
# )(Aj�(J}��� �@CF=���� JD. � CEA�� )(Aj�� C��8C � C� 
 Hq
 � d:A��(J�	� �@CE=����8#�)�
���� )(�$#
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� A���<��	�����(< !g< A J� HB=�� � ���8A� C� .�<�
���A%)(A CEHB=�� .��><�
 H$
�� H H <�
	� � ���8A C@?}� < CF=�H <����(� CED� �� C`A CFD �
� .	� A H <��`#?, A��1= 6I
��M#@<����(���

p-
����� C	� A J}#��(#��@=(<�� 
:<��	�����(< !g< A JD. HI=�� � ���8A� C�-. ��� Af����� <�� A Hq�

� �M.(< C���J}� AGHq�����@J`C��-J� Ad
cD � ����!�
^H <������ CED  I� CEA CED ,I� �	� <�� A�#	� CcJ� A � A C )8=@HO)(A%.(J}�8A <�

� �G?}����� 5O� i`#O)���!8A". 	 �
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(a) s1-mode
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(c) s2-mode
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core-crust interface
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(e) s3-mode
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(b) s1-mode (crustal region)
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(d) s2-mode (crustal region)
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(f) s3-mode (crustal region)

�G?}����� 5O� (}%� )8A CEHB=��	��� <�� Hq� A � <J!��
s-modes

#R, A�� � C	� =(<��8C � AKJ*#1�@H <�#��(�`# Hq� #	� C+< C	� #-,BJEC
< CF= � ���(A H <����-. 	�J� AIH <�
	� � ���8A C@?}�:< CE=:H <������ CFD  �� C`A CFDe< CE= � )(��!(A%. 	 �
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� ��� ���
shear (s-) modes

	�A
s-modes

�5� ��� Ad� Aj� CEAKJEC-,�#~��� A��
modes � CE= HB=������(< CED����1� � CFJ���� A H <8A JD. Hq���@H <�#��(���

��� <(� C	���"!�� ��� H <(�����$#s I� C`A%# � �d� �	� A
modes

H� I� A�� C� A%)8CFD�� <>D � CE=`#I# � !h�1CEA f-
J}� A C`A

p-

modes
#/�	���M. # ?$CE=�� )8D@CcH$
������(< A J}#�� )(Aj�� C���#�� � � # �@=(< CED�� � ���(�g<�
 )8A��� C�-.G��� ��� AQ#@< A

< C � �M.(< C� < CF=��u��� ��� Ah���J,R.	� C^JE=��	�"!h� H <�
	� � ���8A C@?}� < CE= H <������ CFDG I� CEA CED � �G?}����� 5O� (`#
���(A H <���� . 	 � ��< C	� � =����	���-< CE= �@H <�#��(��C`AgA%)(A CEHB=������><�� Hq� A �+< CE=�� �5� �	� A����~� � � � �����@Hq��#~�����
�	���M.G�5� ��� A J}� A � C	� DG� AKJ�-#@<�������� � � # # # < A�H < C	�;H <������$#  �� C`A%# � d=� D(<(���(
 )8A��� C�-.s�5� �	� A
#@< AA���(< A � � CEHG! � � D@CE=��1J`=����"!h� �J,BJ*.��8HIA���� J� A|� A ,R#@<(���8C��(JE< A � A J}#�� J$A �	� Hq� A �(# H � S

� ��< C
�G?}����� 5O� (l |��� ��� <�� A ?$���(�(JE<�
��(A ' H < A JD. #@<8A�
��J,BJ*.��8HIAj�
HB=��@A H <���Hq�`#

H
#8< CE=�A")8A C*)8A����(D@H����(< C�

��� <��(<2# � A Hq
��O��� ��� A>< CE=	�M.@?BA H < C��P)�# J}�� C���#��h���J,��	� D(<����(
�� � #!<�
	�l�(JF< A �@AKJ���< CF=�HB=�� A H <���Hq�`#
S
� 	�AA%)(A CEHB=@?� #@<�
@<�����<J!��

s-modes
 |��� �(C	�(<�� A�H < C�� ��� �	�(J}� 5O� l � ��H <8A%. /8C	�8<�����H <��

� C`A C@< A JD.1?$�����(JE<�
��8A H < A JD.:< !��1A%)(A CEHB=@?�@C@<��@< !�� �@=(<����`#$����# � CE=����&#@< A C`A � �(�g< CEA s-modes
# ?$CF=�� HB=@?� #@<�
@<(���1?$����
��M#@<�������� � � # � J}�5� �	
 < CF=

f-mode
�~��� CEA = 6I
��M#@<���� C`A������ C	� A J`C}�

# ?$CF=��eHB=@?� #@<�
@<�����HB=-,BJ}��� H Aj����������� J�5� �	����<J!��
p-modes

�
� ��� ���

interfacial (i-) mode

	
i-mode

�5� �	� A .	��� C��#~�	��� J}���@C	�@AKJ*#� <��-# � C� <��	�M.��8< !�H$
���Hq |� Aj�8C�� A%)8CED�� <>D � CE= � CE=
HB=������8< CED����\�M#	�@C Hq�O�@H <�#��(���d�	� <��8C	���%!������GH <������ #; �� C`A%# � 	

i-mode
)(�~��# ?$� A = 6�
��M#@<(����'

CE=��;�(JE< A � A J`CED��;����� C	� A J`CFD��(#
in
#�# � !h� # ?$CF=�� � � ? � CEA p-

# C`A
s-
J}� A C`A

t-modes
� � � A Hq�

�@=(<2#	��� � A J}���(< CED���C`A��J,BJD.�� HIA����GJ`A ��� Hq� A � � �G?}����� 5O� 5 	h�	���M.!< C JE=��(A%# <���� C ?$���(�(JE<�
��(A H < A JD#
< CF=��5� �	� A�
u�(J}��� � CE= HB?}
����(<(� /�� A 
��(JE< A � A J� < CF=-A")8A CEHB=�� .��><�
 Hq
$# S #^�(J�(A ���h� H <�
9�+.@H$

< CF=:H <����(� CED= �� C`A CFD � � � � H$
��(# <2#FHIC 
 �(JE< A �@AKJ��$#R#EHBC J� A�
 �J,BJ*.��8HIA��1A%)(A CFHB=�� .�� <�
 H$�:< CF=`#
)��Z� # ?$CF=��eCFD(<���#~����� ��
M)��~�@AKJ*#1J*#���FC

(node)
� �UA%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<2. < CF==�5� �	� A����>J}� <2.e?$����
�'

���$#������8AKJ#���)�� J*. )����
Hz

� ��� �	�(J}��� 5O� l 	 � � 	������@=(<2.-<���?$�����(JF<�
��(A H < AKJ*. J��� A H < CED�� < C��
i-mode

A")8A���� <����(�9�~� )8A��� I#��8C	�8<��`# <2#EHBC-H <�
	� � ���	� � <J!�H$
-<J!�� QPOs
� � # SGRs

#FHBC-J� A
H <�
	� � ���	� � <J!�H$
1<J!�� HB=�� � �-,q��� �@H <��8AKJ����0/(� =-,q��� � � �� ?.	��� A C l 	 �

l jML
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�G?}����� 5O� 5 %g� )8A CEHB=�� .��><�
 Hq
 < CE=
i-mode

#D, Aj� � C	� =(<�� C � AKJ*# �@H <�#����`#EHq�N#	� C < C	� #-,BJEC:< CE=
� ���(A H <���� . 	�J}� ABH <�
	� � ���8A C@?}�:< CF= H <����(� CED  �� C`A CFDe< CF= � )���!8A". 	 �
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t-modes (crustal region)

t0
t1
t2
t3

�G?}����� 5O� &}%�� )(A CFHI=��	��� <�� Hq� A ��< !��
t-modes

#G, Aj� � C	� =(<��8C � A JD# �@H <�#��(�`#IH <�
	� � ���8A C@?}�1< CE=
H <(����� CFD  I� CEA CEDe< CE= �

� ��� ���
torsional (t-) modes

��#�� C��(# C`A
t-modes

�5� ��� A #����(<(� �|� <��1��� #	� CF=�� < CF=�� � � C�
K,ICFD����Z�@CE=��(# modes
< C� C� A%)8CFD��

<>D � CE= � 	�A modes
�@=(< C�/� JE<���� CFD�� � � C J��� A H < AKJ*.G�J,BJD.�� HIA����+J`A ��� Hq� A � �

S = 0
	 J� A�CEA

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�#��e< CE=��=�5� ��� A � ����� � ��� HIA����=��� � J}�5� ����� < !�� s-modes
�
tn ' sn

, Aj�
n ≥ 1

	 �
�"!�������� H$
 � � C@<������5�gC � �(�g< C��(#X�|�����~� Aj�Q)�
�� t-mode

#�C
t0
#�C C � C� C� # ?$� A � C	� D ?$����
����

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<��`#������(A J}#��&)(� JD. )(���
Hz
� ��� ���(J��� 5O� l J}� AI�G?}����� 5O� & 	 �

� ��� � ����� ���������� &'� 
���� �"� �	�(��� ��#%
 
 ����� � 
"!$#%


��<�
	� �Z� #@<�
@<��=�@=(<�� �I� �I� !h�(� HBCE=����-�����	� A H < AKJ*.=� C��8<�#���� �@H <�#�� !��2��� <�� C����"!�� � � �� ?.	��� A C
i�J� A8�X� #@<�
@<��!i � & 	 � �!CEA C@<8A JD.`#M)(�~� � ���8A���#~�(CE=����d���J,R.	����� )8A��� C��#�� � ��� ,��~� A JD.
?$�����(JF<�
��8A '

l j@k



H <8A JD. , Aj� #	� CF=�� < CF=��
modes

�5� ��� AA��� ,IC�' � C	� D <���� )(Aj�}%�<��	�����(<J!g<8A J�-HB=�� � ���(Aj C��-.+H <�
	�
�J,BJ*.��8HIA��-A%)(A CFHB=�� .�� <�
 H$
 , A�� < C	�

f-mode
# JE=��	� ��� ?$��� �J,BJ*.��8HIAj��� J$A �	� Hq� A � J}� A �@=@H <�
�� #�

� ���(A C�(A H��M#���H < C	� H <(�����$#  I� C`A%# , Aj� < CE=��
s-modes

#< C	�
i-mode

J� A�< CF=��
t-modes

� �G?}�����(<�� 5O� 1 ��� A 5O� L 	 � � H < #FHBC #q
1D � ���(!(
:< CF=:Hq
����5� CF= � � �~��� =��I#�� !�H$
���< !��=�	� <��8C	���%!��
� � #�< CE=�� � =��(�	�	��� (neutron drip point)

��� ��� A J*.(<8A � ����� � .��K! � � #s |���	���(� � d=��!(A%.+H < C
�G?}����� 5O� 1`# , Aj� < C � C	�(<�#�� C

L+DH14
J}� A�H�� � =(J��K#@<�
@<�� ρ ' 3.5 × 1011 gr/cm3 #GC`A

A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A ��#	� !��+<J!��
modes

)8A���� C�( I���(C��8<�� AK���e?$�����(JF<�
��(A H < AKJ*#-<��-# � C � � C � )(A C
HB=�������� ��� A H < C �G?}����� 5O� LE#-, A��< C�� C	�8<(#~� C

L+NV14
#8H�� � =(J�� #@<�
@<�� ρ ' 4.3×1011 gr/cm3 �

	�ABA")8A CEHB=@?� #@<�
@<�����<J!��
f-, p1

J}� A
p2 modes

 I��� �(C��8<�� AEH < C	� ��� ���(J� 5O� i`#D# � !h���@=(<�#��
= � C	� C-,I� / C��8<�� A J}���@C	�@AKJ*. (µ 6= 0)

J}� A�# � !h�:= � C	� C-,I�"/8C	�(<�� A ��� �|�J!h�(� HBCE=���� ��
M)��Z� A JD#�< C
shear modulus (µ = 0)

� h\��# � CF=���� #@< A�CEA )(Aj�� C�(#�� ��� ��� A � C	� DG� A J}��#��(#d���	� � ��� H}�I
@<���� �
� � A ���Z��� Af����� <�� AI)(
���� )��1
 � C`A C@< AKJ�� � AKJ*#��	� <�
�� � � C�
K,ICFD����Z�	
�� �~�K#@<�
@<���� � ���8C@?D!h�����(<����
H < C	� ��� ���(J� 5O� ( � ���(�(<�
�� CED���� #@< A�C`A

interfacial modes
# ?$CE=�� #��8< !h� � C	� D ?$����
���#��

HB=@?� #@<�
@<����(#/�����8AKJ#�� )�� JD. )����
Hz

� � .	� A H <��`#GC`A�A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�#�� < CE=��1��!(��� <����(<�� A"���5'
J}� < . � � #+<�
	� < A���� < CE= ����� C	� A J`CFD )��5�KJE<�
 ` #|���8<�� �I� <�� ���!< CF=�� shear modes

� <(�~��� =(<��������
H <�������� < CF=9�")(A CF= � � �	�(J}� 	< !�� C � C}�%!��1C`A A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<���� �5� ��� A HB?$�$) #�� ���	��!-.��><�
@<(���2� � #
<�
	�1<8Aj��� < CF=

`
� �G?$�$)-#	� ������!-.�� <�
@<����2� � # <�
	�1< A���� < CE= ���(� C��@AKJECED )��5�KJE<�
 ` ��� ��� A J� A C`A

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� < !�� ���	�g<���� !��s�(JF<8A � A J���s���(� C	�@AKJ���� < !���< C� C� A%)(���
torsional modes

� ��� ���(J��� 5O� 5 	 � �������(<�
��8CFD����8#�M.	� A H <��`#O#@< A`C`A
`sn
Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �

modes
J}� A`CEA

`tn
< C��8C�� A '

)���� �
modes

# ?$CF=�� � ����� � ��� HIA����+A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� � ��=(< # ���(< AKJ�(< C � <���� /�� A <�
	�s� )8A��� D@H$

�@=(<���� < !�� )8D@C�C`A J`C-,��~�	� Aj���

modes �

J� A C`AD���Z� J}� A CEAI)��=���(< A � �8CEHG! � � D@CF=��u�J,BJD.�� H Aj�
J`D����(<�� H < C	� H <������ #  �� C`A%# #d��� )8A��� C�(� < AKJ#�� #� !h� � C	����Hq� A � � ��#~� C�(#GCEAX�I������� Af�Q)�� A �
< C��8C�� A")(�5� �

torsional modes
#
`t0
#�# ?$CF=�� ?$����
���#��1HI=@?�K#@<�
@<����(# � CE=u��!����><����8<�� A ��� J}� < .

� � # <�
	�e< Aj���1< CE= ` � ��� ���(J}��� 5O� 5 # � ���g<�����H <��������
	 �

� ��� � �(����� � ��������&'���"� � ��� � ! � � � �'�

� �-<�� � � C@<�����# Hq���(<�� <�
�� � � C�
K,ICFD����Z�	
�� �Z� #@<�
@<���� � � C� CED����u�	�^JD.��(CE=����s�@H <����8CFHq� A '
Hq� C	� C-,I� � � ' �~� A JD.`# � �8CFH � ��� CFD���� �	� ���8CFD���� � �8CFH�� ,G, A H < A J`CFD��:<>D � CE=�� � CF= ���9� � C� CED��
���2�����N)	� �@CF=��!< A ��A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(����< !�� )(Aj�� ?#�� !��

modes
����� � ��#��-�����	� =(< AKJ#���� J} |� .@Hq� A � �
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(h) t0-mode (crustal region)

�G?}����� 5O� 1}%�� )8A CEHB=������><�� H�� A � )(Aj�� ?#�� !��
modes

#�, A�� < Cs�@H <��8AKJ*#s� C	�(<�#�� C
L+DH14

# H��
#	� C < C	� #-,BJ`C:< CF= � ���(A H <����-. 	�J� AIH <�
	� � ���8A C@?}�:< CE= H <������ CED  �� C`A CFDe< CE= � )(��!(A%. 	 �

�!=(<2#  |��� ��� <�� A � A C � D(J`C	� C , Aj��< CF=��+< C��8C� A")(�5� �
torsional modes

� � �P)(
�< C l 4@k@j`#"� � #
<�� � � C@<�����# Hq���(<���< !�� Hansen & Cioffi (1980)

� l � � ����# � �:��A Hq�-,O!I,q� 	  |��� ��� <�� A #@<8A CEA
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�����< !��/�|�����~� A%!Q)����

torsional modes � �8C�� <8A �GA%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����g<J!������	�g<����2!��

l@l j
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�G?}����� 5O� L%!� )8A CEHB=������><�� H�� A ��)(Aj�� ?#�2!��
modes

#�, Aj�+< C �@H <��(A JD#u� C	�(<�#�� C
L+NV14

# H��
#	� C < C	� #-,BJ`C:< CF= � ���(A H <����-. 	�J� AIH <�
	� � ���8A C@?}�:< CE= H <������ CED  �� C`A CFDe< CE= � )(��!(A%. 	 �

����� C	� A J���
torsional modes

��!(��� <����(<�� A��M#	�@C�� � #!< C�HB?$� < A JD# � .@?$C��< CF=�H <������ CFDO I� CEA CED`#
∆r/R

%

`t0

`tn
' [` (`+ 1)]1/2

πn

∆r

R
.

� 5O� L 	

l@l@l



��� ���(J��� 5O� i}%g� )8A CEHB=@?�K# <�
@<���� � Hq�
Hz
	Hq |� Aj�8C�� A")����

f-, p1
J}� A

p2 modes
#B?D!h�	� ��H <������$#

 I� CEA"# �
µ = 0

	GJ}� Aq���!H <(�����$#  I� CEA"#
(µ 6= 0)

#D, A���)8A".� C��� �@H <��(A JD. � C	�8<(#~��� �
µ = 0 µ 6= 0

Model f p1 p2 f p1 p2

A+DH14 3047.9 8690.1 11831.6 3047.9 8690.5 11836.8
A+DH16 3273.4 8816.6 12901.2 3273.4 8816.7 12902.2
WFF3+DH14 2608.6 7457.5 10570.5 2608.7 7457.9 10582.9
WFF3+DH16 2723.1 7660.6 11082.8 2723.1 7660.8 11085.6
WFF3+DH18 2914.9 7840.8 11239.7 2914.9 7840.9 11240.2
APR+DH14 2282.5 6368.8 9333.7 2282.5 6369.9 9366.0
APR+DH16 2342.0 6635.9 9953.4 2342.0 6636.5 9965.6
APR+DH18 2394.2 6872.1 10203.4 2394.2 6872.5 10206.9
APR+DH20 2443.0 7072.9 10280.3 2443.1 7073.4 10282.0
APR+DH22 2496.4 7226.7 10278.6 2496.4 7226.8 10279.2
L+DH14 1763.6 5539.5 6835.3 1763.6 5542.5 6916.1
L+DH16 1803.8 5663.9 7467.6 1803.9 5665.4 7527.5
L+DH18 1844.3 5731.5 7992.9 1844.3 5732.0 8023.6
L+DH20 1886.2 5760.1 8291.1 1886.3 5760.6 8301.4
L+DH22 1930.6 5765.8 8456.9 1930.6 5765.9 8459.8
L+DH24 1979.2 5761.9 8584.4 1979.2 5762.0 8585.8
L+DH26 2047.6 5765.4 8556.5 2047.6 5765.6 8557.1

A+NV14 3048.0 8697.3 11849.4 3048.0 8697.7 11855.4
A+NV16 3273.8 8819.6 12917.0 3273.8 8819.7 12918.6
WFF3+NV14 2607.6 7431.1 10509.2 2607.7 7431.9 10521.7
WFF3+NV16 2722.4 7646.4 11016.8 2722.4 7646.7 11020.7
WFF3+NV18 2914.7 7835.6 11213.1 2914.7 7835.7 11214.0
APR+NV14 2303.0 6756.1 9537.3 2303.0 6757.3 9575.5
APR+NV16 2356.8 6961.2 10242.0 2356.8 6961.9 10260.4
APR+NV18 2404.7 7130.0 10585.6 2404.7 7130.4 10591.6
APR+NV20 2450.3 7261.4 10660.4 2450.3 7261.6 10662.5
APR+NV22 2501.1 7345.0 10593.2 2501.1 7345.1 10594.1
L+NV14 1934.2 6872.1 8324.6 1934.2 6887.5 8458.2
L+NV16 1948.1 7228.8 8690.5 1948.2 7238.4 8739.4
L+NV18 1965.3 7276.3 8660.6 1965.3 7279.4 8681.6
L+NV20 1986.3 7028.0 9001.3 1986.4 7028.7 9018.4
L+NV22 2011.7 6744.4 9492.5 2011.8 6744.7 9505.5
L+NV24 2043.2 6497.2 9895.4 2043.2 6497.3 9901.7
L+NV26 2099.1 6263.9 9456.0 2099.1 6263.9 9456.5

d:A������ =��(CED����8#|� CEA � #	�`# < CF=��;�I������� Aj�Q)(� A � torsional modes
#
`t0

� &��(
 HIA�� C � CEA CED���� < A �
< A���#�� < CE=1��� ���(J}� 5O� 5 J}� A HB?}
����(<��"/8CF=���� <�� � 
����KJ}� A")8A CEHB=@?�(C <��@<J!��

2t0/3t0
J}� A

2t0/4t0
�

�����(�(<�
��8CED���� #@<8A # , A�� #	����<�� � C	�(<�#����`#�<�� � 
���� J}� �@=(< .;A HBCED��(<�� A"��� 2/
√

10 ' 0.6325
J}� A

2/
√

18 ' 0.4714
#A���(<(� H < CEA ?$� � ��=(< # ����# HG!h� HB=��	� � .-,�� <�� A?#@< A

`t0 ∼
√

` (`+ 1)− 2
#

# � !h� = � CEH <�
���� / CE=�� C`A Samuelsson & Andersson (2007)
�f& � J}� AR#@?BA

`t0 ∼
√

` (`+ 1)
#

# � !h���I� !h����� <�� A Hq�&.	������� ������# <���� � l #Bi`# l ( � � � �� ?.	��� A C l #B�h�K#@<�
@<�� l � l 	 � � � C��8CED����8#}���
.	�����O�M#-, A��`#����= � C	� C-,I� / CE=���� < A ��A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����g<J!������K!g<�#��2!��\� /8A�� CE=�� Aj�(J�������(� C��@AKJ����
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��� ���(J��� 5O� (}% � )8A CEHB=@?� #@<�
@<���� � Hq�
Hz
	 )(Aj�� ?#�2!�� Hq |� Aj�8C� A")����

modes
< CE= H <����(� CED

 I� CEA CED`#D, Aj��)(A%.� C���� �@H <��(A JD.=� C	�(<�#����
(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

�
Model 1i 2i 3i 1s1 1s2 1s3

A+DH14 22.5 48.0 70.5 1203.7 2009.4 2775.7
A+DH16 19.4 43.1 63.7 1527.4 2549.4 3523.9
WFF3+DH14 18.1 40.7 60.1 940.6 1570.6 2165.3
WFF3+DH16 17.7 39.4 58.2 1098.8 1833.9 2531.8
WFF3+DH18 17.1 38.1 56.3 1363.7 2275.3 3144.0
APR+DH14 19.9 41.9 61.2 759.8 1268.9 1748.1
APR+DH16 17.4 37.8 55.6 858.5 1433.4 1976.6
APR+DH18 16.8 36.3 53.4 963.6 1608.4 2219.7
APR+DH20 18.0 37.5 54.8 1080.8 1803.3 2490.8
APR+DH22 15.2 32.9 48.5 1234.6 2060.0 2846.4
L+DH14 15.1 33.3 48.7 529.0 884.2 1217.4
L+DH16 15.9 33.9 49.5 585.2 977.7 1347.9
L+DH18 13.3 29.9 44.1 646.9 1080.5 1490.7
L+DH20 14.7 31.4 46.0 711.1 1187.3 1639.6
L+DH22 12.5 28.1 41.4 786.5 1313.1 1814.0
L+DH24 13.1 28.4 41.8 872.3 1455.9 2012.5
L+DH26 13.4 28.5 41.9 992.5 1656.3 2290.8

A+NV14 20.7 45.4 66.7 950.2 1687.4 2389.9
A+NV16 19.7 43.4 63.9 1190.2 2113.2 2997.5
WFF3+NV14 19.2 42.0 61.4 739.9 1314.6 1860.3
WFF3+NV16 18.3 40.1 58.9 865.2 1536.3 2176.2
WFF3+NV18 17.6 38.7 56.9 1069.3 1898.0 2691.3
APR+NV14 18.1 39.3 57.2 615.5 1094.0 1546.8
APR+NV16 17.1 37.3 54.5 687.7 1222.0 1730.1
APR+NV18 16.2 35.5 52.0 768.8 1365.2 1934.2
APR+NV20 15.4 33.8 49.7 857.7 1522.9 2159.2
APR+NV22 14.6 32.1 47.2 973.9 1728.5 2451.8
L+NV14 16.6 35.9 52.1 482.6 858.3 1212.1
L+NV16 15.7 33.9 49.4 523.7 931.0 1316.5
L+NV18 14.8 32.2 47.1 567.0 1007.5 1426.0
L+NV20 14.1 30.7 45.0 614.3 1091.3 1545.7
L+NV22 13.4 29.4 43.1 666.6 1183.8 1678.0
L+NV24 12.8 28.1 41.3 728.7 1293.9 1835.1
L+NV26 12.3 27.0 39.7 823.7 1462.0 2074.1

(` ≥ 3)
#}�|�����~� A%!Q)����

(n = 0) torsional modes
#$���-�+.@H$
 < C	� � �8CFHq�J,G, A H <8A JD#1<>D � C�%

2t0

`t0
=

2
√

` (`+ 1)− 2
(` ≥ 3) ,

� 5O� k 	

#@<���� ,$�K!h�	�"/8CF=���� <�
	�:A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<�� < CF=
2t0 mode

�
' A�� < CE=��������g<����8CF=��-�(JF<8A � A J`CFD��-���(� C��@AKJECED��

(n ≥ 1)
#}!(#��8CF=����8#� J < !�� � � C@<(#�� !��`#+#@< A

# ?$CF=�� A")8A CEHB=@?� #@<�
@<�����HB?$�$) #	�2������! .�� <�
@<������ � # < C ` �

,�� .� CF=���� #�� CEA � #	�`# tn ���(<(�+, Aj� `tn �
� � C��8CED����/�	� � � CEHq�J,G,I� HBCE=����G< A ��A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(���
<J!�� � ���g< !��2� � #=�@=(< CFD�� (n = 1 . . . 3)

#
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��� ���(J��� 5O� 5 % � )(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� � Hq�
Hz
	�)(Aj�� ?#�� !��< C�8C�� A%)(���

torsional modes
< CE=
H <����(� CED

 I� CEA CED`#D, Aj��)(A%.� C���� �@H <��(A JD.=� C	�(<�#����
(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

�
Model 2t0 3t0 4t0 1t1 1t2 1t3
A+DH14 28.4 44.9 60.3 1203.9 2009.4 2775.7
A+DH16 27.1 42.9 57.5 1527.6 2549.4 3523.9
WFF3+DH14 26.3 41.6 55.7 940.7 1570.6 2165.4
WFF3+DH16 25.2 39.8 53.4 1099.0 1834.0 2531.8
WFF3+DH18 24.2 38.3 51.3 1363.8 2275.3 3144.0
APR+DH14 24.6 38.8 52.1 760.0 1268.9 1748.2
APR+DH16 23.3 36.9 49.5 858.7 1433.5 1976.6
APR+DH18 22.2 35.1 47.1 963.7 1608.4 2219.7
APR+DH20 21.2 33.5 45.0 1080.9 1803.4 2490.8
APR+DH22 20.1 31.8 42.6 1234.7 2060.1 2846.4
L+DH14 21.5 34.0 45.6 529.2 884.2 1217.4
L+DH16 20.5 32.5 43.6 585.3 977.7 1347.9
L+DH18 19.6 31.0 41.6 647.0 1080.6 1490.7
L+DH20 18.9 29.9 40.1 711.2 1187.4 1639.6
L+DH22 18.1 28.7 38.5 786.6 1313.2 1814.0
L+DH24 17.5 27.7 37.1 872.3 1456.0 2012.5
L+DH26 16.9 26.7 35.8 992.6 1656.3 2290.8

A+NV14 28.7 45.4 60.9 950.5 1687.5 2390.0
A+NV16 27.4 43.3 58.1 1190.4 2113.3 2997.5
WFF3+NV14 26.7 42.2 56.6 740.2 1314.7 1860.4
WFF3+NV16 25.4 40.2 53.9 865.4 1536.4 2176.3
WFF3+NV18 24.4 38.6 51.7 1069.5 1898.0 2691.4
APR+NV14 25.2 39.8 53.4 615.8 1094.2 1546.9
APR+NV16 23.8 37.6 50.5 688.0 1222.1 1730.2
APR+NV18 22.6 35.7 47.9 769.0 1365.3 1934.3
APR+NV20 21.4 33.9 45.5 857.9 1523.0 2159.3
APR+NV22 20.3 32.1 43.1 974.1 1728.6 2451.9
L+NV14 23.2 36.6 49.2 483.0 858.5 1212.3
L+NV16 21.8 34.5 46.3 524.0 931.1 1316.6
L+NV18 20.7 32.7 43.9 567.2 1007.6 1426.1
L+NV20 19.7 31.1 41.8 614.5 1091.3 1545.8
L+NV22 18.8 29.7 39.8 666.7 1183.9 1678.1
L+NV24 18.0 28.4 38.1 728.8 1294.0 1835.2
L+NV26 17.2 27.2 36.5 823.8 1462.1 2074.1

���l�+.@H$
:< C	�e<>D � CI%

`t0
tn

=
1

α (n− 1) + 1

√

` (`+ 1)− 2

2

(

β
∆r

R
+ γ

)

,
� 5O� 4 	

# � CF= α, β J}� A=, ��� ��� A � ���-.���� <��8CEA � CE=���!����><����(<�� AD� � #�<�
	� J�(<��@H <��(< A J� ��!	� HG!�H$
�< CE=
H <(����� CFD  I� CEA CED � ��� �	�(J}��� 5O� & 	 � � � C� CED����8#����Z�����%!h�(#h�	�;?$�(
 HIAj� C � C`Af� HBCE=����+< C	��< D � C
� 5O� 4 	�������!-.�� <�
@<��1� � #-<�
	�+J}�(<��@H <��(< AKJ��s��!	� HG!�H$
 < CE= H <������ CED9 �� C`A CFD � <(�~��� =(<������ H�� A�� .
< CF=!HB?$� < AKJECED � � ���(J� 	 �	���M.�<2#@<��8#M# � !h� )(Aj� � A H <����@CF=����8# = � .��8?$� A � A �I��� #@<�
@<�������Hq ?.	� CE=����
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relative crust thickness, ∆r/R

n=1
n=2
n=3

�G?}����� 5O� k}%:� #-,ICEA A%)(A CFHI=@?�(C@<��@<J!��`#
2t0/tn

#I, A��
n = 1, 2

J� AI(`# , Aj��<�� ( 5 �����	� A H < A JD.
�@H <(�8AKJ*.;� C	�(<�#���� � CE= ?$�(
 HIAj� C � C`A CFD���� #$Hq�
HB=��K.�� <�
 H$
 ��� < C HB?$� < AKJ*# � .@?$C��
< CE= H <����(� CED
 I� CEA CED`#

∆r/R
� 	�A*,���������#������	� � ���(A H < CFD�� < C	� ���	�	� =(<8A JD# � �8CFHq�J,G, A H <8A JD#:<>D � C

`t0/tn =

(1/0.708199 (n− 1) + 1)
(

√

` (`+ 1)− 2/2
)

(0.399283 (∆r/R) + 0.00446907)
� # � CE=

` = 2
	 � ����# � ��� D � C 5O� 4eJ}� A$��� ���(J}� 5O� & 	 �

��# ?$�(A$J}� AO( � 1 � �

��� ���(J��� 5O� &}%G�
A���#�� < !�� � ���(����# <(�2!�� α, β J}� AR, #O, A��:< C	�1Hq� A Hq� C	� C-, A JD#���� � � A��8AKJ*# <>D � C� 5O� 4 	 � � � C�8CFD����^���
= � C	� C-,I� HBCF=����"���d���J,��	� D(<�����
��(J�	� ��� A�� < A � � ���(����# <(� CE=��"�@=(< CFD���#@<����
� � A J}�~�8<(�2!�� #����@H <���H <�
	� DH

�:H <�
	�
NV
J�(<��@H <��(< A J� ��!	� HG!�H$
0, A�� < C�� H <(�����$#  I� CEA"# �

EoS α β γ max. error (%)

DH 0.656146 0.392604 0.00436097 ' 1.5
NV 0.760252 0.389087 0.00558507 ' 1.1

DH-NV 0.708199 0.399283 0.00446907 ' 3.6

��< C �G?}����� 5O� &= |��� �	� <�� A � #FHIC:J}�	�M. � � CEHq�J,G,I�"/8C	�(<�� A`C`A}�M#-,IC`A
2t0/tn

� � #1< C�� �����	� =('
< AKJ*# � �8CFHq�J,G, A H <8A JD#1<>D � C�%

2t0
tn

=
1

0.708199 (n− 1) + 1

√

` (`+ 1)− 2

2

(

0.399283
∆r

R
+ 0.00446907

)

,
� 5O� l j 	

, Aj�1<�� ( 5 �(���	� A H <8A JD. � C	�(<�#���� �@H <(#�� !�� �	� <��8C	���%!�� � CF=:?$�(
 HIA�� C � CEA CED���� � �-� � � AKJ�~�(<�� !^'
� CED���� Hq�l� C	�(<�#���� ���HB=-,BJ}� J�(Aj��#~�	
 J}�(<��@H <��(< AKJ�� ��!�� HO!�H$
 H <����(� CED� �� C`A CFD`#

DH
�

NV
#

� � C�8CFD����;��� � �8CFHq�J,G,I� HBCE=���� < A � � ���-,����(< AKJ#�� <8Aj��#��0, A����@=(< CED�� < CF=�� �M#-,ICE=��=���=�(JD#���

���J,��	� D(<����(
 �(J�	� ��� A�� �
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� ��� ����
������"������� � � ����� �+��� �+��� 		� � � � ��� � �"�

� 	 � !h�=�5� � ����� J� A H <�
	� ��A H��-,O!I,q�$#=,$�K!h��� / C��8<���� <�
	� �(J}�8A ���9� C��� �� <�
��:A")8A CEHB=��K.�� <�
 H$
��
�~�K#�

mode
� � C� CED���� �	� = � C	� C-,I� HBCF=���� < C��;HB=��(<������ H <�� � �	��� Aj�8CEA��(J����-HBD /(� =�!(���+< CE=

� �$#O�	��� Af�h�(#G< C C	� C J�����2!h��� = � ���>JD.	� = 6����+< CE= 	 � � 	!HBC � A C ���J,R.	��
 �5� �	� Ah
 < A���� �@=(< CFD
< CF= C	� CFJ���
��(�h���(< C��(# < #FHBC � A C � � C@<������ Hq���(< AKJ����5� �	� AK
 )8A�# ,����8H$
1�@=(< CED < CE=

mode
H <��

HB=�� � �-,q� �@H <��8AKJ*. /(� D-,q
 � ����# � � � � ? � Press & Teukolsky 1977, Alexander 1987,

[42, 43]
	 � � C C	� CFJ�����2!h��� �@=(<2# )	� ��� <�� A�� � #1<�
:HB?$# H$
 � ����# � � � � ? � � 5 i`# 5 ( � 	�%

Q = `

∫ R

0
ρr`+1 [S + (`+ 1)H] dr,

� 5O� l@l 	

# � CF= ρ = ρ (r)
�5� ��� AD
 �@H <��8AKJ�� � =(J��K#@<�
@<��`# ` �5� �	� A C ,$�K!�H <2#� ����� C	� A JD#�� )(�5� JF<�
��:J� A

S = S (r) , H = H (r)
�5� ��� A(
��(JE< A �@AKJ���J� A�
��J,BJ*.��8HIA���A")8A CEHB=��K.�� <�
 H$
��~�K#��H� I� A�� C� A%)8CFD��

mode
(

ξi =
[

S,H∂/∂θ,H sin−1 θ∂/∂φ
]

Y`me
iσt
) � � � ���8CF=@HI��� <�
�� � =(J�� #@<�
@<���� ρ ��# Hq�

H < C C	� CFJ������ !h���
Q � � C��
	�@D�� AB#@< A < C C	� C J����� !h���1�@=(<2#s�I� � �������	� A ���J,R.	�����1< Aj��#���, Aj�

modes � CF= # ?$CE=�� HB?$� < A JD. ���J,R.	��� � �M.(<�
 � �8C��+< C � HO!g<����8AKJ*#^< CF= �@H <�#��(�`#\� J�5��# � CE=
� � A J}���(< CED�� ��� ,R.	����� � =(J�� #@<�
@<���� �
�����(�(JD.(< !#BH < C	� ��� �	�(J}� 5O� 1`#I= � C	� C-,I� / CE=�����< CE=�� HB=��(<������ H <�#�� � �	��� A�� C`Aj�(J��� HBD /�� =('

!(
�� , Aj� )8A".� C�8CF=��:H� I� A�� C� A%)���� �
modes

Hq� �@H <�#��(��� ��� <��8C	���"!��1���:H <(�����$#  �� C`A%# � �G=('
,BJ}� J}�(Aj��#~���`# = � C	� C-,I� / CE=���� < CE=��:HB=��(<������ H <�#�� �@=(< CED��0, Aj�-< CE=��

` = 2
#

f-, p1-
J}� A

p2-

modes
J}� A , A���< CE=��

` = 1
#

i-, s1-
J� A

s2-modes
� � #��8CF=���� � J <J!�� � �8C@<�#�� !�� #@< A�C

f-mode
# ?$� A <�
9���J,��	� D(<�����
 < A���� , Aj� �@=(<2#	�:< C	� HB=��(<������ H <�� � ����# � � � � ? � Kokkotas &

Schäfer 1995, Ho & Lai 1999, [44, 45]
	 � ��< A����:< CF=

Q
, A��e< C��

f-mode
�5� �	� AE<�
��!< .�!�
��

<�
�� � C	�K. )������~��� 
:<8Aj���:< CE=
Q

, Aj�:< CE=�� = � #	� C`A � CE=�� modes
�5� ��� A$H$
������(< AKJ*. �FA J}� #@<(���(
 �

	�A�HB=��(<������ H <�#�� � �	��� A�� C`Aj�(J��� HBD /�� =�!�
�� , Aj� < CE=��
p-
J� A

i-modes
�5� ��� A � ����� � CE=G�����

<2.�!(
 ���J,�#~� CE=���� A J}�-#@<���� C`Ah�~�	�NCEA�HB=��(<������ H <�#��1�@=(< C��, Aj� < CE=��
s-modes

�5� ��� Ah�(JD#��

� A C � AKJ�8C}� � � � � H$
�� � ���(�(<�
��8CED���� #@< A�C`Ad���	�g<����8CEA/����� C	� A J`C� �

n > 0
	 # ?$CF=��`#�,��~�@AKJ*.`#

� AKJ�-#@<����8CF=��!HB=��(<������ H <�#��
Q
�

� H <2#FHICI#�# � !h� < C���� H <�
@J�1J� A H <�
	����A H��-,O!I,q�$# � ��# � � A^�	�s��
� ��I�5�g= � #*6�
;C HB=-,BJ}�Z'
J}�8A���#~�(C��HI=��8<������ H <����

Q
Hq��HI=��K)8=��@Hq�M# ����<�
	�eA")8A CEHB=@?�K# <�
@<��:< CE=

mode
, A��e< C�� C � C� C

= � C	� C-,I� /(� <�� A � ' Aj� � ���-. )(� A ,����`#�
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f-mode

# ?$� AA� � � H$
�� ���J,R.	��
 A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<�� � �-�1HB=-,BJ}��� �(CE=����!< CF=�� p-modes
��� < CE=��

i-modes
#/����# � CE=���� # < A�CEA�< A���#��-< CF= HB=��(<������ H <��

Q
, A�� �@=(< CFD��s��� ��� A�<�
��s� )8A���� <2.�!(
��

���J,�#~� CE=�� � � H < #FHBC #gCEA A")8A CEHB=@?�K# <�
@<����1< !��
i-modes

��� ��� A J}�(<2. � C	� Du� AKJ�-#@<�������� � � #
�@=(<�#�� <J!��

p-modes
J}� A��@=(<2# Hq
������ ��� AI#@< AgC`A

i-modes
�|� )(Aj�J,��5� � C	�(<�� AB, Aj� ���>J}� < CED��

J`D(J�� CE=�� �~� #��:HI=�� � �-,ICED�� �@H <��(A J`CFD /(� D-,ICE=�� �~����CEA
p-modes

�I� )(Aj�J,������ CED��`#^���1<�
	�
� )8A�� � ����� � CE= )(Aj�J,���� < A J� ) D�������
$#$�M#	�@C:J}�(<2.e< CF=��!<������ =(<���� CF=���J`D(J� CF=���< CE= � �(A �=� � #1<�
	�
<���� A J�:HB=-,I?}����� =@H$
 � ����# � � � � ? � � 5 5 # 5 & � 	 �
��� ���(J��� 5O� 1}%��G=��(<������ H <�#�� � �	��� Aj�8CEA��(J�����HBD /(� =�!(
�� , Aj� < CF=�� ` = 2

#
f-, p1-

J}� A
p2-mode

#
J}�����h�!J� AG, Aj� < CE=��

modes
H <������ CFD  I� CEA CED`#

1i, 1s1
J� A

1s2
�
` = 1

	 �
Model 2f 2p1 2p2 1i 1s1 1s2

A+DH14 0.17330 -0.06682 -0.02688 0.00799 -0.00012 0.00020
A+DH16 0.15036 -0.05193 -0.02144 0.00541 0.00010 0.00004
WFF3+DH14 0.17483 -0.07224 -0.03587 0.01043 -0.00015 0.00012
WFF3+DH16 0.15785 -0.06386 -0.03264 0.00801 -0.00013 0.00028
WFF3+DH18 0.13791 -0.05249 -0.02407 0.00555 0.00011 0.00004
APR+DH14 0.17493 -0.07049 -0.01469 0.01355 -0.00018 0.00011
APR+DH16 0.16063 -0.06526 -0.04439 0.01078 -0.00016 0.00013
APR+DH18 0.14771 -0.06079 -0.04457 0.00891 -0.00012 0.00027
APR+DH20 0.13521 -0.05681 -0.04075 0.00703 0.00012 0.00012
APR+DH22 0.12192 -0.05293 -0.03520 0.00551 0.00011 0.00001
L+DH14 0.17624 -0.08975 -0.03479 0.01881 -0.00028 -0.00013
L+DH16 0.16300 -0.08569 -0.03205 0.01563 -0.00023 -0.00012
L+DH18 0.15123 -0.08032 -0.03185 0.01308 -0.00019 0.00012
L+DH20 0.14053 -0.07435 -0.02649 0.01095 -0.00016 0.00016
L+DH22 0.13040 -0.06791 -0.02733 0.00911 -0.00014 0.00038
L+DH24 0.12038 -0.06124 -0.02543 0.00756 0.00012 0.00016
L+DH26 0.10899 -0.05439 -0.02516 0.00594 0.00011 0.00002

A+NV14 0.17354 -0.06701 -0.02671 0.01353 -0.00024 0.00005
A+NV16 0.15047 -0.05119 -0.02144 0.00935 -0.00017 0.00009
WFF3+NV14 0.17488 -0.07175 -0.03733 0.01765 -0.00033 -0.00007
WFF3+NV16 0.15793 -0.06367 -0.03296 0.01347 -0.00026 0.00007
WFF3+NV18 0.13794 -0.05243 -0.02416 0.00948 -0.00018 0.00010
APR+NV14 0.17656 -0.07675 -0.03482 0.02185 -0.00041 -0.00006
APR+NV16 0.16189 -0.07059 -0.03884 0.01780 -0.00032 -0.00006
APR+NV18 0.14873 -0.06502 -0.04053 0.01444 -0.00027 0.00007
APR+NV20 0.13602 -0.05986 -0.03794 0.01198 -0.00021 0.00007
APR+NV22 0.12247 -0.05482 -0.03337 0.00935 0.00019 0.00891
L+NV14 0.18064 -0.06214 -0.04600 0.02597 -0.00061 -0.00009
L+NV16 0.16681 -0.07470 -0.07184 0.02212 -0.00048 -0.00007
L+NV18 0.15449 -0.08674 -0.04159 0.01893 -0.00039 -0.00006
L+NV20 0.14333 -0.08316 -0.01794 0.01617 -0.00033 0.00007
L+NV22 0.13281 -0.07556 -0.01056 0.01380 -0.00028 0.00007
L+NV24 0.12238 -0.06761 -0.01255 0.01168 -0.00024 0.00009
L+NV26 0.11012 -0.05924 -0.01791 0.00935 0.00020 0.00054
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� ��� ���"&�� ��� 	��&'����� � � � � �����	� ��& ��� �

��< C J}�� ?.	��� A C �@=(<2# ������� <�� Hq����� <��	�����(<���Hq� A � Hq� ��
s' � ���(A H <����� 3#���~�@CF=��(#X��
s' ���-,$��
�'
< A Hq��#~�@CF=��(# H <��(< AKJECED��(# H� I� A��8AKJECED��=�@H <�#������ �	� <��8C	���%!�� ��� H <����(�$#  �� C`A%# � �G=�� � ���-.��������
#@< Ag<�# < C`A CEA"�@H <�#������ � .	��� C	�(<�� Ah��� � C	��� CFD�� J� AQ)8A".� C� CE=�� modes

� �P.	��� C��8<�� A����:< C	�
fundamental (f-) mode

#����< CE=��
pressure (p-) modes

�	���M. J}� A���< CF=��
interfacial (i-),

shear (s-)
J� A

torsional (t-) modes
� �G=-,BJ�(A < A JD.1��� �@H <�#������2��� <��8C	���"!��:?D!h��� � H <����(�$#

 I� CEA"#I#$C
f-
J� ABCEA

p-modes
)��Z� =� |� H <����(<�� AIH$
������(< A J}#����	�����-,�#�� � 	�A

i-, s-
J� A

t-modes
#

� � # <�
	� .	����
$#O)(�~� = � .�� ?$CE=�� Hq���@H <�#��(���-�	� <��8C	���%!�� ?D!h��� �!H <(�����$#  I� CEA"# �
' A�� �����	� A H < A JD. � C	�(<�#����=�@H <(#�� !��2��� <��8C	���"!��`# � CE=:?$�(
 HIAj� C � C`A CFD��(<�� AI� =��(# !h��Hq���~� )8A '

�� |#��8CE=@Hq��� � � #EHq |�(<����X������# <���� � � � ? � Samuelsson & Andersson 2007, Sotani, Kokkotas

& Stergioulas 2007, [5, 14]
	 # = � C	� C-,I� Hq�����e< A � A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<���� J}� A <8A � A%)(A CFHB=������ <�� Hq� A �

)(Aj�� ?#�� !��
modes

� � # ?$�(A H$�������(�`#�, Aj�G�@=(<2.;<��G�����	� A H < A JD.G� C	�(<�#����s�	� <��8C	���%!��`#X��� ?$���
= � C	� C-, A H <(���d�M#	�@C C`A�A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(��� J}� A CEA�A%)(A CEHB=������><�� Hq� A �+< !���< C� C� A%)(��� torsional

modes
� ' A��+< CE=�� < C� C� A%)��5� � �@=(< CED��

modes
J}�(<��@HBJ� = .@Hq�����e?$�(� HIAj� CF=�� �@H <����8CFH�� A Hq� C�'

� C-, A J`CED�� <>D � CF=�� � ��� ���(J��� 5O� & J}� A � D � C� 5O� 4 	 � ��<�
	� � ���8CFD@H�� )(Aj�(<��(A ��� = � C	� C-,I� Hq�����
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����eJ� A A%)(A CEHB=������><�� Hq� A �:J� A?, A�� #	� CF=��e< CE=�� Hq I� A�� C� A%)��5� �

modes
%�< CF=��

i-,

s-, f-
J� A

p-modes
� ��� �	�(J}��� 5O� i`# 5O� ( J}� A 5O� 5 	

(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008,

[9])
� � )(Aj��� <����8C2�~� )8A��� I#��8C	� � ���8CF=@HIA". / CE=���C`A interfacial modes

� 	�A�A")8A CEHB=@?�K# <�
@<�#��< CF=��
= � C	� C-,I� H <�
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���#��(#�����8AKJ#�� )�� J*. )����
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� ��=(< #����(<��`#`CEA

modes
�@=('

< C�O,I� �@C	�(<�� A � C	� D=�~�K)(Aj�� |#�� C	�(<���� , A��e<��  =@HIAKJ*.eHq�~� .��8A�� � CF= � � CEH � ��� CED��2��� ��!�
K,q� HBCE=��
< A � � ���(�(<�
��8CED����~�	���!HB=@?� #@<�
@<���� Hq� QPOs

� � # SGRs
� 	�A

i-modes
�I� � � C��8CED@Hq���;���

� ��� ! CE=�� � �2!g<��-,O!�� A H < A JD#G�-#	� C-J}� A H��= =@HIAKJ*. H��Z� .��(Aj� )(Aj#J,���� Hq
��e<��	�����(<���Hq� !��-Hq� HB=('
,BJ��� �@C	�(<�� HB=�� � �-,q��/�� D-,q
 � � � C	� C-,I� Hq������< CE=��!HB=��(<������ H <�#�� � �	��� Aj�8CEA��(J����!HBD /�� =�!�
���, Aj�
)(A%.� C��8CF=��

modes
�@H <�#�� !��l��� <(� C	���"!��O����H <����(�$#  I� C`A%#�J}� A(J}�(<��	����!������GH < C HB=�� � #��(�@Hq���

#@< AI�@=(< C����� ��� ABHB=-,BJ}�8A < AKJ*.=��� ,R.	� C`AO, Aj�e< CF=��
i-modes

� ��� �	�(J}��� 5O� 1 	 �
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� �������	��
� �

�  �  � � � � � � � � � � �  ��� � �

� ��� ��� � � � � 	 
 ��� � � �  � ��� � � �

� � � ��� ��� � � 
 � � � ��� ��	 � � � ��	

��< C J}�� 3.	��� A C �@=(<2# � ���8CF=@HIA". / CE=����d���8A �I��
@< A JD. � � C@<(�~��# Hq���(<��P, A���<��	�����(<���Hq� A � Hq�h���(� )�#Z'
!h� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��"�@H <�#��(���d�	� <��8C	���%!������GH <����(�$#  I� CEA"# � � � �~�(� =����"/8CE=�����< A � HI?$� <8A J}#��
������
����(< A J}#�����!(A H$��Hq� A ��H <�
	� �X�K# <�
@<�� & � l J}� AE< A ��?$��
 HIA�� C � CEA CED�����, Aj� < C�8C�� A%)��5� � modes
H <�
	�
�X� #@<�
@<���& � i � � � � � A <��`# HB=���� ?q� /8CF=����"����Hq |� Aj�8C� A")(�5� � modes

H <�
	�
�h�K#@<�
@<���& � ( � � �(< �
���(< A H < CEA ?q� � ����< C � � C�
K,ICED����~�(C J}�� 3.	��� A C #$������� < CED���� � ���g<�� � C`A C < A JD.e< A ��� � A%)�� .@H�� A �!<�
��
� ���(A H <��8C� I���(#�?$�(
 HIA�� C � CEAj���8<���� � C	� =(<(� C � A J}#�� J}�(<��@H <��(< AKJ#��s��!(A H$��Hq� A �-J}� A #GH <�
 HB=���#Z'
?$� Aj�`# , A�� � A C ��!8A"# � A H <�� � � C@<(�~��# Hq���(<��`#
?$�(
 HIA�� C � CEA CED����s�����	� A H < AKJ*. � C	�(<�#���� �@H <(#�� !��
��� <(� C	���"!�� � �!CFHBC < A J`C � CEA CED���� < A �=� � CFJ��� Hq� A � ��� <���! D < !�� ��� =(<������ A%!��:J� A <J!��+HB?$� < A J$A '
H <8A J����� � C@<(�~��� Hq� .(<J!���J� A # H <�
	�
�h�K#@<�
@<���& � 5 #�������� < CED�����<�
	���@H <2.��I� Aj� CFS

, Aj�
modes

< CF=:H <����(� CED; I� C`A CEDeJ}� Aq������ I���-#����@H <��
H <�
	� � A �I���	� �@H <��8C =@HIAKJ�� <�
���H$
����@H�� � �

� ��� � ��� ����������

��< C � �8C�
K,ICED����~�@CeJ�� ?.	��� A C #� D@Hq������< A ����
M)(�~� A J���O'g<2.�!(
��-��!(A Hq��Hq� A � � )�
���� )(�;�@=(<�#�� , Aj�
#~�	������
�' � ���8A H <(�(�� ?#����~�@C2�@H <�#��(����� <�� C����"!�� 	 J}� A � �8CEHO)8A C��� H������G< A ��A")8A CEHB=@?�K# <�
@<����(# σ0

#
J}� AI<8A � A")8A CEHB=��	��� <�� Hq� A �(#

z0
i , y

0
i

#?)8A��� 3#� !�� H� I� A�� C� A%)(���eJ}� A < C�8C�� A%)(���
modes

� �\� �@=(<2#
< C J}�� 3.	��� A C 63.@?�@CE=���� ���u��� CED���� < A � � �(�g<�
�� ' < .�!�
�� � ���(A H <��8C AKJ#�� )8A C���I��Hq� A �(#

σ1
#

J}� A
z1
i , y

1
i

#}���8<(� H < C`A ?$� � � �X����� � ���(� )�# !h�
	 � ���(A H <����� ?#���~�(C�O�@H <�#������\��� <(� C	���"!������ H <����(�$#
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 I� CEA"# �I� # ?$� A�A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����
σ = σ0 + σ1

J}� A�A%)(A CEHB=������><�� Hq� A �
zi = z0

i + z1
i , yi =

y0
i + y1

i

� � � #=�$)(� J}� A`H < C ��!����(#� CEA � #	�`#��|�J!h�8CED����<�� σ0
J}� A

z0
i , y

0
i

,$�K!�H <2. � # � !h�-�@=(<2.
= � C	� C-,I� H <�
@J��� H < C � � C�
K,ICED����~�(C J}�� 3.	��� A C 	 �
	�A HB=��	�	�I� A � )(Aj�� C�8AKJ#�� ��!(A Hq��Hq� A � � CE=u# ?$CE=���� ����� D@HBCE=����0, A��-<��

z1
i (i = 1 . . . 6)

�5� ��� A$C`Aq��!(��� � ����# � ���h�K#@<�
@<���( � l J}� A
Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9]

	�%

r
dz1

1

dr
= −

(
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α2

α3
+ U2

)

z1
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α3
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2 +

α2

α3
` (`+ 1) z1

3 ,
� & � l ��� 	

r
dz1

2

dr
=

{

(

−3− U2 + U1 − e2λc1σ̄2
0
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α1

α3
(3α2 + 2α1)

}

z1
1

+

(

V2 − 4
α1

α3

)

z1
2

+

{

V1 − 2α1

(

1 + 2
α2

α3

)}

` (`+ 1) z1
3 + e2λ` (`+ 1) z1

4

+
{

−2e2λc1σ̄0σ̄1V1 +A
}

z0
1

+ {2mc1σ̄0$̄V1 + B} z0
3 + Cz0

4 ,
� & � l ��� 	

r
dz1

3

dr
= −e2λz1

1 +
e2λ

α1
z1
4 ,

� & � l , � 	

r
dz1

4

dr
= −

(

−V1 + 6Γ
α1

α3

)

z1
1 −

α2

α3
z1
2

−
{

c1σ̄
2
0V1 + 2α1 − 2

α1

α3
(α2 + α3) ` (`+ 1)

}

z1
3

− (3 + U2 − V2) z
1
4

+

{

2mc1σ̄0$̄V1

` (`+ 1)
+D

}

z0
1 + Ez0

2

+

{

−2c1σ̄0σ̄1V1 +
2mc1σ̄0$̄V1

` (`+ 1)
+ F

}

z0
3 ,

� & � l ) � 	

r
dz1

5

dr
=

e2λ

α1
z1
6 ,

� & � l � � 	

r
dz1

6

dr
= −

{

c1σ̄
2
0V1 − α1 (`− 1) (`+ 2)

}

z1
5 − (3 + U2 − V2) z

1
6

+

{

2c1σ̄0V1

[

−σ̄1 +
m$̄

` (`+ 1)

]

+ G
}

z0
5 .

� & � l � � 	
� �(<2. <�� ,$�K!�H <2.`# C`A <�# HBHq���8A � � �(�g<����;��!(A H$��Hq� A � )8A C�������@CE=��e< CE=�� Hq |� Aj�8C� A")(�5� �

modes
�~��� C`AO)8D@C:<������ =(<�����������!8A H$��Hq� A �')(A C��������@CF=�� < CE=��!< C�8C�� A%)��5� �

modes
� ��� A,B, C J � < � � �

�5� ��� A HB=������><�� Hq� A �e< CE=
r
#K��!(��� <����(<�� AK� � # < Cu�@H <(�8AKJ*#�� C	�8<(#~� C � CF=+?$�(
 HIAj� C � C`A CFD���� J}� A

�I� !h�8CFD��(<�� AQ,$�K!�H <2. � �G?$# Hq� A � ( � i 4 	 � 'K�K!�H <2# �I� !h� CED���� � � J J}�(<��@H$J� =	���
	eJ}� Ag< C
$
�
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�G������#�� � ��� .���� <��8C�(# C;����� C	� A JD#��)��5�KJE<�
�� m #����� |����� /(� <�� A H < A ����!8A H$��Hq� A � � � C � ���(� � .��-!
HBD@H <�
���� � D��	� <�� A$���
<�� # � C � ��� #� C`A C ��� < C	� <��-# � C � CE= � ���(A ,�� .� <�
@J}� H <�
	� �X� #@<�
@<�� 5O� l
J}� A = � C	� C-,I� / C��8<�� A C`A � ���(A H <��8C� A J}#��0) C`Aj������Hq� A �

σ1 := mΩC1
� ' Aj�

m = 0
�5� �	� A � .��8<��

σ1 = 0
J}� A

C1 = 0 �

��� .	����� �M#-, Aj�`#GC`Ah��!8C	�@AKJ*.;HB=������ <��8AKJEC}�
modes

)��~��=� A� H <����8<�� A
� ���(A H <��8C� A J}#�� )(A C�������Hq� A ��Hq���@=(<��	� <�
	� � �8CFHq#J,G, A H$
 � � �(�g<�
��-'�<2.�!(
��P!h� � � C� Ω/ΩK

	 �

� ��� ��� � � ��� ����! �
modes

� �(<��@H$J� = . /8CF=���� #~�	��� � C	� =(<(� C � A JD#G�@H <(#����1��� <��8C	���"!�� � � �� ?.	��� A C i J}� A �X� #@<�
@<���i � & 	
���eJ}�(<��@H <��(<8A J�u��!�� HG!�Hq


p = Kρ2
B

#
ρ = ρB + p (γ = 2, n = 1)

# J}�~�8<��(A J� � =(J��K#@<�
@<��
�����8=@C	�@AKJ����l�M. /(���

ρB ' 7.9× 1014 gr/cm3 #}�(JF<(� ��� R ' 14.15km
J}� A�M. /(�

M ' l � 5 � �

(M/R ' 0.15)
� � C � C	�8<(#~� C �@=(<2#1?$��
 HIA�� C � CEA��5� <�� A$� � # < CE=�� Font et al. (2001)

� k 5 � J� A
# ?$� A$<�
	�eJ+!Q)(A J� C	�@C����@HI���

BU0
�

���8A �-� � # #	���`#�� � �	��
	�I� D@CF=�����<���� � C@<�����# Hq���(<�� ��
M)��~�@AKJ����h' <2.�!�
��(# ?D!h�	� � � ���8A H <�� C I�$#
, Aj�2�@H <�#������/��� <��8C	���"!��
?D!h�	� �H <������ #; �� C`A%# � � 	 � !h�� |��� ��� <�� A H < C	����� �	�(J}��& � l # C J�Q)(A JD.��
����� J}� A C-J�Q)8AKJ���e< !��

Font et al. (2001)
� k 5 ��HB=��� 3!��@CFD�� Hq� � C	� D J}�	�M#1�����|�M# � 	

)(A JD#�� �����:J�Q)8AKJ���=�5� �	� A=,��(����� A JD#�� � !h� � �8C��:< A � )(Aj�(<����(�@?$#��
	 �~�	� �@=(<2#� < !��
Font et

al.
��� ��� A���
=' ,�������� A JD#� � � � A � ��# C	�`#I�����5� � HB=�� )�# CE=�����< A � )8A��(<������@?$#�� <�
�� � ��� H$
�� J� AI<�
��

� =(J��K# <�
@<����9��� <�
 HB?$# H$
 δp = pΓδρ/ (ρ+ p)
�Z�	��CEA

Font et al.
?$�(
 HIAj� C � C`A CFD���<�


HB?$# H$

δp = pΓδρ/ρ

� � �(< .e<��0.	�����`#$J}� A$CEAO) D@C J�Q)(A J}��� � ���-,����(<�� D@C	�(<�� AB< C �")(A C  =@HIA JD#
� �-#�����
���� �

��� ���(J��� & � l %�� )8A CEHB=@?�K# <�
@<���� � Hq�
Hz
	N)8A��� 3#� !��

modes
#�, A�� < C � C	�(<�#�� C

BU0
#B# � !h�

�@=(<�#�� = � C	� C-,I�"/8C	�(<�� AA� � # < C�� ���8A �I��
@< A JD#u����� J�Q)8AKJ�1J� AA� � #+< C	�1J�Q)(A J}�:< !�� Font et
al. (2001) [84]

� Hq� � �����Z���I# Hq� A �
	 �
` `f `p1 `p2 `p3

1 1377 (1335) 3472 (3473) 5336 (5335) 7138 (7136)
2 1882 (1846) 4105 (4100) 6028 (6019) 7865 (7867)
3 2256 (2228) 4641 (4622) 6647 (6635) 8532 (8600)

� �X�+.@Hq
�< C � C	�(<�#�� C
BU0
# J�(<��@H$J}� = . / CE=����8# H <�
 HI=��	# ?$� Aj�`#�#~������� =(<������ A C;� C	�(<�#�� CI#

����J+!Q)(A J�cC	�(C���@H�� �
N0
#�< C C � C� C # ?$� AO&@j@j@j  C���#��s�FA J}� #@<(���(
^J�~�(<��8AKJ�� � =(J��K#@<�
@<��

ρB
� 	 �@H <�#������ � CF= � �8CFJED � <(� Al# ?$� A
HB=�� � �-,R# <�
@<�� M/R ' 4 × 10−5 � ���8C I���	�h�(#

l i l



)��Z� ��� ��� A\�@H <�#���������� <�� C����"!��E#O�@=(<2# #��M!h� )��~� � � C@<������5� � �-#�����
���� , A��^<�
 ) CFJ`A���� � CF=
�I� � ���-,����(< C � CEAj� HBCF=���� � ��� C� < C � ���-#	�s�~�K)(Aj�� |��� #���@H <��0, Aj�;< C ��� =(<������ A C #��(A C < !��
��!8A H$��H��J!�� J}� A$< CF=eJ�Q)(A JD. �����

�

< CED(< C �I� ,I� ��� A$Hq�� |#���H <�
:HB=���# ?$� A�� �
��< C	�+��� =(<������ A Cs�@H <�#����

N0
#��I� !h� CED���� ��! !g<����(A JD. #~����� H <(�����$#� I� CEA"#u��� ��
 '-��
�'

)��Z� A JD# HB=��(<������ H <�� ,�������� AKJECED Aj!(�Q) CE=�� �√
µ/ρ ' 103 km/sec

#�����# � � � � ? � Hansen

& Cioffi 1980, [1]
	 � � C � .@?$C��e< CF=-H <������ CED9 �� C`A CFD9�u
 � =(J�� #@<�
@<�� H <�
	�+C � C}���9�@=(<2#�

���� |����� /(� <�� A;)��Z� �� C� CED��1< C	� HI=-,BJ� J}�8A���#~�(C = � C	� C-, A H��M# � 	 ��� =(<����	� A C�=�@H <�#������ N0
#

�M#-,O!^< CE= H <����(� CED2 I� CEA CED < CE=`#E?$�����(JF<�
���� /(� <�� A� � # < C��8C�� A")(�5� � torsional modes
J� A� � #

Hq |� Aj�8C�� A")(�5� �
interfacial

J� A
shear modes

� �G=@HIA JD.`# C
f-mode

J}� A CEA
p-modes

��!��(JEC�'
� CE=�� CFD��2�	� = � .��8?$CF=��;��� J� A$������ |���h�P)(Aj�� C��8C � CEA 
���#~�@CEA #*# � !h���5�")������ H < C1� �� 3.	��� A C 5O�
��<�
	� �~�K#@<�
@<�� �@=(<�� � H < A%. /8CE=����1H < CE=�� < C� C� A%)��5� �

t-modes
�~����< CF=�� Hq |� Aj�8C�� A%)��5� �

modes
��!�� <2. /8CF=�����H <�
	� � � #���~��
 �~� #@<�
@<�� � ��< C	� ��� �	�(J}� & � i � �������I# < CE=����;< A � A")8A C�'

HB=@?� #@<�
@<����(#
σ0
#�J� AG<8A � � ���g<�
��s':<2.�!(
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )(A C������Hq� A �(#

C1 := σ1/mΩ
#

)(Aj�� ?#�� !��
torsional modes

� 	�A`< Aj��#���< !��eA")8A CEHB=@?�(C <��@<J!��0)(�~�2�5� �	� A`A%)(Aj��� <(����� ��!8A"# � A H <����
� �� CFDe< C9� C	�(<�#�� C �����2��� ��� A$��� ,IC ' � C	� D �� D@HIAKJEC 	O�	���M. C`AB< A���#��&, A�� < A � � �(�g<�
���'�<2.�!�
��
� ���(A H <��8C� A J}#�� )(A C������Hq� A � �5� ��� A��(J}�8A ���h� �@=(<�#�� � CE= � �8C�����# � C��8<�� A�� � # <�
;��� =(<����	� A��
�I� !h�	��� �

��� ���(J���X& � i}% � )(A CFHI=@?�K#@<�
@<����(#
σ0
� Hq�

Hz
	 #(J}� A � ���g<�
��h' < .�!�
�� � ���8A H <(� C AKJ#��Q)(A C�������Hq� A �(#

C1
#O)(Aj�� ?#�� !��

torsional modes
#*, Aj�:< C ��� =(<������ A C � C��8<�#�� C

N0
�

` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4
Mode σ0 C1 σ0 C1 σ0 C1 σ0 C1

t0 — — 35 0.1666 55 0.0833 74 0.05
t1 243 0.5 245 0.1666 249 0.0833 254 0.05
t2 481 0.5 482 0.1666 484 0.0833 487 0.05
t3 720 0.5 721 0.1666 722 0.0833 724 0.05

���(�-,����(< A JD.`#�CEA ��� =(<������ Aj��� � ���g<�
��s'1<2.�!�
�� � ���(A H <��8C AKJ#�� )8A C���I��Hq� A � <J!��PA%)(A C�'
HB=@?�@C@<��@< !�� < !��

torsional modes
 I��� �@C	�8<�� A$H <�
:HB?$# H$
:< CF=

Strohmayer (1991)
� 1 � %

σ = σ0 + σ1 = σ0 +mΩC1,New = σ0 +
mΩ

`(`+ 1)
,

� & � i 	

� CE=-= � C*)(
������	� A=# < A < C C1,New := σ1/mΩ
�5� �	� A^� HBCG���

1/ [` (`+ 1)]
���	��!-.��><�
@<���� � #

< C1�@H <��(A JD#9� C	�(<�#�� C � ' A�� � ���-. )�� A ,����`# C1,New = 0.5
, Aj�

` = 1
#
C1,New = 0.1666

, A��
l i@i



` = 2
#
C1,New = 0.0833

, Aj�
` = 3

#
C1,New = 0.05

, Aj�
` = 4

J � C � J � � � A � ��# C	�`# CEA
��� =(<����	� Aj��� � �(�g<�
��;'
<2.�!(
�� � ���8A H <(� C AKJ#��0)(A C������Hq� A � <J!�� A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� !�� < !��

tor-

sional modes
��� ��� AI�(J}�(A ���h�;� H����;���2��
M)(#~�`#

T 1 = 0
� ����# � � � � ? � Strohmayer 1991

J� A

Lee & Strohmayer 1996, [6, 7]
	 �

	�AHI?$� <8A J$A H < A J}#�� � �(�g<�
��u' < .�!�
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )(A C������Hq� A ��< !��cA")8A CEHB=@?�@C@<��@< !��
< !��

torsional modes
# # � !h�\�@=(<�#��\��� <�� CED��(<�� A�� � # #~�	����HI=�� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C � �����(<�
��(
@<��$#

 |��� �@C	�(<�� A$��# H�� � � # <�
:HB?$# H$
 � � � ? � Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9]
	�%

σ = σ0 + σ1 = σ0 +mΩC1, rel.
� & � ( 	

	 HI=�� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C� � �����(<�
���
@<���� HB=-,BJ}��� ��� A < A � ��� =(<������ A���� ��� < A �^HB?$� < A J$A H < AKJ#��
� �(�g<�
��l'�<2.�!�
�� � ���(A H <��8C� A J}#�� )(A C�������Hq� A �!C��	� / C	�(<���� rc r := 1−C1, rel/C1,New

� � �X�	���
� )��(����� Aj�(JD#�� � �����(<�
���
@<����(#q� � #1<�
	�0.	����
$#q��� <��-.�� A %

σ = σ0 −mΩ +mΩC1,New = σ0 +mΩC ′

1,New,
� & � 5 ��� 	

σ = σ0 −mΩ +mΩC1, rel = σ0 +mΩC ′

1, rel,
� & � 5 ��� 	

H <�
 ��� =(<����	� A�� J}� A`H <�
eHB?$� < AKJ`A H <8A J� � ����� � < !�H$
$#$���8<(� H < C`A ?$�`#`J� A`C��� /�� A����
<�
 Hq� Aj�-. < CF=
rc i := 1 − C ′

1, rel/C
′

1,New
� ��D(J`C	��� ����# � CF=�����#@< A <��

rc r
J}� A

rc i
HB=�� )�# C��8<�� A ���e<�
	�

� � ���1HI?$# Hq
 � ����# � � � � ? � � 4 � 	�%

rc i = − rc r
1/C1,New − 1

.
� & � & 	

	�A � �(�g<�
�� ' < .�!�
�� HI?$� <8A J$A H < A J}#�� )(A C�������Hq� A �-H < A ��A")8A CEHB=@?�K# <�
@<���� < !��
torsional

modes
)�� �(C��8<�� A`J}� Aq� � # <�
:HB?$# H$
 (Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

%

C1 =
1

Ω

∫ R
0 $

[

1/Λ + εv2
s (1− 2/Λ)

] (

T 0
)2
dr

∫ R
0 (T 0)2 dr

.
� & � 1 	

� � � #+)�� Aj!(
e<�
�� � ����� � .��-!4HI?$# Hq
��')�� ��� <�� ABH < C ����� .�� <�
���� h � �
��< C	� ��� ���(J�9& � ( )(�5� ?�@CF=���� < A � HB?$� < A J$A H < AKJ#�� � ���g<�
�� '�<2.�!(
�� � ���(A H <��8C� A J}#���)(A C��'

����Hq� A �
C1, rel

, A�� < CF=��1�I������� Af�Q)�� A �
` = 2, 3

J� A 5
torsional modes (2t0, 3t0, 4t0)� ����# � � Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9]

	 #R, A��:<�
	�1C�M. )��:< !�� ( 5 � C	�(<�#�� !��
�@H <(#�� !�� �	� <��8C	���%!�� � CE= � ���(A ,�� . 6|�����!H < C � �� ?.	��� A C i:J� AIHB=-,BJ� J}�8A���#~�	�eH <�
	� �X�K# <�
@<��

l i (



0,15 0,2 0,25
M/R

15

20

25

30

rc
r 

(%
)

A+DH
A+NV
WFF3+DH
WFF3+NV
APR+DH
APR+NV
L+DH
L+NV

�G?}�����1& � l %!�G?$� <8A J$A H < A J}#�� )8A C���I��Hq� A �(#
rc r
# Hq� HI=��K.�� <�
 H$
1��� <�
 HB=�� � �-,R# <�
@<��`# M/R

#
, Aj��( 5 � C	�(<�#������@H <�#�� !��l��� <(� C	���"!��l���\�(���	� A H < AKJ#��GJ}�(<��@H <��(<8A J}#��-��!8A H$��Hq� A �

(Vavoulidis,
Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

�
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re
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tiv
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n,
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c r

radial overtone, n

A+DH14
A+NV14

�G?}����� & � i}% �G?$� < A J$A H < AKJ#�� )(A C������Hq� A �(#
rc r
# , Aj� �����g<����8CF=��s�(JF<8A � A J`CFD��s���(� C��@AKJECED��

torsional modes
#
n = 0 . . . 20

#G, A��e<�� �@H <��(A JD.=� C	�(<�#����
A+DH14

J}� A
A+NV14

�

l i 5



i � & � 	�A���� =(<������ Aj��� � ���g<�
�� ' <2.�!(
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )(A C������Hq� A �
C1,New

��� ��� AX� Hq��� ���

1/ [` (`+ 1)]
, Aj� #	���e<��=�@H <(�8AKJ*.=� C��8<�#����`#$HBD��� 3!����=����<�
1�G?$# Hq
 � & � i 	�< CE=

Strohmay-

er (1991) [6]
� � 	 � !h� � ���(Aj��#~�@CF=����8#�, Aj� JD.��I�eJ}�(<��@H <��(< AKJ�� ��!�� HG!�Hq
$#D���J,��	� D(<��������e<8Aj��#��

HB=�� � �-,R#@<�
@<���� (M/R)
# ?$CE=�� !h�G� � C <�#���� H���� ���J,��	� D(<�������� HI?$� <8A J$A H < A J}#�� )(A C������Hq� A �

(

rc r := 1− C1, rel/C1,New

) � ' Aj�+<�
 HB=-,BJ}� J�(Aj��#Z�	
 C�M. )�� �@H <��(A J��� � C	�(<�#�� !��E#;# � CE=
0.14 . M/R . 0.28

#gCEA HB?$� < A J$A H < AKJ#�� )8A C������H�� A �
rc r
J`=������ �(C	�(<�� A�� � # l j � !h��(@j �

� ���	� � CE= � �GD��� 3!��	� ��� <�
 �G?$# Hq
 � & � & 	 J}� AB, Aj� ` = 2
�
C1,New = 0.1666

	 #\#Z����� �('
)��(����� Aj�(JD#�� � �����(<�
��(
@<���� ��� <�� .�� A HB?$� < AKJ`A H <8A J}#��0)(A C�������Hq� A �

rc i = −rc r/5
#;)(
���� )�� � � #

'�i � !h�;' 1 � � ����� � CE= � �-�(<(� H < CEA ?$�`# H < C�� ��� ���(J}� & � 5 )���� ?�@CE=���� < A �:HI?$� <8A J$A H < A J}#���)(A C��'
����Hq� A �(#

rc r
#O, Aj�e< CF=�� ���	�g<����8CF=����(JF<8A � A J`CFD�������� C	� A J`CFD��

torsional modes
� ��< C �G?}�����

& � l ����# � CE=����+< A � HB?$� < AKJ`A H <8A J}#�� )8A C���I��Hq� A �-Hq�+HB=��K.�� <�
 H$
 ���+<�
 HB=�� � �-,R# <�
@<�� M/R
�

� �-� A�� � �(�g<�
=���(< A%. H < C HB?}����� �@=(<2# � � C�8CFD������	� � � C |���(� CED���� #@< A*, A��e< A �&)8A C������H�� A �
�@=(<�#�� # ?$CE=����

rc r ' 0.9M/R
#?# � CF=:C`ABHI?$� <8A J$A H < A J}#�� )(A C�������Hq� A �')	� �@C	�(<�� AIHq��� J�(< CEH < A '

��� �;�����	� C-,I��� � ��#�� C��(#`H < C1�G?}����� & � i ����# � CF=���� #@< A`C`A`HB?$� < A J$A H < AKJ#��N)(A C������Hq� A ��<(��� �@CF=��
� �8C��=�FAj� HB=-,BJ}� J�(Aj��#Z�	
 H <����I����� <8Aj��� , Aj�1���	�g<���� CE=�� �(JF< A �@AKJECED��=����� C	� A J`CFD��

torsional

modes (n→∞)
�

� ��� � * � �+��� ��� ����! � modes

	�A@��� =(<������ A���� � ���g<�
��d' <2.�!(
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )(A C�������Hq� A �G<J!�� A%)(A CFHI=@?�(C@<��@<J!�� Hq |� Aj�8C�� A '
)(���

modes
)�� �@C	�8<�� Ad� � #c<�
	� J���@HIA J� HB?$# H$
 � ����# � � � � ? � Unno et al. 1979,

Strohmayer 1991, [103, 6]
	�%

C l # New =

∫ R
0

[

2ξ̄r ξ̄h +
(

ξ̄h
)2
]

ρr2dr

∫ R
0

[

(

ξ̄r
)2

+ ` (`+ 1)
(

ξ̄h
)2
]

ρr2dr
,

� & � L 	

# � CF= ξ̄r = rS0, ξ̄h = rH0 �5� ��� A CEAh��
M)(�~� A J��� '�<2.�!(
�� �(JE< A � A J}#�� A")8A CEHB=������><�� H�� A �+< CF=
)(Aj���@D@Hq���(< C�� ��� <��(<2# � A H$
�� � ����# � ���X� #@<�
@<���( � l 	 �
� � ���	���8?G#����@H <�� H < C ��� =(<������ A C1� C��8<�#�� C N0

J� A = � C	� C-,I� /8CF=���� < A � � ���g<�
�� '�< .�!�
��
� ���(A H <��8C� A J}#���)(A C�������Hq� A �< !�� Hq I� A�� C� A%)(��� modes � CE=!< C ?$�����(JF<�
���� / CE=�� � ��=(< #2� � C�����
����,I� ��� A	��� )8D@C�<��-# � CF=�� � �d� <��/����<�
	� � ����� � .��K! �G?$# Hq
 � & � L 	 #���� <(�h� D��@C	�8<�����< C � �-#�����
����
A%)(A C@< A������ � CE= � ���(A ,��-.� |� <�� A8H < C!� �� 3.	��� A CN(J}� A )	� �	� A <8A � )8A C���I��Hq� A ��< !�� A")8A CEHB=@?�@C@<��@< !��E#
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��� ���(J����& � (}%���� =(<����	� Aj��� (
C1,New

) J� A HB?$� < AKJ`A H <8A J}#�� (
C1, rel

) � ���g<�
���'�< .�!�
�� � ���(A '
H <(� C AKJ#��')(A C�������Hq� A ��, Aj�:< CE=��

` = 2, 3
J}� A 5 #

n = 0 torsional modes (2t0, 3t0, 4t0)
#

, Aj� )(A%.� C���� � C	�(<�#����s�@H <�#��2!��1��� <�� C����"!�� � � 	 � !h� � ���(Aj��#~�@CF=���� #I, A���J*.��I�1J�(<��@H <��(< AKJ��
��!�� HO!�H$
$#|��� ,��	� D(<(��������< A���#�� HB=�� � �-,R#@<�
@<���� (M/R)

# ?$CF=�� !h� � � C@<�#���� Hq��� ���J,��	� D(<����(���
HB?$� < AKJ`A H <8A J}#�� )(A C�������Hq� A � (

rc r := 1− C1, rel/C1,New

) � Hq� � 	 � 	�A@��� =(<������ Aj��� � ���g<�
�'
� '< .�!�
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )8A C���I��Hq� A � A HBCED��8<�� A����

1/ [` (`+ 1)]
, Aj� #	���1<��9�@H <��(A JD. � C	��'

<�#���� � 	�A@HB?$� < A J$A H < AKJ#�� )(A C������Hq� A �(#
rc r
#��5� ��� A8HB?$�$) #	�l������! .�� <�
@<����d� � #�< C ` (Vavoulidis,

Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
�

` = 2 ` = 3 ` = 4
Model M/R C

1,New C
1,rel C

1,New C
1,rel C

1,New C
1,rel rcr

A+DH14 0.218 0.167 0.134 0.083 0.067 0.05 0.040 19.55
A+DH16 0.264 0.167 0.125 0.083 0.063 0.05 0.038 24.89
WFF3+DH14 0.191 0.167 0.139 0.083 0.069 0.05 0.042 16.81
WFF3+DH16 0.223 0.167 0.133 0.083 0.067 0.05 0.040 20.16
WFF3+DH18 0.265 0.167 0.125 0.083 0.062 0.05 0.037 25.07
APR+DH14 0.171 0.167 0.142 0.083 0.071 0.05 0.043 14.85
APR+DH16 0.195 0.167 0.138 0.083 0.069 0.05 0.041 17.40
APR+DH18 0.221 0.167 0.133 0.083 0.066 0.05 0.040 20.26
APR+DH20 0.248 0.167 0.127 0.083 0.064 0.05 0.038 23.58
APR+DH22 0.279 0.167 0.120 0.083 0.060 0.05 0.036 27.76
L+DH14 0.141 0.167 0.146 0.083 0.073 0.05 0.044 12.63
L+DH16 0.160 0.167 0.143 0.083 0.071 0.05 0.043 14.38
L+DH18 0.179 0.167 0.140 0.083 0.070 0.05 0.042 16.24
L+DH20 0.199 0.167 0.136 0.083 0.068 0.05 0.041 18.28
L+DH22 0.221 0.167 0.132 0.083 0.066 0.05 0.040 20.56
L+DH24 0.244 0.167 0.128 0.083 0.064 0.05 0.038 23.24
L+DH26 0.272 0.167 0.122 0.083 0.061 0.05 0.037 26.73

A+NV14 0.218 0.167 0.133 0.083 0.066 0.05 0.040 20.24
A+NV16 0.264 0.167 0.124 0.083 0.062 0.05 0.037 25.52
WFF3+NV14 0.191 0.167 0.138 0.083 0.069 0.05 0.041 17.48
WFF3+NV16 0.223 0.167 0.132 0.083 0.066 0.05 0.040 20.78
WFF3+NV18 0.265 0.167 0.124 0.083 0.062 0.05 0.037 25.64
APR+NV14 0.173 0.167 0.140 0.083 0.070 0.05 0.042 16.04
APR+NV16 0.198 0.167 0.136 0.083 0.068 0.05 0.041 18.56
APR+NV18 0.223 0.167 0.131 0.083 0.066 0.05 0.039 21.37
APR+NV20 0.250 0.167 0.126 0.083 0.063 0.05 0.038 24.64
APR+NV22 0.280 0.167 0.119 0.083 0.059 0.05 0.036 28.75
L+NV14 0.152 0.167 0.142 0.083 0.071 0.05 0.043 15.01
L+NV16 0.171 0.167 0.139 0.083 0.069 0.05 0.042 16.86
L+NV18 0.190 0.167 0.135 0.083 0.068 0.05 0.041 18.78
L+NV20 0.210 0.167 0.132 0.083 0.066 0.05 0.040 20.85
L+NV22 0.230 0.167 0.128 0.083 0.064 0.05 0.038 23.12
L+NV24 0.253 0.167 0.124 0.083 0.062 0.05 0.037 25.77
L+NV26 0.281 0.167 0.118 0.083 0.059 0.05 0.035 29.24
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��� ���(J���O& � 5 %g�G?$� < A J$A H < AKJ#��P)8A C���I��Hq� A � � Hq� � 	 (
rc r := 1− C1, rel/C1,New

) #M, A�� < CF=��
` = 1, 2

J}� A (`#
n = 1, 2

J}� A (
torsional modes

#K, A��&)8A".� C���-� C��8<�#������@H <(#�� !������ <�� C����"!�� �
	�A HB?$� < A J$A H < AKJ#���)(A C�������Hq� A �(#

rc r
#I��� ��� A$HB?$�$) #�� ������!-.�� <�
@<������ � # < C ` �	���M.=��!����><����8<�� A� � # < C n � ����# � ��J� A Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9]

	 �
` = 1 ` = 2 ` = 3

Model n = 1 n = 2 n = 3 n = 1 n = 2 n = 3 n = 1 n = 2 n = 3

A+DH14 18.89 18.88 18.77 18.88 18.87 18.76 18.87 18.86 18.74
A+DH16 24.30 24.29 24.20 24.29 24.29 24.19 24.28 24.27 24.17
WFF3+DH14 16.11 16.10 15.97 16.10 16.09 15.96 16.09 16.08 15.93
WFF3+DH16 19.50 19.50 19.38 19.50 19.49 19.37 19.49 19.48 19.35
WFF3+DH18 24.48 24.48 24.38 24.47 24.47 24.37 24.47 24.46 24.35
APR+DH14 14.12 14.11 13.97 14.11 14.10 13.96 14.10 14.08 13.94
APR+DH16 16.69 16.68 16.56 16.69 16.68 16.55 16.68 16.66 16.52
APR+DH18 19.59 19.58 19.46 19.58 19.57 19.45 19.57 19.56 19.43
APR+DH20 22.95 22.94 22.84 22.94 22.94 22.82 22.94 22.92 22.81
APR+DH22 27.17 27.17 27.07 27.17 27.16 27.06 27.16 27.15 27.04
L+DH14 11.83 11.81 11.67 11.82 11.81 11.66 11.81 11.79 11.63
L+DH16 13.61 13.60 13.46 13.60 13.59 13.45 13.60 13.58 13.43
L+DH18 15.50 15.49 15.36 15.49 15.48 15.35 15.48 15.47 15.33
L+DH20 17.57 17.56 17.44 17.56 17.55 17.43 17.55 17.54 17.41
L+DH22 19.88 19.88 19.76 19.88 19.87 19.75 19.87 19.86 19.73
L+DH24 22.59 22.59 22.48 22.59 22.58 22.47 22.58 22.57 22.45
L+DH26 26.13 26.13 26.03 26.13 26.12 26.02 26.12 26.11 26.00

A+NV14 19.68 19.64 19.48 19.68 19.64 19.48 19.67 19.63 19.47
A+NV16 25.03 24.99 24.87 25.02 24.99 24.87 25.01 24.98 24.86
WFF3+NV14 16.90 16.86 16.67 16.90 16.85 16.66 16.89 16.84 16.65
WFF3+NV16 20.24 20.20 20.04 20.23 20.19 20.04 20.23 20.18 20.03
WFF3+NV18 25.14 25.11 24.99 25.14 25.10 24.98 25.13 25.10 24.97
APR+NV14 15.43 15.38 15.17 15.43 15.38 15.16 15.42 15.37 15.15
APR+NV16 17.98 17.93 17.75 17.97 17.92 17.74 17.96 17.91 17.73
APR+NV18 20.81 20.77 20.61 20.80 20.76 20.60 20.80 20.75 20.59
APR+NV20 24.11 24.07 23.93 24.10 24.06 23.93 24.09 24.06 23.92
APR+NV22 28.26 28.22 28.11 28.25 28.22 28.10 28.24 28.21 28.09
L+NV14 14.35 14.29 14.03 14.35 14.28 14.02 14.34 14.27 14.01
L+NV16 16.21 16.16 15.93 16.21 16.15 15.92 16.20 16.14 15.91
L+NV18 18.16 18.11 17.91 18.15 18.10 17.90 18.14 18.09 17.89
L+NV20 20.25 20.20 20.03 20.24 20.20 20.02 20.24 20.19 20.01
L+NV22 22.55 22.51 22.35 22.55 22.50 22.35 22.54 22.49 22.34
L+NV24 25.23 25.19 25.05 25.22 25.18 25.05 25.21 25.17 25.04
L+NV26 28.74 28.70 28.59 28.73 28.70 28.58 28.73 28.69 28.57
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σ1
#
J� A�< A � )(A C������Hq� A ��< !��^A")8A CEHB=��	��� <�� Hq� !��`#

z1
1 , z

1
2 , z

1
3

J}� A
z1
4

H� I� A�� C� A%)(���
modes

�
��< C	����� ���(J}��& � &u����# � CF=����1<�
	� ��!�� Aj��� < A J��HB=��� R!�������< !�� )8D@C ���~�3#*)2!�� � �YHBD-,BJ}�8A H$

�@=(<�� ��� ��� A�
;� C	�	� )(A J� � CE= � � C��������� ����# ,�!�� A <�
	��C���3#@<�
@<���< CF=;���8A �I��
@< A J`CFD;����� J�Q)(A J}� �
� � A H$
������ �@CF=���� #@< A #!< A���#�� < !�� � ���(A H <��8C� A J��� )(A C�������Hq� !��`#�H <�� � ����� HIAj�4<�
�� ' �~� A J���
��� !h��� ����<�
�� �G?$� < AKJ*#@<�
@<����(#R)��~� = � .��8?$CF=��eH <�
 )8A��Z�����;�EA ��� A C-,����� |� � �

��� ���(J��� & � &}%c���(�g<�
��s':<2.�!(
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )(A C�������Hq� A �;<J!�� Hq |� Aj�8C�� A")����
f, p1

J}� A
p2 modes

#I# � !h� �@=(<�#�� = � C	� C-,I�"/8C	�(<�� A^� � #;<�
��G?$# H$
�� & � L 	 � C l # New
	�J}� A�# � !h� = � C�'

� C-,I� / C	�(<�� Al� � #%< CTHB?$� < A JD# � � #�����
����PA")8A C@<8Aj����� � CE= � ���8CE=@HIA%.@Hq����� H < C%� �� ?.	��� A CE(
�
C1 := σ1/mΩ

	 �
Mode C1,New C1 := σ1/mΩ

p2 0.01279 0.01283
p1 0.031743 0.031780
f 0.499965 0.499939

��<�
 HB=���# ?$� Aj�+= � C	� C-,I� / CE=���� <8A � HI?$� <8A J$A H < A J}#�� � �(�g<�
��2'G<2.�!(
�� � ���8A H <�� C A J}#�� )(A C��'
����Hq� A �

C l # rel
, Aj� < CE=��
Hq |� Aj�8C� A")(�5� �

interfacial
#
`i
#EJ}� A

shear
#
`sn
#
modes

< CF= H <������ CED
 I� CEA CED�, A��=�(���	� A H <8A JD.=� C	�(<�#���� �@H <�#��2!��2�	� <��8C	���%!�� � ��� � � C <�����# H����(<��  I��� �(C��8<�� A`H < CF=��
��� ���(J����& � 1eJ� A�& � L

(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
�

� ��� � �(� ������+���
CFS

���
modes

� � ��������� ��� � * �	�'��� �

� �@H <(�8AKJ�� � ���8A H <(� C ��;� � C�(�5���	� � �8C J}�	��# Hq� A��@H <2.��I� Aj� Hq� � C	��� CFD�� modes
< CF= H <������ CED

 I� CEA CED � � 	 � !h�  I��� ��� <�� A H < C �G?}����� & � (`# Hq�2#Z����� ��
 ' � ���(A H <����� ?#���~�(C9�@H <(#����=��� <��8C	���f'
!��

(Ω = 0)
#/#~�����1� )(������� A��(J*#� J� A"#~�	��� � ���(A H <����� 3#���~�@C�� � �����(<�
���
@<���� ����# � CF=��G#~�	���

mode
� � � ? � < C	�

2t0
	 ���1<�
	� � )8A��;A")8A CEHB=@?� #@<�
@<�� � � 	�<�����C �@H <�#������ #� !h� � ���8A H <��(#� |�Z'

<�� A
(Ω 6= 0)

CEA�)8D@C � �����(<�
���
@<(#�� ��� <��8CFD�� )(Aj�� C�(� < AKJ#�� A")8A CEHB=@?� #@<�
@<����	%l��� C � ���(A H <����Z'
 ?#����~�@C�� � ���(�(<�
��(
@<����h��� <(� .�� A8A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<�� σ r

#(C�� )(�����	� A��(J*#� � ���(�(<�
���
@<����"��� <�� .�� A(A%)(A '
CEHB=@?�K# <�
@<��

σ i = σ r −mΩ
� � �����h���@=�!-.��	� <�� A}
 � ���8A H <(� C AKJ�� HB=@?� #@<�
@<��e< CF==�@H <�#��(�`#

C`AIA%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�����< !��
` = m modes � CE= ��� <(� .�� A$C � )(�����	� A��(J*#� � ���(�(<�
��(
@<�������� Af���@C	�('

<�� A � �O
+H <8A ,���� � CF= �@=(<�#�� ��
M)��Z��� / C	�(<�� A������	�+.��	� A ?}�h��� 
 Chandrasekhar - Friedman

- Schutz
�@H <2.��I� Aj�

(CFS)
� 1 1`#;1ML � � � 	�<���� �M.(��� A ?}�h��� �FAj� <�# < C`Aj�1�@H <2.��I� Aj�`# H�� JD. � C`Aj�

J}��� HIA���
 � ���8A H <�� C A J� HB=@?� #@<�
@<�� < CE= �@H <�#���� Ωc
#`< C � �M.(< C�!< !�� <��	�����(<���Hq� !�� �@=�! .����Z'
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��� ���(J���u& � 1}% ��� =(<������ Aj��� � �(�g<�
���'e< .�!�
�� � ���8A H <(� C AKJ#�� )8A C������H�� A � (
C l # New

) J}� A
HB?$� < AKJ`A H <8A J}#�� � ���g<�
��;'
<2.�!�
�� � ���(A H <��8C AKJ#��0)8A C���I��Hq� A � (

C l # rel
) < !��

` = 1, 2
J� A�(

interfacial modes (1i, 2i, 3i)
, A���)(A%.� C����=�@H <��(A JD. � C��8<�#����

(Vavoulidis, Kokkotas
& Stavridis 2008, [9])

�
` = 1 ` = 2 ` = 3

Model C1,New C1,rel C1,New C1,rel C1,New C1,rel
A+DH14 0.485 0.393 0.152 0.125 0.069 0.059
A+DH16 0.489 0.370 0.156 0.120 0.073 0.058
WFF3+DH14 0.482 0.403 0.150 0.127 0.067 0.059
WFF3+DH16 0.486 0.390 0.153 0.125 0.070 0.059
WFF3+DH18 0.490 0.369 0.157 0.120 0.074 0.058
APR+DH14 0.480 0.410 0.148 0.128 0.066 0.059
APR+DH16 0.484 0.401 0.151 0.127 0.069 0.059
APR+DH18 0.487 0.390 0.154 0.125 0.071 0.059
APR+DH20 0.489 0.375 0.156 0.122 0.073 0.059
APR+DH22 0.491 0.357 0.158 0.117 0.075 0.057
L+DH14 0.479 0.419 0.147 0.130 0.065 0.059
L+DH16 0.482 0.413 0.150 0.130 0.067 0.060
L+DH18 0.485 0.406 0.152 0.129 0.069 0.060
L+DH20 0.487 0.399 0.154 0.128 0.071 0.060
L+DH22 0.488 0.389 0.156 0.126 0.073 0.060
L+DH24 0.490 0.378 0.157 0.123 0.074 0.059
L+DH26 0.492 0.362 0.159 0.119 0.076 0.058

A+NV14 0.480 0.385 0.147 0.121 0.065 0.056
A+NV16 0.485 0.365 0.152 0.118 0.070 0.056
WFF3+NV14 0.477 0.396 0.146 0.123 0.064 0.056
WFF3+NV16 0.482 0.384 0.150 0.122 0.067 0.057
WFF3+NV18 0.486 0.365 0.154 0.118 0.071 0.057
APR+NV14 0.477 0.400 0.146 0.125 0.064 0.057
APR+NV16 0.480 0.392 0.149 0.124 0.067 0.058
APR+NV18 0.483 0.381 0.151 0.122 0.069 0.058
APR+NV20 0.486 0.368 0.154 0.119 0.071 0.057
APR+NV22 0.489 0.350 0.156 0.114 0.073 0.056
L+NV14 0.479 0.406 0.147 0.126 0.064 0.057
L+NV16 0.482 0.400 0.149 0.126 0.067 0.058
L+NV18 0.484 0.393 0.152 0.125 0.069 0.058
L+NV20 0.486 0.385 0.153 0.123 0.071 0.059
L+NV22 0.488 0.375 0.155 0.122 0.072 0.058
L+NV24 0.490 0.364 0.157 0.119 0.074 0.058
L+NV26 0.491 0.349 0.158 0.115 0.075 0.057
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��� ���(J���u& � L% ��� =(<������ Aj��� � �(�g<�
���'e< .�!�
�� � ���8A H <(� C AKJ#�� )8A C������H�� A � (
C l # New

) J}� A
HB?$� < AKJ`A H <8A J}#�� � �(�g<�
���'�<2.�!(
�� � ���(A H <��8C� A J}#��P)(A C�������Hq� A � (

C l # rel
) < !��

` = 1
#
n = 1, 2J}� AM(

shear modes (1s1, 1s2, 1s3)
, Aj�')(A%.� C�(���@H <��(A JD.�� C	�(<�#����

(Vavoulidis, Kokkotas
& Stavridis 2008, [9])

�
n = 1 n = 2 n = 3

Model C1,New C1,rel C1,New C1,rel C1,New C1,rel
A+DH14 0.492 0.399 0.495 0.402 0.496 0.403
A+DH16 0.494 0.375 0.497 0.376 0.497 0.377
WFF3+DH14 0.490 0.411 0.494 0.415 0.495 0.416
WFF3+DH16 0.492 0.396 0.496 0.399 0.496 0.400
WFF3+DH18 0.494 0.374 0.497 0.375 0.497 0.376
APR+DH14 0.488 0.419 0.493 0.424 0.493 0.425
APR+DH16 0.490 0.408 0.494 0.412 0.495 0.413
APR+DH18 0.492 0.396 0.495 0.399 0.496 0.400
APR+DH20 0.493 0.380 0.496 0.383 0.497 0.383
APR+DH22 0.495 0.361 0.497 0.362 0.497 0.363
L+DH14 0.484 0.427 0.491 0.433 0.491 0.434
L+DH16 0.486 0.420 0.492 0.426 0.493 0.427
L+DH18 0.488 0.413 0.494 0.417 0.494 0.418
L+DH20 0.490 0.404 0.495 0.408 0.495 0.409
L+DH22 0.492 0.394 0.496 0.397 0.496 0.398
L+DH24 0.493 0.382 0.496 0.384 0.497 0.385
L+DH26 0.495 0.366 0.497 0.367 0.497 0.368

A+NV14 0.492 0.395 0.496 0.399 0.496 0.400
A+NV16 0.494 0.371 0.497 0.373 0.498 0.374
WFF3+NV14 0.490 0.407 0.495 0.412 0.495 0.413
WFF3+NV16 0.492 0.392 0.496 0.396 0.496 0.397
WFF3+NV18 0.494 0.370 0.497 0.372 0.498 0.373
APR+NV14 0.488 0.413 0.494 0.418 0.494 0.419
APR+NV16 0.490 0.402 0.495 0.406 0.496 0.408
APR+NV18 0.492 0.390 0.496 0.393 0.496 0.394
APR+NV20 0.493 0.375 0.497 0.377 0.497 0.378
APR+NV22 0.495 0.355 0.502 0.360 0.498 0.358
L+NV14 0.486 0.416 0.493 0.422 0.493 0.424
L+NV16 0.488 0.408 0.494 0.414 0.494 0.415
L+NV18 0.489 0.400 0.495 0.405 0.495 0.407
L+NV20 0.491 0.391 0.496 0.395 0.496 0.397
L+NV22 0.492 0.381 0.496 0.385 0.497 0.386
L+NV24 0.494 0.369 0.497 0.372 0.497 0.373
L+NV26 0.495 0.353 0.497 0.355 0.498 0.356
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�G?}�����G& � (}%+� )8A CEHB=@?�K# <�
@<�� �
σ
	 !h�+HB=�� .��><�
 Hq
�<�
��1�@H <��(A J��� � ���8A H <(� C AKJ���� HB=@?� #@<�
�'

<���� �
Ω
	 , Aj�c< C	�

` = 2 interfacial mode
J}� A< C	�

` = 2, n = 0 torsional mod-
e

# � !h� �@=(<�� ��� <�� .(<�� A�� � # #Z����� � )(������� A��(J*#
(inertial)

J}� A�� � # #~�	���PHI=�� � ���8A H <��(�Z'
 ?#����~�@C

(rotating) � �����(<�
���
@<�� � 	�A modes
�@=(< C��,I� �@C	�8<�� A

CFS
�@H <����I�5� � #@<���� C`A

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�#��G< CE=��\�	���M. / CE=�� � �-#FH$
�� C � ��� <��8CFD����Z�����d� � #�< C���� )��(����� Aj�(JD# � ���(�(<�
���
@<�� 	 �
	�A HB?$� < AKJ`A H <8A J}#��0)(A C�������Hq� A �(#��5� ��� AR,��Z� A JD. �FA J}� #@<(�������N, Aj� #~�	��� � )������	� Aj�(JD# � ���(�(<�
���
@<���
rc i ≤ rc r

	 � � H <2#FHICI#I
1' �~� A J� �G?$� < A JD#@<�
@<�� = � C��FC�
	�3.1<�
	� �@H <2.��|� A�� H < C ��� �J,BJ}�(<��('
H <����I�5� � ��� <��(< C � � /(� A < C Hq
����5� C #~�����(!(
��e<�
�� �@H <2.��I� A���� � �8C�� � A J}� # <����(��� � ���(A H <��8C� A J}#��
HB=@?� #@<�
@<����

Ω
	

(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
�

<�� A J}� A�� J � #�� � � <�� A � ���(A H <��8C� A J�1�Z��#�� ,�� A�� ��� <�
�� C��� �� �����8=(< A J��� J`=��M.(< !�� � � C � #EHBC
#~�8< C	�	
9�I���5� �	� A�
u� J � C� � �1����� =(< AKJ����=�(JE< A �(C��FC	�������eJ}� A � CEA".9�I���5� �	� A�
u�(J}�8A �����=� C��� I�
< !��9� J � ��� � #���~�-!�� ����� =(< AKJ���� JE=�� .(<J!��1�5� ��� A=)8D@H$J`C	� C1��� = � C	� C-, A H <��5� � � H <2#EHBC #��@=(<2#
� CE= ��� ��� AG) =����(<2# ���e= � C	� C-, A H <��5� #q�5� ��� A`CEA$J�	� HIAj������< A���#��!<�
�� � ���(A H <��8C� A J���!HB=@?�K# <�
@<����
< !��s�@H <�#�� !��9�	� <��8C	���%!��`#

Ωc
# H < A � C � C}����� �~����� ,IC � C`Aj�5� <�� AD�@=(<�� 
s�@H <2.��I� Aj� � � 	 � !h� �5�f'

� �����eJ}� A H <�
	�+��A Hq�-,O!I,q�$#D
s�@H <2.��I� A�� CFS
������� <��	��
@J}� ��� ?BAKJ*. , A�� < CF=�� Hq |� Aj�8C� A")(�5� �

f-
J}� A

p-modes
� ��<�
+HI=��	# ?$� Aj�`# A%)(Aj��� <(���(
 � �8CFHBC@?}� )-#���
@J}� H <�
	� �@H <2.��I� Aj� < !�� < C��8C�� A '

)(���
r-modes � ���8A H <��(�� ?#����Z�K!��=�(� =@H <���� �@H <�#�� !�� ��� <��8C	���"!�� � � 	!HBC1�� C� . modes

< CE=
H <(����� CFD� I� CEA CED`# C`A

Yoshida & Lee (2001)
� 4 1 � = � #$)(� Aj!�����<�
	�!D � ����!(
�<�# < C`Aj���-�@H <2.��I� A����
l ( l



, Aj�1< CE=�� < C� C� A%)���� �
torsional modes

� ��<�
	� � ���8CFD@H���)8A��(<��(A ��� )��5� ?�(CE=����N#@< A J}� AIH < CE=��
Hq |� Aj�8C�� A")(�5� �

interfacial modes
�I�1� � C��8CFD@H�� ���+HB=������5�K
1�@H < .��I� Aj� CFS

# Hq�eHB?$� < AKJ*.
?$����
���#�� � ���(A H <��8C� A J}#���HB=@?�K# <�
@<���� Ω (Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

�
��< C �G?}����� & � ( )��5� ?�(CE=���� <�
	� �@H <2.��|� A�� �@=(<�� , Aj�c< C	�

` = 2, n = 0 torsional

mode
J}� AG< C	�

` = 2 interfacial mode
� h\��# � CE=����8#-� C`A � #��E#P#@< A�, A�� � ���8A H <(� C AKJ#��

HB=@?� #@<�
@<���� �����(A J��� )(� JD. )2!��
Hz
# <2#EHBC-C`A Hq |� Aj�8C� A")(�5� �

interfacial modes
#FHBC J� A C`A

< C��8C�� A")(�5� �
torsional modes

A J}���(C � C`A CED�� <�
eHB=������@J�
 <�
�� CFS
�@H < .��I� Aj��� � ��
M)��Z��� / C	�(<�� A

C`A8A")8A CEHB=@?� #@<�
@<�#���< CE=��Q!h� � � C�h#~�	���O� )��(����� Aj�(JD# � �����(<�
��(
@<�� 	 � � C���� � ���-,����(< AKJ*.-� � C�(�5�
���1�M.(��� A ?}�h�(���FAj��<�# < C`Aj�s�@H <2.��I� A���?$��� A%. /�� <�� A^� � A � ��# C	�u���~��# <�
 � �������(<�
�� CED����=� � � H$
��
#@< Ah
;' �~�@AKJ�� ��� !h��� ��<�
�� �G?$� < A JD#@<�
@<���� = � C��FC�
	�3.�<�
	� �� I����� C-,q��<�
��1�@H <2.��|� A���� � �-�
= � C	� C-,I� HBCE=�����< A �GJ�	� HIA�������< A���#�� � ���8A H <(� C AKJ�����HB=@?� #@<�
@<����GH <�� � ����� HIAj�!<�
������ =(<����	� A����
J}� A$<�
�� HI?$� <8A J$A H < A J�����I� !h�	�����(#`<2# <��l����# � CF=����N#@<8A

Ωc,rel < Ωc,New
�

� ��� ���"&�� ��� 	��&'����� � � � � �����	� ��& ��� �

��< C J�� ?.	��� A C1�@=(<2#1������� <�� Hq������<8A � <��	�����8<���Hq� A �eH <����(� CED  �� C`A CFD=���(� )�# !h� � ���(A H <����� ?#�'
���~�K!�� �@H <(#�� !�� �	� <��8C	���%!�� � � � � JE<��5� �	����� � �8C�
K,ICFD����~�����1��� =(<����	� A����1���~��# <���� (Stroh-

mayer 1991, Lee & Strohmayer 1996, [6, 7])
J}� A(HB=�� � ���(Af�M.(��������< A �O� � ������� <�
@<�����HI?$� <8A J�'

A H < AKJ#�� )8A C������H�� A � � � � C	� C-,I� Hq�����e<8A � � �(�g<�
�� '�<2.�!(
�� � ���(A H <��8C� A J}#�� )8A C������H�� A �(# H < A �
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����+J� A�H < A � A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A �(#�< #FHBC , Aj�;< CF=��+< C� C� A%)���� �

torsional modes
� ��� ���(J����& � ( J� A|& � 5 	 #FHIC J}� A3, Aj� < CF=�� Hq I� A�� C� A%)��5� �

interfacial
J� A

shear modes
� ��� '

���(J����& � 1eJ� A$& � L 	 � �!=(<�#���� � C*)(�5� ?��
@J}��#@<8Aq�5� ��� A � ���	� � CF= l j2' (@j � ��� .	� C-,�� ����< C � #EHBC
HB?$� < AKJ`A H <8A JD. �@H <(�8AKJ*. � C	�(<�#���� �I� !h�8CFD���� � ��� ���(J����& � (`#q& � 5 J}� AI�G?}�����(<�� & � l #q& � i 	 �
� � � H$
��(# Hq�d�@=(<2#�< C J}�� ?.	��� A C&)(�5� !(�����Q#@< A8<2#EHBC C`A8< C��8C�� A")(�5� �

torsional modes
#EHBC!J� A

C`AFH� I� A�� C� A%)���� �
interfacial modes

� � C��8CED������&,I� �@CF=��
CFS

�@H <����I�5� � , A�� HB?$� < AKJ*. � AKJ��#��
(Ω ' 10 − 20Hz) � ���(A H <��8C� A J}#��
HB=@?� #@<�
@<�����< !��;�@H <�#�� !�� ��� <(� C	���"!�� � �G?}����� & � ( 	 � ���
� ����� � .��K! � � C@<�����# Hq���(<���)(
�� CEHIAj� D(<�
@J}��� � � #EHq |�(<�� H < A ����� ,��@HI����� Vavoulidis, Stavridis,

Kokkotas & Beyer (2007)
J}� A

Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis (2008)
� k`#O4 � �

l (@i
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 � � � ��� ��	 � � � ��	

��< C!J�� ?.	��� A C��@=(<2# � ���8CE=@HIA%. /8CF=����X���8A �I��
@< A JD.-� � C@<�����# Hq���(<�� , Aj�
< C�8C�� A%)��5� � <��	�����(<���Hq� A �
Hq� ���-,$��
@< A Hq��#Z�@CE=��;�@H <�#��(������� <��8C	���"!�� ��� H <������$#  I� C`A%# � �UD � ���(!(
 ���-,$��
@< AKJECED � � )	� CE=
�M.�� C*)(
K,�����H <�
 ������# <�
 <J!�� ���-,$�	
@< AKJ���� <��	�����8<���H��J!��

Alfvén
� �h�K#@<�
@<�� 1 � l 	=�~���NC

H <(�����$#��\ I� CEA"#��H <��2��! !g<����(A JD.�H <��(�h���(<�� < CE= �@H <(#������ JF<(�~���5� #M# � !h�O��� )������GHq� � � C�
K,ICED('
���~��� J}�� ?.	��� Aj�`#��� <���!8D .	��� !��E#

torsional
�����@H < AKJ#�� <��	�����(<���Hq� A � � ��<�
	� � ���-,����(< AKJ*#@<�
@<��

C`A$< C��8C�� A")(�5� ��<��	�����(<���Hq� A � Hq��<�# < CEA CE=����@H <�#������l��� <��8C	���"!��2�5� ��� A$��� AKJF< CFD ?$�����(JE<����(�`#$���('
,$�	
@< A J`CFD:J� A|�����@H < AKJECED

�

������ I���-#����@H <��8#$� C`A � #	�`#I� � # �$)(�4J}� A � #����:Hq���@=(<(#��(#3!h� J}��� C�'
� A J}#��

(global)
���-,$�	
@< C������@H <8A J}#��!<��	�����(<���Hq� A � � �X� #@<�
@<���1 � i 	 �

�����(�(<�
�� CED����8#&!�H <2#EHBC #'#@< A�Hq� �����	� A H < AKJ*. � C	�(<�#���� �@H <�#�� !�� �	� <��8C	���%!��`#P# � CE=4C
H <(�����$#��� I� CEA"#���# ?$� A � C	� D � AKJ�-# � .@?$C� � ∆r/R ' 0.10

	 # C ���-,$��
@<8A JD#���?$�����(JF<����(���!< !��
<��	�����8<���H��J!�� �@=(<���� �5� �	� AEJ`=��	�����8?$C�� J� A$= � CFH$J}�����"/�� AE< C��;�����@H < AKJ*# (Sotani, Kokkotas,

Stergioulas & Vavoulidis 2006, [36])
� ����� � C��8CFD@H������8#M)�
���� )(�$#	�	� � CED���� #@< A@H���<�# < CEA CE=

�5�")8CE=��"�@H <(#������X��� <�� C����"!�� � ���(�(<�
�� CED����h������ |���h� ���")8A���� C��� 3!h��#~�	��� ��� Alfvén
<��	�����8<���H�� A � �

�G=�� )(# CE=����8#�# <>HIA # <�� � � C@<�����# Hq���(< . �����(#|�����@=(<2.1<J!�� Sotani, Kokkotas & Stergioulas

(2007)
� (ML �?, Aj� � ���KJ}���I����#�� ��� # ?D!h�	� � )(Aj���M#�� R!�H$
;� � #e< C H <����(�$#  �� C`A%# 	 Alfvén QPOs

Hq�

magnetars
J}� AB<��1?$�(
 HIA�� C � CEA CED����P, Aj�1<�
	� ��!��-,O!I,q�  =@HIA J���eHI=�� � ���(�@H��M.(<J!�� , A�� �@=(<2.

<�� �@H <��(A JD.=���(< A J}�5�����~��� � �h�K#@<�
@<���1 � ( 	 �

l ( (



� � �~��� =���� / CE=����8# �~� HI=��8< C������`# < C ������
����(<8A JD# � � #�����
���� � CE= � ���8A ,��-.� I� A < A �:< C��8C�� A '
)���� � J��� C	� AKJ#��;���-,$��
@< C�~���@H < A J}#�� <��	�����8<���Hq� A � Hq� �@H <�#��(������� <��8C	���"!��=����H <������$#  I� C`A%#
� � �� 3.	��� A C (`#B�X� #@<�
@<�� ( � i 	 � � ��?$CE=�����< C+HBD@H <�
���� < !�� HB=����	�3!��0)(Aj�� C��(A J��� ��!(A H$��Hq� !��
� ����# � � Sotani, Kokkotas & Stergioulas 2007, [14]

	�%

dY1

dr
= −`− 1

r
Y1 +

πr3

πr4µ+ (1 + 2Λ1)a2
1

e−ν+λY2,
� 1 � l ��� 	

dY2

dr
= −

[(

ρ+ p+ (1 + 2Λ1)
a2

1

πr4
− Λ1e

−2λ a
′
1
2

2πr2

)

σ2re2(λ−ν)
� 1 � l ��� 	

− (Λ− 2)

(

µe2λ

r
− Λ1a

′
1
2

2πr3

)

+ (2 + 5Λ1)
a1e

2λ

πr3

(a1

r2
− 2πj1

)

]

eν−λY1

− `+ 2

r
Y2,

����%

Λ := ` (`+ 1) , Λ1 := − ` (`+ 1)

(2`− 1) (2`+ 3)
,

� 1 � i 	
J}� Aq���!HB=��@C��(Aj�(J}#��!HB=��(�I�@J���(#BH < C J#~�(<�� C:< CE==�@H <�#����}%

Y2 = (`− 1)

[

µ+ (1 + 2Λ1)
α2
c

π

]

eνY1,
� 1 � (���� 	

H <�
 �+.@H$
:< CF= H <����(� CED  I� C`A CED}%
Y(−)

2 = Y(+)
2 ,

� 1 � ((��� 	
J}� ABH <�
	� � � A� 3.���� Aj�e< CF==�@H <�#��(�}%

Y2 = 0.
� 1 � (-, � 	

����)8CFD���� # � �8A � � � �D#	���`#A#~�	�=� � �M# )8CFJ`A����@H < AKJ*#9� C��8<�#�� C , Aj�1< C�8C�� A%)��5� �!<��	�����(<���Hq� A �
H <�
	� � ���(A C@?}�-< CF=-H <������ CED1 I� CEA CED��~�K#� ���-,$��
@<8A H���#~�(CE=u�@H <�#��(�9��� <��8C	���"!�� � ����# � � � � ? �
Piro 2005, Glampedakis, Samuelsson & Andersson 2006

# � l (B#�( 5 � 	 � 	�A�< C� C� A%)��5� �
<��	�����8<���H�� A � � ���8A ,��-.� C��8<�� A�� � #�< A ��)(Aj�(<����(�@?$#���< !��l��!8A H$��H��J!�� Euler

� ����# � � � � ? � � l (`#2( 5 �
J}�����h�!J� A

Carroll et al. 1986
#�� l j � 	�%

−σ2ξi =
1

ρ

∂δσij
∂xj

+
1

4πρ

[(

∇× δ ~B
)

× ~B
]

i
,

� 1 � 5 	
# � CF=}%

δσij = µ

(

∂ξi
∂xj

+
∂ξj
∂xi

)

.
� 1 � & 	

l ( 5



� 	 � !h� J}�(<��	���(����� �@CF=���� #����~��� < CFD����e< C � �-#�����
���� H <�� � ����� HIAj�-<�
��e��� =(<����	� Aj��� �|�J!h�	� ��� �
� � C��I# < CE=����8#�� � � H$
��(#3#@< A$
 � =(J�� #@<�
@<��`# ρ #IC HB=��(<������ H <����P,�������� AKJECED:Aj!(�Q) CE=��(#

µ
#BJ}� A$< C

���-,$�	
@< A JD# � �$)�� C # ~B = Bẑ
#��5� �	� A H <����I��� . � 	�A � �J,BJD.�� H Aj���
	 < C� C� A%)��5� ��<��	�����(<���Hq� A �l# ?$CF=��

)(Aj���@D@Hq���(<��1��� <��(<2# � A H$
�� ~ξ = ξxx̂ + ξyŷ
# � CF= ξx = ξx (x, y, z)

J� A
ξy = ξy (x, y, z)

#K���

∇ · ~ξ = 0
� � #-,O! <�
���HB?$# H$
��

δ ~B = ∇×
(

~ξ × ~B
) �5� �	� A %

δ ~B = B

(

∂ξx
∂z

x̂+
∂ξy
∂z

ŷ

)

.
� 1 � 1 	

� � < .=� � �+#	���=�@=(<2.`#q
1�G?$# H$
 � 1 � 5 	�,I� ��� <�� A � ����# � � � � ? � � l j`# l (`#O( 5 � 	�%

−σ2ξi = v2
s

(

∂2ξi
∂z2

+∇2
⊥ξi

)

+ v2
A
∂2ξi
∂z2

,
� 1 � L 	

# � CF= v2
s = µ/ρ

�5� �	� A	
 <��@?$D(<�
@<�� < !��
shear

JE=��M.(< !�� H < C	��H <������ #; �� C`A%# #
v2
A = B2/4πρ

�5� ��� A
e<��@?$D(<�
@<�� < !�� J`=��M.(< !��
Alfvén

J}� A ∇2
⊥

:= ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 � � � #:<�
	� �"!	� HG!�H$

� 1 � L 	 � ��� ���@CE=����
<�
	� ��!	� HG!�H$
�)(Aj�@H � C�-.�� (dispersion relation)

%

σ2 = v2
s

(

k2
z + k2

⊥

)

+ v2
Ak

2
z ,

� 1 � k 	

���(< A J}��� A H <����(<���� ∇⊥ = ik⊥
J� A

∂/∂z = ikz
�

��� CEHq�J,G, A H < AKJ*.`#K� � C��8CFD�������� �I# HBCE=���� k⊥ ' √` (`+ 1)/R
J}� A

kz ' nπ/∆r
# � CE=

R
�5� �	� A/
 �(JE<(� �	� < CE= �@H <�#���� J}� A

∆r
�5� �	� A�< C � .@?$C��< CE=cH <������ CFD < CE=  �� C`A CFD � ' A��

� AKJ�-. � .@?}
-H <����(� CED1 �� C`A CFDu��� ��� A k⊥ � kz
J}� A�
 � ���(� � .��K!�HB?$# H$
 )8A��@H � C� .��0,I� ��� <�� A %

σ2 =
(

v2
s + v2

A

)

k2
z
� � ��?$CE=����8#Q)�
���� )(�$#gJ`D����(<��

Alfvén
# � CF= )8A�� )�� )8C	�8<�� A J}�(<2.s���@JEC�

< !�� )8=��	���FA J��� ,������������ �	���M.G�5� �	� A ���")8A���� C��� 3!h��#~�	� ����� � # < C	� H <������$#  �� C`A%# � � � � H$
��
����# � CE=����N#@< AD, A��1A HB?$=��-. ���-,$�	
@< A JD. � �$)�� �`# v2

A � v2
s

#q�5� �	� A
σ ' vAkz ∼ B

�
��< CF=��

Sotani, Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis (2006) [36]
� D��	� <�� A�#~�	� ���(<(� '

H < C`A ?$C � �-#�����
���� � &���
 H Aj� C � C`A CED��(<�� A CEA HI?$� <8A J$A H < A J}#�� �"!(A H$��Hq� A � � 1 � l 	�J� AK�������+.��	� <�� A
= � #*6�
 ����� � A C �����	� A H < A J��< C � C	� C-,I� �N, Aj� < C ���-,$�	
@< A JD# � � )	� C # )�
���� )(���I� !h�(�5� <�� A�#~���N)8A � C�'
� A JD# #���! C��@AKJ*.�HB=������ <��8AKJ*# ���-,$�	
@< AKJ*# � �$)�� C � CE=�� JF<(��� ��� <�� A !h� < CeJ}#~�8<��8C < CE= �@H <�#���� � ���
� � C@<(�~��# Hq���(<2. < CF=�� HI=��� R!��@CED��E# � C`A C@< AKJ*.`#����!<�� � � C@<�����# Hq���(<�� � �8C�
K,ICED����~�K!��;������� <����
� � � ? � Glampedakis, Samuelsson & Andersson 2006, [34]
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�G?}�����N1 � l % �G=@?� #@<�
@<(���
f
� H��

Hz
	 < !��

Alfvén
<��	�����(<���Hq� !��`#

2an
#����

n = 0, 1
J� A@i`#K, A��

)(A%.� C������h�~�8<2.@H�� A �/���-,$�	
@< A J`CFD � �$)�� CE= B (Bµ = 4× 1015 Gauss
) J}� A , A�� )8D@C&)(Aj�� C���� < A JD.

�@H <(�8AKJ*.-� C	�(<�#���� �
A+DH14

J� A
L+DH14

	
(Sotani, Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis

2006, [36])
�

� ��� � ��� 
���� ��� � � � ���	��
�� ��������
Alfvén

��<�
	� � ���g<�
1�@=(<��1�~� #@<�
@<�� �-,$�@CFCED�����<�
	� D � ����!�
 < CE=+H <������ CFD  �� C`A CFD � CF=@H Aj�@H <8A JD. �|#�'
< CF=����

µ = 0
H < A ���d!8A H$��Hq� A �'1 � l J}� AG1 � (���� 	�J}� A$= � C	� C-,I� /8CF=����-���8A �|��
@< A JD. < A �����-,$�	
@< AKJ#��

<��	�����8<���H�� A �
Alfvén (Sotani, Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis 2006, [36])

� 	�A
HB=@?� #@<�
@<����
<J!�� <��	�����8<���Hq� !��2�@=(<���� � � C+)�� A J��(D@C��8<�� A���� .	� C-,����<�
���#~�(<��@Hq
�� < CF=;���-,$��
�'
< AKJECED � �$)�� CE=`# B #$J}� Aq� � C��8CED��2����,����� CFD�� !h� � ����# � � � ( 1 � 	�%

2an = 2βn

(

B

Bµ

)

,
� 1 � 4 	

# � CF=eC`A$HB=��(<������ H <�#��
2βn

��!����><����(<�� A$� � #:<8A � � ���(����# <��8CE=���< CE= �@H <��(A J`CFD � C	�(<�#�� CE=;�~�	�
Bµ = 4× 1015 Gauss

�
� C �G?}����� 1 � l )(�5� ?��� A`HI=@?�K#@<�
@<����&)8A��� 3#�2!��

Alfvén
<��	�����(<���Hq� !�� �

2an
���
n = 0, 1

J}� A`i 	 #+, A�� �Z�(<2.@Hq� A �����-,$��
@<8A J`CFD � �$)�� CE= B ' 1014 − 1017 Gauss
J� AD, Aj� ) D@C�)(Aj�� C�(� < AKJ*.

�@H <(�8AKJ*. � C	�(<�#���� � . /(��� l � 5 �
�

# <��
A+DH14

J� A
L+DH14

� � ,��(�����FA J�+HI=�� � ���8A� C�-.
< !�� HB=@?�@C@<��@< !��;�5� ��� A � � C I���	��� � 	�AE< Aj��#���<J!�� HB=��8<(�~��� H <����

2βn
#+, Aj� �@=(<2. <��0)8D@C �	���M.
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��� ���(J��� 1 � l % �
A���#�� < !�� HI=��8<������ H <����
2βn

� Hq�
Hz
	0, Aj� < A �

n = 0, 1
J� A�i

Alfvén<��	�����8<���H�� A �(#N, A�� )8A".� C�(� � C	�(<�#���� �@H <�#�� !�� ��� <(� C	���"!�� ��� �(���	� A H < AKJ#���J}�(<��@H <��(< AKJ#��
��!8A H$��H�� A �

(Sotani, Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis 2006, [36])
�

Model M/R 2β0 2β1 2β2 Model M/R 2β0 2β1 2β2

A+DH14 0.218 14.3 37.0 56.7 A+NV14 0.218 14.3 36.9 56.5
A+DH16 0.264 10.8 26.7 40.5 A+NV16 0.264 10.8 26.6 40.3
WFF3+DH14 0.191 16.8 44.5 68.1 WFF3+NV14 0.191 16.8 44.4 68.0
WFF3+DH16 0.223 13.9 35.8 54.6 WFF3+NV16 0.223 13.8 35.8 54.5
WFF3+DH18 0.265 10.7 26.5 40.1 WFF3+NV18 0.265 10.7 26.4 40.0
APR+DH14 0.171 19.2 51.6 78.9 APR+NV14 0.173 18.5 49.8 76.3
APR+DH16 0.195 16.3 43.5 66.4 APR+NV16 0.198 15.8 42.1 64.4
APR+DH18 0.221 13.9 36.6 55.7 APR+NV18 0.223 13.6 35.5 54.2
APR+DH20 0.248 11.8 30.3 46.1 APR+NV20 0.250 11.5 29.6 45.0
APR+DH22 0.279 9.7 24.2 36.6 APR+NV22 0.280 9.5 23.7 35.8
L+DH14 0.141 22.3 61.4 94.6 L+NV14 0.152 20.2 56.6 86.9
L+DH16 0.160 19.6 53.3 81.9 L+NV16 0.171 17.7 49.1 75.2
L+DH18 0.179 17.3 46.5 71.3 L+NV18 0.190 15.7 42.7 65.5
L+DH20 0.199 15.3 40.6 62.1 L+NV20 0.210 13.9 37.2 57.2
L+DH22 0.221 13.5 35.2 53.9 L+NV22 0.230 12.3 32.3 49.7
L+DH24 0.244 11.8 30.1 46.0 L+NV24 0.253 10.8 27.7 42.5
L+DH26 0.272 10.0 24.8 37.5 L+NV26 0.281 9.2 22.7 34.4

J}� AD, Aj�:<��:= � #	� CEA � � (@i � C	�(<�#����`#$ I��� �@C	�8<�� A$H < C	�e��� ���(J� 1 � l , Aj�
n = 0, 1

J}� ABi �
� � #+< C	�1��� ���(J� 1 � l ����# � CE=�����#@<8A CEA < A���#�� < !�� HB=��(<������ H <����

2βn
��� Af���@C	�8<�� A #�#@<����

�@=�!-.��	� <�� A�
 HB=��(C	� AKJ�� �M. /��`#
M
# J*. � CEA CE= �@H <��(A J`CED � C	�(<�#�� CF= � ' A�� )(Aj�� C���� < A JD. �@H <��8AKJ*.

� C	�(<�#����2� H$
��-�M. /����(#����J,��	� D(<��������
HB=�� � �-,R#@<�
@<���� M/R
)�� �(CE=����FA J}� #@<(�������< A���#�� , Aj� < CE=��

HB=��(<������ H <�#��
2βn

� 'D�Z� A JD.`#�� � C��8CFD����"��� � �8CEHq�J,G,I�"/8CF=�����< CF=��
HB=��8<(�~��� H <�#��O�@=(< CED������G< A �
� �����(J*.(< !4HB?$# Hq� A �	%

2a0 ' 43.90

[

1− 4.33

(

M

R

)

+ 5.50

(

M

R

)2
]

(

B

Bµ

)

,
� 1 � l j���� 	

2a1 ' 129.7

[

1− 4.63

(

M

R

)

+ 6.13

(

M

R

)2
]

(

B

Bµ

)

,
� 1 � l j(��� 	

2a2 ' 200.0

[

1− 4.64

(

M

R

)

+ 6.12

(

M

R

)2
]

(

B

Bµ

)

.
� 1 � l j-, � 	
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� ��� � ����� � ��� � � & ����
������ ���	�	�(� ��� � � �����"��
��� �������

���h�d� � 
����$. /(� A #K#� !h�(#	
�D � ����!(

< CF=�H <������ CFD� I� C`A CED�< A �/���-,$��
@< AKJ#���<��	�����(<���Hq� A � Alfvén �
� � A #|���8<8A H <��-#� 3!h�(# � �h� � � 
����$. / C	�(<�� ABC`A torsional

�����@H < AKJ#��!<��	�����8<���Hq� A � < CE=:H <����(� CED
 I� CEA CED�� � # <�
	��D � ����!�
!< !������-,$��
@< AKJ�����<��	�����(<���Hq� !�� Alfvén �

' A���<�
	��� � .��8<�
 H$
 �@=(<����
< !��;���2!g<�
�� .(<J!��`#FJ}�(<��@H$J� = . /8CF=�����#~�	�')8CFJ`A����@H < AKJ*# # � C	� =(<�� C � AKJ*#=�@H <��8AKJ*#=� C	�8<(#~� C < CF=
C � C� CE=1C H <����(�$#�  I� CEA"#��;# ?$� AA��� <��(����
@<2# � .@?$C� � � C�� C	�(<�#�� C9# ?$� AA�M. /�� M ' 1.4M�

#
�(JE<(� ���

R ' 10.4km
J� A � C	� =(<�� C � AKJ*# )��5�KJE<�


n = 1
� 	 HI=��8<������ H <���� ,�������� AKJECED A�!��Q)8CF=��

H < C	�eH <������ #  �� C`A%# )�� �	� <�� A #G# � !h��HB=��	
	�|�"/�� <�� A � ����# � � � � ? � Hansen & Cioffi 1980, [1]
	 #

� � # < C�� <>D � C √µ/ρ ' 103 km/sec
�

��� !h�8CFD����;��� ?BAKJ*. #@<8A;#	� C�� C��@H <�#��(��� �5� ��� A H <(�����$#��
(∆r/R = 1.0)

� �\� �@=(<��	�1<�
	�
� ���	� � < !�H$
;
;��! .�� <�
 H$
 <J!�� HB=@?�@C@<��@< !�� < !��2���-,$��
@< C�~���@H < A J����<��	�����(<���Hq� !��`#

2tn
#� � #

<�
	� #~�(<��@Hq
 < CF=9���-,$�	
@< AKJECED � �$)	� CF=  I��� ��� <�� AA��� )8A��(J� J`C�����#Z�����N,���������#�� H < C��G?}����� 1 � i
(a)

� ' Aj� �@H}�I�~�	�2���-,$�	
@< A JD. � �$)	��� CEA <��	�����(<���Hq� A ��# ?$CF=��!JE=��	�"!h�������@H < AKJ*#e?$�����(JF<������!J}� A
C`A HB=@?� #@<�
@<(#��e< CE=�� ��#~�(CE=�� HI?$� )-#	�9���	� � 
���#��@H <���� � � #�< A � ���-,$�	
@< A J}#�� � � A%)��-.@Hq� A � � ' Aj�
A HB?$=��-.1���-,$��
@<8A JD. � �$)�� �`# B & Bµ

#=!�H <2#EHBC #�� � 
��(�$. /8C	�(<�� A�)��(�@H < A JD. J� A��@=�! .��@C	�(<�� A H��
� C	� D ���J,R.	�����!<8Aj��#�� � � 	�<���� �������(<����@CF=�����< C � .@?$C�!< CE=1H <����(� CED  �� C`A CFD`# ∆r/R = 0.95

#
J}� A , A�� �@H}�|�Z�	� ���-,$��
@< AKJ*. � �$)�� �`#2���� |����� /8C	�8<�� A )(Aj�� C�(� < AKJECED �5�")8CF=�� <��	�����(<���Hq� A � ���
#~�8< C	�@C;?$���(�(JE<����������-,$�	
@< A J��� <��	�����(<���Hq� !��

Alfvén
� HB=���� ?$��� � � =��I�5�����0,���������#��(#����8A '

H <(���-. J� A JD.(<J!TH < C��G?}����� 1 � i
(a)
	 � ' Aj� A HB?$=��-#@<����(� ���-,$�	
@< A JD. � �$)�� �`# B & 0.1Bµ

# C`A
<��	�����8<���H�� A �

2tn
)��~��� � 
����$. / C��8<�� A�� � #e<�
	� D � ����!�
 < CE=;� AKJ�8CEH$JEC � AKJECED��(� =@H < CED � =��(�	��� �

	!=@HIA��@H < AKJ*.`#;, A�� #	����� <8A �:< Aj��#��e<�
�� #~�(<��@H$
��e< CE= ���-,$��
@< AKJECED � �$)�� CE=9# ?$CF=���� J}��� C	� A J}#��
���-,$�	
@< C�����@H < AKJ#��g<��	�����(<���Hq� A �d��� AKJF< CFD�?$���(�(JE<������

�

!�H <2#EHBCI#(Hq�X�@H}�|�Z�	�l���-,$�	
@< AKJ*. � � )	�f'
�= � ���(A HI?$D�� A8C����-,$�	
@< A JD#��g?$�����(JE<����(��� Alfvén

�~�	� Hq�gA HI?$=�� .����-,$��
@< AKJ*. � �$)�� �G= � ���8A HB?$D�� A
C ?$���(�(JE<���������< !��

2tn
�

' A�� �FA J}� #@<(����� � .@?}
+H <(����� CFD  �� C`A CFD1<�� � �-.-,����(<�� �5� ��� A�� A ,R# <���� C1!�� J*.��I����� � ' A��1< A �
� )8A����9�~�(<2.@Hq� A � ���-,$��
@< AKJECED � �$)�� CE=`#�C`A <��	�����8<���H�� A ����� ?$�����(JF<����(� Alfvén

# ?$CE=��-<��h���
� C	� D ?$����
��M#@<���������HI=@?�K#@<�
@<���� � �!=(<2#9�5� ��� Aq���������~� #����~�@C �� CFD1C ��� =@H <2#� � =��(�	�	����# ?$� A
<��h���s��� ,��	� D(<(���(
s�(JE<(� �	� J� A C`A HB=@?� #@<�
@<����:< !��-<��	�����8<���Hq� !��

Alfvén
�5� �	� A # � � CEHq�J,}'

, A H < AKJ*.`#$���(< A H <��-# R!h����� .	� C-,���� <�
��-�(JF<�� �������@=(<���� � � ��<>H A # � �����(<�
������(<���� < C1�G?}������1 � i`#

l (@k



�G?}�����E1 � i}%��G=@?�K# <�
@<����
f
� Hq�

Hz
	u���-,$�	
@< C������@H <8A J���4<��	�����(<���Hq� !�� �

` = 2
J� A

n = 0 . . . 5
	 #0, A�� )8A".� C�(��� �~�8<2.@H�� A � ���-,$�	
@< A J`CED � � )	� CE= B (

Bµ = 4× 1015 Gauss
) �

&���
 HIA�� C � CEA��5� <�� A�#Z��� ) CFJ`A����@H <8A JD#I# � C	� =(<��8C � A JD# �@H <(�8AKJ*# � C	�8<(#~� Ce< CE= C � C}� CF= C1H <����(�$#�
 I� CEA"#�� # ?$� A���� <��(����
@<2# � .@?$C�(#�� � # (a) ∆r/R = 0.95

!h�
(d) ∆r/R = 0.30 (Sotani,

Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis 2006, [36])
�
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�G?}�����'1 � (}%g�G=@?� #@<�
@<����
f
� Hq�

Hz
	h���-,$��
@< C�~���@H < A J����<��	�����(<���Hq� !��`#M, A��

` = 2
J� A

n =
0, 1
J}� A i`#O, A�� )(A%.� C������ �~�8< .@Hq� A �;���-,$�	
@< A J`CFD � �$)�� CE= B (

Bµ = 4× 1015 Gauss
) #O, A��1< C

�����	� A H < A JD#9�@H <��(A JD#9� C	�(<�#�� C
A+DH14

� � �&)8A��(J� J`C�����#Z����� ,��(������#��2���	� � ���(A H <����(<�� A C`A
J}��� C	� A J}#��l���-,$�	
@< C�����@H < AKJ#��
<��	�����(<���Hq� A �(#$��� HB=���� ?$��� � ,��(������#���CEA

Alfvén
<��	�����8<���H�� A �

�~���  I��� ��� <�� A J� A�
����-,$�	
@< C�����@H < AKJ���<��	�M.��(< !�H$
 H <�
	� � ���	� � <J!�Hq
 � CE=�< C ���-,$��
@< AKJ*# � � )	� C
� ���(A C�	�"/�� <�� AgH < C���H <(�����$#  I� CEA"# �

2t0
	

(Sotani, Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis
2006, [36])

�

)(Aj� � A H <����(CE=�����# < A CEA|� =��I�5����� HI=��	� ?$�5� �N,���������#��(# � CE= ���(< A � � CEHG! � � D@CE=�� �@=(<�#�� < A � <��	���('
�(<���Hq� A �(#h��� <��(< C � �"/8C	�(<�� A H <�� )(Aj�(JD.u� � #;<��s���(A H <����-. � �8C��1<�� )(��!(A%. J}�����h� � � C@?D!h�8CED����
� � # <�
	� � ���	� � <J!�Hq
 (a) � � C��<�
	� � ���	� � <J!�Hq
 (d)

� �G=��	���(<����(<�� A�����< A �G<��	�����(<���Hq� A �
2tn
H��

C	� C#Z����J}� A���� ,��	� D(<(�������< A���#��
< CF=
B
= � CFHBJ����� / C	�(<����Hq�O���J,R.	� C � CFHICFH <2# < C	�2�����@H < A JD#

?$�����(JF<������ <J!�� <��	�����8<���Hq� !�� �
'D� ��� <�� A�����# HG!h� ���(< Aj��
 � <2# #@< A�Hq�G�����	� A H < AKJ*. � C	�(<�#���� �@H <�#�� !�� ��� <��8C	���"!��`#P# � CE=

∆r/R � 0.30
#�# ?$CE=���� � A�� J}�(<2.@H <��@H$
 � CE= � CEA". /(� AA��� #FHq� � ���8CF=@H A%. /8C	�8<�� A H < C-�G?}�����

1 � i
(d)

� �����-,����(< AKJ*.`#G# � !h�� I��� �	� <�� A$H < C1�G?}�����01 � (`#*, Aj�e< C �@H <��8AKJ*# � C	�(<�#�� C
A+DH14

#
C`AIJ}��� C	� AKJ#�� ���-,$�	
@< C������@H <8A J}#�� <��	�����(<���Hq� A � # ?$CF=�� #~�	���eJ`=���� ��� ?$C

Alfvén
?$���(�(JE<������ �

��<�
	�!CF=@H�� �`#��M#	�@C H�� � C	� D��FA J}�(#��\�~�8<2.@H�� A �\���-,$�	
@< A J`CED � �$)�� CE=`# B . 0.1Bµ
#�� � C�8CFD����"���

)(Aj�(J}��� �(CE=����
J*. � C`Aj� )(Aj�� C� . ��� <���!8D < !�� J}��� C	� AKJ���� ���-,$��
@< C�~���@H < A J���eJ� AB<J!��
Alfvén

HB=@?�@C@<��@< !�� �

l$5 j



� ���
QPOs

���
magnetars

	�AgHB=@?� #@<�
@<(��� < !�� ���-,$�	
@< C������@H <8A J���-<��	�����(<���Hq� !�� � CF=u���	� H$J`CF=���� ���1<�
	� � ���8CFD@Hq�
��#~� C*) C #=)��Z�9�5� ��� A # HI� ,ICF=����`# CEA �(J�(A ��# H <����(���0) =����(<�#�� � �;A��1������
����(<8A JD. � A C;HG!�H <�� J}� A
�(J}�8A �����d���(< Aj��� <�� � A H$
�< CE= � �8C����������(< C�d�@=(< CFD��5� �	� A(
�� � �j� =@Hq
�<�
���)(A%)(A%.@H <��(<�
��G�"!	� HG!�H$
��
� ( � &@j 	 � �����-,����(< AKJ*.`#�
�)(A%)(A%.@H <��(<�
 �@=(<��2��!	� HG!�H$
 � ?D!h�	� �< C	� H <������$#; I� CEA"#I#

µ = 0
	h� D��	�Z'

<�� A����(A �I��
@< AKJ*.�� � # < CF=�� Sotani, Kokkotas & Stergioulas (2007)
� (ML �ICEA@C � C}� CEA������ H$J`CE=��

)8D@C�C`A J`C-,�#~�	� Aj���=���-,$�	
@< AKJ����+<��	�����(<���Hq� !�� � CE=+< A �1C��(C�M. /8CF=�� Ln J}� A Un (Lower
J� A

Upper
<��	�����8<���H�� A �
	 � �l����! .�� <�
@<��9� � #-<�
	�9#~�(<��@H$
-< CE=����-,$�	
@< A J`CED � �$)�� CE= J� AD� � #�< C

�I� !h�8CFD����~�@C �@H <��(A JD# � C	�8<(#~� C #GCEA�HB=@?� #@<�
@<���� < !��
Lower

J}� A
Upper

<��	�����(<���Hq� !��
A J}���@C � C`A CFD�� <�
1HB?$# H$
 Ln ' 0.6Un

�
�G=-,BJ}��� �@CF=����8# <��h���`# < A �:HI=@?�K#@<�
@<���� � CF= ���	� H$J`CF=����;���e<�
���#~� C+)-#u�����(#

2an
#D��� < A �

HB=@?� #@<�
@<����
Ln
J}� A

Un
<J!��

Sotani, Kokkotas & Stergioulas
� i@j@jML 	 � (ML � � ��< C	� ��� �	�(J}�

1 � i;����# � CE=�����<��:HI?$� <8A JD. � � C@<�����# Hq���(<�� � �����(�(<�
�� CED����P#@< A #BH��P#	�����!< A � � ���(A � <���Hq� A �	%

U0 ' 1.8 × 2a0,
� 1 � l@l ��� 	

Un ' 1.3 × 2an.
� 1 � l@l ��� 	

d=�$) C��#~�	
��(#}� .	� A H <��`# <�
���HB?$# H$
��
Ln ' 0.6Un

# ?$CE=����8#q� � A � ��# C	�}%

L0 ' 1.1 × 2a0,
� 1 � l i���� 	

Ln ' 0.8 × 2an.
� 1 � l i(��� 	
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��� ���(J��� 1 � i}% �G=@?� #@<�
@<(��� � Hq�
Hz
	 <J!��

Upper
<��	�����(<���Hq� !��

Alfvén
#
Un
#

(Sotani,
Kokkotas & Stergioulas 2007, [37])

#@<J!��-���-,$��
@< C������@H < A J��� <��	�����(<���Hq� !��
2an (Sotani,

Kokkotas, Stergioulas & Vavoulidis 2007, [36])
J� A CEA	�M#-,IC`A(< CF=��(#

Un/2an
#K, Aj�&)(A%.� C����

� C	�(<�#����=�@H <(#�� !��2��� <��8C	���"!�� J}� AD, Aj�
B = Bµ

�
Model U0 2a0 ratio U1 2a1 ratio U2 2a2 ratio

A+DH14 25.0 14.3 1.75 49.4 37.0 1.33 74.4 56.7 1.31
A+DH16 18.3 10.8 1.69 35.7 26.7 1.34 54.0 40.5 1.33
WFF3+DH14 29.8 16.8 1.77 59.2 44.5 1.33 89.8 68.1 1.31
WFF3+DH18 18.0 10.7 1.68 35.5 26.5 1.34 53.3 40.1 1.33
APR+DH14 34.1 19.2 1.78 68.6 51.6 1.32 104.6 78.9 1.32
APR+DH20 20.6 11.8 1.75 40.3 30.3 1.33 61.0 46.1 1.32
L+DH14 40.8 22.3 1.82 81.6 61.4 1.32 123.8 94.6 1.30
L+DH20 27.8 15.3 1.82 54.7 40.6 1.34 82.6 62.1 1.33

� ��� ���"&�� ��� 	��&'����� � � � � �����	� ��& ��� �

�\� �@=(<2# < C J}�� ?.	��� A C�������� <�� Hq����� <��	�����8<���Hq� A � H��;��
 ' � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��2���-,$�	
@< A Hq��#Z'
�@CF=����@H <(#������-�	� <��8C	���%!��2���!H <����(�$#  I� C`A%# � � � C	� C-,I� Hq����� A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<����!J� A A%)(A CEHB=������5'
<�� Hq� A � � D��(C	�(<���� #~�	��� C	�(C*)(A%.@H <��(< C � � #�����
����-A")8A C@<8Aj������� �d!8A H$��Hq� A � 1 � l # 1 � i-J� A HB=��@C�'
�(Aj�(J}#�� HB=������@J}��� 1 � ( 	 J}� A HB=-,BJ}��� ��������<�� � � C@<�����# Hq���(<2. ����� ����.	������� � �-#FHq |�(<�����)(A%)(A%.('
H <��(<���� ������# <����

(Sotani, Kokkotas & Stergioulas 2007, [37])
�

hO�(�@J����� # < A`Hq��#~���������-,$��
@< A Hq��#Z�@C �����	� A H < A JD#=�@H <(#�������� <��8C	�@Aj���E#���� HB?$� < AKJ*.2��� � <2#
H <(�����$#  I� CEA"# �

∆r/R . 0.1
	 #CEA�< C�8C�� A%)��5� �9���-,$��
@< C�~���@H < A J`C}�

modes
# ?$CE=��;JE=��	�%!h�

���-,$�	
@< A JD# J}� AK���M.@?BA H <�� �����@H < A JD# ?$�����(JF<������ � �G?}����� 1 � ( 	 � � � A � ��# C	�`#K
9� C	�@C+)(A%.@H <��(<�

��#~� C*) C� � D@H$
�� � CE= �(JEC	� CE=���� Hq����� #\����J}� AQ)��~�s�@<���� 
 � � #	� =(<�� HO!�H <��$#\� � C*)(�5� ?��
@J}�
��� J� <2.���!(A%# � A H <�
 � 	�A�� D@Hq� A ��<�
��"���~�3#*)8CF=�������J}� A>C`A(� D@Hq� A ��<�
��(# � A C HG!�H <����"������
����(< AKJ*.`#
���~�3#*) CE= <J!��

Sotani, Kokkotas & Stergioulas (2007) [37]
)8A��� I#��8CF=�� �M#��(C+J}�(<2. #Z�����

� C	����� � ���@H Aj�@H <8A JD# � ��� .-,IC��8<�� � �G?$# H�� A �'1 � l@l J� AR1 � l i 	 �
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� �������	��
� �

� � � ��� � �  � � �  ����� 
 � � ��� � �

� � � � � 
 � � � � � � �
� � ��� � ��� � � � � ��� �

Cowling

��< C�J�� ?.	��� A C��@=(< # � ��� CE=@HIA". / CE=����gJD. � C`Aj� � ���g<�� � ��
O'=)�
�� CEHIA�� D@H Aj��� 	D� � C@<�����# Hq���(<���� � #
)(A%)(A%.@H <��(<���� ���(A �I��
@< AKJ#�� � � CEHBC� CEAj��Hq� A � � 	�AR)(A%)(A%.@H <��(<(���2���8A �I��
@< A J}#�� � �8CFHBC� C`Af��Hq� A � �5�f'
��� A(� � ���(��� <�
@<(����H <�
-������# <�
�<��	�����(<���Hq� !�� <��@?$#J!h� � ���(A H <����� ?#���~�-!����@H <(#�� !��\�	� <��8C	���%!�� �
� �2��� ,��9�M#-, A��`# � Aj� )(A%)(A%.@H <��(<�
u���8A �|��
@< A J� � �8CEHBC�� C�"!�H$
1�M.�� )���� ?��� A � �h�=��!(����� HBHIC	�8<�� A
� H < C	� ?$� #��(C

t > 0
	�CEA ��� ?BAKJ#�� � H < A � )8D@C-?D!h�(A J}#�� )(Aj�@H <2.@Hq� A �

r > 0, 0 < θ < π/2
�

ρ > 0, 0 < z < ∞ 	�)8A��(<������@?$#�� Hq� #Z�����1�@H <�#����1��� <(� C	���"!�� � ' Aj� ��
�' � ���(A H <����� ?#���Z'
�@CF=�� J}� AI���(� )�# !h� � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=�� �@H <(#������ ��� <��8C	���"!�� � � C�8CFD���� J}� AK���	�-,R#���@H <�� H��
� =(JEC	�M# <����(�`#X� C	�@C*)8A".@H <��(<�� � �8C����������(<�� � ����# � � � � ? � � �� 3.	��� A�� 5 #"&-J}� A 1 	 �	���M. �@=(<2#
�5� ��� AG)8D@H$J`C	� C1J}� A � C	� D � � C J`C , A�� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=��-�@H <�#��(���-�	� <��8C	���%!�� �

� 	 � !h���5�")������H < C � �� ?.	��� A C i`#*#@<���� �I#�� CE=����\��� J}�(<��@HBJ� = .@HBCE=�����#~�����!<��@?$# !h� � ���(A '
H <(�(�� ?#����~�@C �@H <�#��(� ��� <��8C	���"!�� �J,BJ}�(<��	���5� � CE=����+< A �s� C	�(C*)(A%.@H <��(<��������~�3#*)8CF=�� � C	� = � C�'
� A J���u����� � <>=-,��M.(< !��-J}� A ?$�(
 HIA�� C � CEA CED���� )(A%)(A%.@H <��(<���� ���~�3#*) CE=�� J}�(<��@H$J}� =	��� � � C � )8A C
JD.��(CE=�����J}� AK#@<����l�I#�� CE=����X����������� <�� HBCF=�����<��	�����8<���Hq� A � <��@?$# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�K!��l�@H <(#�'
� !�� �	� <��8C	���%!�� � ' Aj� ��� �5� ���@H <(�
HB=���� � �5� ��H��
JD.��I��<2.�!�
0!h� � �8C�� Ω/ΩK

#$J}� A$�� 3#EHBC	�2�~�('
)(Aj�� |���-#���@H <�� , A�� �@H <�#��(���9��� <��8C	���"!�� � CF= � ���8A H <(�(#� C	�8<�� A�HB?$�$) #�� H < C #�(A C

Kepler
#

Ω ' ΩK
# � ��# � � A}��� � D@HBCF=����!< C � �-#�����
���� H��P)8D@C1?D!h�(A J}#��&)8A��@H <2.@H�� A � �

� H <2#FHIC�C`AB)8A")8A".@H <��(<���� � �8CFHIC�� C`Af��H�� A � ��� ��� A=)8D@H$JEC	����� H < C	� ?$� Aj�(A Hq�M#;< CF=��:J�����h�(#
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HB=��	�	�R!h�(# � ��� CE=@HIA". / CE=�� ���8A �I��
@< A J}#�� �@H <2.��I� Aj���
(numerical instabilities)

� 	�A����8A '
�I��
@<8A J}#����@H <2.��I� Aj�����5� ��� A #$CE=@HIAj�@H < A JD.`#q���(A �I��
@< AKJ*. Hq ?.	�����(<�� � CE= )(Aj� )	� ) C	�(<�� A}��# Hq� H < C	�
���(A �I��
@< AKJ*# �����:J�Q)8AKJ�`# H <�� )8A��(J*. �@=�!-.��(C	�(<�� A J}� A #X�~� <�#���� A # J�(<��@H <���#� CE=�� < A � � � CEHBC�'
� C`Af��Hq� A ������� � 	�A$���(A �I��
@< AKJ#����@=(<�#����@H <2.��I� A������ � C�8CFD������;�5� �	� A�5� <��-� ,G,��~���5� � � � � C� CED��
��� C� |�5�j� C	�(<�� A #�)(
���� )��$# H <�
	��� )8A��+<�
	�����8A �I��
@< A J�s��#~� C*)8C 	��5� <��=� � C�8CFD�� �	� C I�5��� C	�(<�� A
Hq��J}�(J��=�� I����� C-,q� < !��eHI=��(C�8A��(J����eHB=�����
@J���� �
�!=(<2# HB=�������� ��� A�J}� A�H < A � )(A J}#�������� � � CEHBC� C`Af��Hq� A � , A�� <��@?$# !h� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��

�@H <(#������-�	� <��8C	���%!�� � d=�5� ?�@CF=���� #$H < C <�#�� C����@=(< CFD:< CE=eJ�� |�	����� CF=`# � �h� �FAj�e<�# < CEA�� �@H <2.('
�I� Aj�4J�(<��@H <���#� I� A <�
	� ���8A �I��
@< A J� ��!�#~� A�!�
 < CE=4HB=@H <������(<2#� ����� � �G?}����� L � & 	 � ��� C�'

K,ICE=���#~�-!h� � ���8CF=@H A%. /8CF=���� � =@H <����I�5� � )(A%)(A%.@H <��(<���� � �8CFHIC�� C`Af��H�� A � , A�� ��
 ' � ���(A H <�����'
 ?#����~�@CF=����@H <(#��������	� <��8C	���%!�� �

� ��� � ��� ���������� � � � �	��� ��& ��� ��� � � ��� � 
"��� ���

	�AF<��@?$# !h� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@C`A��@H <(#������\��� <(� C	���"!�� � ���(A ,��-.� C	�8<�� A #EH <�
	� � � CEHq#J,G, A H$
 Cowl-

ing
#K� � # )8D@C )8A")8A".@H <��(<����;��!(A Hq��Hq� A �eJ`=����(< AKJ���� � C�( I��� � � �� ?.	��� A C ( � (`# �X�K# <�
@<�� ( � ( � l 	 �

��< C ��
u' � ���(A H <����� ?#���~�(C #�8A C #
Ω = 0

#X
 �����s� � # < A � ) D@CG��!(A H$��Hq� A � � J} =	��� /�� <�� A # J}� A
� � C��#~�	� A$�����eHB?$� < AKJ*. � � ���eJ`=����(< A J� ��!�� HO!�H$
 � � ��!�� HO!�H$
=�@=(<��=��� ��� A}
=��!(��� � ����# � � � � ? �
Vavoulidis, [88]

	�%
∂2

∂t2
t00 = c2s

{

− ∂2

∂r2
t11 −

(

2

r
+ 4

dν

dr
+
dµ

dr

)

∂

∂r
t11 −

1

r2
∂2

∂θ2
t11 −

cot θ

r2
∂

∂θ
t11

−
(

d2ν

dr2
+ 3

(

dν

dr

)2

+
2

r

dν

dr
+
dν

dr

dµ

dr
− m2

r2 sin2 θ

)

t11

+
dν

dr

∂

∂r
t00 +

(

d2ν

dr2
+ 3

(

dν

dr

)2

+
2

r

dν

dr
+
dν

dr

dµ

dr

)

t00

}

,
� L � l 	

# � CF=e<�� ν = ν (r)
J� A

µ = µ (r)
?$���(�(JE<�
��	�"/8CE=�� <�
 ��� <��(A J� �~� #�����
 ' � ���8A H <(�(�� ?#����~�@CF=

�@H <(#���� � Hq��A HBC@<��8C � A J}#���HB=��8<(� <��-,���#~�����
	�%

ds2 = −e2νdt2 + e2µ
(

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
)

,
� L � i 	

J}� A
c2s = c2s (r)

��� ��� A"
 <��@?$D(<�
@<��c< CF= � ?$CE=`#O
^C � C}��� HI=��K)�#�� A�<�� t00 = t00 (t, r, θ)
J� A

t11 = t11 (t, r, θ)
%

t11 = −c2st00.
� L � ( 	
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� � � �~��� =���� / CE=���� #@< AE< C t00 �5� ��� A #ECF=@H Aj�@H <8A JD.`#
 )8A��(<������@?}� <�
�� � =(J�� #@<�
@<����
J}� AF< C t11 �5� �	� A

 )(Aj�(<������@?}�1<�
�� � � � Hq
��(#$����# � ���X� #@<�
@<�� ( � ( � l # �G?$# Hq� A ��( � LK1`# C � # <���
 � ����� � .��K!%HB?$# H$

= � C*)�
�������� A$<�
	� � )8A��(���(< A JD#@<�
@<��:< !��e<��	�����(<���Hq� !�� 	 �
��< C ��� =(<������ A C #��(A CI#$
 ��!	� HG!�H$
 �@=(<�� # ?$� AB<�
	�=� )(Aj�0) C��� J}� Aq�5� �	� A}��� ,IC � A C9� � ���$%

∂2

∂t2
δp = c2s

{

∂2

∂r2
δp+

(

2

r
− 1

Γp

dp

dr

)

∂

∂r
δp+

1

r2
∂2

∂θ2
δp+

cot θ

r2
∂

∂θ
δp

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
δp− 1

Γp

[

d2p

dr2
+

2

r

dp

dr
− 1

p

(

dp

dr

)2
]

δp

}

,
� L � 5 	

# � CF= p = p (r)
�5� �	� A^
G� )(Aj�(<2.����@?`<�
 � =(J��K#@<�
@<��`# δp = δp (t, r, θ)

�5� ��� A^
 ,��(�����FA J� )(A '
�(<����(�@?}�:<�
�� � =(J�� #@<�
@<���� Γ

�5� �	� A$C � )(Aj�(���(< AKJ*#�&)(�5� JF<�
�� �
�"!������ HBHBCE=���� <�
 )(A%)(A%.@H <��(<�
 �@=(<�� ��!	� HG!�H$
 ���8A �|��
@< A JD.`#�?$�(
 HIAj� C � C`Af���(<����1J}�~�8<��(A J}#��

)(Aj�� C���#��
(centered differences)

#$< #FHBC , Aj�e<�
 )(� D(<����(
��O'�< .�!�
���?$�8C	� A J� � ��� .-,O!I,IC H < C
���(A H <���� # ��#�� C���<�
��(#O#EHBC J}� AD, A�� < A � ?D!h�8AKJ#�� � �����-,q�I,ICF=�� � )�� D(<�����
����	���M. J� A � ���g<�
���'
<2.�!(
��
	�H < C )���!8A"#���#�� C�� <�
��eJ}� A � ��� ���(CE=���� # <>HIAD#~�	� ���(A �I��
@< AKJ*#�HB?}�����+<��(Af���9� � A � #$) !��
(3 - level numerical scheme)

� ��<�� #�8A��:< CF= ���8A �|��
@< A J`CED ����� � ��#J,����(< C�;�� |���(�M#*/8CF=����
< A � � � ������� <�
@<��������(A �I��
@< AKJ#���HB=��@C��(Aj�(J}#���HI=��(���@J}���(#$CEA$C � C}�������5� ��� A$CE=@HIAj�@H < A JD. � � #����8CEA��
< !��=���(<(� H < C`A ?D!��  =@HIA J��� HB=��(C�(Aj�(J��� HB=�����
@J���� �
' A�� � ��� . )�� A ,����`#��I� !h� CED���� � A��-JD.��I� <�
�< C����< CE=s�@H <�#��(���	� <��8C	���%!��+J}� AD� � #G�@=(<��	�

� � Af��#J,ICE=���� �M#	�@C < C � ���g< C�<�� <���� <�
��M#�8A C (0 < r < R, 0 < θ < π/2)
� ���8CEHq���(� #+/8CF=����

H < C�<�� <���� <�
��M#�8A C �@=(<2# #~�	�9���(A �I��
@< AKJ*# � ��#J,����1��� �(JE< A �@AKJ�� )(Aj����#��(A H$

∆r
J� A=,O!��@A��(J��

)(Aj����#��(A Hq

∆θ

%
ri, i = 0 . . . Nr

J}� A
θj, j = 0 . . . Nθ

� �\�+J*.��|�+J*#���FC
(node)

< CE=
� ��#J,����(< C�� (ri, θj)

,$�K!h�	�"/8CF=���� < A �2� )(Aj�(< .��(�@?`<���� � CEHO#@<�
@<���� pi,j, ρi,j J � < � � � � �"!	� HG!�H$
� L � 5 	 ,��-.� I� <�� A #IHq�N)(Aj�(J}�8A <�� � C��� ��$#D!h����!(���	%
δpk+1
i,j − 2δpki,j + δpk−1

i,j

∆t2
=
(

c2s
)

i,j

{

δpki+1,j − 2δpki,j + δpki−1,j

∆r2

+

(

2

ri
− 1

Γpi,j

(

dp

dr

)

i,j

)

δpki+1,j − δpki−1,j

2∆r

+
1

r2i

δpki,j+1 − 2δpki,j + δpki,j−1

∆θ2
+

cot θj
r2i

δpki,j+1 − δpki,j−1

2∆θ

− m2

r2i sin2 θj
δpki,j −

1

Γpi,j

[

(

d2p

dr2

)

i,j

+
2

ri

(

dp

dr

)

i,j

− 1

pi,j

(

dp

dr

)2

i,j

]

δpki,j

}

.
� L � & 	
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h\��# � CF=���� #@<8A�� � C�8CFD����2��� � D@HICF=���� <�
	� � ����� � .��-! ��!	� HG!�H$
 !h� � �8C�� δpk+1
i,j

��� ,$�K!h���f'
/8CF=�����< A ��< A���#��!< CE=

δp
Hq�N#	��� <��:H$
������ �

(i, j) = (ri, θj)
H <���)8D@C � �8C�
K,ICED����~�	�e?$�8C	� A JD.

� � � � �$)(� tk J� A tk+1 � ��<�
	� ���8A �|��
@< A J� ��!�#~� A�!�
cHB=���� <�# ?$CE=��E#P)�
���� )(�$#
<(��� � ?$�8C	� A JD.G'
� � � � �$)(�eJ}� AD, A�� �@=(<2# < C � ����� � .��-! ���(A �I��
@<8A JD# HI?}�����:?$�����(JF<�
��	� /(� <�� AG!h��HB?}�����:<��8Aj���2'
� � A � # ) !�� �

0 1 2 3 4 5

Time (msec)

A
m

pl
itu

de

Relativistic non-rotating stars
Waveforms

�G?}�����'L � l % &��8C	� A J�-��!(#�� A�!�
�� A J}�(���P)(Aj�(<����(�@?}������� )(A%)(A%.@H <��(<�
 ���8A �I��
@< A J� � �8CFHBC� C}�%!�Hq

(Vavoulidis 2002, [88])

� 	�HB?$� < A J$A H < AKJ*#���@H <�#������ � CF=e?$�(
 HIAj� C � C`Aj�5� <�� Aq�5� ��� A`C �@H <�#��(���
����J*!Q)(A J�1C	�@C����@HI���

BU0
J}� A|��� ��� AIC�� )8A C� ��� �@=(< #	� � CF= ?$��
 H Aj� C � C`A CED��1C`A Font et al.

(2001)
� k 5 � �

� ���8A �|��
@< A J� ��!�#~� A�!�
 �5� ��� A$� =@H <��������N, A��=���J,R.	� C1?$�8C	� A JD#�)8A".@H <�
���� � CF=@HIA��@H < AKJ*.=� � �
. � � Aj�8C 	 � �\�\#~��� H$
����5� C < CE= �@H <�#��(�`# � � ? � H < C Hq
����5� C r = R/2, θ = π/4

#FJ}�(<��-,�� .� CF=����
� !h�O��� <��(�+.	����� <�� A�
 ��� <��(����
@<�� δp ����<�
	� � .��8C+)8C�< CF=!?$�-#	�(CE= � ����� ���@CF=���� #	����.	�������M#-, Aj�
� A�� ?$� C	�@CEHq� Aj�-.`#

δp = δp (t, r = R/2, θ = π/4)
#`C ��� <��@HI?}
����(< A Hq�M#�

Fourier
<�
��!C � C}� ���

� � CFJ�	� D � <�� A � C	����#�� A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(��� <��	�M.��8< !�H$
�� < CE=1�@H <�#���� � ����# � � � � ? � Vavoulidis

2002, [88]
	 � ��< C��G?}����� L � l � ��� CE=@HIA%. /8CE=���� � A��+<�# < C`Aj�+?$�8C	�(CEHq� Aj�-. , A�� <�
	� ���(A �I��
@< AKJ��

��!(#�� A�!�
 <�
�� � ����� CE=���HB?$� < A J$A H < AKJ�������!	� HG!�H$
�� � #@?BA`<�
�� � ����� � .��K! ��� =(<����	� A����
�"!	� HG!�H$
��
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L � 5 	�J}� A;, A��+< C	�1�@H <(#����1��� J*!Q)8AKJ�� C	�@C����@H����
BU0 � CE= ?$��
 H Aj� C � C`A CED�� CEA Font et al.

(2001)
� k 5 � � � ���(J�-.�� )(Aj��� J}��� ��� � =@H < .��I� Aj� <�
�� ���(A �I��
@< AKJ����9��!�#~� A�!�
�� ��� ��� A � ����� � .��K!

� � #  |���	���(� � ���(# � � A��	� Hq
���� Af��HBCE=���� #@<8A�
;���(J�-.�� )(Aj��� J�5� ���O� =@H <2.��I� A�� < CF= ���(A �I��
@<8A J`CFD
����� HB?}�����(< C���5� ��� A H$
������(< AKJ*# /�
@< CED����~�(C � � 	!HIC ���J,��	� D(<����(
 ��� ��� A�
 ?$� C	�@CEHq� Aj�-.s�����(#
<2#EHBC � A C��(J}�8A ����� �5� ��� Aq
 ��# <���
 Hq
1< !�� A%)(A CEHB=@?�@C@<��@< !�� � CE= ��� � ���(Aj# ?$� A � � �(J�	�f��� A�� H <�

��# <��(
 H$
:< !�� A")8A CEHB=@?�@C@<��@< !��=�5� �	� Aq���K.	� C-,q
 <�
���HI=��(C	� AKJ����&)(A%.�� J� A����!<�
���?$� C��(CEHq� Aj�-.��	%

∆σ ∼ 1

T total
.

� L � 1 	

� � .	�����1�M#-, Aj�`# ?$�(� A�� / #���@H <(� #EHBC�< C )8=����(<2# � A CG� =@H <������ ���8A �|��
@< A JD.�HB?}�����(<�����H <(�
��� � .�� CE=����P#FHIC1< C )8=����(<2# � A C9�(J}�8A ��� J� A���!8A"# � A H <�� � � C@<�����# Hq���(<�� �

2 4 6 8

Frequency (kHz)

A
m

pl
itu

de

F

f

p
1

2

2 f3

f
pp

pp
1 1

H H

p

1
1

3

1 2

2

2 2

1

2 3

(l,m)=(2,0) initial excitation
(l,m)=(3,0) initial excitation

Relativistic non-rotating stars
Eigenfrequencies

�G?}����� L � i}%-� � <��@HB?}
����(< A Hq�M#�
Fourier

<�
�� ?$�8C	�(CEHq� Aj�-.�� < CE= �G?}�����(< C� L � l � �\��� �(C�'
�(<�� A )(A%.� C�(��� A")8A CEHB=@?� #@<�
@<����(#X�I������� Aj�Q)(� A �+J� A������ C	� A J}#��

(f
J}� A

p)
� 	�A^�I������� Aj�Q)(� A �

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� HB=����FC	��� / C��8<�� A !h� `f
�Z�	�UCEA"���(� C	�@AKJ#��+HB=����FC	��� /8C	�8<�� A !h� `pn

� 	�Ah�('
JE< A � A J}#��eA")8A CEHB=@?� #@<�
@<����

(` = 0)
HB=��	�FC	���"/8C	�(<�� A=!h�

F, H1
J}� A

H2
, Aj�+< C	� �I������� Aj�Q)�
$#

< C	� � ���g< Cs����� C	� A JD# J}� A < C	� )�� D(<���� Cu���(� C��@AKJ*#
mode

#����8<(� H < C`A ?$� � 	�A A")8A CEHB=@?� #@<�
@<����
�@=(<�#��/����#~��
@J����D@H <(����� � � #0)(A%)(A%.@H <��(<�
 � �8CFHBC� C}�%!�Hq
�<�
��l��!�#~� A�!�
��O���8?BA J���&)8A��(<������@?}���
(Vavoulidis 2002, [88])

J}� A HB=��� 3!��(CED�� Hq� � .��(� � C	� D:J�	�M# �����I�M# ���!<�� � � C@<�����# Hq���(<��
< !��

Font et. (2001)
� k 5 � �
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��< C �G?}����� L � i )��5� ?�(CE=���� < A � � CFJ`D � <�� A=#@<����1��� <��@HB?}
����(<(�"/8CE=���� J}�(<2. Fourier
<�
	�

?$�8C	�(CEHq� Aj�-. < CE=1�G?}�����(< C� L � l � �����(�(<�
�� CED������ Aj� � ��� A%. )��1A%)(A CFHB=@?�@C@<��@< !��`#$�I������� A !Q)(���
(f-modes)

J}� A����	�g<����2!��1�(JF<8A � A J���9����� C	� A J���
(p-modes)

, A����(JE< A � A J}#�� �
` = 0

	��	���M.
J}� A=, A�����
�'��(JF<8A � A J}#�� �

` ≥ 1
	 <��	�����(<���Hq� A � � 	�A A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� �@=(<�#��1HB=��� R!��@CFD�� Hq�

� .���� � C	� D J�	�M#2�����I�M# ��� <��;� � C@<�����# Hq���(<�� < !�� Font et. (2001)
� k 5 � � �������(<�
��8CFD���� #@<8A


s� � Aj� C-,q��< !��u���8?BA J��� HI=��(��
@J���u�5� ��� AD� � � H$
��1H$
������8< AKJ�� � � � C��8CFD���� �	� )(Aj�J,��5� � CE=����
HB?$�$)-#	� � � CFJ���� A H < AKJ*.^< CF=�� modes � ���(A <>< CED ` �^< CE=�� modes

.�� < A CE=
`
� � Aj��#J,IC	�8<����

J}�(<2.	����
����
<8A �/���8?BA J}#��d������)8A��(<������@?$#�� � � � #!<�
	��.	����
$#�� Aj��' J}�@CE=@HIAj���	�-���8?BA J� )(Aj�(<����(�@?}�
<�
���� C��� ����

e−[(x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2]
1/2 � # � CE= ~x0 = [x0, y0, z0]

< C )8A".��(=@H���� �I# H$
��
�~�K#�e<>=@?$��� CE=-H$
������ CE=���# Hq��H < C	���@H <�#���� # � CF=�
 )8A��(<������@?}� ,I� ��� <�� A^��#J, A H <�
 	�)8A�� ,��5� �(� A
HB=��	�	�R!h� � C	��� CED��')(Aj�� C���� < A J`CFD��(# � ���(A <>< CED J}� AO.�� < A CF= ` # modes

�
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Non-rotating stars
The relativistic effect

�G?}������L � (}%��G=�� � ���(Aj C��-. <J!�� A%)(A CEHB=@?�@C@<��@< !�� < !�� f-modes
H < C1��� =(<������ A C #��(A C � ��� C�'

?D!h�(���8<���� � �8C��0#	� C�J� A � A C���� =(<����	� A�� �@H <��(A JD.1� C	�(<�#����`#�� � # )���!8A". � � C� ���8A H <���� .`# C`A
A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<�����< !��

f-modes
,I� �@C	�(<�� A>HB=��	��� <�� Hq� A �"� #	�(C�<�
��h��# Hq
��h�@H <��(A J��� � =(J�� #@<�
@<���� �

��<�
%HB=��	# ?$� Aj� HI=-,BJ�	� �@CE=���� <�� HB?$� < A J$A H < AKJ*. � � C@<�����# Hq���(<�� ��� � � C <�����# H����(<�� � � #
< C ��� =(<������ A C #��(A C � � �:< C	�s�")(A C ���(A �I��
@< AKJ*# J��Q)(A J}�u��!��~��� HIHBCF=���� � Aj�;Hq� A�� . �@H <��(A J���
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� C	�(<�#�� !�� ���;��� A CFD����~����� HI=�� � �-,R#@<�
@<(��� M/R
� ���J!h�8CED����2���8?BA JD. #~����� #~�8< C	���1HB?$� < AKJ`A '

H <8A JD# �@H <(#����`#}���
M/R & 0.25

J� AEJ}�(<��	���K,ICE=�����Hq���@H <�#������ � C	� D �@H}�I�~�@CFD��������8D(<�
@<����
M/R→ 0

� ��< C �G?}�����'L � (&)��5� ?�(CE=�����<���� � C <�����# H����(<2.������ � 	!=@HIA��@H < AKJ*.�� � �	��
	�I� D@CE=����
#~�	��,$�K!�H <2# HI=�� � #��(�@H����!<�
������ =(<������ Aj���G��� !h��� ���	% C`A A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(����< !�� f-modes

�~�K#�
�@H <(#�������!����><����(<�� A�!h� � � � < C � ���5� H < C	�u� � #;<�
s��# H$
 � =(J��K#@<�
@<2. < CF= � � ��<>HIA # � .��-! J}� A
���(A H <���� . H < C;�G?}����� L � ( ����# � CE=����0#@< A Cu�M#-,IC�e<�
��:A")8A CEHB=@?�K# <�
@<����:< CE=

f-mode � � C�
<�
u��# Hq
 � =(J��K#@<�
@<�� < CE=1�@H <�#����+<��5� ��� A Hq�=� A�� HB=-,BJ}� J�(Aj��#~�	
+< Aj���$#X� H$
 � ���	� � CF=1��� l � 4�& �
�-�8< A �|# < !h�(#+, Aj��HB?$� < AKJ`A H <8A JD.2� C	�(<�#���� � JD.(<J! J}� AM)���!8A".�H < C �G?}������L � ( 	 #�
N,�������� A J�2�@=(<��
HB?$# H$
 � �@D�� A$�	� =� A� H <��(<�� A �
�\�1� A�� .	����
 � ���(�	�����-,q� < CE= ���(A �I��
@< AKJECED ����� J��Q)(A J}�`#/��!������ HBHBCE=����1#~�	� � �(�g<�
�� '

<2.�!(
���HBD@H <�
�����)(Aj�� C��(A J���;��!8A H$��H��J!��=���������(A J}#�� � ���(�-,q�I,ICE=�� � � ���g<�
��-'�<2.�!�
��!J}� AG!h�
� �8C�� < C	� ?$�-#	�@C+J� A�!h� � �8C� < C	� ?}�h�8C 	 � &��(
 HIA�� C � CEA CED����;#�!(AK��� <��(����
@<�#�� Q � CF=9�5� ��� A
HB=������><�� Hq� A � < !�� Hq |� Aj�(A J���1HB=��8<(� <��-,���#~�K!��

(t, r, θ, φ)
� ���:J� AA� � C��8CED������	� ,��-. 6 CE=����8#

� C	� D � D(J`C	���`#B< C � ���(� � .��-!PHID@H <�
����1J� A Hq�!J`=	� A � )(�(A J}#���HB=��(<�� <��-,���#~����� (t, ρ, z, φ)
	 � 	�A

��� <��(����
@<�#��
Q1 . . . Q6

�5� �	� A����8<(� H < C`A ?$����< !��l��� <��(����
@<����
tβα
� CE= C��� H <�
@J}���GH <�
	��X�K# <�
@<��

( � ( � l � �d� �	� A # CF=@HIA��@H < AKJ*.`#ECEAM)8A��(<������@?$#��G<J!���HB=�� A H <J!�Hq���!< CE=!<����@=@H <��;�Z��#�� ,�� A����X' C�(�����
(Vavoulidis 2002, Kokkotas & Vavoulidis 2005, [88, 89])

%









Q1 Q2 Q3 Q4

? Q5 ΩQ3 ΩQ4

? ? Q6 0
? ? ? Q6/r

2









:=









δT tt δT tφ δT tr δT tθ

? δT φφ δT φr δT φθ

? ? δT rr δT rθ

? ? ? δT θθ









.
� L � L 	

� C�HBD@H <�
��M.������"�5� �	� A < C���!(���
(Vavoulidis 2002, Kokkotas & Vavoulidis 2005, [88, 89])

%

Q1,t = −Q2,φ −Q3,r −Q4,θ

−
[

e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)ω,r + β,r + 2µ,r + 3ν,r +
2

r

]

Q3

−
[

e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)ω,θ + β,θ + 2µ,θ + 3ν,θ + cot θ
]

Q4,
� L � k���� 	
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Q2,t = Ω2Q1,φ − 2ΩQ2,φ − ΩQ3,r − ΩQ4,θ

+

[

e−2ν+2µ (Ω− ω)2 − e−2β+2µ

r2 sin2 θ

]

Q6,φ

−
[

e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)ωω,r + (Ω− ω),r + (3Ω− 2ω) β,r

+ 2Ωµ,r + (Ω + 2ω) ν,r + (2Ω− ω)
2

r

]

Q3

−
[

e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)ωω,θν,θ + (Ω− ω),θ + (3Ω− 2ω) β,θ

+ 2Ωµ,θ + (Ω + 2ω) (3Ω− 2ω) cot θ]Q4,
� L � k(��� 	

Q3,t = −ΩQ3,φ −Q6,r

−
{

e−2µ+2νν,r + e−2µ+2βr2 sin2 θ

[

(

Ω2 − ω2
)

(

1

r
+ β,r

)

− ωω,r
]}

Q1

− e−2µ+2βr2 sin2 θ

[

ω,r − 2 (Ω− ω)

(

1

r
+ β,r

)]

Q2

−
[

ν,r + 2µ,r + e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)2
(

1

r
+ β,r

)]

Q6,
� L � k-, � 	

Q4,t = −ΩQ4,φ −
1

r2
Q6,θ

− 1

r2

{

e−2µ+2νν,θ + e−2µ+2βr2 sin2 θ
[(

Ω2 − ω2
)

(cot θ + β,θ)− ωω,θ
]

}

Q1

− 1

r2
e−2µ+2βr2 sin2 θ [ω,θ − 2 (Ω− ω) (cot θ + β,θ)]Q2

− 1

r2

[

ν,θ + 2µ,θ + e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)2 (cot θ + β,θ)
]

Q6,
� L � k ) � 	

����<�
	�=�	�K,��Z���8AKJ��:HB?$# H$
$%

Q6 =
e−2µ+2νc2s

1− e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)2 c2s
× � L � 4 	

× {
[

1 + e−2ν+2βr2 sin2 θ
(

Ω2 − ω2
)

]

Q1 − 2e−2ν+2βr2 sin2 θ (Ω− ω)Q2},

��� HB=��K)�#�� A`<�
 ��� <��(����
@<��
Q6

����<8A �
Q1
J}� A

Q2
�

��< C��G?}����� L � 5 � ��� CE=@HIA". / CE=���� <�
	�9���(A �I��
@< AKJ�����!�#�� Aj!(
 < CE= � ���(� � .��-!THB=@H <������(< C��
Hq�;J`=	� A � )(�(A J}#���HI=��8<�� <��-,���#~�	��� J}� A , A�� #~�	��� ��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�@C �@H <�#���� �	� <��8C	���%!��
(Vavoulidis 2002, [88])

� h/��# � CE=���� #@< A^
;?$� C	� A J�s�@=(<�� ��!�#~� A�!�
 �5� ��� A^� =@H <�������� � � .('
� A H <�� � �����(<�
��8CFD����d��� �������"!�H$
�H < C � �M.(< C��<J!��!<��	�����8<���H��J!�� (damping)

< C C � C� C #(J�(<2.
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Time Evolution of Axisymmetric Modes
Evolution in cylindrical coordinates

�G?}����� L � 5 % &�� C	�@CEHq� Aj�-. � � # )(A%)(A%.@H <��(<�
 ���(A �I��
@< AKJ�� ��!(#�� Aj!(
-Hq�eJ`=	� A � )��8AKJ#��eHB=��(<�� <��-,}'
��#~����� � �������(<�
��8CFD������FAj�1H <�� )(Aj�(J� ���5�"!�H$
:< CF= � �M.(< CE=�� <�
���<��	�M.��(< !�H$
��2�M#-,O!P<�
�� ��
 '
HG!�H <����-���(A �I��
@<8A J������ |���(� C-,q��� < !�� HB=��(C�(Aj�(J����HI=��(��
@J��� H <�
	�2� � Aj ?.��	� Aj� < CE= �@H <�#����
(Vavoulidis 2002, [88])

�

� .@Hq� � A �I��� #@<�
@<��`#EC I�5����� <�� A H <�
 ��
�' HG!�H <�� �� |���(� C-,q��<J!���HB=��@C��(Aj�(J����HB=�����
@J���!H <�
	�
� � Aj ?.���� A��+< CE=9�@H <�#���� � 	!=@H Aj�@H <8A JD.`# � �8CFH � ��� CED���� ��� J�	� D 6 CE=����8#����;#~��� <�� <��(�-,O!�� A JD#
� ��#J,���� (ρi, zj)

#�#~����� J`=(J� A JD# )	� H$JEC � � 	!HBC � A C J}�	�M.�)8A��������8A Hq��#Z�@C ��� ��� A$< C <(� <(�(�-,O!�� A JD#
����� � ��#J,����`# <2#EHBC � A C��FA J}� #��5� �	� A < C Hq ?.	����� � CE=1JD.��(CE=����!J}� A <2#EHBC � A Cu�FA J}��� 
 � � #FH'
��� H$
 � � H < #FHBC # � �����(
��e<��@D(<8A Hq
-< !�� )8D@C-HB=�� #�2!��9��� ��� AK� ) D����(<�
 � 	 ��� <��@HI?}
����(< A Hq�M#�
FFT

�M.��0)	� ��� ABJ}� A � .	� A HG!�H <�#�� A")8A CEHB=@?� #@<�
@<�����, Aj� < Cu� C	�(<�#�� C
BU0

� � � A J}���$#�#� !h�(#
)(A%.�� J� Aj��<�
��\���(A �I��
@< AKJ����O��!�#~� A�!�
�� � ��� <2.�� � # �����(A JD. msec

< C � �M.(< C�G<�
���<��	�M.��(< !�H$
��O��
�'
)��Z��� /(� <�� A 	Q)��~�2�M.���� � A <��(# � � A`< C	� = � C	� C-, A H��M#1< !��eA")8A CEHB=@?�@C@<��@< !�� ����CFHBC*)(� � C@<������ ,R.	��

�(J}���f��� Aj� �
��#�� C�(#M) CFJ`A��M. /8CF=����X�	����!(����� ! CE=����g< C �GD@H <�
���� � L � k 	�, Aj� � ���8A H <��(�� ?#����Z�@CE=�� � Ω 6= 0

	
�@H <(#������ �	� <��8C	���%!�� � d � �@CE=����1H < C �@H <��(A JD# � C��8<�#�� C

BU0
� Aj� � C	� D �FA J}��� HB=@?� #@<�
@<��

� ���(A H <��8C� I���(#�<�# < CEA��G��H <(� C �M#-,IC�+<�
�� � C	� AKJ����1�(JE<(� �	��� < CF=`# rp # � � C� <�
	� A Hq
������8A ���

l & l
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Time Evolution of Axisymmetric Modes
Slowly rotating background stellar model

�G?}�����PL � &}% d:A%)(A%.@H <��(<�
����(A �I��
@< AKJ�����!(#�� A�!�
 Hq��JE=	� A �K)��8AKJ#��gHB=��(<�� <��-,���#~�	��� � # � !h�gJ}� A8H < C
�G?}�����'L � 5 	^�	���M.P, Aj� � ���(A H <����� 3#���~�(C2�@H <�#�������� <�� C����"!�� � BU0

#����"�M#-,IC;��! #	�K!��
rp/re =

0.99
	 � �����(�(<�
��8CED����'#@< AA��� < . � � #�� A J}�-# ?$� C��@AKJ*# )(A%.@H <�
���� < C � �M.(< C� <�
�� <��	�M.��(< !�H$
��

�@=�!-.��	� <�� AK� � ���8A"#��(A H <�� J� A|
9���8A �|��
@< A J������� ��!(#�� Aj!(
 J�(<��@H <���#� I� <�� A (Vavoulidis 2002,
[88])

�

�(JE<(� ��� < CF=`#
re
#\�	� ��� ��� Ad� HBC�����-j � 4 4 J� A � �8C@?D!h�8CFD���� H <�
	� ���8A �|��
@< A J�cC	� C J�����2!�Hq


< CF= HB=@H <������(< C�� � � 	 � !h�1 |��� ��� <�� A�H < C �G?}����� L � &`#/��� <2. � � # �����(A J}#�� <��	�����(<���Hq� A �(#�< C
� �M.(< C��d�@=�! .���� <�� A�� J��I� < AKJ*. J� A�
l���8A �|��
@< A J�-�����h��!(#�� Aj!(
J}�(<��@H <��(#� |� <�� A � � D � ����!�
��@=(<����
<�
�� ���(A �I��
@< AKJ����=�@H <2.��I� Aj���0)��Z� ����� � � A <(�(# � � A|��� ��!�������!8CF=�����<��@?$# !h� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��
�@H <(#������ , A��=���J,R.	���e?$� C	� A JD.�)(Aj�@H <������(<�� J}� A`J*.���� A}� ) D����(<�
 <�
	� � D���� H$
eA")8A CEHB=@?�@C@<��@< !��
< CF=�� ��# HO! ��� <��@HB?}
����(< A Hq�����

Fourier
�

l &@i



� ��� ���"&�� ��� 	��&'����� � � � � �����	� ��& ��� �

��< C J}�� ?.	��� A C1�@=(<2#������ � ���-.-,������ � �	��� A"#@<������ ���(A �I��
@< AKJ*.1� � C@<�����# Hq���(<�� ?$�(
 HIAj� C � C`Af�^'
�(<���� )8A")8A".@H <��(<���� ���(A �I��
@<8A J}#�� � �8CEHBC�� CEAj��Hq� A � � �����(A C��(A H <��@J}�����:Hq� ��
u' � ���(A H <����� ?#���Z'
�@CF=����@H <�#������l��� <��8C	���"!�� �� CED , Aj� � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��l�@H <�#��(���l�	� <��8C	���%!�� C`A$���(A �I��
@< AKJ#��
� �8CFHIC�� C`Af��H�� A � = � ���(!���� �@H <����I�5� � � ' A�� ��
 ' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=�� �@H <�#������ ��� <��8C	���"!��`#^

?$�8C	�@AKJ��s��!�#�� Aj!(
 �-C	� C J�����2!�Hq
 )(A%)(A%.@H <��(< !��s�����8AKJ���� )(Aj�� C�8AKJ����1��!8A H$��Hq� !��-<�
�� � C��'
 I��� � L � l 	O� � L � 5 	= � ����!(��� =@H <�������� � � ���(A �I��
@< AKJ��9��#~� C*) C� � CE=:?$�(
 HIAj� C � C`Af�	��
@J}���@<����
��� � ��#~� C*) C�+J}�Z�(<��(A J��� )(Aj�� C�����`#�<��(Af��� ?$�8C	� A J��� � � A � # ) !�� � ����# � �8# , A�� � ���-. )�� A ,����`#
��!�� HO!�H$
 L � & 	 �
' A�� ��
;' � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��l�@H <�#��(���-�	� <��8C	���%!��2� � �	��
	�|� D(<�
@J��� A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<���� � C	��'

�����
f-
J� A

p-modes
� �G?}����� L � i 	 � � � �	��
	�I� D(<�
@J}� #/� � � H$
��(#h
 HB=�� � ���(Aj C� .�<J!�� A%)(A C�'

HB=@?�@C@<��@< !����@=(<���� < !��
modes

H < C���� =(<������ A C #�8A C � �G?}����� L � ( 	 � &��(
 HIAj� C � C`Af�	��
@J}�8#
�~�	�	�����(JE< AKJ*.`#"#~����HID@H <�
����G��!(A H$��Hq� !�� � ���g<�
�� ' <2.�!(
��+Hq� JE=	� A �K)��8AKJ#�� HB=��8<(� <��-,���#~�����
� HBD@H <�
����1��!8A H$��H��J!�� L � k 	�< C�C � C� Cu� � C+)��5� ?��
@J}�2� =@H <����I#��=�	���M.9���;��� J}� <��9� � #FH��� H$
 �

� H < #FHBC�, Aj� � ���(A H <����� ?#���~�(CE=��-�@H <�#��(���l�	� <��8C	���%!��`#�
 ���(A �I��
@< AKJ�� ��!�#�� Aj!(
 J}� A$�@=(< CFDe< CF=
HB=@H <������(< C�� = � ���(!����@H <�������� �

l & (
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� �������	��
� �

� ��� � � �

��< C <(�~��� =(<���� C �@=(< # J}�� 3.	��� A C^HB=��(C*6A�"/8CF=����:<�� � � C@<�����# Hq���(< . �����(#\� � A Hq
������ �@CE=���� <�
	�
� � !g< C <>= � � � < CE=��!J}� A$J}��� C��	� / CE=���� <�
:?$��
 HIA��M#@<�
@< . < CE=���H <�
1HBD-,I?$�8C	��
e�!H <��8C =@HIAKJ�� �
��< C�� �� ?.	��� A C 5 ������� <�� Hq����� <��	�����8<���H�� A ��Hq�X��
/' � ���(A H <����� 3#���~�(CE=��^��
\'|���-,$�	
@< A Hq��#Z'

�@CF=��;�@H <�#��������	� <��8C	���%!��=��� H <����(�$#9 �� C`A%# � �/�")������'#@<8A�
 � ���8CF=@HI���1< CE=1H <����(� CED  �� C`A CFD
# ?$� A}� A J}�(#��-� � A%)�� .@Hq� A ��H < CF=�� f-

J}� AEH < CF=��
p-modes �

�	���M. /�� A}������ I�-.�< A ��A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(���
J}� A@< A �
A")8A CEHB=��	��� <�� Hq� A � < CE=�� � � H <2#EHBCI#	��#�����C`A J`C-,�#~�	� A����

modes � ��� CE=@HIA%. /8C	�(<�� A���!(� A <(� ���
< CF=�H <������ CED� I� CEA CED

�

< C� ?.@Hq����A%)(A CFHB=@?�@C@<��@< !��-��� � � CE=(<(� /(� <�� A�����Hq |� Aj�8C�� A")(�5� � interfacial
J}� A

shear modes
J� A���G< C� C� A%)���� �

torsional modes
� 	�A

interfacial, shear
J� A

torsional

modes
�~�8< C � �"/8C	�(<�� A JE=��	�%!h�eH < C	� H <����(�$#  �� C`A%# � CEA A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A �:< CF=�� # ?$CE=��1� A J}� #

� �M.(< C��eH < C	� � HO!g<����8AKJ*#1��� =@H <2# � =��(�	��� 	 #A� JE<���� CFD�� J`=����"!h�2�J,BJD.�� H Aj��� J$A �	� Hq� A � � δur �
δuθ, δuφ

	J� A�# ?$CE=�� HI?$� <8A JD.=� A J}�(#�� A")8A CEHB=@?�K# <�
@<���� �
� � C	� C-,I� H������ A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(���GJ}� A A")8A CEHB=������><�� H�� A � )(Aj�� ?#�2!���H� I� A�� C� A%)(����J}� A@< C��8C�� A '

)(���
modes

, A�� ( 5 � C��8<�#����	�\�����	� A H < A JD.�� C��8<�#����O�@H <�#��2!��d�	� <��8C	���%!�� � ��� �	�(J}��� 5O� i`# 5O� (GJ� A
5O� 5 	 � ��C	���M. � � # �@=(<2.1<�� � C	�(<�#����:?$��
 H Aj� C � C`Af�	��
@J}���:Hq� � �-#FHq |�(<�����������# <���� (Messios,

Papadopoulos & Stergioulas 2001, Samuelsson & Andersson 2007, Sotani, Kokkotas

& Stergioulas 2007, [12, 5, 14])
H < A � C � C}� ��� = � C	� C-,I� H <�
@J}���-A%)(A CEHB=@?� #@<�
@<����1J� A A%)(A C�'

HB=������><�� Hq� A � �M#	�@C < C��8C� A")����
torsional modes

� � � <�
u���~��# <�
s����� HB=�� � ��
��(��Hq�����:< A �
� ����� � .��K! ������# <���� = � C	� C-,I� /8C	�8<���� A")8A CEHB=@?� #@<�
@<���� J� A A%)(A CFHI=��	��� <�� Hq� A � J}� A Hq |� Aj�8C�� A%)(���
modes

� � )(Aj��� <(����� �~� )8A��� I#��8CF=@Hq�����5� �	� A C`A A")8A CEHB=@?� #@<�
@<���� < !��
` = 1 interfacial modes

�
	�A A")8A CEHB=@?� #@<�
@<���� �@=(<�#�� ��� ��� A|��� ,����0)�� J*. )����

Hz
J� A|�|� � � C��8CED@Hq��� ��� HB?$� <(� /8C	�8<�� AK���

l &�&



� �����(<�
��8CFD����~������?$����
���#���HI=@?�K#@<�
@<���� QPOs
Hq�

SGRs
�

� ���+.@Hq
 <8A � = � C	� C-, A%/-#����~����� A")8A CEHB=@?�K# <�
@<���� , Aj�+< CF=�� < C��8C�� A")(�5� �
torsional modes

J}�(<��@H$J}� = .@Hq������?$�(� HIAj� CF=������ � � A��8AKJECED���Hq� A Hq� C	� C-, A J`CED���<>D � CE=�� � � � ? � <>D � C�� 5O� 4eJ}� A$���f'
���(J��� 5O� & 	 � d:Aj� � A H <���Hq����� #@< A , Aj� < CF=�� �|�����~� Aj�Q)(� A �

torsional modes
�5� �	� A

`t0 ∼
√

` (`+ 1)− 2 (Samuelsson & Andersson 2007, [5])
J}� AB#@?BA

`t0 ∼
√

` (`+ 1)
# � !h�

�5� ?$� �I� !h�(
	�I�5����� ?BAKJ*. � �[J�(<��@H$J}� =	��HG!�H <�����Hq� A Hq� C	� C-, AKJ�����<>D � !��s�5� �	� A^� � ������� <�
@<�

� �8C =̈ � #��I� H$
 , Aj�e<�
eHO!�H <�� �����-,$���h�(A H$
 J}� A`<��@=(< C � C�f
 H$
1HB=@?�@C@<��@< !�� QPOs

Hq�
SGRs

�
' A�� � ���-. )(� A ,����`# H < C SGR 1900+14 � �����(<�
��(�	��
@J}��� QPOs

H <��1i@k`#�& (`# k 5 J� A l &�&
Hz

� ���	� � CE= � ��� !h�����(<����0#@<8A
`t0 ∼

√

` (`+ 1)
CEA HI=@?�K#@<�
@<����=�@=(<�#��e<��@=(< C � CEA CED��8<�� AB!h� CEA

A%)(A CFHI=@?�K#@<�
@<���� < !��
` = 2, 4, 7

J}� A l (=�I������� A%!Q)����
torsional modes

� � 	�<���� #� !h���I� !^'
�8CFD����

`t0 ∼
√

` (`+ 1)− 2
#$C`ABHB=@?� #@<�
@<(�����@=(<�#���<��@=(< C � C`A CED��(<�� A3!h�!CEA A%)(A CFHB=@?� #@<�
@<(���

< !��
n = 0, ` = 2, 4, 6

J� A l@l
torsional modes

�
��#�� C�(#�H < C4� �� ?.	��� A C 5 � JF< A���� Hq������< C	�^HB=��(<������ H <�� � �	� A��(�8CEA��(J����;HBD /�� =�!�
�� , Aj�

)(A%.� C��8CF=��-Hq I� A�� C� A%)��5� �
modes

� 	 HB=��(<������ H <���� �@=(<2#�������#Z�I
@J�8# # � !h�s���������~� #@<����`#
���J,��	� D(<����8C��N, A��:< CF=��

f-modes
� ' A��:< CF=�� Hq I� A�� C� A%)��5� �

p-
J}� A

i-modes
C HI=��8<������ H <����

� �	��� A�� C`Aj�(J��� HBD /�� =�!(
�� ����#Z�I
@J� � ����� � CE= �FAj� <2.�!(
 ���J,�#~� CE=��1� A J}� # <���� C� � ' Aj� < CF=��
Hq |� Aj�8C�� A")(�5� �

s-modes
���(#~��
@J}�8#�� C-, A JD.`#l�(JD#���
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Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis (2008) [9]
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∂θ
+ T`

1

sin θ

∂

∂φ
,H`

1

sin θ

∂

∂φ
− T`

∂

∂θ

]

Y`me
iσt.
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δp =
∑

`

δp`Y`me
iσt,

� � � � 4 	

δρ =
∑

`

δρ`Y`me
iσt.

� � � � l j 	

� ���
S`,H`, T`, δp`

J}� A
δρ`
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∂2Y`m
∂θ2

+
cos θ

sin θ

∂Y`m
∂θ

+
1

sin2 θ

∂2Y`m
∂φ2

= −` (`+ 1) Y`m.
� � � � l@l 	

� � < .=� � # �����(A J}#�� � � .�!�� A �(#BCEAB�"!8A H$��H�� A � � � � � l 	"' � � � � ( 	 � ��� ���@CF=�� < A �2� C�( |#��	%
∑

`

{

A
(1)
`mY`m +B

(1)
`m sin θ

∂Y`m
∂θ

+ C
(1)
`m

∂Y`m
∂φ

}

= 0,
� � � � l i 	
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∑

`

{

(α`m + α̃`m cos θ)
∂Y`m
∂θ
−
(

β`m + β̃`m cos θ
) 1

sin θ

∂Y`m
∂φ

+ η`m sin θY`m

}

= 0,

� � � � l ( 	
∑

`

{

(

β`m + β̃`m cos θ
) ∂Y`m

∂θ
+ (α`m + α̃`m cos θ)

1

sin θ

∂Y`m
∂φ

+ ζ`m sin θY`m

}

= 0,

� � � � l$5 	
# � CF=`#D, A�� � ���-. )(� A ,����}%

α̃`m = −2riσT`$ + 4εv2
sriσT`$,

� � � � l & 	

β`m = −rσ2T` +
7

3
εv2
srmσT`$ − v2

se
2ε(ν−λ)r

d2T`
dr2

− v2
se

2ε(ν−λ)

(

4

r
+ ε

dν

dr
− εdλ

dr
+

1

µ

dµ

dr

)

r
dT`
dr

+ v2
se

2εν Λ− 2

r
T`,

� � � � l 1 	

η`m =
Λ

3
εv2
sriσT`$,

� � � � l L 	
J}� AI# � CE= v2

s := µ/ (ρ+ εp)
J� A

Λ := ` (`+ 1)
� ���

A
(1)
`m, B

(1)
`m , C

(1)
`m , α`m, β̃`m, ζ`m

�5�f'
��� A #I� � # <�
	� .	����
$#�� J |� .@H�� A ��< !��1Hq |� Aj�8C�� A")����

S`,H`, δp`, δρ`
� ��<�
	�:�"!	� HG!�H$
 � � � � l i 	
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	� � ���g<�
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sin θ
∂Y`m
∂θ

= `J`+1mY`+1m − (`+ 1) J`mY`−1m,
� � � � l k 	

cos θY`m = J`+1mY`+1m + J`mY`−1m,
� � � � l 4 	

# � CF=}%

J`m :=

√

`2 −m2

4`2 − 1

, Aj�
` ≥ |m| J}� A J`m = 0

, Aj�
` < |m|. � � � � i@j 	

� ��?$CE=������ CEA � #	�}%
∑

`

{

A
(1)
`mY`m +B

(1)
`m [`J`+1mY`+1m − (`+ 1) J`mY`−1m] + imC

(1)
`mY`m

}

= 0,
� � � � i l 	

�$#IA HBC*) D�������� � �	���M. /8CF=����
< C	�=���I� C`A H < AKJ*# )���� JE<�
 	�%
∑

`

{[

A
(1)
`m +B

(1)
`−1m (`− 1) J`m −B(1)

`+1m (`+ 2) J`+1m + imC
(1)
`m

]

Y`m

}

= 0.
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� ��<>H A #I� � #1<�
	� �"!	� HG!�H$
 � � � � l i 	 � �������(CE=����
<���� A JD.}%

A
(1)
`m + imC

(1)
`m + J`m (`− 1)B

(1)
`−1m − J`+1m (`+ 2)B

(1)
`+1m = 0.
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����(<(�"/8CE=����
<�
	� � ���-.@H <��@H$
 � ����# � � � � ? � �%L � 	�%
1

sin θ

[

∂ (sin θ
�"! � � � � � l ( 	

)

∂θ
+
∂
�"! � � � � � l$5 	
∂φ

]

,
� � � � i 5 	


:C � C� �0)�� ��� A$<�
	� ��!	� HG!�H$
$%
∑

`

{

` (`+ 1)α`mY`m −
(

β̃`m + ζ`m

) ∂Y`m
∂φ

+(α̃`m − η`m) sin θ
∂Y`m
∂θ

+ [` (`+ 1) α̃`m − 2η`m] cos θY`m

}

= 0.
� � � � i�& 	

&���
 HIA�� C � CEA CED���� !(��� .-<8A �+� )(A%#@<�
@<(��� � � � � l k 	 ' � � � � l 4 	 <J!��;Hq I� A��8AKJ���� ���(� C��@AKJ�����H <�
	�
�"!	� HG!�H$
 � � � � i�& 	�J}� Aq�@=(<�� ,I� ��� <�� AB<���� A JD.}%

` (`+ 1)α`m − im
(

β̃`m + ζ`m

)

+ J`m (`+ 1) [(`− 1) α̃`−1m − η`−1m]

+ J`+1m` [(`+ 2) α̃`+1m + η`+1m] = 0.
� � � � i 1 	

� �P#� C`A C1<��-# � CI#}
 � ���-.@H <��@H$
$%

1

sin θ

[

∂ (sin θ
�"! � � � � � l$5 	

)

∂θ
− ∂
�"! � � � � � l ( 	
∂φ

]

,
� � � � iML 	

J}�(<��	���K,�� A H <�
	�=��!�� HG!�Hq
$%

` (`+ 1) β`m + im (α̃`m + η`m) + J`m (`+ 1)
[

(`− 1) β̃`−1m − ζ`−1m

]

+ J`+1m`
[

(`+ 2) β̃`+1m + ζ`+1m

]

= 0.
� � � � i@k 	

��<�� � � #����Z�����-,$�@CFCED�����< A � `±1
)8A C���I��Hq� A �
H < A � �d!8A H$��Hq� A � � � � � i ( 	 # � � � � i 1 	 J}� A � � � � i@k 	 �

� ��<>H A #O, A�� � ���-. )(� A ,����`#q
 � � � C � C`A 
���#~��
 � C��� ��e<�
�� �"!�� HO!�H$
�� � � � � i@k 	�%

` (`+ 1) β`m + im (α̃`m + η`m) = 0,
� � � � i 4 	

����?$��� Hq
�< !��!�G?$# Hq� !�� � � � � l & 	 # � � � � l 1 	 J}� A � � � � l L 	 #M)	� ��� A � ����# � � Vavoulidis et al. 2007,

Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [8, 9]
	�%

−σ2T` = v2
se

2ε(ν−λ)

[

d2T`
dr2

+

(

4

r
+ ε

dν

dr
− εdλ

dr
+

1

µ

dµ

dr

)

dT`
dr
− e2ελΛ− 2

r2
T`

]

−2mσ$

[

1

Λ
+ εv2

s

(

1− 2

Λ

)]

T`.
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l 1 (



��<�
 HB=��	# ?$� Aj�`#���	� � <>D@HBHBCE=����<�� σ J}� A T � )��Z�&)���� ?�@CE=����8# � ��# C	�`# < C���)(�5� JF<�

`
	gHq�Hq� A��(#��

!h� � �8C�� ε (= Ω/ΩK
) %

σ =

∞
∑

j=0

εjσj = σ0 + εσ1 +O
(

ε2
)

,
� � � � ( l 	

T =

∞
∑

j=0

εjT j = T 0 + εT 1 +O
(

ε2
)

,
� � � � (@i 	

<��u���(< A J}��� A H < CFD����:H <�
��G?$# Hq
 � � � � (@j 	!J}� A � � #�< CF=�� ��
M)(�~� A J���;'�<2.�!(
�� (j = 0)
#�8CF=��

� ��� ���@CE=���� � ����# � � Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9]
	�%

−σ2
0T

0 = v2
se

2ε(ν−λ)

[

d2T 0

dr2
+

(

4

r
+ ε

dν

dr
− εdλ

dr
+

1

µ

dµ

dr

)

dT 0

dr
− e2ελΛ− 2

r2
T 0

]

,
� � � � ( ( 	

�~��� � � #:< CF=�� � ���g<�
��-'�< .�!�
�� (j = 1)
#��8CF=�� � ��� ���(CE=���� � ����# � � � 4 � 	�%

− σ2
0T

1 − 2σ0σ1T
0

= v2
se

2ε(ν−λ)

[

d2T 1

dr2
+

(

4

r
+ ε

dν

dr
− εdλ

dr
+

1

µ

dµ

dr

)

dT 1

dr
− e2ελΛ− 2

r2
T 1

]

− 2mσ0$

[

1

Λ
+ εv2

s

(

1− 2

Λ

)]

T 0.
� � � � ( 5 	

&���
 HIA�� C � CEA CED����!< A � HB=������ <�� Hq� A � � ����# � � � � ? � Yoshida & Lee 2002, [4]
	�%

zj5 = T j ,
� � � � (�& 	

zj6 = α1e
−2ελr

dT j

dr
,

� � � � ( 1 	

, Aj�
j = 0, 1

J� A�,�� .� CF=�����< A � � ����� � .��-! �"!(A H$��Hq� A � � � � � ( ( 	�J� A � � � � ( 5 	 !h�eHB=@H <������(<��
)(Aj�� C��(A J��� ��!(A H$��Hq� !�� � �(�g<�
���'G<2.�!�
�� (Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

�
' A��

j = 0
# ?$CE=����8#$� CEA � #	�`#E< C+HBD@H <�
���� � ����# � � � � ? � Yoshida & Lee 2002, [4]

	�%

r
dz0

5

dr
=

e2ελ

α1
z0
6 ,

� � � � (ML 	

r
dz0

6

dr
= −

{

c1σ̄
2
0V1 − α1 (`− 1) (`+ 2)

}

z0
5 − (3 + εU2 − V2) z

0
6 ,

� � � � (@k 	
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�~��� , A��
j = 1

# ?$CE=�����< C HBD@H <�
����
(Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

%

r
dz1

5

dr
=

e2ελ

α1
z1
6 ,

� � � � ( 4 	

r
dz1

6

dr
= −

{

c1σ̄
2
0V1 − α1 (`− 1) (`+ 2)

}

z1
5 − (3 + εU2 − V2) z

1
6

+

{

2c1σ̄0V1

[

−σ̄1 +
m$̄

` (`+ 1)

]

+ εG
}

z0
5 ,

� � � � 5 j 	

���e< A � )8A".� C�(��� HB=������ <�� Hq� A �
α1, c1, V1

J � < � � � ��� )	� �@C	�(<�� A H < C;� �� ?.	��� A C ( J� A HB=-,BJ}�Z'
J}�8A���#~�	�eH <�
	� �X� #@<�
@<���( � l � l � �$#����# � � Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])

�
� )(Aj� )(A J}�@H�� � �5� �	� A � ���-#�� CEA�� , Aj� < A �;Hq |� Aj�8C�� A%)��5� � <��	�����8<���Hq� A �	%^CEA\� � � C � C`A 
���#~�����

�"!(A H$��Hq� A � � � � � i ( 	�J}� A � � � � i 1 	�%

A
(1)
`m + imC

(1)
`m = 0,

� � � � 5Bl 	

` (`+ 1)α`m − im
(

β̃`m + ζ`m

)

= 0,
� � � � 5 i 	

�M.�� )�� �(CE=�� )8D@C0)(� D(<����(
��d' <2.�!(
��(# � � � ���J,���#~�����(#FHB=����	�|� A � )8A��� C�8AKJ#��O��!(A Hq��Hq� A ��, Aj� <�� S`
J}� A

H`
� ��<�
 HI=��	# ?$� Aj�`#F<��

S
J� A

H
����� � <>D@HBHBC��8<�� AEHq� Hq� Aj��#�� � ����# � � � � ? � �G?$# Hq� A � � � � ( l #

� � � (@i 	gJ}� A+)�� �(CE=��&) D@C � � Aj��#��8CF=��l��!(A H$��Hq� A �(#$�����;��
M)��Z� A J���d' < .�!�
�� !h� � �8C�� ε (j = 0)
J� A

��� � � �(�g<�
��-'�<2.�!(
��N!h� � � C� ε (j = 1)
� 	��	�"/8C	�(<�����!(��� .;�	#����!HB=������><�� H�� A �	%

zj1 = Sj ,
� � � � 5 ( 	

zj2 = 2α1e
−ελ d

dr

(

reελSj
)

+

(

Γ− 2

3
α1

){

e−ελ

r2
d

dr

(

r3eελSj
)

− ` (`+ 1)Hj

}

,
� � � � 5 5 	

zj3 = Hj ,
� � � � 5 & 	

zj4 = α1

(

e−2ελr
dHj

dr
+ Sj

)

,
� � � � 5 1 	
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� ��� ���@CE=����-#~���eHBD@H <�
���� ��
M)��Z� A J���l'�<2.�!(
�� � ����# � � � � ? � Yoshida & Lee 2002, [4]
	�%

r
dz0

1

dr
= −

(

1 + 2
α2

α3
+ εU2

)

z0
1 +

1

α3
z0
2 +

α2

α3
` (`+ 1) z0

3 ,
� � � � 5 L 	

r
dz0

2

dr
=

{

(

−3− εU2 + U1 − e2ελc1σ̄2
0

)

V1 + 4
α1

α3
(3α2 + 2α1)

}

z0
1

+

(

V2 − 4
α1

α3

)

z0
2

+

{

V1 − 2α1

(

1 + 2
α2

α3

)}

` (`+ 1) z0
3 + e2ελ` (`+ 1) z0

4 ,
� � � � 5 k 	

r
dz0

3

dr
= −e2ελz0

1 +
e2ελ

α1
z0
4 ,

� � � � 5 4 	

r
dz0

4

dr
= −

(

−V1 + 6Γ
α1

α3

)

z0
1 −

α2

α3
z0
2

−
{

c1σ̄
2
0V1 + 2α1 − 2

α1

α3
(α2 + α3) ` (`+ 1)

}

z0
3 − (3 + εU2 − V2) z

0
4 ,
� � � � &@j 	

J}� Aq#~�	� HID@H <�
���� � ���g<�
���'�<2.�!�
�� � ����# � � Vavoulidis, Kokkotas & Stavridis 2008, [9])
%

r
dz1

1

dr
= −

(

1 + 2
α2

α3
+ εU2

)

z1
1 +

1

α3
z1
2 +

α2

α3
` (`+ 1) z1

3 ,
� � � � & l 	

r
dz1

2

dr
=

{

(

−3− εU2 + U1 − e2ελc1σ̄2
0

)

V1 + 4
α1

α3
(3α2 + 2α1)

}

z1
1

+

(

V2 − 4
α1

α3

)

z1
2

+

{

V1 − 2α1

(

1 + 2
α2

α3

)}

` (`+ 1) z1
3 + e2ελ` (`+ 1) z1

4

+
{

−2e2ελc1σ̄0σ̄1V1 + εA
}

z0
1 + {2mc1σ̄0$̄V1 + εB} z0

3 + εCz0
4 ,
� � � � &@i 	

r
dz1

3

dr
= −e2ελz1

1 +
e2ελ

α1
z1
4 ,

� � � � & ( 	

r
dz1

4

dr
= −

(

−V1 + 6Γ
α1

α3

)

z1
1 −

α2

α3
z1
2

−
{

c1σ̄
2
0V1 + 2α1 − 2

α1

α3
(α2 + α3) ` (`+ 1)

}

z1
3 − (3 + εU2 − V2) z

1
4

+

{

2mc1σ̄0$̄V1

` (`+ 1)
+ εD

}

z0
1 + εEz0

2

+

{

−2c1σ̄0σ̄1V1 +
2mc1σ̄0$̄V1

` (`+ 1)
+ εF

}

z0
3 .

� � � � & 5 	
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� � 	 � � � � � � � � � � � � � � ��� �����

��< C ����� .�� <�
������@=(<2# � � C*)(� AKJ��@D@CF=�����<�
 �G?$# H$
 � & � 1 	 � CF=N)	� ��� A(< A � � �(�g<�
��d' <2.�!(
��GHB?$� < A '
J$A H < A J}#�� )8A C���I��Hq� A �(#

C1
# H < A �1A")8A CEHB=@?�K# <�
@<���� <J!��

torsional modes
� &���
 HIA�� C � CEA CED����

��� � ��#~� C+)8C � CE= �� ?.���� CFH���� CEA Yoshida & Kojima (1997) [97]
Hq� � ���-#�� CEA C �����I
����(< A JD#

� �-#�����
���� �
� � J$A �@CFD����2��� <�
	� �"!�� HO!�H$
 � � � � ( 5 	 < CF= �����(��� <������(< C�� � � � ����# � � J� A Vavoulidis,

Kokkotas & Stavridis 2008, [9]
	�%

− σ2
0T

1 − 2σ0σ1T
0

= v2
se

2ε(ν−λ)

[

d2T 1

dr2
+

(

4

r
+ ε

dν

dr
− εdλ

dr
+

1

µ

dµ

dr

)

dT 1

dr
− e2ελΛ− 2

r2
T 1

]

− 2mσ0$

[

1

Λ
+ εv2

s

(

1− 2

Λ

)]

T 0.
� h � � l 	

�!C	����� � ���@HIA%. /8CE=����G<�
	����!	� HG!�H$
;�@=(<��2���G<�
 HB= / =-,q� HB=��K.�� <�
 H$
 T 0∗ J� A C	� C J��
��(���(CE=����
Hq�N#	� C < C	� #-,BJ`C:< CF==�@H <����8A CED � � ��<>HIAI# ?$CF=����(%
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Short summary in English

In this Thesis, we study the dynamics of rotating relativistic stars. We are mainly

interested in the dynamics of slowly rotating stars with crusts and rapidly rotating

fluid stars. We also study the dynamics of non - rotating strongly magnetized stars

with crusts. After stressing the importance of our studies in modern Astrophysics

(Chapter 1) we describe rotating or / and magnetized relativistic stars in equilibrium

(Chapter 2). We first try to describe them with methods that involve multipole

expansions. Later on, we show that two - dimensional methods are preferable.

Then, we study small - amplitude pulsations of such stars. We first derive the

relevant general - relativistic equations (Chapter 3). We focus on the dynamics of

the fluid (we work in the Cowling approximation) and then on that of the spacetime

(Inverse Cowling approximation). Subsequently, we solve these equations to obtain

numerical results (Chapters 4, 5, 6 and 7). First, we present results for non - rotating

neutron stars, then we move on to slowly rotating stars and finally we examine non

- rotating magnetized stars with crusts.

Neutron stars with crusts are met in many astrophysical cases. For example,

phenomena involving rotating neutron stars with crusts and magnetic fields are the

radio - emission of pulsars and the X - ray emission of magnetars. In the physical

scenaria underlying these phenomena, the magnetic field lines are frozen into the

crust regions and any magnetic - field perturbations induce elastic perturbations in

the stellar crusts. Inversely, elastic perturbations in neutron star crusts shake the

magnetic field lines and modify the lightcurves of such objects.

Rotating relativistic stars are also potential sources of gravitational radiation.

It was found by Chandrasekhar, Friedman and Schutz that neutron stars could be

unstable to the emission of gravitational radiation, if rotating quite rapidly. Their

instability could grow high and limit their rotational periods considerably, emitting,

at the same time, copious amounts of gravitational radiation. On the other hand,

the description of equilibrium configurations and dynamics of rapidly rotating stars

is a difficult task as it demands two - dimensional numerical techniques.
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In Chapter 2 we describe how neutron star models are being constructed. We

start with the easiest construction, that of a static, spherically symmetric star. We

continue by describing the structure equations of a slowly rotating relativistic star.

We, first, keep only linear terms in Ω (the angular velocity of the star) and construct

slowly rotating - but spherically symmetric - stars. Then, we derive the structure

equations in second order in Ω and we see that the crust now enters into the structure

equations and plays an active role in the deformation of the star. An alternative,

two - dimensional construction is then presented. Finally, we show how magnetized

neutron stars are being constructed.

In Chapter 3 we consider small - amplitude pulsations of these stars. We work in

the framework of General Relativity but we also adopt the Cowling approximation.

We focus on pulsations of slowly rotating relativistic stars with crusts, magnetized

relativistic stars with crusts and rapidly rotating fluid relativistic stars. In the case

of relativistic stars with crusts, we solve eigenvalue problems while, in the case of

rapidly rotating fluid stars, we work with two - dimensional evolution equations.

These equations do not come straightforward; we work on Einstein equations and

on the equations of the fluid in order to bring them in a good form for their numerical

solution.

We present our results in Chapters 4, 5, 6 and 7. In the first one, we study

pulsation modes of non - rotating, non - magnetic neutron stars with crusts. We

calculate many spheroidal and toroidal modes for polytropic and for realistic neutron

star models. In the next two chapters, we evaluate the effects of rotation and

magnetic fields, respectively, on these modes. We compare with previous Newtonian

treatments and we quantify the relativistic corrections. In the last one, we attempt to

calculate modes with two - dimensional numerical evolutions but we find ourselves

successful only in the case of non - rotating stars. For rotating stars, numerical

instabilities take place and do not allow us to extract useful physical conclusions.
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