ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗ II

Ιανουάριος 2005

1. Να μελετηθεί το όριο της συνάρτησης
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όταν x->0, y->1.
Λύση

 Η συνάρτηση 
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 μπορεί να μετατραπεί στην 
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.Θέτουμε 
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και υπολογίζουμε το όριο της 
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όταν 
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άρα το όριο δεν υπάρχει.

2. Να βρεθεί μια προσεγγιστική λύση της πεπλεγμένης συνάρτησης 
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 που ορίζεται από τη σχέση  
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, σε μια περιοχή του σημείου P(1,1). (Κρατείστε όρους πρώτης τάξης ως προς x,y).

Λύση

Αναπτύσουμε τη συνάρτηση σε σειρά Taylor στη περιοχή του σημείου P(1,1) και έχουμε 
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3. Να βρεθεί η απόσταση της αρχής των αξόνων από το επίπεδο 
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Λύση

Η απόσταση  είναι
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Θα πρέπει να υπολογίσουμε το ελάχιστο της συνάρτησης 
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Λύνουμε το σύστημα
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Από τη λύση του συστήματος βρίσκουμε το σημείο P(1/3, 1/3).

Είναι 
[image: image18.wmf]2
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. Επομένως έχουμε ελάχιστο.

4. Να αναπτυχθεί σε σειρά  Taylor η συνάρτηση 
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στην περιοχή του σημείου ρ(1,0)και να κρατηθούν όροι μέχρι 2ης τάξης ως προς τις  μεταβλητές.

Λύση
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5. Να εξετασθεί αν οι συναρτήσεις 
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είναι συναρτησιακά εξαρτημένες και, αν είναι, να βρεθεί η σχέση που τις συνδέει.

Λύση 
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6. Δίνεται η συνάρτηση
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Ζητείται:

(i) Να βρεθούν τα σημεία ασυνέχειας της συνάρτησης εφόσον υπάρχουν

(ii) Να βρεθεί η τιμή της παραγώγου fy της συνάρτησης στα σημεία P1(0,0) και    P2(1,-1).

Λύση

Εξετάζω το
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Δεν υπάρχει. Επομένως η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο σημείο P1(0,0).

Εξάλλου είναι 
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Η (1) ορίζεται σε όλα τα σημεία εκτός από το P1(0,0). Στο σημείο αυτό βρίσκουμε την παράγωγο με τον ορισμό
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Για το σημείο P2(1,-1) προκύπτει από την (1)
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Εξετάσεις Ανάλυση ΙΙ

Σεπτέμβριος 2005

(Απαντήσεις)

19/9/2005

1. (α) Να υπολογισθεί η παράγωγος 
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 στο σημείο (r,s)=(1,-1) αν 
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 και (x,y,z) είναι οι ακόλουθες συναρτήσεις: x=r-s, y=cos(r+s) και z=sin(r+s). (β) Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτομένου επιπέδου στο σημείο (0,1,2) στην επιφάνεια
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Απάντηση: (α) Η παράγωγος της συνάρτησης w θα είναι
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Όλες οι παράγωγοι είναι εύκολο να υπολογιστούν στο σημείο (r=1, s=-1) και το αποτέλεσμα είναι 
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12. (β) Το ζητούμενο επίπεδο είναι 2x+2y+z-4=0.

2. Η δύναμη που ασκείται σε ένα υλικό σημείο  είναι
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(α) Να βρεθεί η συνάρτηση Φ(x,y,z) της οποίας η κλίση είναι ίση με τη δύναμη 
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. (β) Να υπολογισθεί το έργο που εκτελεί η δύναμη 
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 αν το υλικό σημείο μετακινηθεί από το σημείο A(0,0,0) στο σημείο B(4,5,6) κατά μήκος της τροχιάς 
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 (Υπόδειξη: Το  έργο υπολογίζεται από τη σχέση   W=
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Απάντηση: (α) Η συνάρτηση υπάρχει και είναι 
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. (β) Γνωρίζουμε ότι 
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=Φ(Β)-Φ(Α) και είναι ανεξάρτητο από το δρόμο που θα ακολουθήσει το υλικό σημείο. 

3. Να υπολογισθεί, αν υπάρχει, το όριο της συνάρτησης
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στην αρχή των αξόνων

Απάντηση: Ο παρονομαστής μετατρέπεται εύκολα σε γινόμενο πολυωνύμων 
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 και η συνάρτηση f παίρνει τη μορφή 
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Το όριο του παρονομαστή είναι μονάδα και του αριθμητή 
[image: image46.wmf]2
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άρα το ζητούμενο όριο είναι 
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4. Να βρεθεί αν υπάρχουν τιμές της παραμέτρου α που μετατρέπουν την παράσταση
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σε διαφορικό κάποιας συνάρτησης f(x,y). Στην  περίπτωση που υπάρχουν, ζητείται να βρεθεί η συνάρτηση f(x,y).

Απάντηση: Για 
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5. Το κέρδος ή οι ζημίες μιας επιχείρησης σε λογιστικές μονάδες δίνονται από τη συνάρτηση
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και υπόκεινται στο δεσμό 
[image: image51.wmf]2
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. Ζητείται να βρεθεί αν υπάρχει κέρδος ή ζημία στην επιχείρηση και πόση είναι αυτή.

Απάντηση: Το κρίσιμο σημείο είναι (x=2/3, y=1/3) και υπάρχει ζημία fmin=-7/24.

6. Σε ένα ρεαλιστικό μοντέλο αυτοκινήτου η ταχύτητα 
[image: image52.wmf]()
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 προκύπτει από την πλεγμένη συνάρτηση που ορίζεται από την εξίσωση 
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 Ζητείται να βρεθεί (i) Ποια είναι η μέγιστη ταχύτητα που αναπτύσσει το αυτοκίνητο (ii) Σε πόσο χρόνο αυτή επιτυγχάνεται και πόση είναι η επιτάχυνση του αυτοκινήτου τη στιγμή εκείνη .(iii) Πότε η επιτάχυνση του αυτοκινήτου είναι μέγιστη. (Εφαρμογή 
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Απάντηση:  Η ταχύτητα είναι 
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 και γίνεται μέγιστη όταν 
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 (η λύση 
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, γίνεται μέγιστη για t=0 μόλις ξεκινήσει το αυτοκίνητο 
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