ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ – ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ 2012

ΘΕΜΑΤΑ Α

Θέμα 1ο. 

Να βρεθεί (α) η γενική λύση y=y(x) της διαφορικής εξίσωσης
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καθώς και (β) η μερική λύση που διέρχεται από το σημείο y(1/2)=1. (γ) Από ποια σημεία του επιπέδου xy διέρχονται δύο λύσεις;

Λύση

Η ΔΕ είναι πρώτης τάξης της μορφής y’=f(αx+βy+γ) και ορίζεται στον τόπο 
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 .  Θέτουμε 
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και η ΔΕ γίνεται
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Θα πρέπει να 
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   (2).   Αντικαθιστώντας το z στην (1) βρίσκουμε
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β) Για x=1/2, y=1,  η (3) μας δίνει
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Λόγω της (2) πρέπει να πάρουμε την περίπτωση c=5/2. Η (3) με c=5/2 είναι η ζητούμενη μερική λύση.

γ)  Εφαρμόζουμε το θεώρημα του Cauchy. 

Η ΔΕ ορίζεται στον τόπο 
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δεν ορίζεται για 
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και συνεπώς από τα σημεία αυτά μπορούν να περνούν περισσότερες από μια λύσεις. Πράγματι διέρχεται πάντα μια λύση (3) καθώς και η ιδιάζουσα λύση  
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Θέμα 2ο. 

Να βρεθεί η λύση της ΔΕ  
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 που τέμνει τον άξονα Οy στο y=1 με γωνία 45ο.

Λύση

Η ΔΕ είναι μη γραμμική 2ης τάξης στην οποία λείπει η ανεξάρτητη μεταβλητή x.  Θέτουμε
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και η ΔΕ γίνεται. 
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Η 
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δεν συμφωνεί με τις αρχικές συνθήκες που δίνονται. Η 2η εξίσωση μας δίνει
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Επειδή για y=1 είναι και p=1 έχουμε c=0 και άρα p=y, δηλαδή
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Για x=0 είναι y=1 άρα c=1 και η ζητούμενη λύση είναι η 
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Θέμα 3ο. 

Θεωρούμε  την φθίνουσα αρμονική ταλάντωση, που περιγράφεται από την Δ.Ε
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 είναι θετικές σταθερές. 

α) Αν  
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 είναι η ενέργεια του αρμονικού ταλαντωτή, δείξτε ότι 
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. Δώστε  τη φυσική σημασία του αποτελέσματος .

β) Να βρεθεί η γενική λύση του ταλαντωτή, με  m=k=1 και συντελεστή αντίστασης b>0,
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(Να διακρίνετε τις διαφορετικές περιπτώσεις που προκύπτουν)

Λύση

α) Η ΔΕ είναι ομογενής γραμμική με σταθερούς συντελεστές. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο και οι ρίζες του είναι οι
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 Διακρίνουμε τις περιπτώσεις

i) Μεγάλη αντίσταση b>2.  Οι ρίζες είναι πραγματικές και αρνητικές και προκύπτει η γενική λύση
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ii) Κρίσιμη τιμή αντίστασης b=2. Έχουμε μια διπλή ρίζα ρ=-1 και η γενική λύση που αντιστοιχεί θα είναι η
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iii) Μικρή αντίσταση b<2. Είναι 
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και οι ρίζες γράφονται ως συζυγείς μιγαδικές
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και η γενική λύση θα είναι η
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β)  Είναι 
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  (1) , ισχύει όμως και 
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 (2).

Από τις (1) και (2) έχουμε
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Η εξίσωση (3) δείχνει ότι η συνολική ενέργεια στην φθίνουσα αρμονική ταλάντωση μειώνεται με τον χρόνο.

Θέμα 4ο. 

Η γραμμική πυκνότητα 
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ενός αερίου που κινείται σε λεπτό σωλήνα Οx σωλήνα  με ταχύτητα υ περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας. 
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 Θεωρούμε έναν τέτοιο λεπτό σωλήνα όπου τα  σωματίδια κινούνται με ταχύτητα 
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. Επίσης μετρούμε συνεχώς την πυκνότητα ρ στο x=1 και τη βρίσκουμε να αυξάνει με το χρόνο ως  ρ=kt3, όπου 
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. Να βρεθεί η συνάρτηση της πυκνότητας 
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Λύση

Αντικαθιστώντας την ταχύτητα στην εξίσωση συνέχειας παίρνουμε 
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Η παραπάνω ΔΕΜΠ για την συνάρτηση 
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είναι γραμμική 1ης τάξης με σύστημα βοηθητικών εξισώσεων
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Είναι λοιπόν
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Αναζητούμε μια μερική λύση της ΔΕΜΠ για την οποία ισχύει 
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω στις (1) και (2) βρίσκουμε
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και η ζητούμενη μερική λύση είναι η
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ΘΕΜΑΤΑ Β

Θέμα 1ο. 

Να βρεθεί (α) η γενική λύση y=y(x) της διαφορικής εξίσωσης
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καθώς και (β) η μερική λύση που διέρχεται από το σημείο y(0)=3/2. (γ) Από ποια σημεία του επιπέδου xy διέρχονται δύο λύσεις;

Λύση.  Παρόμοια με το θέμα Α βρίσκουμε 



[image: image52.wmf]2

()

1/2,2,1/20

2

xc

yxcyx

+

=+-=-+=


Θέμα 2ο. 

Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης  
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 που εφάπτεται στην ευθεία 
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 στο σημείο (0,0).

Λύση. Παρόμοια με το θέμα Α βρίσκουμε  
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Θέμα 3ο. 

Θεωρούμε  την φθίνουσα αρμονική ταλάντωση, που περιγράφεται από την Δ.Ε
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όπου 
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 είναι θετικές σταθερές. 

α) Αν  
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 είναι η ενέργεια του αρμονικού ταλαντωτή, δείξτε ότι 
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. Δώστε  τη φυσική σημασία του αποτελέσματος .

β) Να βρεθεί η γενική λύση του ταλαντωτή, με  m=1 και αντίσταση b=1,
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(Να διακρίνετε τις διαφορετικές περιπτώσεις που προκύπτουν)

Λύση

α) όπως στο Α. 

β) Παρόμοια με το Α βρίσκουμε  
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 i) Μεγάλη αντίσταση για k<1/4.  
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ii) Κρίσιμη τιμή αντίστασης για k=1/4. 
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iii) Μικρή αντίσταση για k>1/4. 
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Θέμα 4ο. 

Η γραμμική πυκνότητα 
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ενός αερίου που κινείται σε λεπτό σωλήνα Οx σωλήνα  με ταχύτητα υ περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας. 



[image: image67.wmf]0

txx

rru

ur

¶¶¶

++=

¶¶¶


 Θεωρούμε έναν τέτοιο λεπτό σωλήνα όπου τα  σωματίδια κινούνται με ταχύτητα 
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. Επίσης μετρούμε συνεχώς την πυκνότητα ρ στο x=1 και τη βρίσκουμε να αυξάνει με το χρόνο ως  ρ=kt4, όπου 
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. Να βρεθεί η συνάρτηση της πυκνότητας 
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Λύση. Παρόμοια με το θέμα Α βρίσκουμε 
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