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(Λύσεις)

Θέµα 1ο: Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µερικής παραγώγου να ϐρείτε τις τιµές των

παραγώγων fx(0, 0) και fy(0, 0) της συνάρτησης

f(x, y) = x2 +
y2

2
−

(

x2

4
+ y2

)1/2

, x > 0, y > 0.

Λύση:

Σύµφωνα µε τον ορισµό έχουµε

fx(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

(∆x)2 −
[

(∆x)2

4

]1/2

∆x
= −

1

2

Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει

fy(0, 0) = −1.

Θέµα 2ο: (α) Να ϐρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης

f(x, y) = (2x2 + y2)1/2, x > 0, y > 0, (1)

στο σηµείο P (0, 1) κατά την κατεύθυνση της κλίσης του. (ϐ) Να ϐρεθεί αν υπάρχουν

κατευθύνσεις όπου η παράγωγος κατά κατεύθυνση της συνάρτησης 1 στο σηµείο P (0, 1)
παίρνει τις τιµές 1, -1, 2.

Λύση:

Βρίσκουµε

(i)

(∇f)P = ey = a0, Daf = ey · ey = 1

(ii)

Αν ϑέσουµε τώρα
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a0 = cos θex + sin θey

Τότε

(∇f)P · a0 = sin θ

Και επιτρέπονται µόνο οι τιµές ±1.

Θέµα 3ο: Να εξετασθεί η ύπαρξη ή όχι των ορίων

lim(x,y)→(0,0)
x3y

x6+y2
και lim(x,y)→(0,0)

xy(x−y)
x2+y2

.

Λύση: α) Αντικαθιστώντας y = mx3, ϐλέπουµε ότι το όριο εξαρτάται από την τιµή της

παραµέτρου m. Συνεπώς δεν υπάρχει.

ϐ) ΄Εχουµε

lim
(x,y)→(0,0)

xy(x− y)

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
− lim

(x,y)→(0,0)

y2x

x2 + y2
.

Ισχύουν επίσης οι σχέσεις
∣

∣

∣
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∣
≤ 1 ⇒

∣

∣

∣

x2y
x2+y2

∣

∣

∣
≤ |y| και

∣

∣

∣

y2

x2+y2

∣

∣

∣
≤ 1 ⇒

∣

∣

∣

y2x
x2+y2

∣

∣

∣
≤ |x|.

΄Οµως, limx→0 x = 0 = limy→0 y. Εποµένως,

lim
(x,y)→(0,0)

xy(x− y)

x2 + y2
= 0.

Θέµα 4ο: Ο ϱυθµός µεταβολής της περιστροφής (~ω) ενός ιδανικού ϱευστού µε ταχύτητα

~u, δίνεται από τη σχέση
∂~ω

∂t
= ~∇× (~u× ~ω). (2)

΄Εστω ότι ~u = ux~ex + uy~ey και ~ω = ωz~ez, µε ux = ux(x), uy = uy(y) και ωz = ωz(z).

Με αυτά τα δεδοµένα και γνωρίζοντας ότι ~∇·~ω = 0, να προσδιορίσετε τη µορφή της σχέσης

2. Με ϐάση την τελευταία, να αποδείξετε ότι ο ϱυθµός µεταβολής της περιστροφής ενός

διαστελλόµενου ϱευστού ελαττώνεται µε τον χρόνο, ενώ αυτός ενός συστελλόµενου αυξάνει.

Λύση: Από τους ορισµούς του εξωτερικού γινοµένου και της στροφής προκύπτουν οι

σχέσεις

~u× ~ω = uyωz~ex − uxωz~ey

και

~∇× (~u× ~ω) =
∂

∂z
(uxωz)~ex +

∂

∂z
(uyωz)~ey −

[

∂

∂x
(uxωz) +

∂

∂y
(uyωz)

]

~ez,
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αντίστοιχα. ΄Αρα, εφόσον ~∇ · ~ω = ∂ωz/∂z = 0 και ~∇ · ~u = ∂ux/∂x + ∂uy/∂y, η εξίσωση 2

γράφεται
∂~ω

∂t
= −(~∇ · ~u)~ω.

Συνεπώς, στην περίπτωση διαστολής, δηλαδή όταν ~∇ · ~u > 0, ο ϱυθµός περιστροφής

ελαττώνεται. Αντίθετα, η συστολή αυξάνει την περιστροφή.

Θέµα 5ο: Αν w = f(x, y, z) και τα (x, y, z) επαληθεύουν τη συνάρτηση g(x, y, z) = 3 και

στο σηµείο P (0, 0, 0) έχουµε ∇f = (1, 2, 2) και ∇g = (2,−1,−1). Υπολογίστε τις τιµές

των παραγώγων (α) ∂z/∂x, (ϐ) ∂w/∂x, στο σηµείο P .

Λύση: Από τη σχέση g(x, y, z) = 3 και ∇g = (2,−1,−1) έχουµε

gx + gz(∂z/∂x) = 0 →

(

∂z

∂x

)

= 2,

όµοια ϐρίσκουµε ότι (∂w/∂x) = 5.

Θέµα 6ο: Να υπολογισθεί ο µέγιστος όγκος του ορθογωνίου παραλληλογράµµου του

σχήµατος, αν το σηµείο P της κορυφής που είναι διαγώνια στο σηµείο (0,0,0) κινείται

πάνω στην επιφάνεια x2 + y2 + z = 1.

Λύση: Ο όγκος V = xyz = xy(1 − x2 − y2) και τα ακρότατα υπολογίζονται από τις

σχέσεις Vx = Vy = 0. Αν υποθέσουµε ότι x > 0, y > 0, τότε (x, y) = (1/2, 1/2). Υ-

πολογίζοντας στο σηµείο αυτό τις παραγώγους Vxx(1/2, 1/2) = −3/2, Vyy(1/2, 1/2) =
−3/2, Vxy(1/2, 1/2) = −1/2, V 2

xy − VxxVyy < 0 και καταλήγουµε ότι ο όγκος είναι µέγι-

στος.
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