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Γενική Θεωρία 
 
Εστω η εξίσωση του  Schroedinger  
    HΨ = EΨ  . (1.1) 
Υποθέτουµε ότι η (άγνωστη) κυµατοσυνάρτηση  Ψ  µπορεί να γραφεί σαν ανάπτυγµα σε µιά 
ορθοκανονική βάση συναρτήσεων  
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Αντικαθιστώντας στην (1.1) έχουµε  
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Πολλαπλασιάζω απο αριστερά µε   Ψm  και ολοκληρώνω οπότε έχουµε  
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Ονοµάζω  
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οπότε το πρόβληµα ανάγεται στην λύση του γενικά απειροδιάστατου προβλήµατος ιδιοτιµών  
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Στην πράξη βέβαια το σύστηµα (1.5) µπορεί να λυθεί µόνο για πεπερασµένης διάστασης πίνακα   Hmn  
πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι η σειρά (1.2) θα πρέπει να περικοπεί σε κάποια τιµή του    n = nmax . 
Ετσι, η κυµατοσυνάρτηση  Ψ  µπορεί να υπολογιστεί µόνο κατά προσέγγιση, η ακρίβεια της οποίας θα 
εξαρτάται από την σωστή επιλογή της ορθοκανονικής βάσης   Ψn . Η σωστή επιλογή πάλι εξαρτάται 
από την Φυσική του προβλήµατος. Μιά καλή επιλογή ορθοκανονικής βάσης θα έχει σαν αποτέλεσµα 
την ταχεία σύγκλιση της σειράς (1.2) δεδοµένου ότι τότε τα µέτρα των συντελεστών  θα τείνουν 
πολύ γρήγορα στο µηδέν όσο αυξάνεται η τιµή του .  Στήν περίπτωση κατά την οποία η 
Χαµιλτονιανή µπορεί να γραφεί σαν άθροισµα δύο όρων  
   H = H0+ H1  
όπου γνωρίζουµε την λύση του προβλήµατος  π.χ. 
    H

0 Φn = En Φn  
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε σαν ορθοκανονική βάση τις συναρτήσεις    Φn . Στην περίπτωση αυτή 
ο τύπος (1.5) απλοποιείται στον   
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∑ cn = E −Em( )cm  . (1.6) 

Σηµειώνεται ότι η µέθοδος αυτή δεν έχει σχέση µε την θεωρία διαταραχών. 
 
Θα εφαρµόσουµε τα παραπάνω στον ίδιο αναρµονικό ταλαντωτή των ασκήσεων 2 και 3. 
 

Ο Αρµονικός Ταλαντωτής 
 
Η εξίσωση του Schroedinger είναι 
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όπου   u(x)  οι κυµατοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή και οι ιδιοτιµές της ενέργειας. Για να 
λύσει κανείς την παραπάνω εξίσωση χρησιµοποιεί αδιάστατες µεταβλητές   

     
α4 =

mκ


2

,    ξ = αx , 
     
λ =

2E


m
κ

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜
⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

1/2

=
2E
ω

, οπότε η Δ.Ε. γράφεται  
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− ξ2u = −λu , λ > 0.  

Η παραπάνω Δ.Ε. είναι του τύπου Hermite. Οι λύσεις που έχουν φυσική σηµασία (δέσµιες 
καταστάσεις) µηδενίζονται για   ξ → ±∞  και είναι 
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όπου    Hn(ξ)  είναι τα πολυώνυµα Hermite και 
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παράγων νορµαλισµού.  

Ο Αναρµονικός ταλαντωτής 
 
 
Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση του Schroedinger είναι  
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Εδώ διακρίνουµε τις περιπτώσεις    κ > 0  η και    κ < 0 .  Χρησιµοποιούµε όπως και πρίν τις αδιάστατες 
µεταβλητές   
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και η εξίσωση γίνεται  
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− ±ξ2 + ρ ξ4( )u = −λu , λ > 0.  

Ασκηση: Χρησιµοποιώντας την θεωρία που αναπτύχθηκε παραπάνω και θέτοντας    ρ = 0.1  
υπολογίστε τις τρείς πρώτες ενεργειακές στάθµες και τις αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις του 
αναρµονικού ταλαντωτή για     κ > 0 και    κ < 0  αντίστοιχα. Σαν ορθοκανονική βάση θα 
χρησιµοποιήσετε τις ιδιοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή  

 
    
un(ξ) = NnHn(ξ)exp(−
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καθώς και τους τύπους (1.2) και (1.6).  Ο  πίνακας   
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∫ um(ξ)un(ξ)dξ   

µπορεί να βρεθεί και αναλυτικά χρησιµοποιώντας  ταυτότητες των πολυωνύµων Hermite αλλά δεν 
χρειάζεται, χρησιµοποιείστε το Nintegrate. Τέλος, εκτιµείστε ποιά απο τις τρείς µεθόδους που 
αναπτύξαµε στις ασκήσεις 2,3,4 είναι κατά την γνώµη σας η καλύτερη. 
 


