
ΜΕΛΕΤΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΙΔΙΟΤΙΜΩΝ 
 
 

1. Ο Αρµονικός Ταλαντωτής 
 
Οπως είναι γνωστό, ένα κινητό που κινείται κάτω απο την επίδραση µιας δύναµης    F = −κx  στην 
κλασσική µηχανική εκτελεί αρµονική ταλάντωση. Το αντίστοιχο κβαντοµηχανικό πρόβληµα 
παραπέµπει  στην λύση της εξίσωσης του Schroedinger 
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όπου   u(x)  οι κυµατοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή και οι ιδιοτιµές της ενέργειας. Για να 
λύσει κανείς την παραπάνω εξίσωση χρησιµοποιεί αδιάστατες µεταβλητές   
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, οπότε η Δ.Ε. γράφεται  

 
    

d2u

dξ2
− ξ2u = −λu , λ > 0.  

Η παραπάνω Δ.Ε. είναι του τύπου Hermite. Οι λύσεις που έχουν φυσική σηµασία (δέσµιες 
καταστάσεις) µηδενίζονται για   ξ → ±∞  και είναι 
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ξ2) , λ = 2n + 1,n = 0,1,2…  

όπου  είναι τα πολυώνυµα Hermite και 
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παράγων νορµαλισµού.  

Εστω τώρα ότι προσπαθούµε να βρούµε έναν προσεγγιστικό τρόπο επίλυσης του παραπάνω 
προβλήµατος χρησιµοποιώντας το Mathematica η κάτι ανάλογο. Αρχίζουµε διακριτοποιώντας το πεδίο 

ορισµού του
    
ξ ∈ −C,C⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥ ,     ξ0 = −C ,    ξN = C ,      ξn = ξ0 + nh ,n = 1,2…N − 1 ,
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. Ορίζω 

    u(ξn ) = un  και για τις παραγώγους αντικαθιστώ τους προσεγγιστικούς τύπους  

 
    

du
dξ
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un+1 − un−1

2h
,
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dξ2
→
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Η Δ.Ε. τώρα γράφεται προσεγγιστικά ως ακολούθως. 
  
     un+1 − 2un + un−1 − f (n)un = −λh2un ⋅  
όπου ορίσαµε  
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Αν τώρα το  ειναι αρκετά µεγάλο (στην πράξη 5-10 αρκεί) µπορούµε να θέσουµε µε πολύ καλή 
προσέγγιση    u0 = uN = 0 . Τότε η παραπάνω εξίσωση γίνεται πολύ απλά η εξίσωση ιδιοτιµών του 

   (n − 1)×(n − 1) πίνακα  

 
    
An,m = δn+1,m − 2 + f (n)⎡

⎣⎢
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⎦⎥ δn,m + δn−1,m  

µε το διάνυσµα 
    
u1,u2,,uN−1
⎡
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⎤
⎦⎥  να είναι το ιδιοδιάνυσµα . Στην πράξη τώρα  το πρόβληµα  επιλύεται 

πολύ εύκολα µε το Mathematica δεδοµένου ότι ο πινακας 
   
δn,m  είναι εσωτερική συνάρτηση του 

προγράµµατος (KroneckerDelta[n,m]) και ο πίνακας  A µπορεί να παραχθεί χρησιµοποιώντας την 
εντολή Table. Ετσι, χρησιµοποιώντας τις εντολές Eigenvalues και Eigenvectors λύνει κανείς το 
πρόβληµα σχεδόν αµέσως. Οσον αφορά την τιµή του  µία τιµή 150-200 δίνει ικανοποιητική 
προσέγγιση. Το Mathematica εξ’ ορισµού βρίσκει νορµαλισµένα ιδιοδιανύσµατα για τον πίνακα  . 



Οταν κανείς επιχειρήσει να συγκρίνει το ιδιοδιάνυσµα  µε την ακριβή κυµατοσυνάρτηση βλέπει ότι 
δεν συµπίπτουν. Αυτό είναι λογικό γιατι η διακριτοποίηση της ακριβούς κυµατοσυνάρτησης 

   um(ξn )δεν παράγει νορµαλισµένο διάνυσµα. Η σύγκριση πρέπει να γίνει µε το διάνυσµα 

    
um(ξn ) = um(ξn ) / um(ξn )um(ξn )

n
∑  οπότε προκύπτει σχεδόν τέλεια σύµπτωση. 

 

2. Ο Αναρµονικός ταλαντωτής 
 
 
Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση του Schroedinger είναι  
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Εδώ διακρίνουµε τις περιπτώσεις    κ > 0  η και    κ < 0 .  Χρησιµοποιούµε όπως και πρίν τις αδιάστατες 
µεταβλητές   
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και η εξίσωση γίνεται  
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dξ2
− ±ξ2 + ρ ξ4( )u = −λu .  

Η συνάρτηση   f (n)  τώρα δίδεται από την σχέση 
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και ο πίνακας δίδεται όπως και πριν από την σχέση  
 

    
An,m = δn+1,m − 2 + f (n)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥ δn,m + δn−1,m ⋅  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

  


