
ΑΣΚΗΣΗ ΙΙ 
 
Εύρεση ιδιοτιµών µε αριθµητική επίλυση της Δ.Ε. 
 

1. Ο Αρµονικός Ταλαντωτής 
 
Οπως είναι γνωστό, ένα κινητό που κινείται κάτω απο την επίδραση µιας δύναµης    F = −κx  στην 
κλασσική µηχανική εκτελεί αρµονική ταλάντωση. Το αντίστοιχο κβαντοµηχανικό πρόβληµα παραπέµπει  
στην λύση της εξίσωσης του Schroedinger 
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κx2u(x) = Eu(x)  

όπου  οι κυµατοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή και  E οι ιδιοτιµές της ενέργειας. Για να λύσει 
κανείς την παραπάνω εξίσωση χρησιµοποιεί αδιάστατες µεταβλητές   
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, οπότε η Δ.Ε. γράφεται  

  

 
    

d2u

dξ2
− ξ2u = −λu , λ > 0.  (1.1) 

 
Η παραπάνω Δ.Ε. είναι του τύπου Hermite. Οι λύσεις που έχουν φυσική σηµασία (δέσµιες καταστάσεις) 
µηδενίζονται για   ξ → ±∞  και είναι 

 
     
un(ξ) = NnHn(ξ)exp(−

1

2
ξ2) , λ = 2n + 1,n = 0,1,2…  

όπου    Hn(ξ)  είναι τα πολυώνυµα Hermite και 
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παράγων νορµαλισµού.  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι ενδιαφερόµαστε να επιλύσουµε αριθµητικά την Δ.Ε.( 1.1) χρησιµοποιώντας την 
αριθµητική ρουτίνα NDSolve.  Το πρώτο που θα πρέπει να µας απασχολήσει είναι το θέµα των σωστών 
αρχικών  τιµών. Η ΔΕ. (1.1) είναι δεύτερης τάξης, άρα χρειάζεται δύο αρχικές συνθήκες π.χ.   u(0)και 

  u
'(0)  για να λυθεί. Προκειµένου να καθορίσουµε αυτές τις συνθήκες πατρατηρούµε ότι η (1.1) είναι 
συµµετρική κάτω απο τον µετασχηµατισµό   ξ → −ξ  οπότε οι λύσεις θα είναι είτε άρτιες συναρτήσεις  

   
us −ξ( ) = us ξ( )  είτε περιττές  

   
ua −ξ( ) = −ua ξ( ) . Η µαθηµατική αυτή ιδιότητα δεν είναι τίποτε άλλο 

από την διατήρηση της parity  στο αντίστοιχο κβαντοµηχανικό πρόβληµα.  Επιπλέον, η γραµµικότητα της 
(1.1) συνεπάγεται ότι αν έχω µία λύση 

   
u ξ( )  τότε και η 

    
c1 u ξ( )  όπου   c1  σταθερά αποτελεί λύση. 

Συνοψίζοντας λοιπόν, έχω δύο κατηγορίες λύσεων  όπου οι αρχικές συνθήκες χωρίς βλάβη της γενικότητας 
µπορούν να γραφούν ως εξής: 
 

• Αρτιες λύσεις  µε αρχ. συνθήκες  
   
u 0( ) = 1  και 

   
u ' 0( ) = 0  (εξηγείστε γιατί) 

• Περτττές λύσεις µε αρχ. συνθήκες 
   
u 0( ) = 0  και 

   
u ' 0( ) = 1  (εξηγείστε γιατί). 

      
 Τι γίνεται τώρα µε την τιµή του  λ ;  Η τιµή  του  λ είναι το ζητούµενο και η σωστή τιµή του θα προκύψει  
 µόνο  αν η αριθµητική λύση µηδενίζεται για    ξ → ±∞ .  Εδώ θυµόµαστε ότι οι Δ.Ε. όπως η (1.1)  έχουν 
δύο λύσεις, την κανονική η οποία µηδενίζεται για    ξ → ±∞ , και την µη κανονική η οποία αποκλίνει στο 
όριο  ξ → ±∞ .  Οταν ολοκληρώνουµε αριθµητικά µιά τετοια εξίσωση είναι αδύνατο να ακολουθήσουµε 
την κανονική λύση για πολύ µακριά γιατί, λόγω συσσώρευσης των αριθµητικών σφαλµάτων, γεννάµε την 



µη κανονική λύση η οποία τελικά κερδίζει µιά και µεγαλώνει πολύ γρήγορα. Στην πράξη αυτό σηµαίνει ότι 
η αριθµητική µας λύση τελικά θα αποκλίνει.  Το µόνο που µπορούµε να κάνουµε είναι να καθυστερήσουµε 
την απόκλιση αυτή µεταβάλλοντας την τιµή του  λ .  Ετσι λοιπόν, φτιάχνοντας ένα πρόγραµµα που 
ολοκλήρώνει την διαφορική εξίσωση γιά διάφορες τιµές του  λ και σχεδιάζοντας τις λύσεις, µπορούµε να 
βρούµε προσεγγιστικά σωστές τιµές  για τις ενεργειακές ιδιοτιµές. 
 
Σχέδιο Προγράµµατος: 
 
 

 
 
Για όσες εντολές στο παραπάνω πρόγραµµα δεν καταλαβαίνετε, µπορείτε να βρείτε περισότερες 
πληροφορίές στο Help του Mathematica. 
 

2. Ο Αναρµονικός ταλαντωτής 
 
 
Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση του Schroedinger είναι  
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µx 4u(x) = Eu(x) ⋅  

Εδώ διακρίνουµε τις περιπτώσεις    κ > 0  η και    κ < 0 .  Χρησιµοποιούµε όπως και πρίν τις αδιάστατες 
µεταβλητές   
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και η εξίσωση γίνεται  
  

 
    

d2u

dξ2
− ±ξ2 + ρ ξ4( )u = −λu .   

Η προηγούµενη ανάλυση ισχύει καί εδώ χωρίς αλλαγές οπότε παραλείπεται. 
 
Σχέδιο Προγράµµατος: 
 
 

 
 
 
 



 
 
 
 


