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Mèjodoi 1oc b matoc : Seirèc Taylor

H eÔresh thc arijmhtik c tim c thc y(x) mèsw thc DE

y ′ = f (x , y) me y (x0) = y0 (1)

se k�poio shmeÐo x mporeÐ na upologisjeÐ �n eÐnai gnwstoÐ oi
suntelestèc tou anaptÔgmatoc Taylor sthn perioq  tou arqikoÔ
shmeÐou x0. H lÔsh ja eÐnai:

y(x) = y (x0 + h) = y (x0) + hy ′ (x0) +
h2

2
y ′′ (x0) + · · · (2)

ìpouh = x − x0. Ara apaiteÐtai o prosdiorismìc twn suntelest¸n:

y ′′ = f ′ (x , y) , y ′′′ = f ′′ (x , y) , . . . (3)
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Seirèc Taylor : Par�deigma

Ja broÔme thn tim  y(1) thc DE

y ′ = x + y with y (0) = 1 (4)

y ′ (x0) = y ′ (0) = 0 + 1 = 1

y ′′ = 1 + y ′ = 1 + x + y = 1 + y ′

y ′′ (x0) = 1 + y ′ (0) = 2

y ′′′ = 1 + y ′

y ′′′ (x0) = 1 + y ′ (0) = 2

y (4) = 1 + y ′

y (4) (x0) = 1 + y ′ (0) = 2

Opìte

y (0 + h) = 1 + h + h2 +
h3

3
+

h4

12
+ · · · (5)

kai to sf�lma ja eÐnai

E =
y (5) (ξ)

5!
h5 gia 0 < ξ < h (6)
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Seirèc Taylor : Par�deigma

x y Akrib c Sf�lma Sf�lma 1

0 1 1
0.1 1.110342 1.110342 1.7× 10−7

0.2 1.24280 1.24281 5.5× 10−6 3.7× 10−7

0.3 1.39968 1.39972 4.3× 10−5 6.2× 10−7

0.4 1.383467 1.383649 1.8× 10−4 9.1× 10−7

:
1.0 3.416667 3.436564 2× 10−2 4.2× 10−6

PÐnakac:

1Ed¸ qrhsimopoioÔme diadoqik� b mata h = 0.1
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Mèjodoi 1oc b matoc : Euler-Heun

• EULER DiathroÔme mìno ton
pr¸to ìro tou anaptÔgmatoc
Taylor:

y(x0 + h) = y(x0) + hy ′(x0) (7)

me profanèc sf�lma:

E =
y ′′ (ξ)

2
h2 gia 0 < ξ < h

• EULER - HEUN : Aut  eÐnai mia mèjodoc Prìbleyhc - Diìrjwshc

1o BHMA : yn+1 = yn + hy ′n + O(h2) (8)

2o BHMA : yn+1 = yn +
h

2

(
y ′n + y ′n+1

)
+ O(h3) (9)

Pwc exhgeÐte to mikrìtero sf�lma ?
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Di�dosh tou Sf�lmatoc

An jewr soume thn 1hc t�xhc DE y ′ = f (x , y), me y(x0) = y0 tìte an
Yn h arijmhtik  tim  sto shmeÐoxn kai yn h akrib c tim , to sf�lma
sto xn ja eÐnai:

εn = yn − Yn (10)

Ac prospaj soume na ektim soume th di�dosh tou sf�lmatoc sth
mèjodo tou Euler

εn+1 = yn+1 − Yn+1 = yn + hf (xn, yn)− Yn − hf (xn,Yn)

= εn + h
(f (xn, yn)− f (xn,Yn))

yn − Yn
εn = εn (1 + hfy (xn, yn))

= (1 + hk) εn +
1

2
h2y ′′(ξn) ìpou k =

∂f

∂y
. (11)

Dhlad  h di�dosh tou sf�lmatoc eÐnai grammik . An |1 + hk| ≥ 1 to
sf�lma aux�netai en¸ an |1 + hk| ≤ 1 to sf�lma ellat¸netai.
Aut  h parat rhsh odhgeÐ sthn parak�tw sunj kh gia m  di�dosh
tou sf�lmatoc:

−2 < hk < 0   ∂f /∂y < 0 (12)
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SÔgklish

Ac upojèsoume thn DE thc morf c:

dy

dx
= Ay (13)

pou epidèqetai thn profan  lÔsh y = eAx . H mèjodoc tou Euler dÐnei
th lÔsh mèsw thc parak�tw anadromik c sqèshc:

yn+1 = yn + hAyn = (1 + hA)yn gia n = 0, 1, 2, ... (14)

Epomènwc an qrhsimopoi soume thn sqèsh aut  n-forèc lamb�noume:

yn+1 = (1 + hA)n+1y0 for n = 0, 1, 2, ... (15)

All� gia mikrì h gnwrÐzoume ìti isqÔei 1 + hA ≈ ehA epomènwc

yn+1 = (1 + hA)n+1y0 ≈ e(n+1)hAy0 = e(xn+1−x0)Ay0 = eAxn+1 (16)

ìpou h = (xn+1 − x0)/(n + 1).

Autì shmaÐnei ìti h arijmhtik  lÔsh gia mikrì h sugklÐnei sthn

analutik  lÔsh: y = eAx .
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Mèjodoc Runge - Kutta

Ac jewr soume thn DE
dy

dx
= f (x , y) (17)

Mia pijan  anadromik  sqèsh gia ton upologismì tou yn ja
mporoÔse na eÐnai thc morf c:

yn+1 = yn + ak1 + bk2 (18)

ìpou

k1 = hf (xn, yn) (19)

k2 = hf (xn + Ah, yn + Bk1) (20)

Ac prospaj soume na tautopoi soume thn parap�nw sqèsh me to
an�ptugma Taylor, dhlad 

yn+1 = yn + hf (xn, yn) +
h2

2
f ′ (xn, yn) + . . . (21)

All� epeid :
df

dx
= fx + fy

dy

dx
= fx + fy f (22)

lamb�noume

yn+1 = yn + hfn +
h2

2
(fx + ffy )x=xn
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Ac sÔgkrinoume thn parap�nw sqèsh me thn exÐswsh (18), pou
gr�fetai:

yn+1 = yn + ahf (xn, yn) + bhf [xn + Ah, yn + Bhf (xn, yn)] (24)

thn opoÐa mporoÔme na gr�youme me th morf  anaptÔgmatoc Taylor 2

yn+1 = yn + h (a + b) fn + h2 (Ab fx + B b f fy )n (25)

opìte odhgoÔmaste stic akìloujec sqèseic gia tic �gnwstec
stajerèc a, b, A kai B:

a + b = 1, A · b =
1

2
kai B · b =

1

2
(26)

Jètontac a = 2
3 , 1

2 , 5
4 . . . mporoÔme na upologÐsoume tic upìloipec 3

�gnwstec posìthtec. Ac epilèxoume a = 1
2 tìte b = 1

2 kai A = B = 1,
i.e.

yn+1 = yn +
1

2
(k1 + k2) (27)

ìpou
k1 = hf (xn, yn) , k2 = hf (xn + h, yn + k1) (28)

opìte odhghj kame xan� sth mèjodo Euler-Heun.
2K�noume qr sh thc

f (xn + Ah, yn + Bhf (xn, yn)) ≈ (f + fxAh + fyBhf )x=xn
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4hc t�xhc mèjodoc Runge - Kutta

An epanal�boume thn prohgoÔmenh diadikasÐa gia seirèc Taylor mèqri
kai h4, ja dhmiourg soume èna sÔsthma apì 11 exis¸sewn me 13
agn¸stwn. Me �kat�llhl� epilog  dÔo ap�utèc kajorÐzoume tic
upìloipec:

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (29)

ìpou

k1 = hf (xn, yn) (30)

k2 = hf

(
xn +

1

2
h, yn +

1

2
k1

)
(31)

k3 = hf

(
xn +

1

2
h, yn +

1

2
k2

)
(32)

k4 = hf (xn + h, yn + k3) (33)

Aut  eÐnai mia 4hc t�xhc Runge - Kutta me topikì sf�lma
E ≈ 0(h5) kai sunolikì sf�lma met� apì n b mata E ≈ 0(h4).
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Mèjodoc Runge - Kutta - Fehlberg

k1 = hf (xn, yn) (34)

k2 = hf

(
xn +

1

4
h, yn +

1

4
k1

)
(35)

k3 = hf

(
xn +

3

8
h, yn +

3

32
k1 +

9

32
k2

)
(36)

k4 = hf

(
xn +

12

13
h, yn +

1932

2197
k1 −

7200

2197
k2 +

7296

2197
k3

)
(37)

k5 = hf

(
xn + h, yn +

439

216
k1 − 8k2 +

3680

513
k3 −

845

4104
k4

)
(38)

k6 = hf

(
xn +

1

2
h, yn −

8

27
k1 + 2k2 −

3544

2565
k3 +

1859

4104
k4 −

11

40
k5

)
(39)

opìte mia pr¸th prìbleyh gia to yn+1 eÐnai:

yn+1 = yn +

(
25

216
k1 +

1408

2565
k3 +

2197

4104
k4 −

1

5
k5

)
(40)

me topikì sf�lma ≈ h5.
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To epìmeno b ma eÐnai na perikleÐsoume ton ìro k6 opìte
lamb�noume:

yn+1 = yn +

(
16

135
k1 +

6656

12825
k3 +

28561

56430
k4 −

9

50
k5 +

2

55
k6

)
(41)

me topikì sf�lma ≈ h6 kai sunolikì ≈ h5.
H sqèsh gia ton upologismì tou sf�lmatoc thc mejìdou Runge -
Kutta - Fehlberg eÐnai:

E =
1

360
k1 −

128

4275
k3 −

2197

7524
k4 +

1

50
k5 +

2

55
k6 (42)

Epeid  ta k1, k2, ..., k6 eÐnai gnwst� se k�je b ma mporoÔme na
elègqoume thn akrÐbeia thc mejìdou kai an eÐnai qeirìterh apì thn
apaitoÔmenh ellat¸noume to h.

Arijmhtik  Olokl rwsh Diaforik¸n ExÐs¸sewn



Mèjodoi pollap¸n bhm�twn : Mèjodoc Adams

• Stic mejìdouc pollapl¸n bhm�twn prospajoÔme na l�boume
up�oyh mac ìqi mìno mÐa all� perissìterec apì tic  dh
upologisjeÐsec timèc thc y  /kai y ′ ètsi ¸ste na k�noume
akribèsterh prìbleyh thc epìmenhc tim c.
• O arijmìc twn shmeÐwn pou ja qrhsimopoi soume èqei �mesh
epÐdrash sthn akrÐbeia thc mejìdou
• H t�xh thc mejìdou eÐnai an�logh thc dÔnamhc tou h ston
upologismì tou sunolikoÔ sf�lmatoc kai tautÐzetai me to bajmì tou
sumptwtikoÔ poluwnÔmou pou ja qrhsimopoi soume (!)
• H DE mporeÐ na grafeÐ sth morf :

dy

dx
= f (x , y)   dy = f (x , y) dx (43)

opìte me olokl rwsh sto di�sthma xn wc xn+1 lamb�noume:∫ xn+1

xn

dy = yn+1 − yn =

∫ xn+1

xn

f (x , y) dx (44)

Gia na oloklhr¸soume to dexiì ìro antikajistoÔme thn f (x , y) me
kat�llhlo sumptwtikì polu¸numo.
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Mèjodoi pollap¸n bhm�twn : 3hc t�xhc mèjodoc Adams

Ed¸ ja qrhsimopoi soume sumptwtikì polu¸numo 2ou bajmoÔ:∫ xn+1

xn

dy = yn+1 − yn

=

∫ xn+1

xn

(
fn + s∆fn−1 +

(s + 1) s

2
∆2fn−2 + Sf�lma

)
dx

= h

∫ s=1

s=0

(
fn + s∆fn−1 +

(s + 1)s

2
∆2fn−2

)
ds

+h

∫ s=1

s=0

s(s + 1)(s + 2)

6
h3f ′′′(ξ)ds

Opìte:

yn+1 − yn = h

(
fn +

1

2
∆fn−1 +

5

12
∆2fn−2

)
+ O

(
h4

)
= h

[
fn +

1

2
(fn − fn−1) +

5

12
(fn − 2fn−1 + fn−2)

]
+ O

(
h4

)
yn+1 = yn +

h

12
[23fn − 16fn−1 + 5fn−2] + O

(
h4

)
(45)
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Mèjodoi pollap¸n bhm�twn : 4hc t�xhc mèjodoc Adams

An qrhsimopoi soume 3-b�jmio sumptwtikì polu¸numo, lamb�noume:

yn+1 = yn +
h

24
[55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3] + O

(
h5

)
(46)

Sth bibliografÐa aut c thc t�xhc h mèjodoc eÐnai gnwst  wc
Adams-Bashford.

SFALMA : Gia na broÔme to sf�lma sthn 4hc t�xhc mèjodoc Adams
oloklhr¸noume ton ìro pou dÐnei to sf�lma sto sumptwtikì
polu¸numo.
Opìte telik�:

E ≈ 251

720
h5y (5) (ξ) , gia xn−3 ≤ ξ ≤ xn+1 (47)

Arijmhtik  Olokl rwsh Diaforik¸n ExÐs¸sewn



Mèjodoi pollap¸n bhm�twn : Mèjodoc Milne

Enalaktik  mèjodoc, gia th dhmiourgÐa thc anadromik c sqèshc,
opìte akoloujoÔme ta prohgoÔmena b mata.
An dojeÐ h DE

dx

dy
= f (x , y) (48)

mporoÔme na th gr�youme wc:∫ xn+1

xn−3

dy = yn+1 − yn−3 =

∫ xn+1

xn−3

f (x , y) dx (49)

opìte an antikatast soume thn f (x , y) me èna 2hc t�xhc sumptwtikì
polu¸numo lamb�noume

yn+1 = yn−3 +
4h

3
(2fn − fn−1 + 2fn−2) + O

(
h5

)
(50)

SFALMA :

E ≈ 28

90
h5y (5) (ξ) , gia xn−3 ≤ ξ ≤ xn+1 (51)
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Mèjodoi Prìbleyhc - Diìrjwshc

UpologÐzoume thn tim  yk+1 = y(xk+1) qrhsimopoi¸ntac diadoqik�
b mata. Dhlad :

PROBLEYH : QrhsimopoioÔme ta m prohgoÔmena b mata

y
(P)
k+1 = P (yk−m, yk−m+1, ..., yk) (52)

DIORJWSH : Periklèioume kai to  dh upologisjèn apotèlesma apo
to prohgoÔmeno b ma yk+1

yk+1 = C
(
yk−m, yk−m+1, ..., yk , y

(P)
k+1

)
(53)

Autì to 2o b ma mporeÐ na epalanhfjeÐ merikèc forèc èwc ìtou h
mèjodoc sugklÐnei kai parousi�sei sf�lma mikrìtero mia zhtoÔmenhc
tim c E ∣∣∣y (j)

k+1 − y
(j+1)
k+1

∣∣∣ < E

ìpou j eÐnai o arijmìc twn epanal yewn.
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Mèjodoi Prìbleyhc - Diìrjwshc : Milne

Mia mèjodos�diìrjwshs� gia th mèjodo Milne mporeÐ na dhmiourghjeÐ
apì mia apl  allag  twn orÐwn olokl rwshc∫ xn+1

xn−1

dy = yn+1 − yn−1 =

∫ xn+1

xn−1

f (x , y) dx (54)

opìte an qrhsimopoi soume ton kanìna tou Simpson gia thn
olokl rwsh lamb�noume

yn+1 = yn−1 +
h

3
(fn+1 + 4fn + fn−1) (55)

me sf�lma:

E ≈ h5

90
y (5) (ξ) ìpou xn−1 < ξ < xn+1 (56)

Mejodoc Prìbleyhc - Diìrjwshc Milne

yk+1 = yk−3 +
4h

3
(2fk−2 − fk−1 + 2fk)+

28

90
h5y (5)(ξ1) (xk−3 < ξ1 < xk+1)

(57)

yk+1 = yk−1 +
h

3
(fk−1 + 4fk + fk+1)−

1

90
h5y (5)(ξ2) (xk−1 < ξ2 < xk+1)

(58)
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Mèjodoi Prìbleyhc - Diìrjwshc

Mèjodoc Adams-Multon
PROBLEYH (xk−3 < ξ1 < xk+1)

yk+1 = yk +
h

24
(55fk − 59fk−1 + 37fk−2 − 9fk−3) +

251

720
h5y (5)(ξ1) (59)

DIORJWSH (xk−2 < ξ2 < xk+1)

yk+1 = yk +
h

24
(9fk+1 + 19fk − 5fk−1 + fk−2)−

19

720
h5y (5)(ξ2) (60)

Mèjodoc Hamming
PROBLEYH (xk−3 < ξ1 < xk+1)

yk+1 = yk−3 +
4h

3
(2fk−2 − fk−1 + 2fk) +

28

90
h5y (5)(ξ1) (61)

DIORJWSH (xk−2 < ξ2 < xk+1)

yk+1 =
1

8
(9yk − yk−2) +

3h

8
(−fk−1 + 2fk + fk+1) (62)
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Sust mata DE

Gia thn arijmhtik  epÐlush susthm�twn DE ja akolouj soume tic
mejìdouc pou dhmiourg same gia DE 1hc t�xhc,
Gia par�deigma h 4hc t�xhc Runge-Kutta ja eÐnai:

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (63)

zn+1 = zn +
1

6
(l1 + 2l2 + 2l3 + l4) (64)

ìpou
k1 = h f (xn, yn, zn) (65)

k2 = h f

„
xn +

1

2
h, yn +

1

2
k1, zn +

1

2
l1

«
(66)

k3 = h f

„
xn +

h

2
, yn +

1

2
k2, zn +

1

2
l2

«
(67)

k4 = h f (xn + h, yn + k3, zn + l3) (68)

l1 = h g(xn, yn, zn) (69)

l2 = h g(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1, zn +

1

2
l1) (70)

l3 = h g

„
xn +

1

2
h, yn +

1

2
k2, zn +

1

2
l2

«
(71)

l4 = h g (xn + h, yn + k3, zn + l3) (72)
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Ast�jeiec sta Arijmhtik� Sq mata Olokl rwshc DE

Ja deÐxoume ìti up�rqei pijanìthta ast�jeic thc mejìdou Milne gia
èna aplì prìblhma.
An jewr soume th DE

dy

dx
= Ay me profan  lÔsh sto x = xn thn yn = y0e

A(xn−x0)

An prospaj soume na lÔsoume arijmhtik� th DE me th mèjodo Milne
ja èqoume th sqèsh diìrjwshc

yn+1 = yn−1 +
h

3

(
y ′n+1 + 4y ′n + y ′n−1

)
opìte antikajist¸ntac y ′n = Ayn sthn parap�nw sqèsh lamb�noume

yn+1 = yn−1 +
h

3
(Ayn+1 + 4Ayn + Ayn−1)

opìte (
1− hA

3

)
yn+1 −

4hA

3
yn −

(
1 +

hA

3

)
yn−1 = 0

Ja prospaj soume na lÔsoume thn parap�nw exÐswsh diafor¸n,

¸ste na doÔme an sugklÐnei sthn akrib  lÔsh.
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H lÔsh ja eÐna thc morf c

yn = c1Z
n
1 + c2Z

n
2

ìpou ta Z1, Z2 eÐnai lÔseic thc exÐswshc(
1− hA

3

)
Z 2 − 4hA

3
Z −

(
1 +

hA

3

)
= 0

kai an jèsoume r = hA/3 oi rÐzec thc parap�nw exÐswshc ja eÐnai

Z1 =
2r +

√
3r2 + 1

1− r
≈ 1 + 3r ≈ e3r = ehA

Z2 =
2r −

√
3r2 + 1

1− r
≈ −1 + r ≈ −e−r = −e−hA/3

yn = c1e
nhA + c2e

−nhA/3 = c1e
A(xn−x0) + c2e

−A(xn−x0)/3 , xn − x0 = nh

O 2oc ìroc eÐnai parasitikìc: Gia A > 0 aposbènutai, all� gia
A < 0 kuriarqeÐ kai den odhgeÐ sthn analutik  lÔsh.
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PARADEIGMA

Dokim�ste na lÔsete arijmhtik� th DE
y ′ = −10y me y(0) = 1
apì x = 0 wc x = 2 me qr sh thc mejìdou Milne kai thc
Adams-Multon. Ti diapist¸netai ìson afor� to sf�lma?
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Krit ria SÔgklishc

Ja prospaj soume na broÔme èna krit rio ¸ste na mhn eÐnai
anagkaÐa h pollapl  �diìrjwsh� se mejìdouc �Prìbleyhc -
Diìrjwshc � (ed¸ gia thn Adams-Moulton)
Estw:
yp = tim  tou yn+1 apì th sqèsh prìbleyhc
yc = tim  tou yn+1 apì th sqèsh diìrjwshc
ycc , yccc , ... = tim  tou yn+1 apì diadoqikèc sqèseic diìrjwshc
y∞ = tim  sthn opoÐa oi diadoqikèc epanadiorj¸seic sugklÐnoun
D = yc − yp

ycc − yc =

(
yn +

h

24

(
9y ′c + 19y ′n − 5y ′n−1 + y ′n−2

))
−

(
yn +

h

24

(
9y ′p + 19y ′n − 5y ′n−1 + y ′n−2

))
=

9h

24

(
y ′c − y ′p

)
y ′c − y ′p = f (xn+1, yc)− f (xn+1, yp) =

f (xn+1, yc)− f (xn+1, yp)

yc − yp
(yc − yp)

= fy (ξ1)D ìpou ξ1 sto di�sthma metaxÔ yc , yp. (73)
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An xanadiorj¸soume ja p�roume

yccc − ycc =
9h

24
(y ′cc − y ′c) =

9h

24
fy (ξ2)(ycc − yc) =

9h

24
fy (ξ2)

[
9hD

24
fy (ξ1)

]
=

(
9h

24

)2

[fy (ξ)]
2 D (74)

Me an�logo trìpo ja odhghjoÔme sth sqèsh gia to y∞

y∞ = yp + (yc − yp) + (ycc − yc) + (yccc − ycc) + . . .

= yp + D +
9hfy (ξ)

24
D +

(
9hfy (ξ)

24

)2

D +

(
9hfy (ξ)

24

)3

D + . . .

= yp + D
[
1 + r + r2 + r3 + . . .

]
= yp +

D

1− r
, r =

9hfy (ξ)

24

Ara mìno an

|r | = h|fy (ξ)|
24/9

=
h|fy (xn, yn)|

24/9
< 1

oi kat' epan�lhyh �diorj¸seic � ja sugklÐnoun.
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Epomènwc to 1o krit rio sÔgklishc ja eÐnai:

h <
24/9

|fy (xn, yn)|

An jèloume to yc kai to y∞ na tautÐzontai se N dekadik� yhfÐa tìte
ja prèpei

y∞ − yc =

(
yp +

D

1− r

)
− (yp + D) =

rD

1− r
< 10−N

all� gia r � 1 ja isqÔei r/(1− r) ≈ r ìpote odhgoÔmaste se èna 2o

krit rio sÔgklishc

D · 10N <

∣∣∣∣1r
∣∣∣∣ =

24/9

h|fy (xn, yn)|
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Ta prohgoÔmena krit ria Ðsquan gia th mèjodo Adams - Moulton
antistoiqa mporoÔn na brejoÔn kai gia th mèjodo tou Milne :
1o krit rio sÔgklishc :

h <
3

|fy (xn, yn)|

2o krit rio sÔgklishc :

D · 10N <

∣∣∣∣1r
∣∣∣∣ =

3

h|fy (xn, yn)|
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Sf�lmata & Di�dosh Sfalm�twn

• Mèqri stigm c anaferj kame mìno sthn an�lush twn topik¸n
sfalm�twn twn diafìrwn mejìdwn.
• H �jroish ìmwc twn topik¸n sfalm�twn odhgeÐ se èna sunolikì

sf�lma to opoÐo eÐnai idiaÐtera shmantikì sthn arijmhtk  epÐlush
DE.
• Ta arqik� dedomèna èqoun pollèc forèc sf�lmata ta opoÐa
diadÐdontai kat� thn epanalhptik  diadikasÐa pou akoloujoÔme en¸
sugkekrimèna eÐdh DE eÐnai exairetik� euaÐsjhta akìmh kai se polÔ
mikr� arqik� sf�lmata.
• Tèloc, up�rqoun kai ta sf�lmata stroggÔleyhc diìti oi HU
ekteloÔn arijmhtikèc pr�xeic me dedomèno arijmì dekadik¸n yhfÐwn.
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Di�dosh tou Sf�lmatoc (xan�)

An jewr soume thn 1hc t�xhc DE y ′ = f (x , y), me y(x0) = y0 tìte an
Yn h arijmhtik  tim  sto shmeÐoxn kai yn h akrib c tim , to sf�lma
sto xn ja eÐnai:

εn = yn − Yn (75)

Ac prospaj soume na ektim soume th di�dosh tou sf�lmatoc sth
mèjodo tou Euler

εn+1 = yn+1 − Yn+1 = yn + hf (xn, yn)− Yn − hf (xn,Yn)

= εn + h
(f (xn, yn)− f (xn,Yn))

yn − Yn
εn = εn (1 + hfy (xn, yn))

= (1 + hk) εn +
1

2
h2y ′′(ξn) ìpou k =

∂f

∂y
. (76)

Dhlad  h di�dosh tou sf�lmatoc eÐnai grammik . An |1 + hk| ≥ 1 to
sf�lma aux�netai en¸ an |1 + hk| ≤ 1 to sf�lma ellat¸netai.
Aut  h parat rhsh odhgeÐ sthn parak�tw sunj kh gia apìluth
sÔgklish:

−2 < hk < 0   ∂f /∂y < 0 (77)
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εn+1 = (1 + hk) εn +
1

2
h2y ′′(ξn) (78)

e0 = 0

e1 ≤ (1 + hk)e0 +
1

2
h2y ′′(ξ0) =

1

2
h2y ′′(ξ0)

e2 ≤ (1 + hk)

[
1

2
h2y ′′(ξ0)

]
+

1

2
h2y ′′(ξ1) =

1

2
h2 [(1 + hk)y ′′(ξ0) + y ′′(ξ1)]

e3 ≤ 1

2
h2

[
(1 + hk)2y ′′(ξ0) + (1 + hk)y ′′(ξ1) + y ′′(ξ2)

]
en ≤ 1

2
h2

[
(1 + hk)n−1y ′′(ξ0) + (1 + hk)n−2y ′′(ξ1) + ... + y ′′(ξn−1)

]
• An k ≥ 0 to sf�lma diadÐdetai se k�je b ma � enisqumèno � kat�
èna ìro (1 + hk) kai telik� gia h → 0 to sf�lma se k�je shmeÐo
eÐnai to �jroisma twn prohgoumènwn.

• An kh ≤ 2 to sf�lma diadÐdetai me anepaÐsjhto apotèlesma
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Ja deÐxoume ìti to ajroistikì sf�lma thc mejìdou Euler met� apo
n b mata eÐnai O(h).
An upojèsoume ìti to |y ′′(x)| < M me M > 0 h prohgoÔmenh exÐswsh
ja grafeÐ

|en+1| ≤ (1 + hk)|en|+
1

2
h2M

pou eÐnai mia exÐswsh diaforr¸n thc morf c

Zn+1 = (1 + hk)Zn +
1

2
h2M me Z0 = 0

me profan  lÔsh

Zn =
hM

2k
(1 + hk)n − hM

2k

epeid  de 1 + hk < ehk gia k > 0 ja eÐnai

Zn <
hM

2k

(
ehk

)n − hM

2k
=

hM

2k

(
enhk − 1

)
=

hM

2k

(
e(xn−x0)k − 1

)
= O(h)

Dhlad  to sunolikì sf�lma en ja eÐnai O(h)
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