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1

∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

1.1 ΤΑΝΥΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

1.1.1 Χρήσιµοι Τύποι

• Μετασχηµατισµοί τανυστών :

āµ =
∂x̄µ

∂xρ
aρ b̄µ =

∂xρ

∂x̄µ
bρ

T̄λµ =
∂x̄λ

∂xα

∂x̄µ

∂xβ
Tαβ T̄λ

µ =
∂x̄λ

∂xα

∂xβ

∂x̄µ
Tα

β T̄λµ =
∂xα

∂x̄λ

∂xβ

∂x̄µ
Tαβ

• Συναλλοίωτη ∆ιαφόριση

f;λ = f,λ (A······B
···
···);λ = A······;λB···

··· + A······B
···
···;λ

bλ;µ = bλ,µ − Γα
λµbα aλ

;µ = aλ
,µ + Γλ

αµaα

Tλ
µ;ν = Tλ

µ,ν + Γλ
ανTα

µ − Γα
µνTλ

α Tλµ
;ν = Tλµ

,ν + Γλ
ανTα

µ + Γµ
ανTλα

• Παράλληλη Μεταφορά

δφ = 0 δaλ = Γ ν
λµaνdxµ δaλ = −Γλ

µνaµdxν

• Εξίσωση Γεωδαισιακών

d2xµ

dλ2
+ Γµ

ρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0

• Τανυστής Καµπυλότητας

Rρ
λµν = −Γ ρ

λµ,ν + Γ ρ
λν,µ − Γ σ

λµΓ ρ
σν + Γσ

λνΓ ρ
σµ

αλ;µ;ν − aλ;ν;µ = Rρ
λµνaρ − 2Γ ρ

[µν]aλ;ρ

δaλ = −1
2
Rλ

ρµνaρ (dxµδxν − dxνδxµ)
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1.1.2 Λυµένες Ασκήσεις

1. Εαν φ = aijA
iAj να δειχθεί ότι µπορούµε να γράψουµε πάντα φ =

bijA
iAj όπου bij είναι συµµετρικός τανυστής.

Απόδειξη

φ = aijA
iAj = ajiA

jAi = ajiA
iAj

άρα
2φ = (aij + aji)AiAj δηλαδή φ = bijA

iAj

όπου 2bij = αij + αji.

2. Αν σε ένα χώρο ορίζονται δύο συνδέσεις να αποδειχθεί ότι η διαφορά
τους είναι ένα τανυστικό πεδίο (1,2).
Απόδειξη
Μια σύνδεση µετασχηµατίζεται ως εξής κάτω απο µετασχηµατισµούς συντε-
ταγµένων

Γ ρ
λµ = Aρ

αAβ
λAγ

µΓ̄α
βγ + Aρ

α

∂2x̄α

∂xλ∂xµ

εποµένως όταν πάρω την διαφορά δύο συνδέσεων ο δευτερος όρος του δεξιού
µέρους ϑα απαλειφθεί και η διαφορά ϑα είναι τανυστής (1,2).

3. Να αποδειχθεί ο τύπος της συναλλοίωτης διαφόρισης ενός ανταλλοιώ-
του διανύσµατος.
Απόδειξη
Γνωρίζουµε ότι ισχύει : bλ;µ = bλ,µ − Γ ρ

λµbρ και φ;λ = φ,λ εάν ϑεωρήσουµε
ένα τυχαίο ανταλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο aλ τότε aλbλ = φ και λόγω της
δευτερης από τις παραπάνω εξισώσεις ϑα έχουµε (aλbλ);µ = (aλbλ),m οπότε

aλ
;µbλ + aλbλ;µ = aλ

,µbλ + aλbλ,µ

και αντικαθιστώντας το bλ
;µ από την παραπάνω σχέση λαµβάνω τελικά

aλ
;µ = aλ

,µ + Γλ
ρµaρ

4. Να ϐρεθεί η συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστού Kronecker.
Απόδειξη
Είναι :

δλ
µ;ν = δλ

µ,ν + Γλ
ανδα

µ − Γα
µνδλ

α = 0

διότι
δλ
µ,ν = 0 και Γλ

ανδα
µ = Γα

µν = Γα
µνδλ

α
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1.1.3 Αλυτες Ασκήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι οι πράξεις συστολής δεικτών και συναλλοίωτης διαφόρ-
ισης αντιµετατίθενται.

2. Με κατάλληλες εναλλαγές των ϐουβών δεικτών να αποδειχθεί ότι :

(Aabc + Acab + Abca)BaBbBc = 3AabcB
aBbBc

3. Ενας συναλλοίωτος τανυστής έχει συνιστώσες xy, 2y, xz σε καρτεσιανές συν-
τεταγµένες. Να ϐρεθούν οι συναλλοίωτες συνιστώσες του σε σφαιρικές συν-
τεταγµένες.

4. Εστω ένας αντισυµµετρικός τανυστής T[λµ] να δειχθεί ότι ο T[λµ,ν] ειναι
τανυστής.

5. Να αποδειχθεί ο τύπος της συναλλοίωτης διαφόρισης ενός τανυστή Tλµ.
6. Αν Aλ

µν είναι τανυστής, δείξτε ότι το Aλ
µλ είναι συναλλοίωτο διάνυσµα.

7. Να δειχθεί ότι εάν Tαβγ είναι ένας τανυστής (0,3) τότε ϑα ικανοποιούνται τα
ακόλουθα:
α΄) Εάν T[αβ]γ = 0 και Tα(βγ) = 0 τότε Tαβγ = 0.
ϐ΄) Εαν T[αβ]γ = 0 τότε 3T(αβγ) = Tαβγ + Tβγα + Tγαβ .
γ΄) Εαν T(αβ)γ = 0 τότε 3T[αβγ] = Tαβγ + Tβγα + Tγαβ .

8. Να δειχθεί ότι εάν Tαβγδ είναι τανυστής (0, 4) τότε Tα[[βγ]δ] = Tα[βγδ].
9. Να υπολογισθεί το αντισυµµετρικό µέρος του ai;j .

10. Ειναι η διπλή συναλλοίωτη διαφόριση ενός ϐαθµωτού πεδίου αντιµεταθετική
πράξη·

11. Στην Ευκλείδειο γεωµετρία γεωµετρία ισχύει η πρόταση: Η παράλληλη
µεταφορά δύο διανυσµάτων αφήνει το ϐαθµωτό τους γινόµενο αµετάβλη-
το. Ισχύει η παραπάνω πρόταση και σε ενα µη-Ευκλείδειο χώρο όπου έχει
ορισθεί µια σύνδεση.

12. Για τον τανυστή καµπυλότητας να αποδειχθεί ότι ισχύει Rρ
λµν = −Rρ

λνµ.
13. Αν η σύνδεση του χώρου είναι συµµετρική να δειχθεί ότι για τον τανυστή

καµπυλότητας ισχύει Rρ
[λνµ] = 0.

14. Αν Γα
βγ είναι µιά συµµετρική αφινική σύνδεση να δειχθεί ότι οι n3 ποσότητες

Lα
βγ που ορίζονται από την σχέση 2Lα

γδ = Γα
βγ + Γα

γβ είναι συντελεστές
συµµετρικής αφινικής σύνδεσης.
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1.2 ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ RIEMANN

1.2.1 Χρήσιµοι Τύποι

• Σύµβολα Christoffel

Γν,λµ =
1
2

(gλν,µ + gνµ,λ − gλµ,ν) Γ ρ
λµ = gρνΓν,λµ =

1
2
gρν (gλν,µ + gνµ,λ − gλµ,ν)

• Τανυστής Einstein
Gαβ = Rαβ − 1

2
gαβR

• Τανυστής Weyl

Cαβγδ = Rαβγδ+
1
2

(gαδRγβ + gβγRδα − gαγRδβ − gβδRγα)+
1
6

(gαγgδβ − gαδgγβ) R

1.2.2 Λυµένες Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι η συνναλοίωτη παράγωγος του µετρικού τανυστή είναι
µηδέν (Λήµµα Ricci).
Απόδειξη
Από τον ορισµό της συναλλοιώτου παραγώγου ενός τανυστικού πεδίου (0,2)
πέρνουµε

gαβ;γ = gαβ,γ − gσβΓσ
αγ − gασΓσ

βγ = gαβ,γ − 2Γ(βα)γ = gαβ,γ − gαβ,γ

2. Να υπολογισθούν οι συνιστώσες του τανυστή Riemann Rαβµν και E-
instein Gαβ για τη 2-σφαίρα.
Απόδειξη
Η µετρική σε πολικές συντεταγµένες έχει την µορφή

ds2 = r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

Εάν ϑέσουµε x1 = θ και x2 = φ τότε :

g11 = r2, g22 = r2 sin2 θ

και
g11 =

1
r2

, g22 =
1

r2 sin2 θ

Οι µόνες µή-µηδενικές παράγωγοι του µετρικού τανυστή είναι :

g22,1 = 2r2 sin θ cos θ και g22,11 = 2r2(cos2 θ − sin2 θ)

Οι µή-µηδενικές συνιστώσες των συµβόλων ἣριστοφφελ είναι :
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Γ 2
21 = Γ 2

21 =
g22g22,1

2
=

cos θ

sin θ

Γ 1
22 = −g11g22,1

2
= −cos θ sin θ

Οπότε οι µόνες µή-µηδενικές συνιστώσες του τανυστή Riemann είναι :

R1
212 = Γ 1

22,1 − Γ 1
21,1 + Γσ

22Γ
1
σ1 − Γσ

21Γ
1
σ2 = sin2 θ

∆ηλαδή µόνο ο R1212 και οι τανυστές µε µεταθέσεις των δεικτών της µορφής
R2121 ειναι διάφοροι του µηδενός

R1212 = r2 sin2 θ και R2
121 = g22R212 = 1

Η καµπυλότητα Gauss δίνεται από την σχέση:

K =
R1212

g
=

R1212

g11g22
=

1
r2

Ο τανυστής Ricci έχει µόνο δύο µη-µηδενικές συνιστώσεσ:

R11 = R2
121 = 1 και R22 = R1

212 = sin2 θ

ενώ το ϐαθµωτό µέγεθος Ricci δίνεται από:

R = g11R11 + g22R22 =
2
r2

.

Τέλος οι συνιστώσες του τανυστή Einstein είναι :

G11 = R11 − 1
2
g11R = 0 και G22 = R22 − 1

2
g22R = 0

∆ηλαδή στην σφαίρα µηδενίζεται ο τανυστής Einstein.

3. Να αποδειχθεί ότι ο τανυστής Einstein έχει µηδενική απόκλιση,
δηλαδή Gµ

ν;µ = 0.
Απόδειξη
Γνωρίζουµε την ταυτότητα Bianchi

Rλ
µνρ;σ + Rλ

µρσ;ν + Rλ
µσν;ρ = 0

αν κάνω συστολή στους δείκτες λ = σ ϑα πάρω:

Rλ
µνρ;λ + Rλ

µρλ;ν + Rλ
µλν;ρ = 0 ή Rλ

µνρ;λ + Rµρ;ν −Rµν;ρ = 0

και πολλαπλασιάζοντας µε gµρ λαµβάνουµε

gµρRλ
µνρ;λ + gµρRµρ;ν − gµρRµν;ρ = 0 ή Rλρ

νρ;λ + R;ν −Rρ
ν;ρ = 0

οπότε µε εναλλαγές στους δείκτες λαµβάνουµε:
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Rλ
ρ;λ −R;λ + Rν

ρ;ν = 0 τελικά 2Rλ
ρ;λ −R;ρ = 0

αλλά και

Gλ
µ = gλnGµν = gµν

(
Rµν − gµν

R

2

)
= Rλ

µ − δλ
µ

R

2

οπότε
Gλ

µ;λ = Rλ
µ;λ −

1
2
δλ
µR;λ = Rλ

µ;λ −
1
2
R;µ

οεδ.

1.2.3 Αλυτες Ασκήσεις

1. Να ϐρεθούν τα σύµβολα Christoffel και ο τανυστής Riemann για τον χωρό-
χρονο που περιγράφεται από την µετρική ds2 = dv2 − v2du2.

2. Να γραφούν τα σύµβολα Christoffel για την µετρική

ds2 = dv2 + [u2 − v2]du2

και να ϐρεθούν οι εξισώσεις των γεωδαισιακών.
3. Να αποδεχθεί ότι ο 2-διάστατος µετρικός χώρος που περιγράφεται από τη

µετρική ds2 = dv2−v2du2 είναι ο 2-διάστατος χώρος Minkowski µε µετρική
ds2 = dx2 − dy2.

4. Εστω ότι ένας χώρος περιγράφεται από την µετρική

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − 1
132

(3dx + 4dy + 12dz)2

να αποδειχθεί ότι είναι ένας 2-διάστατος χώρος και να ϐρεθούν τέτοιες συν-
τεταγµένες ζ και η ώστε να είναι ds2 = dζ2 + dη2.

5. Εστω ένας µετρικός χώρος µε ds2 = dr2 + r2dθ2. Να γραφούν οι εξισώσεις
των γεωδαισιακών και να δειχθεί ότι οι σχέσεισ:

r2 dθ

ds
= R0 = σταθερό

(
dr

ds

)2

+ r2

(
dθ

ds

)2

= 1

αποτελούν πρώτα ολοκληρώµατα κίνησης.
6. Το γραµµικό στοιχείο σε ένα 3-διάστατο χώρο µε σύστηµα συντεταγµένων

(x1, x2, x3) δίνεται από τη σχέση:

ds2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (x1 sin x2)2(dx3)2

Εξετάστε αν ο χώρος είναι επίπεδος.
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7. Στην επιφάνεια µιάς 2-σφαίρας ένα διάνυσµα Α είναι ίσο µε eθ στο θ = θ0

και φ = 0. Ποιά είναι η τιµή του Α µετά την παράλληλη µεταφορά του κατά
µήκος του κύκλου θ = θ0· Ποιό είναι το µέτρο του Α µετά την παράλληλη
µεταφορά του·

8. Για µια διαγώνια µετρική να δειχθεί ότι τα σύµβολα Christofell δίνονται από
τις σχέσεισ:

Γµ
νλ = 0, Γµ

νν = − 1
2gµµ

gνν,µ Γµ
µλ = [ln(gµµ)1/2],λ

9. Να αποδειχθούν οι σχέσεισ:

gαβ,γ = Γαβγ + Γαβγ , gαµgµβ
,γ = −gµβgαµ,γ

gαβ
,γ = −Γµ

µγgαβ − Γ β
γµgµα, g,α = −ggβγgβγ

,α = ggβγgβγ,α

10. ∆είξτε ότι η απόκλιση ενός διανύσµατος είναι :

Aa
;a =

1√
g

(
√

gAa),a

11. ∆είξτε ότι η Λαπλασιανή ενός ϐαθµωτού µεγέθους είναι :

∇2Φ =
1√
g

(
√

ggµνΦ,ν),µ

12. Να δειχθεί ότι ένας συµµετρικός τανυστής Tab µπορεί να πάρει την µορφή:

Tab = T(ab) =
[
T(ab) −

1
4
Tn

n gab

]
− 1

4
Tn

n gab

13. Εγκαταστήστε ένα σύστηµα συντεταγµένων στην επιφάνεια ενος torus (σαµ-
πρέλλας) και υπολογίστε όλες τις συνιστωσες του µετρικού τανυστή, των συµ-
ϐόλων Christoffel και του τανυστή Riemann. [ds2 = a2dφ2+(b+a sin φ)2dθ2

µε a < b].
14. Στους χώρους µε λιγώτερες από 4 διαστάσεις είναι δυνατόν να ϐρεθούν

απλούστερες εκφράσεις για τον τανυστή Riemann. Υπολογίστε τον τανυστή
Riemann
α΄) σε 1-διάστατο χώρο.
ϐ΄) σε 2-διάστατο χώρο σαν συνάρτηση του µετρικού τανυστή και του ϐα-

ϑµωτου µεγέθους Ricci
γ΄) στον 3-διάστατο χώρο σαν συνάρτηση του µετρικού τανυστή και του

τανυστή Ricci.
15. Σε ένα 3-διάστατο χώρο µε γραµµικό στοιχείο ds2 = dx2 + dy2 − dz2 να

αποδειχθεί ότι οι ϕωτοειδείς γεωδαισιακές δίνονται από τις σχέσεις

x = `u + `′, y = mu + m′, z = nu + n′

όπου u είναι µια παράµετρος και `, `′,m, m′, n, n′ είναι αυθαίρετες σταθερές
που ικανοποιούν τη σχέση: `2 + m2 − n2 = 0.
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16. Να αποδειχθεί ότι για κάθε τανυστή δεύτερης τάξης ισχύει Tµν
;µν = Tµν

;νµ.
17. Να αποδειχθούν οι σχέσεισ:

Rαβγδ + Rαδβγ + Rαγδβ = 0 Rαδβγ;ν + Rαδνβ;γ + Rαδγν;β = 0

18. ∆είξτε ότι ένα χρονοειδές διάνυσµα δεν µπορεί να είναι ορθογώνιο σε ένα
άλλο χρονοειδές ή ϕωτοειδές διάνυσµα.

19. ∆είξτε ότι δύο ϕωτοειδή διανύσµατα είναι ορθογώνια εάν και µόνο εάν είναι
παράλληλα.

20. Να δειχθεί ότι ο µηδενισµός του τανυστή Riemann είναι ικανή συνθήκη για
να χαρακτηρισθεί ενας χωρόχρονος ως χωρόχρονος Minkowski.

21. Εστω τα διανύσµατα T a = (1, 0, 0, 0), Xa = (0, 1, 0, 0), Y a = (0, 0, 1, 0) και
Za = (0, 0, 0, 1). Να δειχθεί ότι τα µόνα µη-µηδενικά εσωτερικά γινόµενα
µεταξύ των διανυσµάτων είναι :

T 2 = −X2 = −Y 2 = −Z2 = 1

Στη συνέχεια ορίζοντας τα διανύσµατα:

La =
1√
2
(T a + Za), Na =

1√
2
(T a − Za)

Ma =
1√
2
(Xa + iY a), M̄a =

1√
2
(Xa − iY a)

µε i =
√−1. Να δειχθεί ότι και τα 4 διανύσµατα είναι ϕωτοειδή και ότι το

µόνο µη µηδενικό εσωτερικό γινόµενο είναι :

LaNa = −MaM̄a = 1

22. Εστω Α και Β δύο γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα εφαπτόµενα σε ενα
σηµείο σε µιά 2-διάστατη επιφάνεια σε ενα n-διάστατο χώρο (n ≥ 2). Η
ϐαθµωτή καµπυλότητα Riemann ϑα δίνεται από τη σχέση:

K =
RαβγδA

αAβBγBδ

(gαβgγδ − gαδgβγ)AαAβBγBδ

23. Να αποδειχθεί ότι gλρCλµνρ = 0 όπου Cλµνρ είναι ο τανυστής Weyl.
24. Εκφράστε τις εξισώσεις του Maxwell σε τανυστική µορφή.
25. α΄) Να αποδειχθεί ότι ένας σύµµορφος ( conformal) µετασχηµατισµός της

µετρικής (δηλ. gαβ → f(xµ)ḡαβ όπου f µια αυθαίρετη συνάρτηση των
συντεταγµένων ) διατηρεί τις γωνίες.

ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι όλες οι ϕωτοειδείς καµπύλες συνεχίζουν να είναι ϕω-
τοειδείς µετα από σύµµορφους µεταχηµατισµούς της µετρικής.

26. Εστω A = det(Aµν). Να δειχθεί ότι η Α δεν είναι ϐαθµωτό µέγεθος και αλ-
λάζει σε µετασχηµατισµούς συντεταγµένων. Εποµένως δεν πρέπει να ισχύει
A;µ = A,µ. Πως ϑα πρέπει να ορισθεί τότε το A;µ.
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27. Να δειχθεί ότι αν µια γεωδαισιακή είναι χρονοειδής σε ένα σηµείο Ρ τότε
ϑα είναι χρονοειδής γεωδαισιακή παντού κατά µήκος της. Το αυτό και για
ϕωτοειδείς ή χωροειδείς γεωδαισιακές.

28. Να δειχθεί ότι : LuLv − LvLu = L[u,v]

29. Αν : Fµν = Aν;µ −Aµ;ν τότε F[µν;λ] = 0.
30. Πόσες ανεξάρτητες συνιστώσες έχει ο τανυστής Riemann σε ένα n-διάστατο

χώρο.
31. Να αποδειχθεί ότι η παραγώγιση Lie αντιµετατίθεται µε την σύστολή δεικτών.
32. Να λυθεί η εξίσωση Killing και να ϐρεθούν τα διαν. πεδία Killing για τη

2-σφαίρα.
33. Να δειχθεί ότι η εξίσωση Killing ξα;β + ξβ;α = 0 είναι ισοδύναµη µε τον

µηδενισµό της Lie παραγώγου του µετρικού τανυστή. Ποιά η γεωµετρική
ερµηνεία αυτού του αποτελέσµατος.

34. Η µετρική για έναν αξονικά συµµετρικό περιστρεφόµενο αστέρα δέχεται
δύο διανύσµατα Killing ξ(t) και ξ(φ). Αν υποθέσουµε ότι δεν υπάρχουν άλλα
ανεξάρτητα διανύσµατα ΚΙλλινγ να αποδειχθεί ότι τα ξ(t) και ξ(φ) αντιµετατί-
ϑενται.

35. Να δειχθεί ότι κάθε διάνυσµα Killing είναι λύση της εξίσωσησ:

ξν;λ
;λ + Rν

σξγ = 0

36. Εαν ξ είναι ενα διάνυσµα Killing να δειχθεί ότι :

ξµ;αβ = Rγβαµξγ

37. Στο χωρόχρονο Minkowski να ϐρεθούν τα 10 γραµµικά ανεξάρτητα του
Killing διανύσµατα.

38. Εαν ξ(xµ) είναι ένα διανυσµατικό πεδίο Killing και u είναι ένα εφαπτόµενο
διάνυσµα σε µια γεωδαισιακή, να δειχθεί ότι το ξ · u είναι σταθερό κατά
µήκος της γεωδαισιακής.

39. Να ϐρεθεί η παράγωγος Lie του µετρικού τανυστή.
40. Να αποδειχθεί ότι οι τύποι που δίνουν τις παραγώγους Lie µπορούν να

γραφούν αντικαθιστώντας τις συνήθεις παραγώγους µε συναλλοίωτες.





2

ΓΕΝΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

2.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ Einstein

2.1.1 Χρήσιµοι Τύποι

• Εξισώσεις Πεδίου της ΓΘΣ

Rαβ − 1
2
gαβR + Λgαβ = −kTαβ

′opou k =
8pG

c4

• Γραµµικό Στοιχείο Schwarzchild

ds2 =
(

1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)

• Εξισώσεις Γεωδαισιακών στο χωρόχρονο Schwarzchild

r̈ − 1
2
v′ṙ2 − rev θ̇2 − rev sin2 θφ̇2 +

1
2
e2vv′ṫ2 = 0

θ̈ +
2
r
ṙθ̇ − sin θ cos θφ̇2 = 0

φ̈ +
2
r
ṙφ̇− 2 cos θ

sin θ
θ̇φ̇ = 0

ẗ + v′ṙṫ = 0

• Ολοκληρώµατα κίνησης στο χωρόχρονο Schwarzchild (ϑ=0)

r2φ̇ = A Στροφορµής

ev ṫ = B Ενέργειας

• Μετάθεση του περιηλίου
δφ =

6πm

r
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• Απόκλιση των ϕωτεινών ακτίνων

δ =
4m

r

• Βαρυτική µετάθεση προς το ερυθρό

∆λ

λ
=

M

r

• Καθυστέρηση των σηµάτων ϱαδαρ (rΓ , rΠ αποστάσεις Γή και Πλανήτη,
M¯, R¯ µάζα και ακτίνα Ηλιου.

∆T = 4M¯

[
1 + log

(
4rΓ rΠ

R2¯

)]

• Γεωδαισιακή Απόκλιση

D2xµ

Dτ2
= −Rµ

ασβξσ dxα

dτ

dxβ

dτ

• Γραµµικό Στοιχείο Reissner-Nordström

ds2 =
(

1− 2M

r
+

Q2

r2

)
dt2−

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)−1

dr2−r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)

• Γραµµικό Στοιχείο Kerr

ds2 = dt2 − ρ2

∆
dr2 − ρ2dθ2 − (r2 + a2) sin2 θdφ2 − 2Mr

ρ2

(
dt− a sin2 θdφ

)2

οπου ρ2 = r2 + a2 cos2 θ και ∆ = r2 − 2Mr + a2.

2.1.2 Λυµένες Ασκήσεις

1. Να δειχθεί ότι οι εξισώσεις Einstein µπορούν να γραφούν ωσ:

Rµν = −k

(
Tµν − 1

2
gµνT

)

Απόδειξη
Οι εξισώσεις Einstein γράφονται :

Rµν − 1
2
gµνR = −kTµν

οπότε πολλαπλασιάζοντας µε gρν καταλήγουµε στην

2Rρ
ν − δρ

νR = −kT ρ
ν
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και µε συστολή των δεικτών µ και ν πέρνουµε 2R−4R = −kT δηλ. R = kT .
Εποµένως

Rµν = −kTµν +
1
2
gµνR = −k

(
Tµν − 1

2
gµνT

)

2. Αν η αδρανειακή µάζα mi δεν ήταν ίση µε την ϐαρυτική µάζα mg ποιά
ϑα ήταν η περίοδος ενός απλού εκρεµµούς µήκους ` σε απόσταση R
από το κέντρο σφαιρικής µάζας Mg.
Απόδειξη
Στην Νευτώνεια µηχανική η περίοδος ενός εκρεµµούς είναι :

T = 2p

√
`

g

Από τον ϐ΄ νόµο του Νεύτωνα όµως γνωρίζουµε ότι

mig = G
mgMg

R2

οπότε η περίοδος γίνεται

T = 2πR

√
`mi

mgMgG

3. Να αποδειχθεί ότι ισχύει ο 3ος νόµος του Kepler για κυκλικές τροχιές
γύρω από µια µελανή οπή Schwarzschild.
Απόδειξη
Από τα ολοκληρώµατα κίνησης r2φ̇ = A και ev ṫ = B και απο την εξίσωση
των γεωδαισιακών για ακτινική κίνηση δηλ.

r̈ − 1
2
v′ṙ2 − rev θ̇2 − rev sin2 θφ̇2 − 1

2
e2vv′ṫ2 = 0

και ϑέτοντας
dr

dt
= 0 και θ =

π

2
παίρνω τελικά

−revφ̇2 +
1
2
e2vv′ṫ2 = 0

άρα

Ω2 =
(

dφ

dt

)2

=

(
φ̇

ṫ

)2

=
ev

2
v′

r
=

1
2r

d
dr

ev

=
1
2r

d
dr

(
1− 2m

r

)
=

m

r3
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4. Να γραφεί το γραµµικό στοιχείο του χωρόχρονου Schwarzschild σε
ένα νέο σύστηµα συντεγµένων ούτως ώστε το χωρικό τµήµα να είναι
ανάλογο µε αυτό του Ευκλείδειου χώρου.
Απόδειξη
Το νέο σύστηµα συντεταγµένων (t′, r′, θ′, φ′) µπορεί να γραφεί ως συνάρτηση
των συντεταγµένων Schwarzschild (t, r, θ, φ) ως εξήσ:

t = t′, r =
(
1 +

rs

4r′

)
r′, θ = θ′, φ = φ′

Οπου rs = 2Gm/c2, οπότε στο νέο σύστηµα συντεταγµένων το γραµµικό
στοιχείο γράφεται :

ds2 =
(

1− rs/4r′

1 + rs/4r′

)2

c2dt2 −
(
1 +

rs

4r′

)4 (
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)

Οι συντεταγµένες (r′, θ, φ) καλούνται Σφαιρικές Ισοτροπικές συντεταγµένες.
Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε Καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z)
που συνδέονται µε τις (r′, θ, φ) µε τις σχέσεις x = r′ sin(θ) cos(φ), y =
r′ sin(θ) cos(φ) και z = r′ cos(θ). Οπότε το γραµµικό στοιχείο ϑα γραφεί

ds2 =
(

1− rs/4r′

1 + rs/4r′

)2

c2dt2 −
(
1 +

rs

4r′

)4 (
dx2 + dy2 + dz2

)

όπου r′2 = x2 + y2 + z2. Οι συντεταγµένς αυτές ονοµάζονται Ισοτροπικές
Καρτεσιανές.

5. Να ϐρεθεί η γωνία απόκλισης µιας ϕωτεινής ακτίνας που κινεί-
ται στο ϐαρυτικό πεδίο ενός σφαιρικά συµµετρικού σώµατος στην
Νευτώνεια µηχανική.
Απόδειξη
Στη Νευτώνεια µηχανική η εξίσωση κίνησης µιας ϕωτεινής ακτίνας µπορεί
να υπολογισθεί για παράδειγµα από την διατήρηση της ενέργειας. ∆ηλαδή

ẋ− 2GM

r
= c2

όπου r είναι η απόσταση από το κέντρο του σώµατος και M η µάζα του.
Αν χρησιµοποιήσουµε πολικές συντεταγµένες r και φ στο επίπεδο κίνησης
τότε :

ṙ2 + r2φ̇2 = c2 +
2GM

r

και λόγω του ολοκληρώµατος της στροφορµής r2φ̇ = A οι προηγούµενες
εξισώσεις µπορούν να γραφούν ωσ:

u2 + u2 =
1

A2
(c2 + 2GMu)
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όπου u = 1/r και παραγωγίζοντας

u′′ + u =
GM

A2

όπου η οξεία σηµαίνει παραγώγιση ώς προς την γωνία φ.
Αν η επίδραση του ϐαρυτικού πεδίου δεν υπήρχε τότε η εξίσωση ϑα
γραφόταν u′′ + u = 0 µε προφανή λύση u = sin(φ)/R που παριστάνει
ευθεία γραµµή, (R είναι σταθερά συνδεόµενη µε το ολοκλήρωµα της στρο-
ϕορµής A = Rc). Οπότε η λύση στη γενική περίπτωση µπορεί να γραφεί
ωσ:

u =
1
R

sin(φ) +
GM

c2R2

σε Καρτεσιανές συντεταγµένες η λύση γράφεται

y = R− GM

c2R
(x2 + y2)1/2

και για µεγάλα x

y ≈ R− GM

c2R
|x|

οπότε η γωνία της απόκλισης στη Νεωτώνεια µηχανική είναι :

∆φ =
2GM

c2R

που είναι το µισό απ΄ όσο προβλέπει η ΓΘΣ.
6. ∆ύο ϱολόγια κινούνται σε απόσταση r1 = 6M και r2 = 10M απο µία

µελανή οπή Schwarschild.

α΄) Ποιά είναι η περίοδος περιφοράς που µετράει το κάθε ϱολόι ως
προς την περίοδο που µετράει ένας παρατηρητής στο άπειρο.

ϐ΄) Αν το πείραµα το επαναλαµβάναµε στη Γή µε δύο ϱολόγια σε τρο-
χιές r1 = 10km και r2 = 20km, και η ακρίβεια των ϱολογιών
είναι της τάξης των 10−13sec ϑα µπορούσαµε να παρατηρήσουµε
διαφορές µετά απο µία πλήρη περιφορά του κάθε ϱολογιού·

Μάζα Γής : M⊕ = 5.98 × 1024kg=4.35 × 10−6km, ακτίνα Γής : R⊕ =
6370km.
Απόδειξη
α) Ο ίδιος χρόνος των περιστρεφόµενων ϱολογιών δίνεται απο τη σχέση:

dτ2 =
(

1− 2M

r

)
dt2 − r2 sin2 θdφ2

που γράφεται :
(

dτ

dt

)2

=
(

1− 2M

r

)
− r2 sin2 θ

(
dφ

dt

)2
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Για απλότητα τηα ϑεωρήσουµε ότι τα ϱολόγια κινούντα στο ισηµερινό
επίπεδο θ = 0. Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε τον τρίτο νόµο το Kepler:

(
dφ

dt

)2

=
M

R3
≡ Ω2 =

2π

P

καταλήγουµε στη σχέση:
(

dτ

dt

)2

= 1− 3M

R
.

Στις συγκεκριµένες τροχιές ϑα έχουµε:
(

dτ1

dt

)2

= 1− 3M

r1
=

1
2
.

και (
dτ2

dt

)2

= 1− 3M

r2
=

5
7
.

∆ηλαδή στην πρώτη περίπτωση ϑα είναι : P
(1)
∞ = 2π × 6

√
6M και P1 =

1/
√

2P
(1)
∞ = 12π

√
3M , ενώ στη δέυτερη P

(2)
∞ = 2π × 10

√
10M και P2 =√

5/7P
(2)
∞ = 20π

√
50/7M.

ϐ Για δύο ϱολόγια σε τροχίες h = 10km και 2h = 20km ϑα πάρουµε
(

dτ1

dτ2

)2

=
1− 3M⊕

R⊕+h

1− 3M⊕
R⊕+2h

≈ 1− 3M⊕
R⊕ + h

+
3M⊕

R⊕ + 2h

και τελικά
dτ1 =

(
1− 1.6× 10−12

)
dτ2

που µε την δοθείσα ακρίβεια µέτρησης των ϱολογιών είναι δυνατόν να
µετρηθεί.

2.1.3 Αλυτες Ασκήσεις

1. Να δειχθεί ότι αν η απόσταση δύο γειτονικών συµβάντων είναι χωροειδής
τότε η ευθεία κοσµική γραµµή που τα ενώνει αντιστοιχεί στην µακρύτερη
ίδια απόσταση µεταξύ των συµβάντων.

2. Να ευρεθεί ποιά αποό τα παρακάτω διανύσµατα είναι χρονοειδή, ϕωτοειδή
ή χωροειδή: (1,3,0,0), (3,3,0,0), (3,-3,0,0), (-3,3,0,0), (0,3,0,0), (3,1,0,0).

3. Μια µπάλλα εξφενδονίζεται προς τα πάνω και επιστρέφει στο χέρι αυτού που
την πέταξε µετά από χρόνο t. Χρησιµοποίσε τοπικές συτεταγµένες µε τον x
άξονα να δείχνει προς τα πάνω και τον χρονο να αρχίζει την στιγµή που η
µπάλλα εξφενδονίζεται. Ποιές είναι οι συνιστώσες της µπάλλας στο ανώτερο
σηµείο και πότε ϑα επιστρέψει σάυτόν που την εξφενδόνισε· Ποιά είναι η
καµπύλωση της τροχιάς στον χωρό-χρονο·
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4. Ποιά είναι η ακτίνα Schwarzschild για ένα γαλαξία 1011M¯ (σε παρσεςς),
τον Ηλιο (σε Km), την Γή (σε Km) και ένα πρωτόνιο (σε m).

5. Ενα αστέρι έχει την µάζα του Ηλιου και ακτίνα 3 Km πόση είναι η σχετικ-
ιστική διόρθωση στήν επιφάνεια του·

6. Εαν η ¨σταθέρα¨ της ϐαρύτητας G δεν είναι σταθερή αλλά µεταβάλλεται
αργά µε τον χρόνο να δειχθεί ότι η ακτινική απόσταση των πλανητών από
τον Ηλιο µεταβάλλεται ανάλογα του 1/G.

7. Να δειχθεί ότι σε χωρόχρονο χωρίς ϐαρυτικές πηγές οι εξισώσεις Einstein
ανάγονται στην Rµν = 0.

8. Υπολογίστε τον τανυστή του Riemann για το µετρικό τανυστή του Schwarzchild.
Πού έχει ανώµαλα σηµεία·

9. Βρείτε δύο διανύσµατα Killing
α΄) του χωρόχρονου του Schwarzchild
ϐ΄) του χωρόχρονου του Kerr.

10. Υπολογίστε τον τανυστή του Riemann για το χωρόχρονο των Reissner-
Nördström. Επαληθεύστε τις εξισώσεις Einstein στο κενό.

11. Να δειχθεί ότι οι Νευτώνειες εξισώσεις κίνησης ενός σωµατιδίου σε ένα
Νευτώνειο δυναµικό Φ µπορούν να γραφούν σαν γεωδαισιακές εξισώσεις
στον 4-διάστατο χωρόχρονο. Να υπολογισθούν τα σύµβολα Christoffel και ο
τανυστής Riemann και να δειχθεί ότι δεν προέρχονται από καποια µετρική.

12. Εξετάζοντας την σχετική επιτάχυνση µιας οικογένειας από τροχιές σωµατιδί-
ων στην Νευτώνεια ϐαρύτητα και συγκρίνοντας µε το Νεωτώνειο όριο της
εξίσωσης γεωδαισιακής απόκλισης να ϐρεθεί η αντιστοιχία :

Rα0β0 =
∂2Φ

∂xα∂xβ

µεταξύ του Νευτώνειου δυναµικού και του τανυστή Riemann.
13. Ενας στατικός χωρόχρονος παράγεται απο ένα τέλειο ϱευστό. Να δειχθεί

ότι η 4-ταχύτητα του ϱευστού είναι παράλληλη στο διάνυσµα Killing του
χρόνου.

14. Στο χωρόχρονο Schwarschild από τις εξισώσεις των γεωδαισιακών να αποδειχ-
ϑεί η σχέση [

d
dφ

(
1
r
)
]2

+
1
r2

=
B2 − 1

A2
+

2M

A2r
+

2M

r3

όπου A και B τα ολοκληρώµατα στροφορµής και ενέργειας.
15. Να υπολογισθεί η ακτινική συνιστώσα στην οποία το ϕώς ταξιδεύει σε κυκ-

λική τροχιά γύρω από ένα σώµα µάζας M χρησιµοποιώντας
α΄) Νευτώνεια µηχανική
ϐ΄) τη ΓΘΣ.
Να εκφρασθεί το αποτέλεσµα σαν πολλαπλάσιο της ακτίνας Schwarzschild.

16. Να υπολογισθεί η ϐαρυτική µετάθεση προς το ερυθρό για τη γραµµή εκποµ-
πής του ποτάσσιου (7.69.9 nm) που εκπέµπεται από την επιφάνεια του
Ηλιου.
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17. Ψπολογίστε την ακτίνα του ορίζοντα µια µελανής οπής Schwarzchild µε
µάζα 108M¯. Να δειχθεί ότι η ταχύτητα ενός σώµατος κινούµενου στην
µικρότερη ευσταθή τροχιά γύρω από την µελανή οπή είναι c/2. Στην συνέ-
χεια να υπολογισθεί η περίοδος όπως µετρείται από έναν ελευθερα κινού-
µενο τοπικό παρατηρητή και από έναν άλλον που ϐρίσκεται µακριά από τη
µελανή οπή.

18. Ο παρατηρητής Α ϐρίσκεται σε κυκλική τροχιά ακτίνας 25Km γύρω απο
ένα µη περιστρεφόµενο αστέρι νετρονίων µάζας 1.4M¯, και ακτίνας 10km.
Ο παρατηρητής Β ϐρίσκεται πάνω στην επιφάνεια του αστεριού και ο
παρατηρητής Γ στο άπειρο. Ποιά είναι η περίοδος της κυκλικής κίνησης
που µετρά ο κάθε ένας απο τους παρατηρητές για τον παρατηρητή Α·
∆ίνονται : M¯ = 1.989 × 1033gr, G = 6.67 × 10−8cm3/g sec2, c = 3 ×
1010cm/s

19. Ενα ϱολόι ϐρίσκεται σε κυκλική τροχιά γύρω από µια µελανή οπή Schwarzchild
σε απόσταση r = 10M .
α΄) Πόσος χρόνος κυλά µε αυτό το ϱολόι για µια περιφορά·
ϐ΄) Αν στέλνει ένα σήµα σε κάποιο µακρυνό παρατηρητή µετά από κάθε

περιφορά. Τί χρονικό διάστηµα µετράει αυτός ο παρατηρητής για την
περιφορά του ϱολογιού·

γ΄) Ενα τρίτο ϱολόι ϐρίσκεται ακίνητο (χρησιµοποιεί πυραύλους) σε απόσταση
επίσης r = 10M . Πόσος χρόνος κυλά µεταξύ δύο διαδοχικών διελεύσεων
του πρώτου ϱολογιού·

20. Να υπολογισθεί η µετάθεση του περιάστρου για τα διπλά συστήµατα:
α΄) Μάζες M1 = M2 = M¯, απόσταση 107cm και περίοδο 0.0122 sec
ϐ΄) Μάζες M1 = 0.76M¯,M2 = 0.57M¯, απόσταση 1.5 × 1011 ςµ και

περίοδο 8 ώρες (W UMa)
γ΄) Μάζες M1 = 1.07M¯,M2 = 0.041M¯, απόσταση 1.6 × 1010cm και

περίοδο 17 min (AM CVn)
21. Να υπολογισθεί η µετάθεση του περιηλίου της τροχιάς ανα έτος των πλαν-

ητών: Αφροδίτη (1.1×1013cm, 1.9×107sec), Γη (1.5×1013cm, 3.2×107sec),
Αρη (2.3× 1013cm, 5.9× 107sec).

22. ∆είξε ότι στο χωρόχρονο Kerr η γεωδαισιακή που περνά από το ισηµερινό
επίπεδο (θ = π/2) και έχει pθ = 0 (δηλαδή εφάπτεται του επιπέδου σάυτό
το σηµείο) ϑα παραµείνει για πάντα σάυτό το επίπεδο.

23. Ο Ηλιος περιστρέφεται µε περίοδο 25 ηµερών και έχει µάζα M = 2 ×
1033gr και ακτίνα R = 7 × 1010cm. Αν καταρρεύσει ϑα δηµιουργήσει µια
µελανή οπή Kerr µε µάζα M και στροφορµή J . Πόση ϑα είναι η γωνιακή
παράµετρος Kerr, a = J/M σε cm· Πόσος είναι ο λόγος a/M ·

24. Να δείξετε ότι η επιφάνεια του ορίζοντα µιας µελανής οπής Kerr είναι :

A = 4πM(r2
+ + a2).

25. Να ϐρεθεί η σχέση µεταξύ της Mir και της επιφάνειας του ορίζοντα της
µελανής οπής Kerr.
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26. Για τη µελανή οπή Kerr να δειχθεί ότι για σταθερή µάζα M η επιφάνεια του
ορίζοντα γίνεται µέγιστη όταν a = 0 ( Schwarzschild). Αντίθετα για σταθερή
επιφάνεια του ορίζοντα η µάζα γίνεται ελάχιστη όταν a = 0.

27. Να αποδειχθεί ότι :

M2 = M2
ir +

S2

4M2
ir

28. Να ϐρεθούν οι εξισώσεις κίνησης (δηλ. οι εξισώσεις που συνδέουν τα t, r, t)
για σωµατίδιο που πέφτει ακτινικά σε µια µελανή οπή Schwarzschild.
α΄) Αν το σωµατίδιο ξεκινά απο ηρεµία σε απόσταση R.
ϐ΄) Αν το σωµατίδιο ξεκινά απο ηρεµία απο το άπειρο.

29. Ενας παρατηρητής περιγράφει την ακτινική του πτώση σε µια µελανή οπή.
Πριν περάσει τον ορίζοντα Schwarzschild η συχνότητα εκποµπής αρχίζει να
µετατίθεται ϐαρυτικά µε µια χρονική εξάρτηση exp(−t/A). Οπου t ο συντε-
ταγµένος χρόνος. Μήπως από τον υπολογισµό του Α µπορεί να υπολογισθεί
η µάζα της µελανής οπής·

30. Ενας ϕυσικός δορυφόρος µάζας m και ακτίνας R περιστρέφεται σε κυκλική
τροχιά γύρω από ένα πλανήτη µάζας M . Να δειχθεί ότι άν ο δορυφόρος
πλησιάσει τον πλανήτη κοντύτερα από

Rcrit = R(
2M

m
)1/2

τότε ϑα ερχίσουν να αποκολλώνται ϐράχοι από την επιφάνεια του λόγω των
παλιρροιογόνων δυνάµεων. (Η απόσταση rcrit ονοµάζεται οριο Roche).

31. Να υπολογισθεί η παλιρροιογόνος δύναµη που δρά σε ένα αστροναύτη τη
στιγµή που ακουµπούν τα πόδια του τον ορίζοντα µια µελανής οπής µάζας
2× 1033 gr.

32. Εάν κάποιος πέφτει ελεύθερα ακτινικά προς µιά µελανή οπή µάζας 10M¯
ϑα αισθανθεί µια παλλοιριακή δύναµη πάνω του που ϑα τείνει να τον δι-
αµελίσει. Να υπολογισθεί η απόσταση από το κέντρο της µελανης οπής
στη οποία η παλλοιριακή επιτάχυνση ϑα γίνει 400ms−2m−1. Σε αυτή την
απόσταση ο ταξιδιώτης ϑα διαµελισθεί.

33. Να αποδειχθεί ο τύπος της γεωδαισιακής απόκλισης

D2ξµ

Dτ2
= −Rµ

ασβξσ dxα

dτ

dxβ

dτ

34. Εστω µια επιφάνεια f(t, x, y, z) = 0 στον 4-διάστατο χώρο µπορούµε να
ορίζουµε ένα κάθετο ( normal) διάνυσµα στην επιφάνεια το nµ = f,m. Η
επιφάνεια ϑα λέγεται ϕωτοειδής αν nµnµ = 0. Να δειχθεί ότι η επιφάνεια
r − rs = 0 είναι ϕωτοειδής στο χωρόχρονο Schwarzschild. Επίσης ότι οι
επιφάνειες r − r± = 0 είναι ϕωτοειδείς στο χωρόχρονο Kerr.
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2.2 ΒΑΡΥΤΙΚΑ ΚΥΜΑΤΑ

1. Να δειχθεί ότι στην γραµµική ϑεωρία οι συνιστώσες του τανυστή Riemann
είναι :

Rαµβν =
1
2

(hαν,µβ + hµβ,να − hµν,αβ − hαβ,µν)

2. Να ευρεθούν οι εξισώσεις πεδίου της γραµµικής ϑεωρίας.
3. Αν η φµν = Aµν cos(kαxα) είναι µια λύση των εξισώσεων πεδίου της γραµ-

µικής ϑεωρίας να αποδειχθεί ότι το kα είναι ϕωτοειδές διάνυσµα και ότι
είναι κάθετο στον Aµν .

4. Να υπολογισθεί ο τανυστής τετραπολικής ϱοπής ενός οµογενούς σώµατος
που έχει σχήµα ελλειψοειδούς.

5. Να υπολογισθεί ο τανυστής τετραπολικής ϱοπής για ενα Ϲεύγος δύο σωµάτων
µάζας m1 και m2 που ϐρίσκονται σε απόσταση r.


