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1

Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ ΧΩΡΩΝ

1.1 ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ

Το γεωµετρικό υπόβαθρο πάνω στο οποίο στηρίζεται η Γενική Θεωρία της Σχε-

τικότητας είναι η 4-διάστατη πολλαπλότητα. Θα προσπαθήσουµε να δώσουµε

ένα όχι αυστηρά µαθηµατικό ορισµό της πολλαπλότητας ϐασιζόµενοι κυρίως

στις ιδιότητές της.

Μία n-διάστατη πολλαπλότητα, έστω M , είναι ένας χώρος n διαστάσεων για

κάθε σηµείο του οποίου µπορούµε να ορίσουµε µια n-άδα πραγµατικών αριθ-

µών x1, x2, ..., xn (συντεταγµένες) έτσι ώστε να υπάρχει µια αντιστοιχία ένα προς

ένα µεταξύ του κάθε σηµείου της πολλαπλότητητας και της n-άδας που του

αντιστοιχεί. Η πολλαπλότητα δεν καλύπτεται κατ΄ ανάγκην από ένα σύστηµα

συνεταγµένων αλλά ούτε και υπάρχει κάποιο προτιµητέο σύστηµα. Στην πράξη

έχουµε µια συλλογή από συστήµατα συντεταγµένων όπου το καθένα καλύπτει

και µια περιοχή της M . `Οταν δύο συστήµατα συνετεταγµένων επικαλύπτονται

τότε υπάρχουν συστήµατα εξισώσεων που δίνουν τις συντεταγµένες ενός σηµείου

στο ένα σύστηµα ως συνάρτηση των συντεταγµένων για το ίδιο σηµείο από το

άλλο σύστηµα. Αν για παράδειγµα οι συνεταγµένες xµ καλύπτουν µια περιοχή

U και οι συντεταγµένες xµ′

καλύπτουν µια περιοχή U ′ και υπάρχει µια κοινή

περιοχή των δύο περιοχών U και U ′, τότε οι συνιστώσες ενός τυχαίου σηµείου

P της κοινής περιοχής συνδέονται απο εξισώσεις της µορφής

xµ′

= xµ′ (
x1, x2, ..., xn

)
για µ′ = 1, ..., n (1.1)

αλλά και τις αντίστροφες τους

xµ = xµ
(

x1′

, x2′

, ..., xn′
)

για µ = 1, ..., n (1.2)

Αν οι παραπάνω συναρτήσεις είναι διαφορίσιµες δηλαδή υπάρχουν οι µερικές

παράγωγοι

∂xµ′

∂xν
και

∂xν

∂xµ′ (1.3)
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τότε η πολλαπλότητα M ϑα ονοµάζεται διαφορίσιµη πολλαπλότητα. Ο n × n
πίνακας Aµ′

ν = ∂xµ′

/∂xν είναι ο Ιακωβιανός πίνακας του µετασχηµατισµού

(1.1), ενώ ο µετασχηµατισµός (1.2) ορίζει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό, η

ύπαρξη του οποίου εγγυάται ότι ο πίνακας Aµ′

ν είναι αντιστρέψιµος, ή καλύτερα

ότι στην κοινή περιοχή η ορίζουσα det |Aµ′

ν | είναι διάφορη του µηδενός.

M

U

P
x '

U'

x

Σχήµα 1.1.

1.2 ΤΑΝΥΣΤΕΣ

Αν ϑεωρήσουµε µια καµπύλη που διέρχεται από κάποιο σηµείο Α σε ένα χώ-

ϱο (µια πολλαπλότητα) n διαστάσεων. Η καµπύλη αυτή ϑα καθορίζεται από n
συναρτήσεις µιας ϐαθµωτής ποσότητας λ της µορφής

xµ = zµ(λ) . (1.4)

Αν στο σηµείο A αντιστοιχεί η τιµή της παραµέτρου λ τότε σε ένα διπλανό

σηµείο A′ η τιµή της παραµέτρου ϑα είναι λ+dλ. Μπορούµε τώρα να ορίσουµε

ως εφαπτόµενο διάνυσµα vµ στο σηµείο Α το

vµ =
dxµ

dλ
. (1.5)

Το εφαπτόµενο διάνυσµα vµ που ορίζεται από την παραπάνω σχέση είναι ένα

ανταλλοίωτο διάνυσµα.

`Ενας µετασχηµατισµός από το σύστηµα xµ σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγ-

µένων x̃µ ορίζεται από τις n εξισώσεις :
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x̃µ = fµ(xν) µ, ν = 0, 1, ..., n− 1 (1.6)

ενώ ο αντίστροφος του ϑα έιναι :

xµ = gµ(x̃ν ) µ, ν = 0, 1, ..., n− 1 (1.7)

Οι µετσχηµατισµοί αυτοί είναι τότε και µόνον τότε δυνατοί αν οι Ιακωβιανές τους

είναι διάφορες του µηδενός, δηλαδή αν

det |∂x̃
µ

∂xν
| 6= 0 και det |∂x

µ

∂x̃ν
| 6= 0 . (1.8)

`Ενα απειροστό διάνυσµα dxν που ορίζεται σ΄ ένα σύστηµα xµ ϑα µετασχηµατί-

Ϲεται σ΄ ένα άλλο σύστηµα x̃µ ως

dx̃µ =
∑

ν

∂x̃µ

∂xν
dxν =

∑

ν

∂fµ

∂xν
dxν για ν = 0, 1, ..., n− 1 (1.9)

A

v =dx /d
z ( )

Σχήµα 1.2.

`Εστω ότι το ανταλλοίωτο διάνυσµα vµ έχει ορισθεί σε ένα σύστηµα συντεταγ-

µένων xµ, τότε οι συνιστώσες του σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων, έστω το

x̃µ, ϑα δίνονται από µετασχηµατισµούς της µορφής

ṽµ =
dx̃µ

dλ
=
∑

ν

∂x̃µ

∂xν

dxν

dλ
=
∑

ν

∂x̃µ

∂xν
vν (1.10)

τούτο είναι δυνατόν επειδή η παράµετρος λ είναι ϐαθµωτό µέγεθος και κατά

συνέπεια η ποσότητα dλ είναι αµετάβλητη κάτω από µετασχηµατισµούς συντε-

ταγµένων, οπότε προκύπτει η σχέση (1.10).
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Αν δοθεί µια ϐαθµωτή συνάρτηση φ(x) σε ένα σύστηµα συνεταγµένων xµ

τότε οι n µερικοί παράγωγοι ∂φ/∂xµ µετασχηµατίζονται στο νέο σύστηµα συνε-

ταγµένων ως
∂φ

∂x̃µ
=
∑

ν

∂φ

∂xν

∂xν

∂x̃µ
(1.11)

Μια n-αδα ποσοτήτων bµ = {b0, b1, ..., bn−1} που µετασχηµατίζεται όπως οι

µερικοί παράγωγοι µιας ϐαθµωτής συνάρτησης ονοµάζεται συναλλοίωτο διά-

νυσµα. Οι σχέσεις µετασχηµατισµού µε ϐάση την (1.11) είναι :

bµ =
∑

ν

∂xν

∂x̃µ
b̃ν . (1.12)

`Ενα παράδειγµα συναλοιώτου διανύσµατος είναι το grad µιας ϐαθµωτής ποσό-

τητας φ(x). 1 2

Τα ϐαθµωτά µεγέθη και τα διανύσµατα (συναλλοίωτα και ανταλλοίωτα) εί-

ναι ειδικές περιπτώσεις µια ευρύτερης κατηγορίας γεωµετρικών ποσοτήτων που

µετσχηµατίζονται µε ϐάση τους προηγούµενους κανόνες. Αυτές οι ποσότητες

καλούνται τανυστές. Τα ϐαθµωτά µεγέθη είναι τανυστές µηδνικής τάξης ενώ τα

διανύσµατα είναι τανυστές πρώτης τάξης.

Θα ονοµάζουµε ανταλλοίωτο τανυστή 2ης τάξης, σε ένα n-διάστατο χώρο,

την ποσότητα T µν η οποία έχει n2 συνιστώσες και µετασχηµατίζεται ώς

T̃αβ =
∂x̃α

∂xµ

∂x̃β

∂xν
T µν . (1.13)

Κατ΄ ανάλογο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε και τους τανυστές 2ης τάξης Tµν

(συναλλοίωτος) και T µ
ν (µεικτός) που µετασχηµατίζονται ώς

T̃α
β =

∂x̃α

∂xµ

∂xν

∂x̃β
T µ

ν και T̃αβ =
∂xµ

∂x̃α

∂xν

∂x̃β
Tµν (1.14)

Τέλος ϑα ορίζουµε ώς τανύστή τάξης m + k σε ένα χώρο n διαστάσεων µια

ποσότητα που έχει nm+k συνιστώσες και µετασχηµατίζεται ώς

T̃ µ1...µm
ν1...νk

=
∂x̃µ1

∂xα1

...
∂x̃µm

∂xαm

∂xβ1

∂x̃ν1

...
∂xβk

∂x̃νk
Tα1...αm

β1...βk
. (1.15)

Μια χρήσιµη ποσότητα που είναι το δέλτα του Kronecker που ορίζεται ώς

δµ
ν = { 1 µ = ν

0 µ 6= ν
(1.16)

και µετασχηµατίζεται κατά τον ακόλουθο τρόπο :

∑

α

∂x̃µ

∂xα

∂xα

∂x̃ν
= δµ

ν =
∑

α

∂x̃α

∂xν

∂xµ

∂x̃α
. (1.17)

1 Τα συναλλοίωτα διανύσµατα ονοµάζονται και 1-µορφές.
2 Αν τα ανταλλοίωτα διανύσµατα αποτελούν στοιχεία ενός εφαπτόµενου χώρου Tp(M) σε

ένα σηµείο p µιας πολλαπλότηταςM , τα συναλλοίωτα διανύσµατα αποτελούν στοιχεία

του συνεφαπτόµενου ή δυικού χώρου T ∗
p (M).
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ

`Ενα συναλλοίωτο διάνυσµαAµ έχει συνιστώσες (xy, 3y, yz) σε ένα σύστηµα καρ-

τεσιανών συντεταγµένων (x, y, z) = (x1, x2, x3). Να ϐρεθούν οι συναλλοίωτες

συνιστώσες του σε σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ) = (x̃1, x̃2, x̃3).
Απόδειξη

Οι συνιστώσες του διανύσµατος στις καρτεσιανές συντεταγµένες είναι A1 =
xy = x1x2, A2 = 3y = 3x2 και A3 = yz = x2x3 οπότε στο νέο σύστηµα

συντεταγµένων οι συνιστώσες ϑα δίνονται από τη σχέση

Ãk =
∑

j

∂xj

∂x̃k
Aj =

∂x1

∂x̃k
A1 +

∂x2

∂x̃k
A2 +

∂x3

∂x̃k
A3

οπότε στην ουσία απαιτείται ο υπολογισµός των στοιχείων ∂xj/∂x̃k του Ιακωβια-

νού πίνακα του µετασχηµατισµού. Γνωρίζουµε τους τύπους µετασχηµατισµού των

καρτεσιανών σε σφαιρικές συντεταγµένες

x1 = r sin θ cosφ = x̃1 sin x̃2 cos x̃3

x2 = r sin θ sinφ = x̃1 sin x̃2 sin x̃3

x3 = r cos θ = x̃1 cos x̃2

οπότε

Ã1 =
∂x1

∂x̃1
A1 +

∂x2

∂x̃1
A2 +

∂x3

∂x̃1
A3

= sin x̃2 cos x̃3x1x2 + 3 sin x̃2 sin x̃3x2 + cos x̃2x2x3

= (x̃1)3 sin3 x̃2 sin x̃3 cos2 x̃3 + 3x1 sin2 x̃2 sin2 x̃3

+ (x1)2 sin x̃2 cos2 x̃2 sin x̃3 (1.18)

Ã2 =
∂x1

∂x̃2
A1 +

∂x2

∂x̃2
A2 +

∂x3

∂x̃2
A3

= . . . (1.19)

Ã3 =
∂x1

∂x̃3
A1 +

∂x2

∂x̃3
A2 +

∂x3

∂x̃3
A3

= . . . (1.20)

1.2.1 Τανυστική `Αλγεβρα και Συµµετρίες

• Ο γραµµικός συνδυασµός δύο τανυστών τάξης m του ιδίου τύπου και ορι-

σµένων στο ίδιο σηµείο του χώρου είναι ένας τανυστής τάξης m π.χ

Tµν = aRµν + bSµν . (1.21)

• Το τανυστικό γινόµενο δύο τανυστών (πολλαπλασιασµός) τάξης m και n (που

ορίζονται στο ίδιο σηµείο του χώρου) είναι ένας τανυστής τάξης m + n, για

παράδειγµα το τανυστικό γινόµενο δύο διανυσµάτων Aµ και Bν , είναι



6 1 Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ ΧΩΡΩΝ

T µν = AµBν ή T µ
ν = AµBν ή Tµν = AµBν (1.22)

κατ΄ αναλογία το τανυστικό γινόµενο των τανυστών Rκ
µν και Sβ

α έχει ως απο-

τέλεσµα

T κβ
µνα = Rκ

µνS
β
α . (1.23)

• Υπάρχει η δυνατότητα συστολής των δεικτών ενός µεικτού τανυστή που στην

ουσία ελλατώνει την τάξη του τανυστή κατά 2 τάξεις. Για παράδειγµα:

Sα
αν = Sν ή Tαβ

µαν = T β
µν . (1.24)

Για τη µελέτη των συµµετριών των τανυστών είναι χρήσιµο να ϑεωρήσουµε

ένα τανυστή δέυτερης τάξης ως ένα n × n πίνακα. Τότε λέµε ότι ένας τανυστής

Tαβ είναι συµµετρικός σε ένα σύστηµα συντεταγµένων xµ αν

Tαβ = T βα (1.25)

και αντισυµµετρικός αν

Tαβ = −T βα . (1.26)

Αν ένας τανυστής είναι συµµετρικός / αντισυµµετρικός σε ένα σύστηµα συν-

τεταγµένων xµ τότε ϑα είναι συµµετρικός / αντισυµµετρικός σε κάθε σύστηµα

συντεταγµένων. Αντίστοιχα, αν ισχύει Tαβ = Tβα ο συναλλοίωτος τανυστής Tαβ

ϑα λέγεται συµµετρικός, ενώ αν Tαβ = −Tβα ϑα λέγεται αντισυµµετρικός. Για

τους µεικτούς τανυστές T β
α δεν µπορούµε να ορίσουµε την ιδιότητα της συµµε-

τρίας γιατί ενώ ϑα µπορούσε για παράδειγµα να είναι συµµετρικός σε κάποιο

συστηµα συντεταγµένων δεν είναι ϐέβαιο ότι σε ένα άλλο σύστηµα ϑα έχει την

ίδια ιδιότητα. Οι συµµετρικοί τανυστές 2ης τάξης, σε ένα n-διάστατο χώρο, συνι-

ϑίζεται να συµβολίζονται ως T(αβ) καί έχουν n(n+1)/2 ανεξάρτητες συνιστώσες,

ενώ ισχύει

T(αβ) =
1

2
(Tαβ + Tβα) . (1.27)

Οι αντισυµµετρικοί τανυστές σε ένα n-διάστατο χώρο συνιθίζεται να συµβολίζον-

ται ώς T[αβ] καί έχουν n(n− 1)/2 ανεξάρτητες συνιστώσες ενώ ισχύει

T[αβ] =
1

2
(Tαβ − Tβα) . (1.28)

Για τανυστές µεγαλύτερης τάξης ϑα µπορούσαν να είναι συµµετρικοί ή αντισυµ-

µετρικοί ως προς κάποιους δείκτες, π.χ. R[µν][αβ] ή Sα(µν)β , κοκ.

1.2.2 Τανυστικές Πυκνότητες

Η σχέση (1.13) δίνει το µετασχηµατισµό ενός ανταλλοίωτου τανυστή δεύτερης

τάξης. Ο τανυστής T µν ϑα µπορούσε να ιδωθεί και ως ένας n×n πίνακας οπότε

η ποσότητα det |T µν | ϑα είναι η ορίζουσα του και η σχέση µετασχηµατισµού ϑα

γραφεί ως
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det |T̃αβ| = det

∣
∣
∣
∣

∂x̃α

∂xµ

∣
∣
∣
∣
det

∣
∣
∣
∣

∂x̃β

∂xν

∣
∣
∣
∣
det |T µν | . (1.29)

οπότε αν ϑέσουµε det |∂x̃α/∂xµ| = J η παραπάνω σχέση ϑα γραφεί ως

det |T̃αβ| = J 2 det |T µν | . (1.30)

Εποµένως η ορίζουσα ενός ανταλλοίωτου τανυστή 2ης τάξης που µετασχηµατίζε-

ται µε ϐάση την παραπάνω σχέση είναι µια τανυστική πυκνότητα 2ης τάξης. Στη

συνέχεια ϑα συναντήσουµε τις τανυστικές πυκνότητες στη µελέτη του µετρικού

τανυστή.

1.3 ΣΥΝΑΛΛΟΙΩΤΗ ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

Γνωρίζουµε ότι αν σε κάθε σηµείο ενός χώρου αντιστοιχίσουµε ένα διάνυσµα

τότε ορίζουµε ένα διανυσµατικό πεδίο. Κατ΄ αντιστοιχία αν ορίσουµε ένα τανυστή

τάξης m σε ένα χώρο τότε ϑα έχουµε ορίσει ένα τανυστικό πεδίο.

`Εχουµε ορίσει προηγουµένως, εξίσωση (1.11), ότι η παράγωγος ενός ϐαθµω-

τού µεγέθους είναι συνιστώσες ενός συναλλοιώτου διανύσµατος (gradient vec

tor). Αυτή είναι η µόνη περίπτωση στην οποία η παράγωγος ενός τανυστικού

πεδίου είναι τανυστής. Γενικά η παραγώγιση ενός τανυστικού πεδίου δεν ορίζει

ένα νέο τανυστικό πεδίο. Ο λόγος είναι πως το διαφορικό ενός τανυστή dT µν···
κλ···

είναι πρακτικά ίσο µε τη διαφορά τανυστών που ϐρίσκονται σε διαφορετικά

σηµεία του χωρόχρονου. Αλλά σε διαφορετικά σηµεία οι τανυστές µετασχηµα-

τίζονται µε διαφορετικό τρόπο γιατι οι συντελεστές του µετασχηµατισµού είναι

συναρτήσεις της ϑέσης.

Το ερώτηµα που τίθεται είναι κατά ποιό τρόπο είναι δυνατός ο ορισµός ενός

νέου τανυστικού πεδίου από την παραγώγιση ενός αρχικού, αν υποθέσουµε ότι

οι συνιστώσες του αρχικού τανυστή είναι συνεχείς και διαφορίσιµες συναρτήσεις.

Η εξίσωση (1.11) ορίζει πως η µερική παράγωγος (grad) ενός ϐαθµωτού

πεδίου φ = φ(xα) (τανυστής µηδενικής τάξης) οδηγεί σε τανυστικό πεδίο πρώτης

τάξης (διάνυσµα) δηλαδή

∂φ

∂xα
=
∂x̃λ

∂xα

∂φ

∂x̃λ
(1.31)

Ας ϑεωρήσουµε τη µερική παράγωγο ενός ανταλλοιώτου διανυσµατικού πε-

δίου, έστω Aλ(xµ), και συµβολίσουµε την µερική παράγωγο του ως

∂Aλ

∂xκ
≡ Aλ

,κ (1.32)

τότε ο µετασχηµατισµός του Aλ
,κ σε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων έστω x̃κ

οδηγεί στη σχέση

Aµ
,α ≡ ∂Aµ

∂xα
=

∂

∂xα

(
∂xµ

∂x̃ν
Ãν

)

=
∂x̃ρ

∂xα

∂

∂x̃ρ

(
∂xµ

∂x̃ν
Ãν

)

=
∂2xµ

∂x̃ν∂x̃ρ

∂x̃ρ

∂xα
Ãν +

∂xµ

∂x̃ν

∂x̃ρ

∂xα

∂Ãν

∂x̃ρ
(1.33)
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Προφανώς αν ο πρώτος όρος της παραπάνω σχέσης ήταν µηδέν ϑα µπορούσαµε

να ισχυρισθούµε ότι η µερική παραγώγιση ενός διανύσµατος οδηγεί στην δη-

µιουργία ενός τανυστή δεύτερης τάξης. ∆υστυχώς, αυτό δεν είναι γενικά δυνατό,

δηλαδή είναι δυνατόν σε κάποιο ειδικό σύστηµα συντεταγµένων να µηδενίζε-

ται ο συγκεκριµένος όρος αλλά σε ένα τυχαίο σύστηµα ο όρος αυτός ϑα είναι

διάφορος του µηδενός. Εποµένως, στη γενική περίπτωση ϑα ισχύει ότι :

Aµ
,α =

∂xµ

∂x̃ν

∂x̃ρ

∂xα
(Ãν

,ρ +
∂2xκ

∂x̃σ∂x̃ρ

∂xν

∂x̃κ
︸ ︷︷ ︸

γ̃ν
σρ

Ãσ) (1.34)

Αν επαναλάβω την ίδια διαδικασία για µετασχηµατισµό της µερικής παραγώ-

γου του διανύσµατος Aµ και ϑεωρήσω ένα µετασχηµατισµό από το σύστηµα

συντεταγµένων xµ σε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων x′µ τότε ϑα έχω τον εξής

µετασχηµατισµό

Aµ
,α =

∂xµ

∂x′ν
∂x′ρ

∂xα

(
A′ν

,ρ + γ′νσρA
′σ
)
. (1.35)

Παρατηρούµε εποµένως ότι οι ποσότητες γ′νσρ είναι αναγκαίες για το µετασχηµα-

τισµό της µερικής παραγώγου. Αν Ϲητούσαµε το µετσχηµατισµό από το σύστηµα

συντεταγµένων x̃µ στο x′µ (και εξαλείφαµε πλήρως τους όρους που σχετίζονται

µε το σύστηµα συντεταγµένων xµ) τότε ϑα είχαµε µια σχέση της µορφής

Ãµ
,α + Γ̃µ

αλÃ
λ =

∂x̃µ

∂x′ν
∂x′ρ

∂x̃α

(
A′ν

,ρ + Γ ′ν
σρA

′σ
)
. (1.36)

όπου οι ποσότητες Γ̃µ
αλ προέκυψαν κατά τη διάρκεια του µετασχηµατισµού

x̃µ → x′µ και ονοµάζονται συνδέσεις. Για να καταλήξουµε στην παραπάνω σχέση

χρησιµοποιήσαµε µετασχηµατισµούς της µορφής :

∂2xµ

∂x′ν∂x′ρ
=
∂xµ

∂x′λ
Γ ′λ

ρν − ∂xκ

∂x′ρ
∂xλ

∂x′ν
Γµ

κλ (1.37)

που οδηγούν στη σχέση

Γ ′λ
ρν =

∂2xµ

∂x′ν∂x′ρ
∂x′λ

∂xµ
+
∂xκ

∂x′ρ
∂xσ

∂x′ν
∂x′λ

∂xµ
Γµ

κσ . (1.38)

Η παραπάνω σχέση οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι συνδέσεις δεν είναι τανυ-

στές, αλλά ποσότητες που ορίζονται σε κάθε σηµείο του χώρου και µέσω αυτών

γίνεται δυνατή ο ορισµός µιας αναλλοίωτης µορφής παραγώγισης την οποία

ονοµάζουµε συναλλοίωτη παράγωγο. Ως συναλλοίωτη παράγωγο ενός ανταλ-

λοιώτου διανύσµατος Aµ ορίζουµε τον τανυστή δεύτερης τάξης που δίνεται από

την παρακάτω σχέση

Aµ
;α = Aµ

,α + Γµ
αλA

λ (1.39)
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1.3.1 Κανόνες της συναλλοίωτης παραγώγισης

• Για ϐαθµωτό µέγεθος

φ;λ = φ,λ (1.40)

• Για διανύσµατα:

aλ;µ = aλ,µ − Γ ρ
µλaρ (1.41)

aλ
;µ = aλ

,µ + Γ λ
ρµa

ρ (1.42)

• Για τανυστές :

T λµ
;ν = T λµ

,ν + Γ λ
ανT

αµ + Γµ
ανT

λα (1.43)

T λ
µ;ν = T λ

µ,ν + Γ λ
ανT

α
µ − Γα

µνT
λ

α (1.44)

Tλµ;ν = Tλµ,ν − Γα
λνTµα − Γα

µνTλα (1.45)

T λµ···
νρ··· ;σ = T λµ···

νρ··· ,σ

+ Γ λ
ασT

αµ···
νρ··· + Γµ

ασT
λα···

νρ··· + · · ·
− Γα

νσT
λµ···

αρ··· − Γα
ρσT

λµ···
να··· − · · · (1.46)

Ενώ τέλος ϑα πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι και στη συναλλοίωτη παραγώγιση

ισχύει ο κανόνας του Leibnitz

(

Aαβ···
γδ··· B

λµ···
νρ···

)

;σ
= Aαβ···

γδ··· ;σ
Bλµ···

νρ··· +Aαβ···
γδ··· B

λµ···
νρ··· ;σ

(1.47)

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να αποδειχθεί ο τύπος της συναλλοίωτης διαφόρισης ενός ανταλλοιώτου τα-

νυστή 2ης τάξης.

Απόδειξη

`Εστω ο ανταλλοίωτος τανυστής 2ης τάξης T λµ. Το τανυστικό του γινόµενο

µε δύο συναλλοίωτα διανύσµατα aλ και bµ δίνει ένα ϐαθµωτό µέγεθος Φ,

δηλαδή T λµaλbµ = Φ. Για τα ϐαθµωτά όµως µεγέθη ισχύει ότι η µερική και

η συναλλοίωτη παράγωγος ταυτίζονται άρα

(
T λµaλbµ

)

;ν
=
(
T λµaλbµ

)

,ν

οπότε µε χρήση του κανόνα του Leibnitz λαµβάνουµε

T λµ
;νaλbµ + T λµ (aλ;νbµ + aλbµ;ν) = T λµ

,νaλbµ + T λµ (aλ,νbµ + aλbµ,ν)

οπότε αντικαθιστώντας τις συναλλοιώτους παραγώγους των aλ;ν και bµ;ν από

τις σχέσεις (1.41) και (1.42) καταλήγουµε στη σχέση

(
T λµ

;ν − T λµ
,ν − Γ λ

ανT
αµ − Γµ

ανT
λα
)
aλbµ = 0
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και επειδή τα διανύσµατα aλ και bµ είναι τυχαία και µπορούν να επιλεγούν

να είναι µή-µηδενικά ϑα ισχύει :

T λµ
;ν = T λµ

,ν + Γ λ
ανT

αµ + Γµ
ανT

λα .

2. Να ϐρεθεί η συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστή Kronecker.

Απόδειξη

Είναι :

δλ
µ;ν = δλ

µ,ν + Γ λ
ανδ

α
µ − Γα

µνδ
λ
α = 0

διότι

δλ
µ,ν = 0 και Γ λ

ανδ
α
µ = Γα

µν = Γα
µνδ

λ
α

3. Να αποδειχθεί ότι οι πράξεις συστολής των δεικτών και της συναλλοίωτης

διαφόρισης αντιµετατίθενται.

Απόδειξη

Η συναλλοίωτη παράγωγος ενός τανυστή 3ης τάξης είναι :

T µν
κ;λ = T µν

κ,λ + Γµ
αλT

αν
κ + Γ ν

αλT
µα
κ − Γα

κλT
µν
α

κάνοντας συστολή στους δείκτες µ και κ η παραπάνω σχέση γράφεται

T µν
µ;λ = T µν

µ,λ + Γµ
αλT

αν
µ + Γ ν

αλT
µα
µ − Γα

µλT
µν
α = T µν

µ,λ + Γ ν
αλT

µα
µ

δηλαδή τελικά

T ν
;λ = T ν

,λ + Γ ν
αλT

α .

Αν τώρα προηγηθεί η συστολή ϑα λάβουµε

T µν
µ;λ = T ν

;λ = T ν
,λ + Γ ν

αλT
α

οεδ.

1.4 ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑ

`Εστω ένα διανυσµατικό πεδίο aµ ϑα συµβολίσουµε µε aµ(P ) το διάνυσµα στη

ϑέση P και µε aµ(P ′) αυτό που ϐρίσκεται στη ϑέση P ′, όπου τα P και P ′

απέχουν κατά dxµ. Τότε µπορούµε να ορίσουµε την ποσότητα

δ(1)aµ = aµ(P ′) − aµ(P ) = aµ(P ) + aµ,νdx
ν − aµ(P ) = aµ,νdx

ν (1.48)

η οποία όµως δεν είναι διάνυσµα (ή γενικώτερα τανυστής) γιατί η διαφορά δύο

διανυσµάτων (ή τανυστών) είναι τανυστής µόνο αν ορίζονται στο αυτό σηµείο. Αυτό

εξηγεί και το ότι ο aµ,ν δεν είναι τανυστής.

Σκόπος µας είναι να κατασκευάσουµε ένα νέο διάνυσµα στο σηµείο P ′ το

οποίο να µπορεί να ϑεωρηθεί ώς ‘ ισοδύναµο ’ του διανύσµατος aµ που ορίζεται
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a (P')

a + a

a (P)P

P'

dxv

Σχήµα 1.3.

στο P . Προς τούτο ϑα χρησιµοποιήσουµε τη σύνδεση ώστε να δηµιουργήσουµε

µια µέθοδο εύρεσης του ‘ ισοδυνάµου ’ διανύσµατος του aµ σε ένα γειτονικό

σηµείο. Με αυτό τον τρόπο ϑα γίνει δυνατόν τανυστικές εξισώσεις που ορίζονται

σε κάποιο σηµείο P να ισχύουν και σε ένα κοντινό σηµείο P ′.

`Εστω λοιπόν ότι το Ϲητούµενο διάνυσµα είναι το Aµ(P ′) = aµ(P )+ δaµ τότε

ϑα έχουµε

aµ(P ′) −Aµ(P ′)
︸ ︷︷ ︸

διάνυσµα

= aµ + δ(1)aµ
︸ ︷︷ ︸

στο σηµείο P

− (aµ + δaµ)
︸ ︷︷ ︸

στο σηµείο P

= δ(1)aµ − δaµ
︸ ︷︷ ︸

διάνυσµα

= aµ,νdx
ν − δaµ

︸ ︷︷ ︸

διάνυσµα

. (1.49)

Η ποσότητα δaµ είναι ανάλογη (προφανώς) του dxν και του αρχικού διανύσµατος

aµ(P ), άρα ϑα είναι της µορφής

δaµ = Cλ
µνaλdx

ν . (1.50)

όπου Cλ
µν µια ποσότητα που δεν είναι υποχρεωτικά τανυστής. Αν τώρα αντικα-

ταστήσουµε την παραπάνω µορφή του δaµ στη σχέση (1.49) καταλήγουµε στη

σχέση

aµ,νdx
ν − δaµ =

(
aµ,ν − Cλ

µνaλ

)
dxν (1.51)

Επειδή το αριστερό µέλος της παραπάνω σχέσης είναι διάνυσµα ϑα πρέπει και

το δεξιό µέρος να είναι διάνυσµα ή καλύτερα ο όρος εντός της παρένθεσης να

είναι τανυστής. Προφανώς, τα aµ,ν και Cλ
µν δεν είναι τανυστές, υπάρχει όµως η

δυνατότητα να είναι η ποσότητα aµ,ν − Cλ
µνaλ τανυστής αν Cλ

µν = Γ λ
µν δηλαδή

αν είναι σύνδεση του χώρου οπότε η ποσότητα εντός της παρενθέσεως γίνεται
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η συναλλοίωτη παράγωγος του διανύσµατος aµ που δείξαµε στο προηγούµενο

κεφάλαιο ότι είναι τανυστής. `Αρα αν ένα διάνυσµα που ορίζεται στο σηµείο P
το µεταφέρω παράλληλα σε ένα κοντινό σηµείο P ′ η µεταβολή που ϑα υποστεί

ϑα υπολογίζεται από τη σχέση

δaµ = Γ λ
µνaλdx

ν . (1.52)

Κατ΄ ανάλογο τρόπο µπορεί να δειχθεί ότι κατά την παράλληλη µεταφορά ενός

ανταλλοιώτου διανύσµατος η µεταβολή ϑα δίνεται από τη σχέση

δaµ = −Γµ
λνa

λdxν . (1.53)

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Θα εξετάσουµε την µεταβολή που υφίσταται ένα διάνυσµα κατά την παράλληλη

µεταφορά του κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης. Στην προκειµένη περίπτωση

κατά τη µεταφορά του κατά µήκος ενός παραληλογράµµου µε πλευρές dxλ και

δxλ.

Η παράλληλη µεταφορά του διανύσµατος aλ από το σηµείο P στο σηµείοA ϑα

έχει ως συνέπεια την µεταβολή του διανύσµατος κατά µία ποσότητα Γ λ
µν(P )aµdxν

δηλαδή το νέο διάνυσµα ϑα είναι

aλ(A) = aλ(P ) − Γ λ
µν(P )aµdxν (1.54)

Η περαιτέρω µεταφορά του διανύσµατος στο σηµείο B ϑα δώσει το διάνυσµα

aλ(B) = aλ(A) − Γ λ
ρσ(A)aρ(A)δxσ

= aλ(P ) − Γ λ
µν(P )aµdxν − Γ λ

ρσ(A)
[

aρ(P ) − Γ ρ
βν(P )aβdxν

]

δxσ(1.55)

Επειδή όµως οι ποσότητες dxν και δxν είναι µικρές µπορούµε προσεγγιστικά να

χρησιµοποιήσουµε την αντικατάσταση

Γ λ
ρσ(A) ≈ Γ λ

ρσ(P ) + Γ λ
ρσ,µ(P )dxµ . (1.56)

Με αυτή την αντικατάσταση περιγράφουµε τη συνολική µεταβολή που υφίσταται

το διάνυσµα aλ κατά τη µεταφορά του από το σηµείο P στο A και στη συνέχεια

στο B σαν συνάρτηση µόνο ποσοτήτων ορισµένων στο αρχικό σηµείο P . Οπότε το

διάνυσµα στο τέλος της διαδροµής ϑα δίνεται από τη σχέση

aλ(B) = aλ − Γ λ
µνa

µdxν − Γ λ
ρσa

ρδxσ + Γ λ
ρσΓ

ρ
βνa

βdxνδxβ + Γ λ
ρσ,τa

ρdxτ δxσ

− Γ λ
ρσ,τΓ

ρ
βνa

βdxτdxνδxσ (1.57)

όπου όλοι οι όροι στο δεξιό µέλος της εξίσωσης ορίζονται στο αρχικό σηµείο P .

Ο τελευταίος όρος στην παραπάνω σχέση είναι γινόµενο τριών απειροστά µικρών
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ποσοτήτων και ως εκ τούτου σηµαντικά µικρότερος από τους υπόλοιπους όρους

και µπορεί να παραλειφθεί.

Αντί να συνεχίσουµε τη µεταφορά του διανύσµατος aλ στο σηµείο C και στη

συνέχεια στο σηµείο P ώστε να υπολογίσουµε τη συνολική µεταβολή του, µπο-

ϱούµε εναλλακτικά να µεταφέρουµε το διάνυσµα aλ ακολουθώντας τη διαδροµή

P → C → B και να αθροίσουµε τις µεταβολές που έχει υποστεί κατά τη διάρκεια

των δύο διαδροµών που ακολούθησε.

x

dx

a (B)

a (B)

a (C)

a (A)a (P)
P A

BC

Σχήµα 1.4. Σχηµατική παράσταση της διαδροµής που ακολουθεί το διάνυσµα aλ.

Αυτή η τελευταία πράξη είναι σχετικά απλή διότι για να υπολογίσουµε το

διάνυσµα που ϑα προκύψει ακολουθώντας την διαδροµή P → C → B αρκεί να

εναλλάξουµε στη σχέση (1.57) όπου dxν µε δxν και αντίστροφα όπου δxν µε dxν

άρα το νέο διάνυσµα aλ ϑα είναι

aλ(B) = aλ − Γ λ
µνa

µδxν − Γ λ
ρσa

ρdxσ + Γ λ
ρσΓ

ρ
βνa

βδxνdxβ + Γ λ
ρσ,τa

ρδxτdxσ

(1.58)

Σχετικά εύκολα διαπιστώνουµε ότι

δaλ ≡ aλ(B) − aλ(B) = aβ (dxνδxσ − dxσδxν)
(

Γ λ
ρσΓ

ρ
βν + Γ λ

βσ,ν

)

(1.59)

ενώ εναλλάσσοντας κατάλληλα τους δείκτες χρησιµοποιώντας τις αντικαταστά-

σεις ν → σ και σ → ν δηµιουργούµε µια παρόµοια σχέση, δηλαδή

δaλ = aβ (dxσδxν − dxνδxσ)
(

Γ λ
ρνΓ

ρ
βσ + Γ λ

βν,σ

)

(1.60)

Οπότε προσθέτωντας τις δύο τελευταίες σχέσεις λαµβάνουµε ότι η συνολική µετα-

ϐολή που υπέστη το διάνυσµα κατά την περιφορά του είναι

δaλ = −1

2
aβRλ

βνσ (dxσδxν − dxνδxσ) (1.61)
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όπου

Rλ
βνσ = −Γ λ

βν,σ + Γ λ
βσ,ν − Γµ

βνΓ
λ
µσ + Γµ

βσΓ
λ
µν (1.62)

Ο τανυστής Rλ
βνσ είναι γνωστός ως τανυστής Riemann εκφράζει την καµπυ-

λότητα του χώρου και ϑα µελετηθεί διεξοδικά στη συνέχεια.

1.5 Ο ΜΕΤΡΙΚΟΣ ΤΑΝΥΣΤΗΣ

Μια γεωµετρική ποσότητα που χαρακτηρίζει ένα χώρο είναι η απόσταση δύο

σηµείων και οι χώροι στους οποίους έχει καθορισθεί ένας τρόπος µέτρησης

αποστάσεων λέγονται µετρικοί χώροι.

Ο 3-διάστατος Ευκλείδιος χώρος, στον οποίο η απόσταση δύο σηµείων δίδε-

ται από το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα,

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (1.63)

είναι µια χαρακτηριστική περίπτωση µετρικού χώρου. Ο 4-διάστατος χώρος

Minkowski (χωρόχρονος)

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (1.64)

είναι µια άλλη περίπτωση µετρικού χώρου. Αν στον Ευκλείδιο χώρο ονοµάσουµε

τις καρτεσιανές συντεταγµένες ως x = x1, y = x2 και z = x3 τότε η σχέση (1.63)

ϑα γραφεί ως :

ds2 =
(
dx1
)2

+
(
dx2
)2

+
(
dx3
)2

(1.65)

σε ένα άλλο, τυχαίο, σύστηµα αναφοράς, έστω x̃µ = fµ(xν), η απόσταση δύο

σηµείων προφανώς ϑα παραµένει η ίδια αλλά ϑα περιγράφεται από µια δια-

ϕορετική σχέση. Για παράδειγµα η στοιχειώδης απόσταση dxν ϑα µεταβληθεί

ως

dxν =
∑

α

∂xν

∂x̃α
dx̃α (1.66)

οπότε η αντικατάσταση στη σχέση (1.65) ϑα οδηγήσει σε µια πολύ πιο σύνθετη

γραφή της απόστασης ds2 όπου πέραν των όρων της µορφής
(
dx̃i
)2

ϑα υπάρχουν

και µεικτοί όροι της µορφής dx̃idx̃j . Οπότε η πλέον γενική γραφή ϑα είναι

ds2 = g̃µνdx̃
µdx̃ν = gαβdx

αdxβ . (1.67)

Αν στην παραπάνω σχέση αντικαταστήσουµε τα dxµ από τις σχέσεις (1.66) κα-

ταλήγουµε ότι :

g̃µν =
∂xα

∂x̃µ

∂xβ

∂x̃ν
gαβ (1.68)

∆ηλαδή, ο gµν είναι ένας τανυστής δεύτερης τάξης που τον ονοµάζουµε µετρικό

τανυστή. Ο µετρικός τανυστής είναι συµµετρικός και τούτο διότι στη σχέση (1.67)
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η σειρά µε την οποία χρησιµοποιούµε τα dxµ, dxν δεν επηρεάζει το τελικό

αποτέλεσµα.

Στην προηγούµενη ενότητα ορίσαµε ότι ένας τανυστής δεύτερης τάξης, T µ
ν

µπορεί να ϑεωρηθεί ότι δηµιουργείται από το τανυστικό γινόµενο δύο διανυσµά-

των Aµ και Bν , σχέση (1.22). Και αν εφαρµόσουµε συστολή στους δύο δείκτες

AµBµ = T µ
µ = T (1.69)

διαπιστώνουµε ότι το τελικό αποτέλεσµα είναι ένα ϐαθµωτό µέγεθος (στην ουσία

έχουµε ένα γενικευµένο ορισµό του εσωτερικού γινοµένου). Μια προσεκτικό-

τερη παρατήρηση της σχέσης (1.67) οδηγεί στη διαπίστωση ότι εφόσον το dxβ

είναι ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα ο µόνος τρόπος για να αληθεύει αυτό, είναι η

ποσότητα gαβdx
α να αποτελεί συναλλοίωτο διάνυσµα. `Αρα διαπιστώνουµε ότι

όταν µετρικός τανυστής δρα πάνω σ΄ ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα (εδώ το dxα) το

µετατρέπει σε συναλλοίωτο. ∆ηλαδή, ο µετρικός τανυστής έχει τη δυνατότητα να

κατεβάζει τους δείκτες π.χ.

gµνA
µ = Aν , gµνT

µα = Tα
ν , gµνT

µ
α = Tαν , gµνgασT

µα = Tασ (1.70)

Μπορούµε να ορίσουµε και την ανταλλοίωτη µορφή του µετρικού τανυστή,

δηλαδή τον τανυστή gαβ ούτως ώστε να ισχύει

gµαg
αβ = δβ

µ (1.71)

η εύρεση του οποίου (των συνιστωσών του) απαιτεί τη λύση ενός γραµµικού

συστήµατος που στη συγκεκριµένη περίπτωση επιλύεται σχετικά εύκολα από τη

σχέση

gαβ =
1

det |gµν |
Gαβ (1.72)

όπου Gαβ είναι ο προσαρτηµένος πίνακας και det |gµν | η ορίζουσα του µε-

τρικού τανυστή. Ο προσαρτηµένος πίνακας Gαβ είναι η ορίζουσα του πίνακα

που παίρνουµε παραλείποντας την α γραµµή και την β στήλη και ϑέτωντας το

πρόσηµο ως (−1)α+β . Για παράδειγµα ο G23 για µετρικό τανυστή σε ένα χώρο

3-διαστάσεων είναι :

G23 = (−1)2+3

∣
∣
∣
∣

g11 g12
g31 g32

∣
∣
∣
∣
. (1.73)

Στη συνέχεια παραθέτουµε µερικούς τυπικούς µετρικούς τανυστές :

• Η µετρική του χώρου Minkowski σε κυλινδικές και σφαιρικές συνεταγµένες

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dφ2 + dz2 (1.74)

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (1.75)

• Η µετρική µιας σφαίρας ακτίνας R είναι :

ds2 = R2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(1.76)
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• Η µετρική του torus µε ακτίνες a και b

ds2 = a2dφ2 + (b+ a sinφ)
2
dθ2 (1.77)

Τέλος η γωνία ψ δύο στοιχειωδών διανυσµάτων d(1)xα και d(2)xα δίνεται, σε

αναλογία µε την Ευκλείδια γεωµετρία, από τη σχέση:

cos(ψ) =
gαβd

(1)xαd(2)xβ

√

gρσd(1)xρd(1)xσ
√

gµνd(2)xµd(2)xν
. (1.78)

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να υπολογισθεί ο µετρικός τανυστής του Ευκλείδειου χώρου σε κυλινδρικές

συντεταγµένες.

Απόδειξη

Η µετρική του Ευκλείδειου χώρου σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2, ενώ ο µετασχηµατισµός από καρτεσιανές σε πολικές

συντεταγµένες είναι x = ρ cosφ, y = ρ sinφ και z = z. Οπότε

dx = −ρ sinφdφ + cosφdρ

dy = ρ cosφdφ + sinφdρ

dz = dz

και ο µετρικός τανυστής στο νέο σύστηµα συντεταγµένων γράφεται ως

ds2 = ρ2 sin2 φdφ2 + cos2 φdρ2 − 2ρ sinφ cosφdφdρ

+ ρ2 cos2 φdφ2 + sin2 φdρ2 + 2ρ sinφ cosφdφdρ

+ dz2

= dρ2 + ρ2dφ2 + dz2 (1.79)

2. Να ϐρεθεί ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής του Ευκλείδειου χώρου σε σφαι-

ϱικές συντεταγµένες

Απόδειξη

Ο µετρικός τανυστής είναι :

gµν =





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ



 (1.80)

και η ορίζουσα είναι g = r2 sin2 θ. Οπότε οι συνιστώσες του προσαρτηµένου

πίνακα είναι G11 = r4 sin2 θ, G22 = r2 sin2 θ και G33 = r2 ενώ τα Gij = 0
για i 6= j. Εποµένως οι συνιστώσες του ανταλλοίωτου µετρικού τανυστή είναι :

g11 =
G11

r4 sin2 θ
= 1, g22 =

G22

r4 sin2 θ
=

1

r2
,

g33 =
G33

r4 sin2 θ
=

1

r2 sin2 θ
, gij = 0 για i 6= j
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Αρα

gµν =





1 0 0
0 1

r2 0
0 0 1

r2 sin2 θ



 (1.81)

3. Να υπολογισθεί ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής της µετρικής

ds2 = 5dx2 + 3dy2 + 4dz2 − 6dxdy + 4dxdz

Λύση

Ο µετρικός τανυστής (συναλλοίωτος) της παραπάνω µετρικής είναι :

gµν =





5 −3 2
−3 3 0
2 0 4



 (1.82)

και η ορίζουσα του είναι g = 12 ενώ οι συνιστώσες του προσαρτηµένου πίνακα

είναι : G11 = 12, G12 = 12, G13 = −6, G21 = 14, G22 = 16, G23 = 6,

G31 = −6 και G32 = 6 οπότε ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής είναι :

gµν =





1 1 −1/2
7/6 4/3 1/2
−1/2 1/2 2



 . (1.83)

1.5.1 Η ορίζουσα του µετρικού τανυστή

Στον υπολογισµό του ανταλλοιώτου µετρικού τανυστή gαβ χρησιµοποιήσαµε την

ορίζουσα του gµν , την οποία ϑα συµβολίζουµε µε g, δηλαδή

g ≡ det |gµν | (1.84)

Με ϐάση όσα προαναφέραµε στο κεφάλαιο 1.2.2 η ορίζουσα του µετρικού τα-

νυστή είναι τανυστική πυκνότητα ϐάρους 2. Αυτό εύκολα αποδεικνύεται από το

µετασχηµατισµό της ορίζουσας του µετρικού τανυστή από ένα σύστηµα συντε-

ταγµένων x̃µ σ΄ ένα άλλο xµ, δηλαδή

g̃ = det g̃µν = det

(

gαβ
∂xα

∂x̃µ

∂xβ

∂x̃ν

)

= det gαβ · det

(
∂xα

∂x̃µ

)

· det

(
∂xβ

∂x̃ν

)

=

(

det
∂xα

∂x̃µ

)2

g = J 2g (1.85)

όπου J είναι η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού.

Η προηγούµενη σχέση µπορεί να γραφεί και στη µορφή

√

|g̃| = J
√

|g| (1.86)

δηλαδή η ποσότητα
√

|g| είναι ϐαθµωτή πυκνότητα ϐάρους 1.
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a (P')

a (P)P

P'

dx

Σχήµα 1.5.

1.6 ΤΑ ΣΥΜΒΟΛΑ CHRISTOFELL

Οι συνδέσεις σε ένα τυχαίο χώρο (µια πολλαπλότητα) στον οποίο δεν είχε ορι-

σθεί ο µετρικός τανυστής χρησιµοποιήθηκαν για να ορίσουµε την παράλληλη

µεταφορά ενός διανύσµατος. Η παράλληλη µεταφορά εξασφάλιζε ότι το µέτρο

ενός τυχαίου διανύσµατος aλ δεν µεταβαλλόταν κατά τη µεταφορά του από ένα

σηµείο P σε ένα σηµείο P ′, Σχήµα 1.5. ∆ηλαδή

|a|2P = |a|2P ′ ή gµν(P )aµ(P )aν(P ) = gµν(P ′)aµ(P ′)aν(P ′) (1.87)

αλλά επειδή τα σηµεία P και P ′ απέχουν dxρ ϑα ισχύει προσεγγιστικά

gµν(P ′) ≈ gµν(P ) + gµν,ρ(P )dxρ (1.88)

aµ(P ′) ≈ aµ(P ) − Γµ
σρ(P )aσ(P )dxρ (1.89)

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω δύο σχέσεις στην εξίσωση (1.87) καταλήγουµε

εύκολα στη σχέση

(
gµν,ρ − gµσΓ

σ
νρ − gσνΓ

σ
µρ

)
aµaνdxρ = 0 (1.90)

επειδή όµως η επιλογή του διανύσµατος aλ αλλά και της στοιχειώδους µετατό-

πισης dxρ ήταν τυχαία ϑα ισχύει ότι :

gµν,ρ − gµσΓ
σ
νρ − gσνΓ

σ
µρ = 0 . (1.91)

Η σχέση αυτή είναι εξαιρετικά σηµαντική. Κατ΄ αρχάς εύκολα διαπιστώνουµε ότι

ταυτίζεται µε τη συναλλοίωτη παράγωγο του µετρικού τανυστή οπότε

gµν;ρ = 0 (1.92)
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δηλαδή, η συναλλοίωτη παράγωγος του µετρικού τανυστή είναι µηδέν

(Λήµµα Ricci).

Επιπλέον, από την εξίσωση (1.91) µπορούν να υπολογισθούν οι συνιστώσες

των συνδέσεων Γ σ
µρ αν δοθεί ο µετρικός τανυστής gµν . Για τον πλήρη καθορισµό

των συνιστωσών της σύνδεσης Γ σ
µρ σε ένα χώρο n-διαστάσεων απαιτούνται n3

εξισώσεις, η εξίσωση (1.91) κατ΄ αρχάς παρέχει αυτή τη δυνατότητα, αλλά µια

προσεκτικότερη µελέτη δείχνει ότι η εξίσωση (1.91) είναι συµµετρική ως προς

τους δείκτες µ, ν, οπότε υπάρχουν µόνο n·n(n+1)/2 γραµµικά ανεξάρτητες εξι-

σώσεις που σηµαίνει ότι για να υπολογίσουµε µε µοναδικό τρόπο τις συνιστώσες

των συνδέσεων αυτές ϑα πρέπει να είναι συµµετρικές. ∆ηλαδή, οι συνδέσεις

στους χώρους Riemann είναι συµµετρικές.

Αν στη σχέση (1.91) εναλλάξουµε τους δείκτες ώστε να γραφεί ως

gνρ,µ − gνσΓ
σ
ρµ − gσρΓ

σ
νµ = 0 (1.93)

τότε συνεχίζοντας την εναλλαγή δηµιουργούµε τη σχέση

gρµ,ν − gρσΓ
σ
µν − gσµΓ

σ
ρµ = 0 . (1.94)

Αν τώρα προσθέσουµε τις σχέσεις (1.91) και (1.93) και αφαιρέσουµε τη σχέση

(1.94) ϐρίσκουµε ότι

gµν,ρ + gνρ,µ − gρµ,ν = 2gσνΓ
σ
µρ (1.95)

οπότε πολλαπλασιάζοντας µε gαν καταλήγουµε στη σχέση:

Γα
µρ =

1

2
gαν (gµν,ρ + gνρ,µ − gρµ,ν) . (1.96)

Η παραπάνω σχέση καθορίζει µε µοναδικό τρόπο τις συνδέσεις (συµµετρικές)

του χώρου Riemann που ονοµάζονται σύµβολα Christoffel.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

1. Να υπολογισθούν τα σύµβολα Christoffel για τη µετρική της σφαίρας

ds2 = R2dθ2 +R2 sin2 θdφ2

Λύση

Τα µόνα µη µηδενικά σύµβολα Christoffel είναι :

Γ 1
22 = − sin θ cos θ και Γ 2

12 = cot θ . (1.97)

2. Να υπολογισθούν τα σύµβολα Christoffel για τη µετρική της σφαίρας

ds2 = dv2 + [u2 − v2]du2

Λύση

Τα µόνα µη µηδενικά σύµβολα Christoffel είναι :

Γ 1
22 = v, Γ 2

12 =
−v

u2 − v2
και Γ 2

22 =
u

u2 − v2
. (1.98)
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1.7 ΓΕΩ∆ΑΙΣΙΑΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ

Μεταξύ όλων των δυνατών καµπυλών που συνδέουν δύο σηµεία ενός χώρου (εδώ

µιας διαφορίσιµης πολλαπλότητας) υπάρχει µια οικογένεια καµπυλών της οποί-

ας οι καµπύλες έχουν ακρότατο µήκος. Οι καµπύλες αυτές οµοµάζονται γεω-

δαισιακές καµπύλες, µια σηµατική ιδιότητα των συγκεκριµένων καµπυλών

γιατί αντιπροσωπεύουν τις τροχιές σωµατιδίων που κινούνται υπό την επίδραση

ϐαρυτικού πεδίου.

x

B

A

x

Σχήµα 1.6.

`Εστω ότι το µήκος µιας καµπύλης xµ(s) που ενώνει δύο σηµεία A και B
είναι S και δίνεται από µια σχέση της µορφής

S =

∫ B

A

ds =

∫ B

A

[

gµν(xα)
dxµ

ds

dxν

ds

]1/2

ds (1.99)

Μια γειτονική καµπύλη x̃µ(s) που συνδέει τα ίδια σηµεία A και B ϑα περιγρά-

ϕεται από την εξίσωση

x̃µ = xµ + ǫξµ (1.100)

µε ξµ = 0 στα άκρα A και B. Το µήκος της νέας καµπύλης ϑα είναι

S̃ =

∫ B

A

[

gµν(x̃α)
dx̃µ

ds

dx̃ν

ds

]1/2

ds (1.101)

Οπότε για απλότητα αντικαθιστούµε

uµ = ẋµ =
dxµ

ds
και uµ = ˙̃x

µ
=
dx̃µ

ds
= ẋ+ ǫξ̇µ (1.102)
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επίσης

f(xα, uα) = [gµν(xα)uµuν ]
1/2

(1.103)

f̃(x̃α, ũα) = [gµν(x̃α)ũµũν ]
1/2

(1.104)

`Αρα µπορώ να ορίσω την διαφορά δS = S̃ − S και η οποία ϑα πρέπει να

µηδενίζεται για να είναι το µήκος S ακρότατο δηλαδή η απόσταση των σηµείων

A και B ελάχιστη. Οπότε 3

δS =

∫ B

A

δf ds =

∫ B

A

(

f̃ − f
)

ds

= ǫ

∫ B

A

[
∂f

∂xα
− d

ds

(
∂f

∂uα

)]

ξαds+ ǫ

∫ B

A

d

ds

(
∂f

∂uα
ξα

)

ds (1.105)

ο δεύτερος όρος της παραπάνω σχέσης ολοκληρώνεται µε προφανή τρόπο και

είναι µηδέν διότι στα άκρα του διαστήµατος ξα = 0. `Αρα το µήκος ϑα γίνει

ακρότατο άν

δS = ǫ

∫ B

A

[
∂f

∂xα
− d

ds

(
∂f

∂uα

)]

ξαds = 0 (1.106)

και επειδή το διάνυσµα ξα είναι τυχαίο η συνθήκη ακροτάτου µήκους ϑα είναι :

d

ds

(
∂f

∂uµ

)

− ∂f

∂xµ
= 0 (1.107)

Η Langrangian για ένα ελεύθερα κινούµενο σωµατίδιο, µάζας m = 2, ϑα είναι

L = gµνu
µuν ≡ f2 (1.108)

οπότε αντικαθιστώντας τις παρακάτω σχέσεις στην εξίσωση (1.107)

∂f

∂uα
=

1

2

∂L
∂uα

L−1/2 (1.109)

∂f

∂xα
=

1

2

∂L
∂xα

L−1/2 (1.110)

καταλήγουµε στη συνθήκη ακροτάτου µήκους των EulerLagrange

d

ds

(
∂L
∂uµ

)

− ∂L
∂xµ

= 0 . (1.111)

3 Θα γίνει χρήση των παρακάτω σχέσεων :

f(x̃α
, ũ

α) = f(xα + ǫξ
α
, u

α + ǫξ̇
α) = f(xα

, u
α) + ǫ

„

ξ
α ∂f

∂xα
+ ξ̇

α ∂f

∂uα

«

+O(ǫ2)

και
d

ds

„

∂f

∂uα
ξ

α

«

=
∂f

∂uα
ξ̇

α +
d

ds

„

∂f

∂uα

«

ξ
α
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Στη συνέχεια ϑα δείξουµε πώς από τις εξισώσεις EulerLagrange ϑα κατα-

λήξουµε στην τελική µορφή των εξισώσεων των γεωδαισιακών.

`Εχουµε προαναφέρει ότι η Langrangian έχει τη µορφή L = gµνu
µuν οπότε

∂L
∂uα

= gµν
∂uµ

∂uα
uν + gµνu

µ ∂u
ν

∂uα
= gµνδ

µ
αu

ν + gµνu
µδν

α = 2gµαu
µ(1.112)

∂L
∂xα

= gµν,αu
µuν (1.113)

εποµένως

d

ds
(2gµαu

µ) = 2
dgµα

ds
uµ + 2gµα

duµ

ds
= 2gµα,νu

νuµ + 2gµα
duµ

ds

= gµα,νu
νuµ + gνα,µu

µuν + 2gµα
duµ

ds
(1.114)

και αντικαθιστώντας στη σχέση (1.111) καταλήγουµε στη σχέση

gµα
duµ

ds
+

1

2
[gµα,ν + gαµ,ν − gµν,α]uµuν = 0

που αν πολλαπλασιάσουµε µε gρα οδηγεί στην εξίσωση των γεωδαισιακών

duρ

ds
+ Γ ρ

µνu
µuν = 0 . (1.115)

Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση duρ/ds = uρ
,µu

µ εύκολα καταλήγουµε

στη µορφή

uρ
;νu

ν = 0 (1.116)

Συχνότερα συναντώνται οι εξισώσεις των γεωδαισιακών στην παρακάτω µορφή

d2xρ

ds2
+ Γ ρ

µν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (1.117)

εποµένως µια γεωδαισιακή προσδιορίζεται πλήρως αν σε ένα σηµείο της δίδεται

το εφαµπτόµενο διάνυσµα.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1. Οι γεωδαισιακές είναι καµπύλες ακροτάτου µήκους και στη ϕυσική αν-

τιπροσωπεύουν τροχιές ελεύθερα κινούµενων σωµατιδίων. Σε ένα επίπεδο

χώρο οι γεωδαισιακές καµπύλες είναι ευθείες και τούτο, αν και τετριµµένο

ως πρόταση, διαπιστώνεται εύκολα από τον µηδενισµό των συµβόλων Chri

stoffel στις εξισώσεις (1.115) ή (1.117). Σε ένα καµπύλο χώρο τα σύµβολα

Christoffel δεν µηδενίζονται και κατά συνέπεια οι γεωδαισιακές καµπύλες

παύουν να είναι ευθείες.
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2. Απο τις εξισώσεις EulerLagrange (1.111), ή καλύτερα από την εξίσωση

(1.113) διαπιστώνουµε ότι αν ο µετρικός τανυστής δεν εξαρτάται από µια

συγκεκριµένη συντεταγµένη, έστω την xκ τότε ϑα ισχύει :

d

ds

(
∂L
∂ẋκ

)

= 0 (1.118)

που σηµαίνει ότι η ποσότητα ∂L/∂ẋκ είναι σταθερή κατά µήκος της γεω-

δαισιακής καµπύλης. Αλλά από την εξίσωση (1.112) γνωρίζουµε ότι

∂L
∂ẋκ

= gµκu
µ

δηλαδή η κ συνιστώσα της γενικευµένης ορµής pκ = gµκu
µ παραµένει στα-

ϑερή κατά µήκος της γεωδαισιακής. Αυτό µας ϑυµίζει τη γνωστή πρόταση

από την αναλυτική δυναµική όπου αν η Lagrangian δεν περιείχε κάποια

συγκεκριµένη συντεταγµένη τότε η αντίστοιχη συνιστώσα της γενικευµένης

ορµής διατηρήτο, και η συντεταγµένη αυτή ονοµάζοταν αγνοήσιµη. Με αυτό

τον τρόπο εύκολα εξάγονται τα ολοκληρώµατα κίνησης για µια δοθείσα µε-

τρική. Για παράδειγµα, η µετρική Schwarschild είναι ανεξάρτητη από τις

συνιστώσες t και φ που έχει ως αποτέλεσµα την ύπαρξη δύο ολοκληρωµάτων

κίνησης, του ολοκληρώµατος της ενέργειας και της στροφορµής.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Θα δείξουµε ότι για τις γεωδαισιακές καµπύλες ισχύει ότι το εφαπτόµενο διάνυ-

σµα σε κάποιο σηµείο τους συνεχίζει να είναι εφαπτόµενο αν το µεταφέρουµε

παράλληλα ακολουθώντας την καµπύλη.

Απόδειξη

`Εστω µια καµπύλη µε εξίσωση xµ = fµ(s), όπου s είναι το ίδιο µήκος και στην

συγκεκριµένη περίπτωση αποτελεί την παράµετρο που καθορίζει την καµπύ-

λη. Αν

uµ = dxµ/ds

είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα σε ένα σηµείο P (s) τότε το εφαπτόµενο διάνυ-

σµα σε ένα κοντινό σηµείο P ′(s+ ds) ϑα έχει συνιστώσες

uµ(P ′) = uµ(P ) +
d

ds
(uµ(s)) ds =

dxµ

ds
+
d2xµ

ds2
ds (1.119)

Το διανύσµα που προκύπτει από την παράλληλη µεταφορά από το σηµείο P
στο σηµείο P ′ ϑα έχει συνιστώσες

uµ + δuµ = uµ − Γµ
ρσu

ρdxσ =
dxµ

ds
− Γµ

ρσ

dxρ

ds

dxσ

ds
ds . (1.120)
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Τα διανύσµατα που ορίζονται από τις εξισώσεις (1.119) και (1.120) ϑα πρέπει

να είναι συγγραµικά και στην συγκεκριµένη περίπτωση ίσα4 δηλαδή

dxµ

ds
+
d2xµ

ds2
ds =

dxµ

ds
− Γµ

ρσ

dxρ

ds

dxσ

ds
ds (1.121)

που εύκολα διαπιστώνουµε ότι οδηγεί στη γνωστή εξίσωση των γεωδαισιακών

καµπυλών
d2xµ

ds2
+ Γµ

ρσ

dxρ

ds

dxσ

ds
= 0 . (1.122)

2. Να γραφούν οι εξισώσεις των γεωδαισιακών για τη µετρική

ds2 = dv2 +
[
u2 − v2

]
du2

Λύση

Τα µόνα µη µηδενικά σύµβολα Christoffel είναι :

Γ 1
22 = v, Γ 2

12 =
−v

u2 − v2
και Γ 2

22 =
u

u2 − v2
. (1.123)

οπότε οι εξισώσεις των γεωδαισιακών γράφονται ως

d2v

ds2
+ Γ 1

22

(
du

ds

)2

= 0 (1.124)

d2u

ds2
+ Γ 2

12

du

ds

dv

ds
+ Γ 2

22

(
du

ds

)2

= 0 (1.125)

Οπότε τελικά

d2v

ds2
+ v

(
du

ds

)2

= 0 (1.126)

d2u

ds2
+

1

u2 − v2

(

u
du

ds
− v

dv

ds

)(
du

ds

)

= 0 . (1.127)

Στη συνέχεια ϑα δηµιουργήσουµε τις εξισώσεις των γεωδαισιακών µε χρήση

της εξίσωσης EulerLagrange. Η Lagrangian για την παραπάνω µετρική ϑα

είναι :

L = v̇2 + (u2 − v2)u̇2

οπότε

∂L/∂v̇ = 2v̇

∂L/∂u̇ = 2(u2 − v2)u̇

∂L/∂v = −2vv̇2

∂L/∂u = 2uu̇2

4 Αν αντι της παραµέτρου s (ίδιο µήκος) είχαµε χρησιµοποιήσει µια τυχαία παράµετρο

λ τότε ο συντελεστής αναλογίας των δύο διανυσµάτων ϑα είχε τη µορφή 1 + ψ(λ)dλ.
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οπότε καταλήγουµε στις ακόλουθες εξισώσεις :

v̈ + vu̇2 = 0 (1.128)

ü +
u

u2 − v2
u̇2 − v

u2 − v2
v̇u̇ = 0 (1.129)

που προφανώς είναι αστίστοιχες των εξισώσεων (1.126) και (1.127). Επιπλέον

αν τις συγκρίνουµε όρο προς όρο µε τις εξισώσεις (1.124) και (1.125) διαπι-

στώνουµε ότι ϑα πρέπει να µηδενίζονται τα σύµβολα Christoffel Γ 1
11, Γ 1

12 και

Γ 2
11 ενώ τα µη µηδενικά είναι αυτά που δίνονται από τις σχέσεις (1.123).

Εποµένως, ο υπολογισµός των γεωδαισιακών εξισώσεων µέσω των εξισώσεων

Euler-Lagrange έχει το πλεονέκτηµα ότι δεν απαιτείται ο υπολογισµός των συµβό-

λων Christoffel ενώ επιπλέον ο υπολογισµός τους γίνεται άνευ πράξεων µε απλή

παρατήρηση των κατάλληλων όρων των γεωδαισιακών εξισώσεων.

<90o 90o

t

x

Σχήµα 1.7. Η µορφή του κώνου ϕωτός σε ένα καµπύλο και σε ένα επίπεδο χώρο.

1.7.1 Χαρακτηρισµός των γεωδαισιακών

Οι γεωδαισιακές καµπύλες χαρακτηρίζονται ως χρονοειδείς, χωροειδείς και

ϕωτοειδείς κατ΄ αναλογία µε όσα γνωρίζουµε από την Ειδική Θεωρία της Σχετι-

κότητας (ΕΘΣ). Το κριτήριο στη συγκεκριµένη περίπτωση αποτελεί το πρόσηµο

του µέτρο του εφαπτόµενου διανύσµατος της γεωδαισιακής καµπύλης. Για πα-

ϱάδειγµα, αν το εφαπτόµενο διάνυσµα της γεωδαισιακής καµπύλης είναι το uµ

τότε το µέτρο του δίνεται από τη σχέση |u|2 = gµνu
µuν και

• |u|2 < 0 χρονοειδής
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• |u|2 = 0 ϕωτοειδής

• |u|2 > 0 χωροειδής

Η καµπύλωση του χώρου έχει ως συνέπεια την αλλαγή του ανοίγµατος του

κώνου ϕωτός, δηλαδή, οι γεννέτηρες του (ϕωτοειδείς καµπύλες) δεν τέµνονται

σε ορθή γωνία. Για παράδειγµα, σε ένα χώρο µε µετρική ds2 = −f(t, x)dt2 +
g(t, x)dx2 οι γεννέτηρες του κώνου ϕωτός ϑα δίνονται από τις σχέσεις dt/dx =
±
√

g/f που οδηγούν στις σχέσεις της ΕΘΣ για f , g → 1.

1.7.2 Φωτοειδείς γεωδαισιακές

Συχνά στη ϕυσική συναντώνται περιπτώσεις µελέτης διάδοσης κυµάνσεων µε την

ταχύτητα του ϕωτός π.χ. ηλεκροµαγνητικά ή ϐαρυτικά κύµατα. Οι γεωδαισιακές

που ακολουθούν µηδενικής µάζας ηρεµίας σωµατίδια κινούµενα µε την ταχύ-

τητα του ϕωτός λέγονται ϕωτοειδείς γεωδαισιακές και στην ουσία καθορίζουν τις

γενέτειρες του κώνου ϕωτός που µελετήσαµε στην προηγούµενη παράγραφο. Η

απόσταση µεταξύ δύο γειτονικών σηµείων επί των ϕωτοειδών γεωδαισιακών είναι

µηδέν, δηλαδή ds = 0 οπότε δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί η παράµετρος s ως

παράµετρος της γεωδαισιακής καµπύλης. Αντ΄ αυτής µπορεί να χρησιµοποιηθεί

µια νέα παράµετρος λ και η εξίσωση των γεωδαισιακών να γραφεί ως

d2xκ

dλ2
+ Γ κ

µν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0 (1.130)

ενώ ϑα ισχύει ότι

gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0 . (1.131)

1.7.3 Η αφινική παράµετρος

Στην εξαγωγή των εξισώσεων των γεωδαισιακών επιλέξαµε ως παράµετρο για την

καµπύλη το ίδιο µήκος s. Η επιλογή αυτή απλοποιεί τη µορφή των εξισώσεων

αλλά δεν είναι υποχρεωτική, για παράδειγµα ϑα µπορούσαµε να επιλέξουµε

µια τυχαία παραµετροποίηση της γεωδαισιακής καµπύλης ως προς µια παρά-

µετρο σ. Οι εξισώσεις των γεωδαισιακών καµπυλών ως προς τη νέα παράµετρο

λαµβάνουν τη µορφή

d2xµ

dσ2
+ Γµ

αβ

dxα

dσ

dxβ

dσ
= − d2σ/ds2

(dσ/ds)2
dxµ

dσ
(1.132)

και ισχύουν για κάθε παράµετρο σ. Για τον υπολογισµό της νέας εξίσωσης

χρησιµοποιήθηκαν οι σχέσεις

dxµ

ds
=
dxµ

dσ

dσ

ds
(1.133)

d2xµ

ds2
=
d2xµ

dσ2

(
dσ

ds

)2

+
dxµ

dσ

d2σ

ds2
(1.134)
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Η νέα εξίσωση για τις γεωδαισιακές, εξ. (1.132), ανάγεται στην αρχική εξίσωση

(1.117) αν µηδενισθεί το δεξιό της µέλος. Αυτό είναι δυνατόν αν

d2σ

ds2
= 0 (1.135)

που οδηγεί σε µια γραµµική σχέση µεταξύ των s και σ

σ = αs+ β (1.136)

όπου τα α και β είναι αυθαίρετες σταθερές.

Μια παράµετρος για την οποία η εξίσωση των γεωδαισιακών έχει τη µορφή

που δίνεται απο την εξίσωση (1.117) λέγεται αφινική παράµετρος. Καθε αφινι-

κή παράµετρος ϑα συνδέεται µε την παράµετρο s (ίδιο µήκος) µε µια γραµµική

σχέση της µορφής (1.136) και προφανώς όλες οι αφινικές παράµετροι ϑα συν-

δέονται µεταξύ τους µε γραµµικές σχέσεις.

1.8 Ο ΤΑΝΥΣΤΗΣ RIEMANN

Στο κεφάλαιο 1.4 είχαµε δείξει ότι η παράλληλη µεταφορά ενός διανύσµατος

κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης σε ένα καµπύλο χώρο µεταβάλλει το διάνυ-

σµα κατά µια ποσότητα που είναι ανάλογη ενός τανυστή 4ης τάξης του τανυστή

καµπυλότητας ή τανυστή Riemann. Ο τανυστής Riemann αποτελεί ϑεµελιώδες

µέγεθος της γεωµετρίας Riemann διότι καθορίζει µε µοναδικό τρόπο την καµ-

πυλότητα ενός χώρου. Ο µηδενισµός του τανυστή Riemann σηµαίνει ότι ο χώρος

είναι επίπεδος.

Οπως εύκολα διαπιστώνουµε ο τανυστής Riemann

Rλ
βνµ = −Γ λ

βν,µ + Γ λ
βµ,ν − Γ σ

βνΓ
λ
σµ + Γ σ

βµΓ
λ
σν (1.137)

είναι συνάρτηση των συµβόλων Christoffel και των παραγώγων τους και κατά

συνέπεια του µετρικού τανυστή και των παραγώγων του, πρώτης και δεύτερης

τάξης.

1.8.1 Συµµετρίες του τανυστή Riemann

Η µελέτη των συµµετριών του τανυστή Riemann διευκολύνεται αν ϑεωρήσουµε

την (ολικά) συναλλοίωτη µορφή του :

Rκβνµ = gκλR
λ

βνµ (1.138)

ή αναλυτικότερα

Rκβνµ =
1

2
(gκµ,βν + gβν,κµ − gκν,βµ − gβµ,κν) + gαρ

(

Γα
κµΓ

ρ
βν − Γα

κνΓ
ρ
βµ

)

(1.139)
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Από την παραπάνω σχέση (1.137) παρατηρούµε εύκολα ότι ο τανυστής Riemann

είναι αντισυµµετρικός ως προς τους δείκτες νµ και τους δείκτες κβ, και συµ-

µετρικός ως προς την εναλλαγή της σειράς του Ϲεύγους των δεικτών κβ ↔ νµ,

δηλαδή

Rκβνµ = −Rκβµν (1.140)

Rκβνµ = −Rβκνµ (1.141)

Rκβνµ = Rνµκβ (1.142)

Από τις παραπάνω σχέσεις εύκολα δείχνεται ότι όλες οι συνιστώσες του τανυστή

Riemann για τις οποίες ισχύει κ = β ή ν = µ µηδενίζονται.

Επιπλέον ισχύει ότι

Rκ[βµν] = 0 (1.143)

Αν δεν λάβουµε υπ΄ όψη τις συµµετρίες του τανυστή Riemann τότε ϑα είχε

44 = 256 ανέξαρτητες συνιστώσες σε ένα 4-διάστατο χώρο. `Οµως οι συµµετρίες

περιορίζουν σηµαντικά τον αριθµό των ανεξαρτήτων συνιστωσών που τελικά για

4-διάστατο χωρόχρονο λαµβάνουµε µόνο 20.

Πιο συγκεκριµένα, ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε ότι ο τανυστής Riemann

προέρχεται από το τανυστικό γινόµενο δύο αντισυµµετρικών τανυστών 2ης τά-

ξης, έστω Pκβ και Qµν , δηλαδή:

Rκβµν = Pκβ Qµν (1.144)

οι δύο νέοι τανυστές επειδή είναι αντισυµµετρικοί ϑα έχουν n(n − 1)/2 =
4(4 − 1)/2 = 6 ανεξάρτητες συνιστώσες οπότε ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε

ότι ο καθένας είναι ισοδύναµος µε ένα διάνυσµα σε 6-διάστατο χώρο. Επειδή

όµως υπαρχει συµµετρία µεταξύ των Ϲευγών δεικτών κβ και µν το τανυστικό

γινόµενο αυτών των δύο διανυσµάτων του 6-διάστατου χώρου ϑα δηµιουργεί

ένα συµµετρικό τανυστή 2ης τάξης στον 6-διάστατο χώρο µε m(m + 1)/2 =
6(6+1)/2 = 21 ανεξάρτητες συνιστώσες. Αυτός ο τανυστής δηµιουργήθηκε από

τον τανυστή Riemann και προφανώς περικλειει ακριβώς την ίδια πληροφορία

µε αυτόν άρα και ο τανυστής Riemann ϑα έχει 21 ανεξάρτητες συνιστώσες. Αν

λάβουµε υπ’οψη και την εξίσωση (1.143) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι οι

ανεξάρτητες συνιστώσες του τανυστή Riemann είναι 20. Γενικώτερα, ο τανυστής

Riemann σε ένα χώρο N διαστάσεων ϑα έχει :

N2(N2 − 1)

12
(1.145)

ανεξάρτητες συνιστώσες.

Τανυστής Ricci

Η συστολή του τανυστή Riemann όπως δίνεται από την εξίσωση (1.137) οδηγεί

σε ένα τανυστή δεύτερης τάξης, τον τανυστή Ricci
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Rαβ = Rλ
αλβ = gλµRλαµβ (1.146)

δηλαδή η αναλυτική του µορφή είναι :

Rαβ = Γµ
αβ,µ − Γµ

αµ,β + Γµ
αβΓ

ν
νµ − Γµ

ανΓ
ν
βµ (1.147)

που εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι συµµετρικός, δηλαδή

Rβµ = Rµβ . (1.148)

Η παραπέρα συστολή του τανυστή Ricci οδηγεί στη δηµιουργία της ϐαθµω-

τής καµπυλότητας Ricci

R = Rα
α = gαβRαβ = gαβgµνRµανβ . (1.149)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ο µηδενισµός του τανυστή Riemann, Rαβµν = 0, σηµαίνει ότι ο χώρος είναι

επίπεδος, ενώ ο µηδενισµός του τανυστή Ricci, Rµν = 0, σηµαίνει ότι ο χώρος

είναι κενός ύλης - ενέργειας (οι λόγοι ϑα γίνουν προφανείς αργότερα). Εποµένως,

η εξίσωση Rµν = 0 από µόνη της δεν σηµαίνει ότι ο χώρος δεν είναι καµπύλος.

Με ϐάση αυτή τη διαπίστωση ϑα µπορούσαµε να εξηγήσουµε το λόγο για τον οποίο

η ΓΘΣ δεν είναι συµβατή µε χώρους 3 διαστάσεων (πχ 1 χρονική και 2 χωρικές

διαστάσεις). Ο λόγος είναι ότι σε χώρους 3 διαστάσεων ο τανυστής Riemann έχει

32(32 − 1)/12 = 6 ανεξάρτητες συνιστώσες, αλλά τόσες έχει και ο τανυστής

Ricci 3(3 + 1)/2 = 6 εποµένως ο µηδενισµός του τανυστή Ricci ϑα συνεπάγεται

και το µηδενισµό του τανυστή Riemann που σηµαίνει ότι όπου δεν υπάρχει ύλη

η καµπυλότητα ϑα είναι µηδενική. Στις 4 διαστάσεις ο τανυστής Ricci έχει 10

ανεξάρτησες συνιστώσες ενώ ο τανυστής Riemann 20, εποµένως ο µηδενισµός του

τανυστή Ricci δεν συνεπάγεται και µηδενισµό του τανυστή Riemann.

Τανυστής Einstein

Ο συνδυασµός του τανυστή Ricci και της ϐαθµωτής καµπυλότητας Ricci οδη-

γούν στον τανυστή δεύτερης τάξης, τανυστή Einstein,

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR (1.150)

που υπεισέρχεται στις εξισώσης Einstein για τη ϐαρύτητα. Για τον τανυστή Ein

stein ισχύει :

Gµ
νµ =

(

Rµ
ν − 1

2
δµ

νR

)

;µ

= 0 . (1.151)
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Τανυστής Weyl

`Ενας άλλος συνδυασµός του τανυστή Ricci και της ϐαθµωτής καµπυλότητας

Ricci οδηγεί στον µηδενικού ίχνους τανυστή δεύτερης τάξης,

Sµν = Rµν − 1

4
gµνR (1.152)

δηλαδή ισχύει :

S = Sµ
µ = gµνSµν = 0 . (1.153)

Τέλος ένας ιδιαίτερα χρήσιµος τανυστής τέταρτης τάξης είναι ο τανυστής

του Weyl που µπορεί να γραφεί ως συνδυασµός του τανυστή Riemann και του

τανυστή Ricci ή του τανυστή µηδενικού ίχνους :

Cλµνρ = Rλµνρ − 1

2
(gλρSµν + gµνSλρ − gλνSµρ − gµρSλν)

− 1

12
R (gλρgµν − gλνgµρ) (1.154)

= Rλµνρ − 1

2
(gλρRµν + gµνRλρ − gλνRµρ − gµρRλν)

+
1

6
R (gλρgµν − gλνgµρ) . (1.155)

και µπορεί να αποδειχθεί ότι :

gλρCλµνρ = 0 . (1.156)

Η χρησιµότητα του τανυστή Weyl µπορεί να διαπιστωθεί από τη µελέτη των

σύµµορφων µετασχηµατισµών. Πιο συγκεκριµένα, δύο χώροι (M, gµν) και

(M, g̃µν) ϑα λέγονται σύµµορφοι αν οι µετρικές τους συνδέονται µε µια σχέ-

ση της µορφής

g̃µν = e2Agµν (1.157)

όπου η ποσότητα A είναι συνάρτηση των συντεταγµένων. Μια τέτοιου είδους

απεικόνηση ονοµάζεται σύµµορφη και αποδεικνύεται ότι ξ γωνία δύο διανυσµά-

των δεν αλλάζει κάτω από σύµµορφους µετασχηµατισµούς. Επιπλέον, ισχύει

ότι :

Rα
βγδ 6= R̃α

βγδ ενώ Cα
βγδ = C̃α

βγδ . (1.158)

∆ηλαδή, ο τανυστής Weyl παραµένει αναλλοίωτος κάτω από σύµµορφους µε-

τασχηµατισµούς. Επιπλεόν, πρέπει να τονισθεί ότι από τη σχέση (1.155) έχει

τις ίδιες συµµετρίες µε τον τανυστή Riemann. Αυτό σηµαίνει ότι έχει και τον

ίδιο αριθµό ανεξαρτήτων συνιστωσών, δηλαδή 20. Αλλά επιπλεόν, λόγω της σχέ-

σης (1.156) ϑα υπάρχουν 10 ακόµη εξισώσεις µεταξύ των συνιστωσών (γιατί·)

και εποµένως ο τελικός αριθµός των ανεξαρτήτων συνιστωσών του τανυστή Weyl

είναι 10.
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ

∆είξτε ότι η αντιµετάθεση των δεικτών της διπλής συναλλοίωτης παραγώγισης ενός

διανύσµατος είναι ανάλογη του τανυστή Riemann

Απόδειξη

Η συναλλοίωτη παράγωγος ενός διανύσµατος (έστω συναλλοιώτου) δίνεται

από µια σχέση της µορφής

aλ;µ = aλ,ν − Γ ν
λµaν (1.159)

ενώ η ποσότητα aλ;µ είναι συναλλοίωτος τανυστής δεύτερης τάξης και κατά συνέ-

πεια η συναλλοίωτη παράγωγος του ϑα είναι :

aλ;µ;ν = aλ;µ,ν − Γ κ
λνaκ;µ − Γ κ

µνaλ;κ

οπότε αντικαθιστώντας τις συναλλοιώτους παραγώγους από τη σχέση (1.159) στην

προηγούµενη εξίσωση καταλήγουµε στον παρακάτω τύπο για τη διπλή συναλλοί-

ωτη παραγώγιση

aλ;µ;ν = aλ,µ,ν − Γ κ
λµ,νaκ − Γ κ

λµaκ,ν − Γ κ
λνaκ,µ +Γ κ

λνΓ
ρ
κµaρ −Γ κ

µνaλ;κ (1.160)

Με απλή εναλλαγή των δεικτών µ και ν στην παραπάνω σχέση υπολογίζουµε το

aλ;ν;µ, οπότε

aλ;µ;ν − aλ;ν;µ =
(

−Γ κ
λµ,ν + Γ κ

λν,µ − Γ ρ
λµΓ

κ
ρν + Γ ρ

λνΓ
κ
ρµ

)

aκ

= Rκ
λµνaκ (1.161)

Με τον ίδιο τρόπο µπορεί να αποδειχθεί ότι :

aλ
;µ;ν − aλ

;ν;µ = −Rλ
κµνa

κ . (1.162)

1.9 ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να µελετήσετε την παράλληλη µεταφορά ενός διανύσµατος A κατά µήκος

µια τροχιάς σταθερού φ (πλάτους) στην επιφάνεια µιας σφαίρας. Να δείξετε

ότι η παράλληλη µεταφορά µετά από µια πλήρη µεταφορά περί τον άξονα

διατηρεί το µέτρο του.

Απόδειξη

`Ενα τυχαίο διάνυσµα στην επιφάνεια της σφαίρας µοναδιαίας ακτίνας ( ds2 =
dθ2 + sin2dφ2) ϑα είναι της µορφής A = A1eθ + A2eφ όπου τα eθ και eφ

είναι µοναδιαία διανύσµατα ϐάσης. Τα σύµβολα Christoffel ϑα είναι Γ 1
22 =
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0

A=e

Σχήµα 1.8.

− sin θ cos θ και Γ 2
12 = cot θ οπότε οι εξίσωσεις που δίνουν την παράλληλη

µεταφορά είναι :

δAα = −Γα
µνA

µdxν

οι οποίες µπορούν να γραφούν και ως :

∂Aα

∂xν
= −Γα

µνA
µ

Οπότε επειδή ϑα ϑεωρήσουµε µεταφορά σταθερού x1 = θ οι εξισώσεις ϑα

έχουν τη µορφή

∂A1

∂x2
= −Γ 1

22A
2 ⇒ ∂A1

∂φ
= sin θ cos θA2 (1.163)

∂A2

∂x2
= −Γ 2

12A
1 ⇒ ∂A2

∂φ
= − cot θA1 (1.164)

Οπότε παραγωγίζοντας την πρώτη από τις παραπάνω σχέσεις ως προς φ και

αντικαθιστώντας στη δεύτερη δηµιουργούµε τη διαφορική εξίσωση

∂2A1

∂φ2
= − cos2 θA1 (1.165)

µε γενική λύση

A1 = α cos(φ cos θ) + β sin(φ cos θ) (1.166)

όπου τα α και β είναι ολοκληρωτικές σταθερές που ϑα καθορισθούν από

τις αρχικές συνθήκες. Αν τώρα αντικαταστήσουµε την παραπάνω λύση στην

εξίσωση (1.164) ϐρίσκουµε εύκολα ότι :
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A2 =
1

sin θ
[−α sin(φ cos θ) + β cos(φ cos θ)] (1.167)

Θα εφαρµόσουµε τις παραπάνω σχέσεις για ένα µοναδιαίο διάνυσµα που στην

αρχική του ϑέση (θ, φ) = (θ0, 0) έχει συνιστώσες A1 = 1 και A2 = 0 δηλαδή

είναι A = eθ και |A|2 = 1. Εποµένως οι σταθερές ολοκλήρωσης µε ϐάση

τα παραπάνω παίρνουν τις τιµές α = 1 και β = 0, δηλαδή το διανύσµα σε

µια τυχαία ϑέση κατά τη διάρκεια της παράλληλης µεταφοράς του ϑα έχει

συνιστώσες

A1 = cos(φ cos θ) και A2 = − sin(φ cos θ)

sin θ
. (1.168)

Οπότε για φ = 2π το αρχικό διάνυσµα A = eθ µετά την παράλληλη µεταφορά

του κατά 2π γίνεται

A = A1eθ +A2eφ = cos(2π cos θ)eθ −
sin(2π cos θ)

sin θ
eφ (1.169)

δηλαδή οι συνιστώσες του είναι διάφορες του αρχικού διανύσµατος αλλά το

µέτρο του παραµένει όσο και του αρχικού διανύσµατος

|A|2 = gµνA
µAν =

(
A1
)2

+ sin2 θ
(
A2
)2

= cos2(2π cos θ) + sin2 θ
sin2(2π cos θ)

sin2 θ
= 1 . (1.170)
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2.1 Ο ΤΑΝΥΣΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ - ΟΡΜΗΣ

Ο τανυστής ενέργειας - ορµής αποτελεί ϐασικό στοιχείο κάθε ϑεωρίας για τη

ϐαρύτητα. Η κλασσική Νεωτώνεια αντίληψη ότι η πυκνότητα ενέργειας ρ είναι

αυτή που καθορίζει τη µορφή του ϐαρυτικού πεδίου µέσω της εξίσωσης Poisson

∇2U = 4πGρ (2.1)

αναιρείται στην πράξη από την ΕΘΣ. Μπορούµε εύκολα να το αντιληφθούµε

από το εξής παράδειγµα : Αν ϑεωρήσουµε ένα ‘ νέφος ’ σωµατιδίων τότε ένας

παρατηρητής που κινείται µαζί µε το ‘ νέφος ’ ϑα µετρά ως ολική πυκνότητα

ενέργειας το άθροισµα των ενεργειών των επιµέρους σωµατιδίων. Αντίθετα ένας

παρατηρητής που κινείται µε διαφορετική ταχύτητα (σε ένα άλλο αδρανειακό

σύστηµα) ϑα παρατηρεί επιπλέον ϱοές ενέργειας αλλά και ορµής στις διάφορες

διευθύνσεις. Εποµένως, µε ϐάση την ΕΘΣ, όπου όλες οι µορφές ενέργειας είναι

ισοδύναµες, ο δεύτερος παρατηρητής ϑα πρέπει να τοποθετήσει στο δεξιό µέλος

της εξίσωσης Poisson και την κινητική ενέργεια που µετρά για το κάθε σωµατί-

διο χωριστά, άρα οι δύο παρατηρητήτες ϑα κάνουν διαφορετικές µετρήσεις για

την ένταση του ϐαρυτικού πεδίου. ∆ηµιουργείται εποµένως η ανάγκη έκφρασης

της ενέργειας ενός συστήµατος µε τρόπο που να είναι ανεξάρτητος του παρατη-

ϱητή (δηλαδή του συστήµατος συντεταγµένων) και τούτο είναι δυνατόν µόνο αν

εκφράσουµε την ενεργειακή κατάσταση ενός συστήµατος µε τη µορφή τανυστή.

Ο Ϲητούµενος τανυστής είναι ένας τανυστής δεύτερης τάξης και είναι γνωστός

ως τανυστής ενέργειας - ορµής. Στη συνέχεια ϑα προσπαθήσουµε µε απλές υπο-

ϑέσεις να ορίσουµε τις συνιστώσες αυτού του τανυστή και επιπλεόν να δείξουµε

ότι µέσω αυτού του τανυστή µπορούµε να εκφράσουµε τους κλασσικούς νόµους

διατήρησης της ενέργειας και της ορµής.

Αν υποθέσουµε ότι το ‘ νέφος ’ των σωµατιδίων έχει µια πυκνότητα ανά

µονάδα όγκου n και τα σωµατίδια έχουν ταχύτητα u. Τότε η πυκνότητα ενέργειας

δίνεται από τη σχέση

T 00 =
nm√
1 − u2

(2.2)
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που είναι απλά το γινόµενο της πυκνότητας των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου

επί την σχετικιστική έκφραση της ενέργειας των σωµατιδίων.

Η πυκνότητα ϱοής ενέργειας στη διεύθυνση x ϑα είναι το ποσό της ενέργειας

που µεταφέρεται στη µονάδα του χρόνου δια µέσου µιας µοναδιαίας επιφάνειας

του επιπέδου xy, δηλαδή

T 0x =
nmux√
1 − u2

. (2.3)

Στη γενική περίπτωση η παραπάνω σχέση ϑα γραφεί ως

T 0κ =
nmuκ

√
1 − u2

. (2.4)

που µπορεί να ιδωθεί και ως ‘ πυκνότητα ορµής ’ σε µία συγκεκριµένη διεύ-

ϑυνση και είναι ανεξάρτητη της σειράς των δεικτών, δηλαδή T 0κ. Οι υπόλοιπες

συνιστώσες ϑα ορισθούν ως το ποσό της j συνιστώσας της ορµής που διαρρέει

την k διεύθυνση ανα µονάδα επιφάνεις και χρόνου. Για παράδειγµα η x ανά

σωµατίδιο είναι nux/
√

1 − u2 και η x − y ϱοή της πυκνότητας ορµής είναι

[mux/
√

1 − u2]uy, δηλαδή η γενική έκφραση ϑα είναι

T ij =
nmuiuj

√
1 − u2

. (2.5)

Οπότε η γενική µορφή του τανυστή ενέργειας - ορµής ϑα είναι

T µν = n0mu
µuν (2.6)

όπου n0 = n
√

1 − u2 είναι η ίδια ενεργειακή πυκνότητα όπως την µετράµε σε ένα

σύστηµα αναφοράς που κινείται µαζί µε τα σωµατίδια, και στην ουσία εκφράζει

τη συστολή του όγκου που υφίσταται το ‘ νέφος ’ των σωµατιδίων καθώς κινείται

µε ταχύτητα u. Και η ποσότητα ρ = n0m είναι η ίδια πυκνότητα µάζας.

Αν αντικαταστήσουµε το ‘ νέφος ’ των σωµατιδίων µε τέλειο ϱευστό τότε η

µορφή του γίνεται :

T µν = (ρ+ p)uµuν + gµνp (2.7)

όπου p είναι η πυκνότητα του ϱευστού.

Τέλος οι νόµοι διατήρησης ενέργειας και ορµής ϑα δίνονται από τις σχέσεις

T µν
;µ = 0 (2.8)

που στο Νευτώνειο όριο ανάγονται στι κλασσικες εξισώσεις της υδροδυναµικής.

Αν στην εξίσωση (2.7) υποθέσουµε ότι ο χώρος µας είναι επίπεδος τότε ηµν =
gµν οπότε οι συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορµής ϑα είναι :

T 00 = (ρ+ p)u0u0 ≈ ρ (2.9)

T 0j = (ρ+ p)u0uj ≈ ρuj (2.10)

T ij = (ρ+ p)uiuj + pδi,j ≈ ρuiuj + pδi,j (2.11)

οπότε από την πρώτη συνιστώσα της εξίσωσης (2.8) ϑα πάρουµε :
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T 0ν
;ν = T 00

,0 + T 0i
,i =

∂ρ

∂t
+
(
ρui
)

,i
=
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (2.12)

που είναι η γνωστή εξίσωση συνέχειας ή εξίσωση διατήρησης της µάζας. Ενώ

οι άλλες τρείς συνιστώσες της (2.8)

T jν
;ν = T j0

,0 + T ji
,i =

∂(ρuj)

∂t
+
∂(ρujui)

∂t
+

∂p

∂xj
= 0 (2.13)

που σε συνδυασµό µε την προηγούµενη εξίσωση συνέχειας δίνει :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p (2.14)

που είναι οι γνωστές εξισώσεις Euler.

2.2 ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ MAXWELL

Οι εξισώσεις που περιγράφουν το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, εξισώσεις Maxwell,

στη γνωστή τους γραφή έχουν τη µορφή:

∇ · E = 4πρ (2.15)

∇× E = −1

c

∂B

∂t
(2.16)

∇ ·B = 0 (2.17)

∇× B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j (2.18)

Αν E = (Ex, Ey , Ez) είναι το διάνυσµα που παριστάνει το ηλεκτρικό πεδίο

και B = (Bx, By, Bz) το διάνυσµα του µαγνητικού πεδίου τότε µπορούµε να

ορίσουµε τον τανυστή Maxwell από τις σχέσεις :

Fµν =







0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0







ή Fµν =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0






.

(2.19)

Ο τανυστής Maxwell, Fµν , είναι ο τανυστής που περιγράφει το ΗΜ πεδίο, επίσης

ισχύει

Fµν =
∂Aµ

∂xν
− ∂Aν

∂xµ
(2.20)

που είναι σχέση του µε το δυναµικό του ηλεκροµαγνητικού πεδίου Aµ.

Με ϐάση τα προηγούµενα οι εξισώσεις Maxwell στην ΕΘΣ λαµβάνουν την

πλέον ‘ συµπαγή ’ µορφή:

∂Fµν

∂xν
=

4π

c
jµ (2.21)

∂Fµν

∂xλ
+
∂Fµλ

∂xν
+
∂Fνλ

∂xµ
= 0 (2.22)
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όπου jµ είναι το 4-διάνυσµα του ηλεκτρικού πεδίου, δηλαδή

jµ =
(
j0, jk

)
= (cρ, j) (2.23)

Στον καµπύλο χώρο, η αντικατάσταση της µερικής παραγώγου από τη συναλλοί-

ωτο παράγωγο, ϑα δώσει τις Ϲητούµενες εξισώσεις, δηλαδή ο τανυστής Maxwell

έχει τη µορφή

Fµν = Aµ;ν −Aν;µ =
(
Aµ,ν − Γ ρ

µνAρ

)
−
(
Aν,µ − Γ ρ

νµAρ

)

= Aµ,ν −Aν,µ (2.24)

που ουσιαστικά διατηρεί τη µορφή του λόγω της αντισυµµετρικοτητάς του. Ενώ

οι εξισώσεις Maxwell στον καµπύλο χώρο ϑα γραφούν ως :

Fµν
;ν =

4π

c
jµ (2.25)

Fµν;λ + Fµλ;ν + Fνλ;µ = 0 (2.26)

Η εξίσωση συνέχειας στην ηλεκτροδυναµική µε ϐάση τις παραπάνω σχέσεις,

και ειδικά την εξίσωση (2.22) αλλά και την αντισυµµετρικότητα του τανυστή

Maxwell είναι

jµ
;µ = 0 . (2.27)

Η εξίσωση κίνησης ενός ϕορτισµένου σωµατιδίου (ϕορτίου e και µάζας m)

εντός ενός ΗΜ πεδίου, στην ΕΘΣ, δίνεται από τη σχέση:

mc
duµ

ds
=
e

c
Fµ

νu
ν (2.28)

ενώ στη ΓΘΣ

mc

(
duµ

ds
+ Γµ

λνu
λuν

)

=
e

c
Fµ

νu
ν (2.29)

όπου uµ = dxµ/ds είναι η 4-ταχύτητα του ϕορτισµένου σωµατιδίου.

Τέλος ο τανυστής ενέργειας - ορµής του ΕΜ πεδίου έχει τη µορφή

T µν =
1

4π

(

FµαF ν
α − 1

4
gµνFαβF

αβ

)

(2.30)

και προφανώς ισχύει ο νόµος διατήρησης της ενέργειας - ορµής :

T λµ
;µ = 0 . (2.31)

Επιπλέον, εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η συνιστώσα T 00 του

τανυστή ενέργειας - ορµής είναι η ενεργειακή πυκνότητα του ηλεκροµαγνητικού

πεδίου

T 00 =
1

8π

(
E2 + B2

)
(2.32)

ενώ οι

T 0k =
1

4π
(E× B)

k
. (2.33)

είναι στην ουσία οι συνιστώσες του διανύσµατος Poynting.
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3.1 ΝΕΥΤΩΝΕΙΑ ΒΑΡΥΤΗΤΑ

Η κλασσική Νεωτώνεια αντίληψη για τη µορφή του ϐαρυτικού πεδίου πηγάζει

από την εξίσωση Poisson

∇2U(x) = 4πGρ(x) (3.1)

όπου U(x) το δυναµικό και ρ(x) η πυκνότητα της ύλης που δηµιουργεί το

ϐαρυτικό πεδίο.

Η λύση της µπορεί να γραφεί στη µορφή

U(x) = −G
∫

d3x′
ρ(x)

|x − x′| (3.2)

που για την περίπτωση της στατικής σφαιρικής κατανοµής ύλης, ακτίνας R,

γίνεται

U(r) = −1

r

∫ R

0

r′2ρ(r′)dr′ για r > R (3.3)

U(r) = −1

r

∫ r

0

r′2ρ(r′)dr′ −
∫ R

r

r′ρ(r′)dr′ για r < R (3.4)

Αν η κατανοµή της ύλης δεν είναι σφαιρικά συµµετρική τότε ο όρος 1/|x − x′|
ϑα γραφεί ώς

1

|x − x′| =
1

r
+
∑

k

xkx′k

r3
+

1

2

∑

k

∑

l

(
3x′kx′l − r′2δl

k

) xkxl

r5
+ . . . (3.5)

οπότε η λύση της εξίσωσης Poisson, εξίσωση (3.2), ϑα γραφεί ως

U(x) = −GM
r

− G

r3

∑

k

xkDk − G

2

∑

kl

Qkl x
kxl

r5
+ . . . (3.6)
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xk

x'k

|xk-x'k|

Σχήµα 3.1.

όπου

M =

∫

ρ(x′)d3x′ (3.7)

Dk =

∫

x′kρ(x′)d3x′ (3.8)

Qkl =

∫
(
3x′kx′l − r′2δl

k

)
ρ(x′)d3x′ (3.9)

Προφανώς M είναι η ολική µάζα του συστήµατος ενώ Dk είναι το διάνυσµα της

διπολικής ϱοπής και Qkl ο τανυστής τετραπολικής ϱοπής. Το διάνυσµα της διπο-

λικής ϱοπής µηδενίζεται αν επιλέξουµε ως αρχή του συστήµατος συντεταγµένων

το κέντρο µάζης του συστήµατος, δηλαδή δεν υπάρχει διπολική συνεισφορά στο

ϐαρυτικό πεδίο. Αντίθετα, ο τανυστής τετραπολικής ϱοπής είναι µη-µηδενικός

για µη-σφαιρικές κατανοµές ύλης και συνεισφέρει στο δυναµικό έναν επιλέον

όρο που είναι ∼ 1/r3 και εποµένως η ελκτική δύναµη περιέχει πέραν του όρου

1/r2 και έναν όρο ∼ 1/r4.

3.2 Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

Η Νευτώνεια αρχή της ισοδυναµίας ορίζει πως η ϐαρυτική µάζα που εισέρχεται

στον παγκόσµιο νόµο της ϐαρύτητας

F = G
mm′

r2
(3.10)

είναι ίδια µε την αδρανειακή µάζα που εισέρχεται στο νόµο της κίνησης



3.2 Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ 41

F = mγ (3.11)

Μια έµµεση επιβεβαίωση της παραπάνω αρχής προέρχεται από την επιτυχή

εξήγηση των κινήσεων των πλανητών περί τον `Ηλιο. Στις µέρες µας υπάρχουν

πολλά πειράµατα που επιβεβαιώνουν µε µεγάλη ακρίβεια την παραπάνω αρχή,

Eötvös (1890), Dicke (1964), Braginsky (1971),

mG −mI

mG
< 10−13 (3.12)

Η αρχή της ισοδυναµίας είναι αναπόσπαστο κοµµάτι κάθε ϑεωρίας για τη ϐα-

ϱύτητα. Ως εκ τούτου, ήδη από τον 17ο αιώνα σχεδιάστηκαν πειράµατα για την

πειραµατική της επιβεβαίωση. Ο Γαλιλαίος πρώτος το 1610 επιβεβαίωσε πειρα-

µατικά µε εκκρεµή στα οποία είχε αναρτήσει µάζες από διαφορετικό υλικό ότι

ο λόγος

γ = |mI −mG|/mG

είναι µικρότερος του 2× 10−3. Ο Newton το 1680 ϐελτίωσε ακόµη περισσότερο

την ακρίβεια του πειράµατος του Γαλιλαίου ϑέτωντας το όριο γ < 10−3. Στις

αρχές του 19ου αίωνα ο Bessel ϐελτίωσε κατά σχεδόν δύο τάξεις µεγέθους την

ακρίβεια του παραπάνω πειράµατος ϑέτωντας το όριο στο γ < 2 × 10−5. Στη

συνέχεια ο Eötvös (1890 & 1908) χρησιµοποιώντας εκκρεµές στρέψης ϐελτίωσε

την ακρίβεια στο γ < 3 × 10−9 ενώ διαδοχικά πειράµατα από τους Dicke et al.

(1964) γ < 3× 10−11, Braginsky et al. (1971) γ < 9× 10−13, Kuroda and Mio

(1989) γ < 8 × 10−10, Adelberger et al. (1990) γ < 1 × 10−11 ϐελτίωσαν την

ακρίβεια των προηγούµενων µετρήσεων.

3.2.1 Το πείραµα του Dicke

Θα περιγράψουµε στη συνέχεια την αρχή λειτουργίας του πειράµατος του Dicke

et al. (1964) που χρησιµοποίησε το εκρεµµές στρέψης για να µελετήσει την έλξη

του `Ηλιου σε σώµατα διαφορετικού υλικού.

Αν ϑεωρήσουµε µία ϱάβδο µήκους 2ℓ αναρτηµενή από το µέσο της στα άκρα

της οποίας αναρτώνται δύο µάζες από διαφορετικά υλικά έστω m(1) και m(2),

όπως στο σχήµα 3.2. Οι δυνάµεις που δρούν στις δύο µάζες κατα µήκος του

άξονα Γης - Ηλίου είναι η ϐαρυτική έλξη του `Ηλιου, η κεντροµόλος λόγω της

περιστροφής περί τον `Ηλιο και η τάση που ασκείται από τη ϱάβδο έστω F . Θα

ξεκινήσουµε γράφοντας το νόµο κίνησης της Γης περί τον `Ηλιο, δηλαδή

GMm
(E)
G

R2
=
m

(E)
I v2

R
(3.13)

όπου M είναι η µάζα του `Ηλιου, m(E) η µάζα της Γης και v η ταχύτητα περι-

ϕοράς της Γης περί τον `Ηλιο και R η απόσταση Γής - Ηλίου. Λύνοντας ως προς

την ταχύτητα καταλήγουµε στη σχέση

v2 =
GM

R

(
mG

mI

)(E)

(3.14)
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Οι δυνάµεις που ασκούνται σε κάθε µια από τις µάζες είναι

F (1) +
GMm

(1)
G

R2
=
m

(1)
I v2

R
(3.15)

F (2) +
GMm

(2)
G

R2
=
m

(2)
I v2

R
(3.16)

οπότε αντικαθιστώντας την ταχύτητα v από τη σχέση (3.14) καταλήγουµε ότι

F (1) =
GMm

(1)
I

R2

[(
mG

mI

)(E)

−
(
mG

mI

)(1)
]

(3.17)

F (2) =
GMm

(2)
I

R2

[(
mG

mI

)(E)

−
(
mG

mI

)(2)
]

(3.18)

Είναι εύκολο από τη αρχή να επιλέξουµε τις αδρανειακές µάζες των δύο σωµάτων

να είναι ίσες δηλαδή m
(1)
I = m

(2)
I = m ϑα διαπιστώσουµε ότι σε κάθε χρονική

στιγµή πως η ϱοπή L που ασκείται στη ϱάβδο να είναι :

L =
(

F (1) − F (2)
)

ℓ =
GM

R2

[

m
(1)
G −m

(2)
G

]

ℓ . (3.19)

Αν υπάρχει κάποια ϱοπή δηλαδή άν m
(1)
G 6= m

(2)
G κατά την περιστροφή της

Γης περί τον άξονα της ϑα παρατηρηθεί µια περιδική περιστροφική ταλάντωση

περί τον άξονα του εκκρεµούς µε περίοδο 12 ωρών. Με αυτού του είδους την

πειραµατική διάταξη, η οποία προφανώς ϐρισκόταν σε ϑάλαµο κενού µονωµένη

από εξωτερικές ϑερµικές και ηλεκτροµαγνητικές επιδράσεις οι Roll, Krotkov

και Dicke επέτυχαν ακριβεία µετρήσεων της τάξης του

m
(1)
G −m

(2)
G

m
≤ 3 × 10−11 . (3.20)

Πειράµατα αυτού του είδους γίνονται και στις µέρες µας µε ακρίβεια που ϐελ-

τιώνεται συνεχώς, εν τούτοις ϑα πρέπει να επισηµάνουµε ότι τα πειράµατα αυτά

συνιστούν την προσεγγιστική ορθότητα της αρχής της ισοδυναµίας.

3.3 ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΒΑΡΥΤΙΚΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ

Ο Einstein διατύπωσε µια γενικότερη έκφραση για την αρχή της ισοδυναµίας

πιο συγκεκριµένα όρισε ότι οι ϐαρυτικές και οι αδρανειακές δυνάµεις είναι πλή-

ϱως ισοδύναµες και ως εκ τούτου δεν µπορούν να διαχωρισθούν πειραµατικά.

Οι συνέπειες της παραπάνω γενικευµένης αρχής είναι εξαιρετικά σηµαντικές

:

1. Οι ϐαρυτικές επιταχύνσεις ϑα περιγράφονται µε τον ίδιο τρόπο όπως και οι

αδρανειακές επιταχύνσεις. Τούτο όµως έχει σοβαρές συνέπειες, για παρά-

δειγµα, παρατηρούµενο από ένα αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων ένα
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m(2)m(1)

Σχήµα 3.2.

ελεύθερο σωµατίδιο εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση που δίνεται από την εξίσω-

ση
d2xµ

dt2
= 0 (3.21)

Αν όµως εισάγουµε γενικευµένες (µή-αδρανειακές) συντεταγµένες η εξίσωση

κίνησης ϑα λάβει τη γνωστή γενική µορφή (εξίσωση γεωδαισιακών)

d2xµ

ds2
+ Γµ

ρσ

dxρ

ds

dxσ

ds
= 0 (3.22)

ο δεύτερος όρος της οποίας είναι η αδρανειακή επιτάχυνση του σωµατιδίου

που προήλθε από τη χρήση µη-αδρανειακού συστήµατος συντεταγµένων.

`Αρα οι αδρανειακές επιταχύνσεις περιγράφονται από τα σύµβολα Christof

fel, αλλά µε ϐάση τη γενικευµένη αρχή της ισοδυναµίας του Einstein και

οι ϐαρυτικές επιταχύνσεις ϑα περιγράφονται από τα σύµβολα Christoffel. Η

παρατήρηση αυτή οδηγεί στο παρακάτω συµπέρασµα: Εφόσον τα σύµβολα

Christoffel είναι συναρτήσεις του µετρικού τανυστή και εποµένως µπορούµε

να συµπεράνουµε ότι ο µετρικός τανυστής ϑα έχει ϱόλο και ϐαρυτικού δυνα-

µικού.

2. Οταν υπάρχουν ϐαρυτικές επιταχύνσεις σε µια περιοχή του χώρου τότε ο

χώρος δεν είναι επίπεδος διότι τα σύµβολα Christoffel δεν ϑα µηδενίζονται

παντού1 Εποµένως, όταν υπάρχει ϐαρυτικό πεδίο (Γ λ
µν 6= 0) ο χώρος ϑα

είναι αναγκαστικά ένας καµπύλος χώρος Riemann. ∆ηλαδή, η παρουσία

του ϐαρυτικού πεδίου γίνεται αισθητή µέσω της αλλαγής της γεωµετρίας

του χώρου από επιπεδο (Minkowski) σε καµπύλο χώρο Riemann.

1 Υπάρχει δυνατότητα µηδενισµού των συµβόλων Christoffel σε κάποιο σηµείο (σε κά-

ποιο ειδικό σύστηµα συντεταγµένων) αλλά όχι σε όλο το χώρο.
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Εποµένως το ϐαρυτικό πεδίο έχει γεωµετροποιηθεί.

3. `Αµεση συνέπεια των παραπάνω είναι η µη-ύπαρξη αδρανειακών συστηµά-

των συντεταγµένων στην ΓΘΣ. Αν υπήρχαν αδρανειακά συστήµατα αυτά ϑα

ήταν τα συστήµατα στα οποία οι αδρανειακές επιταχύνσεις ϑα µηδενιζόταν

και κατά συνέπεια και οι ϐαρυτικές ϑα ήταν δυνατόν να χωρισθούν από τις

αδρανειακές σε αντίθεση µε τη γενικευµένη αρχή της ισοδυναµίας.

Η µη ύπαρξη εποµένως ‘ ειδικών ’ συστηµάτων συντεταγµένων (των αδρα-

νειακών) και η αντικατάσταση τους από ῾῾γενικά᾿᾿ συστήµατα (µη-αδρανειακά)

οδηγεί στην ονοµασία της νέας ϑεωρίας για τη ϐαρύτητα ως Γενική ϑεωρία

Σχετικότητας.

3.3.1 Εξισώσεις Einstein

Με ϐάση την προηγούµενη συζήτηση καταλήγουµε στο ότι εφόσον η πηγή του

ϐαρυτικού πεδίου είναι ένας τανυστής, ο τανυστής ενέργειας - ορµής Tµν , ϑα

πρέπει και η περιγραφή του πεδίου να γίνεται απο ένα τανυστή 2ης τάξης,

δηλαδή οι εξισώσεις πεδίου στη ϐαρύτητα ϑα πρέπει να είναι της µορφής

Fµν = Tµν . (3.23)

Ο τανυστής Fµν ϑα πρέπει να είναι συνάρτηση του µετρικού τανυστή και των πα-

ϱαγώγων του 1ης και 2ης τάξης. Επειδή όµως οι νόµοι διατήρησης της ενέργειας

και ορµής επιβάλλουν T µν
;µ = 0 ϑα πρέπει να ισχύει ότι

Fµν
;µ = 0 . (3.24)

Με ϐάση το ϑεώρηµα που αναφέρει ότι : Οι µόνοι τανυστές που µπορούν να

κατασκευαστούν απο τον µετρικό τανυστή και τις 1ης και 2ης τάξης παραγώγους

του, που να είναι γραµµικός ως προς τις 2ης τάξης παραγώγους, είναι ο τανυστής

Riemann και οι συστολές του.

Αρα ο Fµν µπορεί να γραφεί ως

Fµν = Rµν + agµνR+ bgµν . (3.25)

και εποµένως οι εξισώσης του πεδίου ϑα γραφούν ως

Rµν + agµνR+ bgµν = κT µν (3.26)

λόγω όµως της εξίσωσης (3.24) ϑα πρέπει να ισχύει

(Rµν + agµνR+ bgµν);µ = 0 (3.27)

Αποδεικνύεται ότι τούτο είναι δυνατόν µόνο αν a = −1/2. Αρα η τελική µορφή

των εξισώσεων Einstein είναι

Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν = κT µν . (3.28)
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Η σταθερά Λ είναι γνωστή ως κοσµολογική σταθερά2 και στις µέρες µας

αποδεικνύεται εξαιρετικά σηµαντική για την κατανόηση της διαστολής του Σύµ-

παντος. Η σταθερά κ που δείχνει το ϐαθµό σύζευξης της γεωµετρίας του χωρό-

χρονου µε την κατανοµή της ύλης-ενέργειας δίνεται ως συνδυασµός ϑεµελιωδών

σταθερών της ϕυσικής όπως ϑα δείκξουµε στη συνέχεια (k = 8πG/c4).

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να δειχθεί ότι οι εξισώσεις Einstein µπορούν να γραφούν ως :

Rµν = −κ
(

Tµν − 1

2
gµνT

)

(3.29)

Απόδειξη

Οι εξισώσεις Einstein γράφονται :

Rµν − 1

2
gµνR = −κTµν

οπότε πολλαπλασιάζοντας µε gρν καταλήγουµε στην

2Rρ
ν − δρ

νR = −2κT ρ
ν

και µε συστολή των δεικτών µ και ν πέρνουµε 2R − 4R = −2κT δηλ. R = κT .

Εποµένως

Rµν = −κTµν +
1

2
gµνR = −κ

(

Tµν − 1

2
gµνT

)

.

3.3.2 Το Νευτώνιο όριο

Θα δείξουµε τώρα ότι για την περίπτωση ασθενών ϐαρυτικών πεδίων και για κι-

νήσεις µε µικρή ταχύτητα, οι εξισώσεις των γεωδαισιακών ανάγονται στις γνωστές

εξισώσεις κίνησης της Νευτώνειας ϑεωρίας και οι εξισώσεις Einstein ανάγονται

στις εξισώσεις των γεωδαισιακών.

2 Η κοσµολογική σταθερά προτάθηκε απο τον Einstein µε σκοπό την περιγραφή ενός

στατικού σύµπαντος, δηλαδή ενός σύµπαντος που δεν ϑα καταρρεύσει από τις ϐα-

ϱυτικές του έλξεις. Πολύ γρήγορα όµως εγκαταλείφθηκε όταν διαπιστώθηκε η απο-

µάκρυνση των γαλαξιών απο τον Hubble που οδηγούσε σε ένα διαστελλόµενο σύµ-

παν. Ο Einstein τότε µίλησε για το µεγαλύτερο λάθος της Ϲωής του ! Οι πρόσφατες

µάλιστα παρατηρήσεις δείχνουν ένα σύµπαν που ϐρίσκεται σε επιταχυνόµενη δια-

στολή και η κοσµολογική σταθερά αποτελεί ακρογωνιαίο λίθο για όλες τις ϑεωρίες

που προσπαθούν να εξηγήσουν την επιταχυνόµενη διαστολή. Από άποψη µονάδων η

κποσµολογική σταθερά έχει τη µορφή

Λ =
8πG

c2
ρv

όπου ρv είναι η ενεργειακή πυκνότητα του κενού. Σύµφωνα µε τη ΓΘΣ µια ϑετική

τιµή της κοσµολογικής σταθεράς (που σηµαίνει ϑετική ενέργεια του κενού) έχει ως

συνέπεια την επιταχυνόµενη διαστολή του κενού χώρου.
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Εξισώσεις κίνησης

Οι εξισώσεις των γεωδαισιακών γράφονται συνήθως ως προς τον ίδιο χρόνο τ ή

το ίδιο µήκος s. Στο Νευτώνειο όριο δεν υπάρχει η έννοια του ιδίου µήκους ή

ιδίου χρόνου αλλά αντ΄ αυτού ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τον απόλυτο ή

συντεταγµένο χρόνο t ο οποίος δεν είναι αφινική παράµετρος, άρα ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε την µορφή (1.132) των γεωδαιδιακών εξισώσεων, δηλαδή

d2xµ

dσ2
+ Γµ

αβ

dxα

dσ

dxβ

dσ
= − d2σ/ds2

(dσ/ds)2
dxµ

dσ
(3.30)

οπότε επιλέγοντας τον απόλυτο χρόνο ως παράµετρο, δηλαδή σ = x0 = t η

παραπάνω σχέση ϑα γραφεί ως

d2xµ

dt2
+ Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
= − d2t/ds2

(dt/ds)2
dxµ

dt
(3.31)

η πρώτη από τις παραπάνω 4 εξισώσεις (για το x0) δίνει προφανώς dx0/dt =
dt/dt = 1 και d2x0/dt2 = 0 οπότε

Γ 0
αβ

dxα

dt

dxβ

dt
= − d2t/ds2

(dt/ds)2
dxµ

dt
(3.32)

και αντικαθιστώντας στην εξίσωση (3.31) µπορούµε να γράψουµε τις εξισώσεις

των γεωδαισιακών ως

d2xµ

dt2
+

(

Γµ
αβ − Γ 0

αβ

dxµ

dt

)
dxα

dt

dxβ

dt
= 0 (3.33)

ουσιαστικά έχουµε χρησιµοποιήσει την πρώτη από τις εξισώσεις των γεωδαισια-

κών για να απαλλείψουµε τους όρους στο δεξιό µέλος της (3.31), άρα στη ουσία

έχουν µείνει 3 εξισώσεις για τις 3 συνιστώσες xk για (k = 1, 2, 3) και αναγόµαστε

στη µορφή

d2xk

dt2
+

(

Γ k
αβ − Γ 0

αβ

dxk

dt

)
dxα

dt

dxβ

dt
= 0 . (3.34)

Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε προσεγγίσεις και πιο συγκεκριµένα ότι η

ταχύτητες είναι σηµαντικά µικρότερες από την ταχύτητα του ϕωτός (υπενθυµί-

Ϲουµε ότι χρησιµοποιούµε γεωµετρικές µονάδες άρα c = 1) και προφανώς ϑα

ισχύει uk = dxk/dt << 1 άρα Γ k
αβ >> Γ 0

αβdx
k/dt οπότε η προηγούµενη σχέση

γράφεται

d2xk

dt2
≈ −Γ k

00 (3.35)

∆ηλαδή το σύµβολο Christoffel, Γ k
00, αντιστοιχεί στη Νευτώνεια δύναµη ανά

µονάδα µάζας. Αν προσπαθήσουµε να το υπολογίσουµε για περίπου επίπεδο

χώρο, δηλαδή gµν ≈ ηµν + hµν µε ηµν >> hµν , το σύµβολο Christoffel Γ k
00, ϑα

πάρει τη µορφή
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Γ k
00 =

1

2
gkλ (2gλ0,0 − g00,λ) ≈ −1

2
ηkλg00,λ =

1

2
δkjg00,j =

1

2
g00,k (3.36)

`Αρα η εξισώσεις των γεωδαισιακών ϑα δίνονται προσεγγιστικά απο τις σχέσεις

d2xk

dt2
≈ g00,k . (3.37)

Η σχέση αυτή ϑα πάρει τη γνωστή Νευτώνεια µορφή

d2xk

dt2
≈ ∂U

∂xk
(3.38)

αν υποθέσουµε ότι η συνιστώσα της µετρικής g00 έχει τη µορφή

g00 ≈ η00 + h00 = 1 + h00 = 1 + 2U (3.39)

(ϑέσαµε U = 2h00) δηλαδή η ποσότητα (ϐαθµωτό µέγεθος) U είναι το Νευτώνειο

δυναµικό.

Εξισώσεις Einstein

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι οι εξισώσεις Einstein ανάγονται στην εξίσωση Pois

son.

Μια εναλλακτική γραφή των εξισώσεων Einstein είναι και η (3.29), δηλαδή

Rµν = −κ
(

Tµν − 1

2
gµνT

)

(3.40)

για την απόδειξη του Ϲητούµενου ϑα χρησιµοποιήσουµε µόνο τη συνιστώσα 00
γιατί στην ουσία για µικρές ενεργειακές συγκεντρώσεις η κυρίαρχη συνιστώσα

του τανυστή ενέργειας - ορµής είναι η T00. Εποµένως

R00 = −κ
(

T00 −
1

2
g00T

)

≈ −κ
(

T00 −
1

2
η00T

)

≈ −1

2
κT00

= −1

2
κρ (3.41)

οπου ϑεωρήσαµε ότι T = gµνTµν ≈ ηµνTµν ≈ η00T00 = T00. Η 00 συνιστώσα

του τανυστή Ricci δίνεται από τη σχέση

R00 = Γµ
00,µ − Γµ

0µ,0 + Γµ
00Γ

ν
νµ − Γµ

0νΓ
ν
0µ ≈ Γµ

00,µ ≈ Γ j
00,j (3.42)

αλλά όπως αποδείξαµε νωρίτερα Γ j
00 ≈ g00,j/2 εποµένως

R00 ≈ Γ j
00,j ≈ 1

2

∂2g00
∂xj∂xj

=
1

2
∇2g00 ≈ ∇2U (3.43)

άρα καταλήγουµε στην εξίσωση

∇2U =
1

2
κρ (3.44)

από την οποία συγκρίνοντας µε την εξίσωση Poisson (2.1) υπολογίζουµε τη τιµή

της άγνωστης σταθεράς κ που είναι

κ = 8πG . (3.45)
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Οι εξισώσεις του Einstein είναι µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε µερικές

παραγώγους και οι µαθηµατικές µας γνώσεις δεν επιτρέπουν την γενική επίλυση

τους. Εν τούτοις, αν ϑεωρήσουµε ότι η Ϲητούµενη λύση έχει µερικές ‘ λογικές

’ συµµετρίες, προερχόµενες από συγκεκριµένες ϕυσικές παραδοχές τότε είναι

δυνατή η εξεύρεση λύσεων που µπορούν να αναπαραστούν το χωρόχρονο πέριξ

και εντός αστρικών αντικειµένων που παρατηρούµε. Τέτοιες παραδοχές είναι

για παράδειγµα ότι η πηγή του πεδίου είναι σφαιρικά συµµετρική ή αξονικά

συµµετρική, είτε ότι ο χωρόχρονος µακρυά από την πηγή είναι επίπεδος.

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε µερικές από τις πλέον σηµαντικές λύ-

σεις των εξισώσεων Einstein, αν και για το επίπεδο του παρόντος συγγράµµατος

η µόνη λύση που ϑα µελετηθεί λεπτοµερώς είναι η απλούστερη σφαιρικά συµ-

µετρική και στατική λύση Schwarzschild.

4.1 Η ΛΥΣΗ SCHWARSCHILD

Μια λύση των εξισώσεων Einstein που περιγράφει σφαιρικά συµµετρικούς χω-

ϱόχρονους έχει τη µορφή

ds2 = eν(t,r)dt2 − eλ(t,r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(4.1)

οπου οι λ(t, r) και ν(t, r) είναι άγνωστες συναρτήσεις που ϑα προσδιορισθούν

απο τη λύση των εξισώσεων Einstein στο κενό, δηλαδή από τη λύση της εξίσωσης

Rµν = 0 . (4.2)

Τα σύµβολα Christoffel για τη µετρική (4.1) είναι :
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Γ 0
00 =

ν̇

2
, Γ 1

00 =
ν′

2
eν−λ , Γ 0

01 =
ν′

2
(4.3)

Γ 1
01 =

λ̇

2
, Γ 0

11 =
λ̇

2
eλ−ν , Γ 1

11 =
λ′

2
(4.4)

Γ 1
12 =

1

r
Γ 3

13 =
1

r
, Γ 1

22 = −re−λ (4.5)

Γ 3
23 = cot θ , Γ 1

33 = −re−λ sin2 θ , Γ 2
33 = sin θ cos θ (4.6)

Οπότε οι Ϲητούµενες συνιστώσες του τανυστή Ricci ϑα είναι :

R11 = −ν
′′

2
− ν′2

4
+
ν′λ′

4
+
λ′

r
+ eλ−ν

[

λ̈

2
+
λ̇2

4
− λ̇ν̇

4

]

(4.7)

R00 = eν−λ

[
ν′′

2
+
ν′2

4
− ν′λ′

4
+
ν′

r

]

− λ̈

2
− λ̇2

4
+
λ̇ν̇

4
(4.8)

R10 =
λ̇

r
(4.9)

R22 = = −e−λ
[

1 +
r

2
(ν′ − λ′)

]

+ 1 (4.10)

R33 = sin2 θR22 (4.11)

Ας προσπαθήσουµε να διερευνήσουµε τη συναρτησιακή µορφή των ν(t, r)
και λ(t, r) σε ένα χωρόχρονο από τον οποίο απουσιάζει ύλη, δηλαδή Rµν = 0.

Οπότε από το άθροισµα R11 + eλ−νR00 = 0 καταλήγουµε στη σχέση

ν′ + λ′ = 0 (4.12)

επίσης από τη συνιστώσα {01} του τανυστή Ricci

R10 =
λ̇

r
= 0 (4.13)

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι λ = λ(r). Από την εξίσωση R22 = 0 (εξίσωση

4.10) αναγόµαστε στη σχέση

ν′ − λ′ =
2

r
(eλ − 1) (4.14)

`Αρα

ν′ =
1

r
(eλ − 1) (4.15)

λ′ = −1

r
(eλ − 1) (4.16)

Επειδή το δεξιό µέλος των παραπάνω εξισώσεων είναι συνάρτηση µόνο του r για

να ισχύει η πρώτη ϑα πρέπει η συνάρτηση ν = ν(t, r) να µπορεί να γραφεί στη

µορφή
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ν(t, r) = α(t) + ν̃(r) (4.17)

που µας οδηγεί στον ορισµό µία νέας µεταβλητής για το χρόνο, έστω t̃, για την

οποία ϑα ισχύει

dt̃ = eα/2dt (4.18)

δηλαδή η χρονική εξάρτηση της ν(t, r) ¨αποροφιέται¨ από την αλλαγή απο τη

µεταβλητή t στην t̃.
`Αρα από την εξίσωση (4.12) καταλήγουµε στην σχέση

λ(r) = −ν̃(r) (4.19)

δηλαδή οι δύο άγνωστες συνιστώσες του µετρικού τανυστή είναι ανεξάρτητες του

χρόνου. Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιούµε, για απλότητα, τη γραφή ν(r) αντί

της ν̃(r).

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ BIRKOFF

Αν η γεωµετρία του χωρόχρονου σε µια περιοχή του είναι σφαιρικά συµµετρική και

αποτελεί λύση των εξισώσεων του Einstein στο κενό, τότε υποχρεωτικά αποτελεί

τµήµα της γεωµετρίας Schwarzschild.

Το εξωτερικό πεδίο ενός σφαιρικά συµµετρικού και ηλεκτρικά ουδέτερου

αστέρα ικανοποιεί τις συνθήκες του Birkoff ανεξάρτητα άν ο αστέρας είναι στα-

τικός, πάλλεται ή καταρρέει, εποµένως το εξωτερικό του πεδίο ϑα είναι τµήµα

της γεωµετρίας Schwarzschild.

Λύνοντας την εξίσωση (4.16) είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε και τη συνάρ-

τηση λ(r). Προς τούτο αντικαθιστούµε f = e−λ οπότε η εξίσωση (4.16) γράφεται

ως

rf ′ + f = 1 (4.20)

που έχει προφανή λύση

f = e−λ = eν = 1 − k

r
(4.21)

όπου k είναι η σταθερά της ολοκλήρωσης και ϑα καθορισθεί από τις οριακές

συνθήκες. Στη συγκεκριµένη περίπτωση για r → ∞ ϑα πρέπει η λύση που ϐρή-

καµε να ανάγεται στη Νευτώνεια, που όπως δείξαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο

είναι

g00 = 1 +
2

c2
U(r) (4.22)

όπου U(r) είναι το Νευτώνειο δυναµικό που για την περίπτωση της σφαιρικής

συµµετρίας είναι

U(r) = −GM
r

(4.23)

οπότε

k =
2GM

c2
(4.24)
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και η λύση του Schwarzschild λαµβάνει τη µορφή

ds2 =

(

1 − 2GM

rc2

)

c2dt2 −
(

1 − 2GM

rc2

)−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 φdφ2

)
.

(4.25)

Η ποσότητα 2GM/rc2 προσδιορίζει ουσιαστικά το ϐαθµό απόκλισης του χωρό-

χρονου Schwarzschild από το χωρόχρονου Minkowski. Για τον `Ηλιο µε µάζα

M⊙ ≈ 2 × 1033gr και ακτίνα R⊙ = 696.000km ο όρος 2GM/rc2 λαµβάνει

την τιµή ≈ 4 × 10−6, άρα οι διορθώσεις της ΓΘΣ ακόµη και στην επιφάνεια

του `Ηλιου είναι µικρές. Αντίθετα σε πολύ πυκνά σώµατα όπως οι αστέρες νε-

τρονίων (R ≈ 10km, M = 1.4M⊙) οι διορθώσεις αυτές είναι της τάξης του

∼ 0.3 − 0.5. Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε πολλές ϕορές γεωµετρικές

µονάδες (G = c = 1) ως προς τις οποίες ο όρος 2GM/rc2 γίνεται 2M/r.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να ϐρεθούν τα σύµβολα Christoffel για τη µετρική του Schwarzschild.

Λύση

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.96) καταλήγουµε ότι τα µόνα µή µηδενικά συµ-

ϐολα Christoffel είναι τα

Γ t
t r =

1

2
ν′ , Γ r

t t =
1

2
ν′eν−λ , Γ r

r r =
1

2
λ′

Γ r
θ θ = −re−λ , Γ r

φ φ = −re−λ sin2 θ , Γ θ
r θ =

1

r
(4.26)

Γ θ
φ φ = − sin θ cos θ , Γφ

r φ =
1

r
, Γφ

θ φ =
cos θ

sin θ
.

2. Να γραφεί το γραµµικό στοιχείο του χωρόχρονου Schwarzschild σε ένα νέο

σύστηµα συντεγµένων ούτως ώστε το χωρικό τµήµα να είναι ανάλογο µε αυτό

του Ευκλείδειου χώρου.

Απόδειξη

Το νέο σύστηµα συντεταγµένων (t′, r′, θ′, φ′) µπορεί να γραφεί ως συνάρτηση

των συντεταγµένων Schwarzschild (t, r, θ, φ) ως εξής

t = t′, r =
(

1 +
rs
4r′

)

r′, θ = θ′, φ = φ′

όπου rs = 2Gm/c2, οπότε στο νέο σύστηµα συντεταγµένων το γραµµικό στοι-

χείο γράφεται :

ds2 =

(
1 − rs/4r

′

1 + rs/4r′

)2

c2dt2 −
(

1 +
rs
4r′

)4 (
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)

Οι συντεταγµένες (r′, θ, φ) καλούνται σφαιρικές ισοτροπικές συντεταγµέ-

νες.
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Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z)
που συνδέονται µε τις (r′, θ, φ) µε τις σχέσεις x = r′ sin(θ) cos(φ), y =
r′ sin(θ) cos(φ) και z = r′ cos(θ). Οπότε το γραµµικό στοιχείο ϑα γραφεί

ds2 =

(
1 − rs/4r

′

1 + rs/4r′

)2

c2dt2 −
(

1 +
rs
4r′

)4 (
dx2 + dy2 + dz2

)
(4.27)

όπου r′
2

= x2 + y2 + z2. Οι συντεταγµένες αυτές ονοµάζονται ισοτροπικές

καρτεσιανές.

4.1.1 Οι εξισώσεις των γεωδαισιακών στο χωρόχρονο Schwarzschild

Οι εξισώσεις των γεωδαισιακών µπορούν εύκολα να ϐρεθούν µε χρήση της εξί-

σωσης (1.117) για την οποία τα απαιτούµενα σύµβολα Christoffel δίνονται από

τις σχέσεις (4.26).

r̈ − 1

2
ν′ṙ2 − reν θ̇2 − reν sin2 θφ̇2 +

1

2
e2νν′ ṫ2 = 0 (4.28)

θ̈ +
2

r
ṙθ̇ − sin θ cos θφ̇2 = 0 (4.29)

φ̈+
2

r
ṙφ̇+ 2

cos θ

sin θ
θ̇φ̇ = 0 (4.30)

ẗ+ ν′ṙṫ = 0 (4.31)

όπου η τελεία σηµαίνει παραγώγιση ως προς τον ίδιο χρόνο τ ή το ίδιο µήκος s
και η οξεία παραγώγιση ως προς r. Μια επιπλέον εξίσωση µπορεί να χρησιµο-

ποιηθεί αντί κάποιας από τις παραπάνω µε χρήση της σχέσης

gλµẋ
λẋµ = 1 (4.32)

ή αναλυτικότερα

−eν ṫ2 + eλṙ2 + r2θ̇ + r2 sin2 θφ̇2 = 1 (4.33)

Αν σε κάποια χρονική στιγµή η γεωδιασιακή διέρχεται από ένα τυχαίο σηµείο

P του ισηµερινού επιπέδου θ = π/2 και η εφαπτοµενή της ϐρίσκεται επί του

ιδίου επιπέδου, τότε ϑα ισχύει

θ̇ = 0 στο P (4.34)

και µε ϐάση την εξίσωση (4.29) ϑα είναι

θ̈ = 0 στο P (4.35)

αλλά και όλες οι χρονικές παράγωγοι ϑα µηδενίζονται. Αυτό σηµαίνει ότι η

τροχιά ϑα ϐρίσκεται πάντα επί του ισηµερινού επιπέδου.

Εποµένως οι γεωδαισιακές που ϐρίσκονται στο ισηµερινό επίπεδο (θ = π/2)

ϑα δίνονται από τις σχέσεις :
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r̈ − 1

2
ν′ṙ2 − reν φ̇2 +

1

2
e2νν′ ṫ2 = 0 (4.36)

φ̈+
2

r
ṙφ̇ = 0 (4.37)

ẗ+ ν′ṙṫ = 0 (4.38)

ενώ η σχέση (4.33) ϑα γραφεί ως :

−eν ṫ2 + eλṙ2 + r2φ̇2 = 1 . (4.39)

Από τις εξισώσεις (4.37) και (4.38) εύκολα αποδεικνύεται ότι :

d

dτ

(

r2φ̇
)

= 0 ⇒ r2φ̇ = L = σταθερό : Ολοκλήρωµα Στροφορµής(4.40)

d

dτ

(
eν ṫ
)

= 0 ⇒ eν ṫ = E = σταθερό : Ολοκλήρωµα Ενέργειας (4.41)

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.39) και τα ολοκληρώµατα κίνησης καταλή-

γουµε στην παρακάτω εξίσωση κίνησης

(
d

dφ
u

)2

+ u2 =
E2 − 1

L2
+

2Mu

L2
+ 2Mu3 (4.42)

όπου u = 1/r. Η παραπάνω εξίσωση µπορεί εύκολα να αναχθεί σε µια εξίσωση

παρόµοια µε την εξίσωση Kepler της Νευτώνειας δυναµικής, δηλαδή

d2

dφ2
u+ u =

M

L2
+ 3Mu2 (4.43)

από την οποία απουσιάζουν παραγωγίσεις ως προς τον ίδιο χρόνο τ . Η εξίσωση

(4.43) όπως προαναφέρθηκε αποτελεί επέκταση της εξίσωσης Kepler της Νευτώ-

νειας δυναµικής και ϑα ταυτίζεται αν απαλειφθεί ο όρος 3Mu2. Ο ορός αυτός για

κινήσεις στο ηλιακό σύστηµα, όπουM = M⊙ = 1.47664km ≈ 2×1033g, και για

τροχιές π.χ. των πλανητών Ερµή (r ≈ 0.46× 108km) και Γής (r ≈ 1.5× 108km)

λαµβάνει τις τιµές ≈ 3×10−8 και ≈ 10−8 αντίστοιχα. ∆ηλαδή η συνεισφορά της

σχετικιστικής ϐαρύτητας είναι ϕαινοµενικά αµελητέα, αλλά επειδή το ϕαινόµενο

(η περιφορά των πλανητών περί τον `Ηλιο) επαναλαµβάνεται οι λεγόµενες ῾῾ σχετι-

κιστικές διορθώσεις ᾿᾿ αθροίζονται µε αποτέλεσµα να παρατηρούνται µετρήσιµες

αποκλίσεις στις τροχιές των πλανητών. Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε

αναλυτικά στις τροχιές σωµάτων και ϕωτεινών ακτίνων στο χωρόχρονο Schwarz

schild και ϑα περιγράψουµε πειράµατα που επιβεβαιώνουν την ΓΘΣ.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να δειχθεί ότι ισχύει ο 3ος νόµος του Kepler για κυκλικές τροχιές γύρω από

µια µελανή οπή Schwarzschild.

Απόδειξη
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Από τα ολοκληρώµατα κίνησης r2φ̇ = L και eν ṫ = E και την εξίσωση των

γεωδαισιακών για ακτινική κίνηση (4.36) ϑέτοντας

dr

dt
= 0 και θ =

π

2

λαµβάνουµε ότι

−reν φ̇2 +
1

2
e2νν′ ṫ2 = 0

άρα

Ω2 =

(
dφ

dt

)2

=

(

φ̇

ṫ

)2

=
eν

2

ν′

r
=

1

2r

d

dr
eν =

1

2r

d

dr

(

1 − 2M

r

)

=
M

r3

εποµένως

Ω2 =
M

r3
. (4.44)

2. ∆ύο ϱολόγια κινούνται σε απόσταση r1 = 6M και r2 = 10M απο µία µελανή

οπή Schwarschild.

α) Ποιά είναι η περίοδος περιφοράς που µετράει το κάθε ϱολόι ως προς την

περίοδο που µετράει ένας παρατηρητής στο άπειρο.

ϐ) Αν το πείραµα το επαναλαµβάναµε στη Γη µε δύο ϱολόγια σε τροχιές h1 =
10km και h2 = 20km από την επιφάνεια της. Αν η ακρίβεια των ϱολογιών

είναι της τάξης των 10−13sec ϑα µπορούσαµε να παρατηρήσουµε διαφορές

µετά απο µία πλήρη περιφορά του κάθε ϱολογιού ;1

Απόδειξη

α) Ο ίδιος χρόνος των περιστρεφόµενων ϱολογιών δίνεται απο τη σχέση :

dτ2 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 − r2 sin2 θdφ2

που γράφεται :

(
dτ

dt

)2

=

(

1 − 2M

r

)

− r2 sin2 θ

(
dφ

dt

)2

Για απλότητα ϑα ϑεωρήσουµε ότι τα ϱολόγια κινούνται στο ισηµερινό επίπεδο

θ = 0. Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε τον τρίτο νόµο το Kepler:

(
dφ

dt

)2

=
M

R3
≡ Ω2 =

2π

P

καταλήγουµε στη σχέση :

(
dτ

dt

)2

= 1 − 3M

R
.

1 Μάζα Γης : M⊕ = 5.98 × 1024kg=4.35 × 10−6km, ακτίνα Γης : R⊕ = 6370km.
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Στις συγκεκριµένες τροχιές ϑα έχουµε :

(
dτ1
dt

)2

= 1 − 3M

r1
=

1

2
.

και
(
dτ2
dt

)2

= 1 − 3M

r2
=

5

7
.

∆ηλαδή στην πρώτη περίπτωση ϑα είναι : P
(1)
∞ = 2π × 6

√
6M και P1 =

1/
√

2P
(1)
∞ = 12π

√
3M , ενώ στη δέυτερη P

(2)
∞ = 2π × 10

√
10M και P2 =

√

5/7P
(2)
∞ = 20π

√

50/7M.

ϐ) Για δύο ϱολόγια σε τροχίες h1 = 10km και h2 = 20km ϑα πάρουµε

(
dτ1
dτ2

)2

=
1 − 3M⊕

R⊕+h1

1 − 3M⊕

R⊕+h2

≈ 1 − 3M⊕
R⊕ + h1

+
3M⊕

R⊕ + h2

και τελικά

dτ1 =
(
1 − 1.6 × 10−12

)
dτ2

που µε τη δοθείσα ακρίβεια µέτρησης των ϱολογιών είναι δυνατόν να µετρηθεί.

4.1.2 Μελανή Οπή Schwarzschild

Η µετρική Schwarzschild, στο σύστηµα των σφαιρικών συντεταγµένων που επι-

λέξαµε, παρουσιάζει ‘ ανωµαλίες ’ για r = 2M διότι g00 = 0 και g11 → ∞! Εν

τούτοις, η ορίζουσα του µετρικού τανυστή g = det |gµν | = r4 sin2(θ) είναι διά-

ϕορη του µηδενός για r = 2M οπότε η ‘ ανωµαλία ’ αυτή ϑα λέµε ότι είναι µια

ϕαινοµενική ανωµαλία ή ανωµαλία του συστήµατος συντεταγµένων και όχι µια

ουσιαστική ανωµαλία. Στη συγκεκριµένη περίπτωση η πραγµατική ανωµαλία

ϐρίσκεται στο r = 0.

Παρότι η επιφάνεια r = 2M δεν αποτελεί ουσιαστικό µαθηµατικό πρόβλη-

µα για τη µετρική Schwarzschild, έχει σηµαντικές ϕυσικές ιδιότητες που ϑα

προσπαθήσουµε να κατανοήσουµε µέσω της µελέτης του κώνου ϕωτός στο χω-

ϱόχρονο Schwarzschild. Οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός (για σταθερά θ και φ)

ϑα δηµιουργούνται από τη περιορισµένη µορφή της µετρικής

ds2 ≡ 0 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 −
(

1 − 2M

r

)−1

dr2 (4.45)

άρα
dr

dt
= ±

(

1 − 2M

r

)

. (4.46)

Ασυµπτωτικά, r → ∞, οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός ϑα τέµνονται σε ορθή

γωνία, αλλά για µικρότερα r η γωνία ελλατώνεται, ενώ στην κρίσιµη απόσταση
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r = 2M οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός ταυτίζονται και εποµένως τα ϕωτεινά

σήµατα δεν µπορούν να διαφύγουν προς µεγαλύτερα r αλλά αντίθετα ϕαίνεται

να παραµένουν στάσιµα στην επιφάνεια r = 2M . Αρα ϑα µπορούσαµε να ϑεω-

ϱήσουµε ότι η ευθεία r = 2M στο διάγραµµα t−r είναι µία ϕωτοειδής καµπύλη

και αντίστοιχα η σφαιρική επιφάνεια r = 2M είναι µια ϕωτοειδής επιφάνεια.

Για r < 2M τα πρόσηµα στην εξίσωση (4.45) αλλάζουν και µαζί τους και η

t

r

r=0 r=2M

Σχήµα 4.1. Ο κώνος ϕωτός στο χωρόχρονο Schwarzschild.

σηµασία των συντεταγµένων, δηλαδή η χρονική συντεταγµένη t γίνεται χωρική

και αντίστροφα η χωρική συντεταγµένη r γίνεται χρονική. Οπότε ο κώνος ϕω-

τός αλλάζει διεύθυνση όπως ϕαίνεται στο σχήµα 4.1. Συνέπεια τούτου είναι ότι

κανένα σωµατίδιο, ούτε τα ϕωτόνια µπορούν να κινηθούν προς µεγαλύτερα r
αλλά αντίθετα κινούνται προς το r = 0 που αποτελεί την ουσιαστική ανωµαλία

του χωρόχρονου.

Στην αδυναµία διαφυγής σωµάτων αλλά και ϕωτονίων από την περιοχή r ≤
2M οφείλουµε τον όρο µελανή οπή δηλαδή µια περιοχή του χωρόχρονου από

την οποία τίποτα δεν µπορεί να διαφύγει ούτε και το ϕώς.

Η επιφάνεια r = 2M ονοµάζεται ορίζοντας γεγονότων ή απλά ορίζοντας

και µε ϐάση τα προηγούµενα επιφάνεια απείρου µετάθεσης προς το ερυθρό
2.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να δείξετε ότι κάθε διάνυσµα που είναι κάθετο στην επιφάνεια του ορίζοντα είναι

ϕωτοειδές.

Απόδειξη

2 Περισσότερες λεπτοµέριες στο Κεφάλαιο 5.3
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Η επιφάνεια του ορίζοντα δίνεται από τη σχέση f(xµ) = r − 2M = 0 το

µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια αυτή εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι :

nµ = f,µ = (0, 1, 0, 0)

εποµένως

|n|2 = gµνnµnν = g11n1n1 =

(

1 − 2M

r

)

· 1 · 1 →r=2M 0 .

Επιφάνειες µε την παραπάνω ιδιότητα ονοµάζονται χαρακτηριστικές επιφά-

νειες , και έχουν ιδιαίτερη σηµασία όταν µελετάµε προβλήµατα που αφορούν

διάδοση ακτινοβολίας.

Σχήµα 4.2. ∆ιάγραµµα του χωρόχρονου που περιγράφει τη ϐαρυτική κατάρρευση ενός

σφαιρικού αστέρα (το εσωτερικό του αστέρα είναι σκιασµένο). Προφανώς σ΄ αυτό το διά-

γραµµα ο χωρόχρονος έχει δύο χωρικές και µία χρονική διάσταση. Στα σηµεία (συµ-

ϐάντα) O, P και Q έχουµε την εκποµπή ϕωτεινών σηµάτων και ϕαίνονται οι τροχιές των

ϕωτεινών ακτίνω αλλά και το περίγραµµα των κώνων ϕωτός. Τα ϕωτόνια που εκπέµπονται

κατά το συµβάν O (δηλαδή όταν η επιφάνεια του αστέρα είναι µεγαλύτερη από τον ορί-

Ϲοντα) διφεύγουν στο άπειρο. Τα ϕωτόνια που εκπέµπονται κατά το συµβάν P (τη στιγµή

που η επιφάνεια του αστέρα ταυτίζεται µε τον ορίζοντα) δεν µπορούν να διαφύγουν αλλά

µπορούν να κινούνται στην επιφάνεια r = 2M (δηλαδή πάνω στον ορίζοντα), τέλος τα

ϕωτόνια που εκπέµπονται κατά το συµβάν Q δεν µπορούν να ξεφύγουν αλλά καταληγούν

τελικά στο κέντρο της µελανής οπής, στην ανωµαλία.
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4.1.3 Οι συντεταγµένες EddingtonFinkelstein

Η ϕαινοµενική ανωµαλία r = 2M , του συστήµατος σφαιρικών συντεταγµένων,

που προαναφέραµε µπορεί να αποφευχθεί µε τη χρήση ενός εναλλακτικού συ-

στήµατος συντεταγµένων που προτάθηκε απο τους Eddington και Finkelstein.

Οι συντεταγµένες EddingtonFinkelstein (t′, r′, θ′, φ′) συνδέονται µε τις

σφαιρικές συντεταγµένες µέσω των σχέσεων :

t = t′ ± ln(r′/2M − 1), r > 2M (4.47)

t = t′ ± ln(1 − r′/2M), r < 2M (4.48)

r = r′, θ = θ′, φ = φ′ (4.49)

Η µετρική Schwarzschild στο νέο σύστηµα συντεταγµένων είναι :

ds2 =

(

1 − 2M

r

)

dt′2 −
(

1 +
2M

r

)

dr2 ± 4M

r
drdt′ − r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)

(4.50)

t'

r

r=2M

Σχήµα 4.3. Οι κώνοι ϕωτός στο χωρόχρονο Schwarzschild στις συντεταγµένες

EddingtonFinkelstein.

Η νέα µετρική δεν παρουσιάζει ανωµαλία για r = 2M , οπότε αναµένουµε και

οµαλή µεταβολή των κώνων ϕωτός καθώς πλησιάζουµε τον ορίζοντα γεγονότων.

Για την εύρεση των γεννέτηρων του κώνου ϕωτός ϑεωρούµε ότι ds = 0 και για

σταθερά θ και φ λαµβάνουµε

ds2 ≡ 0 =

(

1 − 2M

r

)

dt′2 −
(

1 +
2M

r

)

dr2 ± 4M

r
drdt′ (4.51)

οπότε
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(dt′ + dr)

[(

1 − 2M

r

)

dt′ −
(

1 +
2M

r

)

dr

]

= 0 (4.52)

άρα οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός ϑα δίνονται από τις σχέσεις

dr

dt′
= −1 και

dr

dt′
=
r − 2M

r + 2M
(4.53)

η πρώτη εκ των οποίων δίνει ευθείες και η δεύτερη δίνει καµπύλες, που για

r → ∞ γίνονται dr/dt′ → 1, για r → 2M γίνονται dr/dt′ → 0 και για r → 0
γίνονται dr/dt′ → −1, Σχήµα 4.3. Εποµένως, για r → ∞ οι γενέτειρες του

κώνου ϕωτός ϑα τέµνονται σε ορθή γωνία, ενώ για µικρότερα r οι γενέτειρες

των κώνων ϕωτός συγκλίνουν και ταυτίζονται για r. Παρατηρούµε, ότι η ευθεία

r = 2M είναι γενέτειρα κώνου ϕωτός και τα ϕωτόνια που ϑα εκπεµφούν από τον

ορίζοντα ϑα έχουν τη δυνατότητα να κινηθούν είτε επί αυτού ή προς µικρότερα

r.

r>2M
 

r=0

r=2m

v

u

r=2m

t=-oo

t=+oo

r=0

I

II

IV

III

Σχήµα 4.4. ∆ιάγραµµα του χωρόχρονου Schwarzschild στις συντεταγµένες Kruskal

Szekeris.

4.1.4 Οι συντεταγµένες KruskalSzekeres

Οι µετασχηµατισµός των KruskalSzekeres

v =
( r

2M
− 1
)1/2

er/4M sinh

(
t

4M

)

(4.54)

u =
( r

2M
− 1
)1/2

er/4M cosh

(
t

4M

)

(4.55)
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περιγράφει ένα γεωδαισιακά πλήρη χωρόχρονο. Ο αντίστροφος µετασχηµατι-

σµός είναι

( r

2M
− 1
)

er/2M = u2 − v2 (4.56)

t

4M
= arctanh

(v

u

)

(4.57)

και η µετρική Schwarzschild γράφεται ως

ds2 =
32M3

r
e−r/2M

(
dv2 − du2

)
− r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(4.58)

Οπότε οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός εύκολα εξάγονται από τη σχέση

du2 − dv2 = 0 ⇒ du

dv
= ±1 . (4.59)

∆ηλαδή, στο νέο σύστηµα συντεταγµένων οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός τέµνον-

ται σε ορθή γωνία η οποία δεν µεταβάλεται ως συνάρτηση της απόστασης από

την αρχή των αξόνων.

`Οπως παρατηρούµε στο σχήµα 4.4, ο χωρόχρονος στο νέο σύστηµα συντε-

ταγµένων χωρίζεται σε τέσερεις περιοχές. Η περιοχή Ι είναι στο εξωτερικό της

µελανής οπής, η περιοχή ΙΙ περιλαµβανει το εσωτερικό της, ενώ οι περιοχές ΙΙΙ

και IV ουσιαστικά αποτελούν ’ επεκτάσεις ’ του χωρόχρονου, µε αµφισβητού-

µενη ϕυσική σηµασία. Εν τούτοις, αποτελούν αγαπητό αντικείµενο µελέτης της

επιστηµονικής ϕαντασίας.

4.1.5 Η λύση των TolmanOppenheimerVolkov

Θα προσπαθήσουµε να κατασκευάσουµε µια λύση που να ισχύει στο εσωτερικό

ενός αστέρα. Στη συγκεκριµένη περίπτωση ϑα ϑεωρήσουµε ένα τέλειο ϱευστό

αγνοώντας την ϑερµική αγωγιµότητα και ιξώδες. Ο τανυστής ενέργειας ορµής,

εξίσωση (2.7) είναι :

T µν = (ρ+ p)uµuν − gµνp όπου uµ =
dxµ

ds
(4.60)

γνωρίζουµε δε ότι ισχύει

gµνu
µuν = −1 (4.61)

Ο νόµος διατήρησης της ενέργειας-ορµής (2.8) λαµβάνει τη µορφή

T µν
;ν =

∂p

∂xν
gµν +

∂

∂xν
[(p+ ρ)uµuν ] + (ρ+ p)Γµ

νλu
µuλ = 0 (4.62)

Αν ϑεωρήσουµε µια στατική, σφαιρικά συµµετρική λύση (αγνοώντας εσωτερικές

κινήσεις στο αστέρι) δηλαδή υποθέτοντας ότι οι χωρικές συνιστώσες της ταχύτη-

τας του ϱευστού µηδενίζονται (δηλαδή uk = 0) τότε και µε ϐάση τη σχέση (4.61)

λαµβάνουµε u0 = (−g00)1/2 και η 4-ταχύτητα του ϱευστού ϑα είναι :
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uµ = (e−ν/2, 0, 0, 0) (4.63)

άν υποθέσουµε ότι η µετρική ϑα είναι της µορφής (4.1), δηλαδή:

ds2 = eν(r)dt2 − eλ(r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (4.64)

Προφανώς οι χρονικές παράγωγοι του µετρικού τανυστή gµν , της πίεσης p
και της πυκνότητας ενέργειας ρ µηδενίζονται οπότε ισχύει :

∂

∂xµ
[(p+ ρ)uµuν ] = 0 (γιατί ;) (4.65)

άρα από την εξίσωση (4.62) λαµβάνουµε

T µν
;ν =

∂p

∂xν
gµν + (ρ+ p)Γµ

00u
0u0 = 0 (4.66)

όπου Γµ
00 = − 1

2g
µνg00,ν = − 1

2e
νν′. Οπότε πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω

σχέση µε gµλ λαµβάνουµε

∂p

∂xλ
= −1

2
(ρ+ p)

∂ν

∂xλ
⇒ dp

dr
= −1

2
(ρ+ p)

dν

dr
(4.67)

που είναι η σχετικιστική µορφή της εξίσωσης υδροστατικής ισοροπίας. Αν το

ϐαρυτικό πεδίο είναι ασθενές τότε γνωρίζουµε ότι :

g00 = eν ≈ 1 + 2U και ρ >> p (4.68)

που οδηγεί στη Νευτώνεια µορφή της εξίσωσης της υδροστατικής ισοροπίας :

∂p

∂r
= −ρ∂U

∂r
(4.69)

Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις Einstein στη µορφή

Rµν = −8πG

(

Tµν − 1

2
gµνT

λ
λ

)

(4.70)

για να ϐρούµε δύο ακόµη εξισώσεις που ϑα απαιτούνται για τον υπολογισµό της

κατανοµής της ύλης.

Οι όροι του δεξιού µέρους της παραπάνω εξίσωσης ϑα είναι :

Ttt −
1

2
gttT =

eν

2
(3p+ ρ) (4.71)

Trr −
1

2
grrT =

eλ

2
(ρ− p) (4.72)

Tθθ −
1

2
gθθT =

r2

2
(ρ− p) (4.73)

Tφφ − 1

2
gφφT =

r2 sin2 θ

2
(ρ− p) (4.74)
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όπου

T ≡ T λ
λ = gλµT

λµ = 3p+ ρ (4.75)

και χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (4.7)-(4.11) που δίνουν τις συνιστώσες του

τανυστή Riemann λαµβάνουµε :

{θθ} : 1 − e−λ
[

1 +
r

2
(ν′ − λ′)

]

= −4πGr2(ρ− p) (4.76)

{rr} :
ν′′

2
+

(ν′)2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r
= 4πGeλ(ρ− p) (4.77)

{tt} :
ν′′

2
+

(ν′)2

4
− ν′λ′

4
+
ν′

r
= −4πGeλ (3ρ+ p) (4.78)

Αν συνδυάσουµε κατάλληλα τις παραπάνω εξισώσεις καταλήγουµε σε µια απλή

διαφορική εξίσωση, δηλαδή

r2

2
[{tt} − {rr}] + eλ{θθ} :⇒ rλ′ + eλ − 1 = 8πGeλr2ρ , (4.79)

που µπορεί να γραφεί ως

(
re−λ

)′
= 1 − 8πGρr2 (4.80)

και οδηγεί στη λύση

eλ(r) =

(

1 − 2GM(r)

r

)−1

όπου M(r) = 4π

∫ r

0

ρ(r′)r′2dr′ . (4.81)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση και την εξίσωση της υδροστατικής ισορ-

ϱοπίας (4.67) καταλήγουµε στη σχέση:

dp

dr
= −(ρ+ p)

GM + 4πr3p

r(r − 2GM)
. (4.82)

Οπότε χρησιµοποιώντας τις τρείς εξισώσεις (4.67), (4.81) και (4.82) σε συν-

δυασµό µε µια καταστατική εξίσωση για το ϱευστό της µορφής :

f(p, ρ) = 0 (4.83)

υπολογίζουµε τις τιµές των δύο αγνώστων συνιστωσών του µετρικού τανυστή,

δηλαδή των ν(r) και λ(r), αλλά και της κατανοµής της πυκνότητας ρ(r) και της

πίεσης p(r). Για παράδειγµα ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί µια πολυτροπική

καταστατική εξίσωση της µορφής P = Kργ.

Στην ειδική περίπτωση που ϑεωρήσουµε µια σταθερή τιµή της πυκνότητας

στο διάστηµα (0, R) τότε υπάρχει αναλυτική λύση των παραπάνω εξισώσεων. Για
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παράδειγµα, εύκολα διαπιστώνουµε απο την εξίσωση (4.81) ότι η κατανοµή της

µάζας ϑα είναι :

M(r) =
4

3
πr3ρ για r ≤ R (4.84)

M(r) =
4

3
πR3ρ για r ≥ R . (4.85)

Με ανάλογο τρόπο µπορεί να ϐρεθεί (πώς·) ότι η πίεση ϑα δίνεται από τη σχέση:

p

ρ
=

(1 − 2Mr2/R2)1/2 − (1 − 2M/R)1/2

3(1 − 2M/R)1/2 − (1 − 2Mr2/R3)1/2
. (4.86)

Τέλος, αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην εξίσωση της υδροστατικής

ισορροπίας (4.67) καταλήγουµε εύκολα σε µια αναλυτική σχέση για την συνι-

στώσα g00 του µετρικού τανυστή, δηλαδή:

eν/2 =
3

2

(

1 − 2M

R

)1/2

− 1

2

(

1 − 2Mr2

R3

)1/2

. (4.87)

4.1.6 Η λύση των ReissnerNordstrøm

Η λύση των ReissnerNordstrøm3 είναι µια σφαιρικά συµµετρική και στατική

λύση κενού των εξισώσεων πεδίου EinsteinMaxwell που εµπεριέχει ένα ακτινι-

κό στατικό ηλεκτρικό πεδίο, µε δυναµικό

Aµ =

(
Q

r
, 0, 0, 0

)

(4.88)

όπου Q είναι το συνολικό ϕορτίο όπως µετρείται από ένα µακρινό παρατηρητή.

Η µετρική δίνεται από τη σχέση

ds2 = −
(

1 − 2M

r
+
Q2

r2

)

dt2+

(

1 − 2M

r
+
Q2

r2

)−1

dr2+r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)

(4.89)

Ο ορίζοντας γεγονότων ϐρίσκεται αν ϑέσουµε g00 = 0 και δίνεται από τη σχέση

r± = M ±
√

M2 −Q2 . (4.90)

Παρατηρούµε κατ΄ αρχάς την ύπαρξη δύο οριζόντων ενός εσωτερικού r− και του

εξωτερικού r+, εξ΄ αυτών ο εσωτερικός δεν έχει καµµία ϕυσική σηµασία διότι

ήδη ο εξωτερικός ορίζοντας ‘ απαγορεύει ‘ κάθε επικοινωνία µε το εσωτερικό.

Θα πρέπει επίσης να επισηµανθεί ότι η ύπαρξη ϕορτισµένων µελανών οπών

στο σύµπαν είναι πρακτικά αδύνατη. ∆ιότι κατ΄ αρχάς τα αστρικά σώµατα από

των οποίων την κατάρρευση είναι πιθανόν να προέλθουν είναι ηλεκτρικά ουδέ-

τερα σώµατα και οποιαδήποτε ‘ ϕόρτιση ’ τους κατά τη διάρκεια της αστρικής

κατάρρευσης σύντοµα ϑα εξουδετερωνόταν µέσω αλληλεπίδρασης µε το περι-

ϐάλλον πλάσµα.

3 Η λύση προτάθηκε ανεξάρτητα από τους Reissner (1916) [4] και Nordstrøm (1918)

[3].
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4.2 Η ΛΥΣΗ KERR

Η λύση του Kerr περιγραφεί ένα χωρόχρονο µε αξονική συµµετρία και χρονικά

στάσιµο (stationary). Η µετρική έχει τη µορφή

ds2 = −∆

ρ2

[
dt− a sin2 θdφ2

]2
+

sin2 θ

ρ2

[
(r2 + a2)dφ − adt

]2
+
ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2

(4.91)

όπου4

∆ = r2 − 2Mr + a2 και ρ2 = r2 + a2 cos2 θ (4.92)

και a = J/M = GJ/Mc3 είναι η στροφορµή ανά µονάδα µάζας. Για τον `Ηλιο

είναι J = 1.6× 1048g cm2/s που αντιστοιχεί σε a = 0.185. Προφανώς για a = 0
η µετρική Kerr ανάγεται στη µετρική του Schwarszchild.

Επιπλέον, οι συντεταγµένες (t, r, θ, φ) που χρησιµοποιούµε δεν είναι σφαι-

ϱικές αλλά ηµι-σφαιροειδείς συντεταγµένες που προτάθηκαν από τους Boyer

και Lindquist το 1967. Οι συντεταγµένες αυτές ως συνάρτηση των καρτεσιανών

δίνονται από τις σχέσεις

x = (r2 + a2)1/2 sin θ cos[φ− f(r)]

y = (r2 + a2)1/2 sin θ sin[φ− f(r)] (4.93)

z = r cos θ

όπου

f(r) = a

∫ r

∞

∆ arctan(a/r)dr (4.94)

και προφανώς για a = 0 ϑα είναι f = 0 και οι ηµι-σφαιροειδείς συντεταγµένες

ϑα ανάγονται στις σφαιρικές συντεταγµένες.

Ο χωρόχρονος Kerr είναι αρκετά πιο περίπλοκος σε σχέση µε αυτόν του

Schwarschild. Σαν πρώτο παράδειγµα αναφέρουµε ότι την επιφάνεια απείρου

µετάθεσης προς το ερυθρό η οποία ορίζεται από τη σχέση g00 = 0, δηλαδή

g00 = 1 − 2Mr

ρ2
= 0 ⇒ r2 + a2 cos2 θ − 2Mr = 0 (4.95)

Εποµένως οι επιφάνειες απείρου µετάθεσης προς το ερυθρό είναι δύο και ορί-

Ϲονται από τις σχέσεις

R± = M ±
√

M2 − a2 cos2 θ (4.96)

στο διάστηµα µεταξύ του R+ και R− η συνιστώσα g00 του µετρικού τανυστή

αλλάζει πρόσηµο και τούτο όπως ϑα δούµε στη συνέχεια έχει ως αποτέλεσµα τη

δυνατότητα εξαγωγής ενέργειας απο τη µελανή οπή Kerr. Η επιφάνεια απείρου

4 Αν ∆ = r2 − 2Mr + a2 + Q2 τότε λαµβάνουµε τη λύση KerrNewman που περι-

γράφει ένα χωρόχρονο µε αξονική συµµετρία, χρονικά στάσιµο αλλά και ηλεκτρικά

ϕορτισµένο.
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r>>R+

R+

r+

t

Σχήµα 4.5. Η µορφή του κώνου ϕωτός στον ορίζοντα, r+, την επιφάνεια απείρου µετά-

ϑεσης προς το ερυθρό, R+ και µακρυά από τη µελανή οπή Kerr.

µετάθεσης προς το ερυθρό δεν σηµαίνει αδυναµία διαφυγής σε µεγαλύτερα r,
δηλαδή δεν είναι ορίζοντας γεγονότων, αλλά ότι κανένα σώµα δεν µπορεί να

µείνει σε ηρεµία, εκτός από τα ϕωτόνια τα οποία µπορούν να διαφύγουν αλλά

µόνο αν ακολουθήσουν µη-ακτινική τροχιά, Σχήµα 4.5.

Στη συνέχεια ϑα προσπαθήσουµε να κατανοήσουµε τη γεωµετρία του χωρό-

χρονου Kerr µέσω της µελέτης του κώνου ϕωτός. Η µετρική Kerr για ϕωτοειδείς

τροχιές στο ισηµερινό επίπεδο (θ = π/2) είναι

ds2 ≡ 0 = g00dt
2 + grrdr

2 + gφφdφ
2 + 2g0φdφdt (4.97)

Οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός για σταθερό r µπορούν να υπολογισθούν από

την προηγούµενη σχέση ϑέτωντας dr = 0

0 = g00 + gφφ

(
dφ

dt

)2

+ 2g0φ

(
dφ

dt

)

(4.98)

Οπότε στην επιφάνεια απείρου µετάθεσης προς το ερυθρό, g00 = 0, ϑα ισχύει

dφ

dt
= 0 και

dφ

dt
= − gφφ

2g0φ
(4.99)

άρα µόνο η µία πλευρά του κώνου ϑα ϐρίσκεται σε σταθερό φ ενώ η αλλή ϑα

κλίνει προς την διεύθυνση περιφοράς (σταθερό φ).

Στην ακτινική διεύθυνση, σταθερό φ, οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός δίνονται

από την εξίσωση

0 = g00dt
2 + grrdr

2 ⇒
(
dr

dt

)2

= −g00
grr

=
∆(ρ2 − 2Mr)

ρ4
(4.100)
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οπότε για

∆ = r2 − 2Mr + a2 = 0 ⇒ r± = M ±
√

M2 − a2 (4.101)

οι ϕωτεινές ακτίνες δεν µπορούν να διαφύγουν στο άπειρο. Η επιφάνεια r+
ορίζει τον ορίζοντα γεγονότων της µελανής οπής Kerr.

y

R+

r+

x

z

Σχήµα 4.6. ∆ιάγραµµα του ορίζοντα, r+, και της επιφάνειας απείρου µετάθεσης προς

το ερυθρό, R+, για τη µελανή οπή Kerr.

Την περιοχή r+ ≤ r ≤ R+ ονοµάζουµε εργόσφαιρα λόγω της δυνατότητας

που παρέχει για την εξαγωγή ενέργειας απο την µελανή οπή Kerr. Η διαδι-

κασία που ϑα παρουσιάσουµε προτάθηκε το 1969 από τον Penrose και στη

ϐιβλιογραφία ϕέρει το όνοµα του. Βασίζεται στην παρατήρηση ότι σωµατίδια

που ϐρίσκονται στην περιοχή αυτή είναι δυνατόν να έχουν αρνητική ενέργεια.

Για να το κατανοήσουµε ας εξετάσουµε τη σχέση που δίνει την ενέργεια ενός

σωµατιδίου

E = p0 = mg0µu
µ = m

(
g00u

0 + g0φu
φ
)

(4.102)

Εντός της εργόσφαιρας g00 < 0 αλλά g0φ > 0 οπότε µε κατάλληλη εκλογή των

u0 και uφ είναι δυνατόν το σωµατίδιο να έχει αρνητική ενέργεια.

Αν εποµένως ένα σωµατίδιο µάζας m0 εισέλθει στην εργόσφαιρα και χωρι-

σθεί σε δύο τµήµατα m1 και m2 και ϕροντίσουµε το ένα να ακολουθήσει τροχιά

αρνητικής ενέργειας και να πέσει στη µελανή οπή, τότε το άλλο που ϕροντί-

Ϲουµε να διαφύγει από το νόµο διατήρησης της ενέργειας ϑα έχει περισσότερη

ενέργεια από το αρχικό που εισήλθε στην εργόσφαιρα. Η ενέργεια αυτή στην

ουσία προήλθε από τη µελανή οπή και είχε ως απότελεσµα την µείωση της

στροφορµής της. Η απόδοση του ϕαινοµένου είναι ως και ∼ 21% της ενέργειας

του αρχικού σωµατιδίου.
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m2

m1

m0

R+

r+

Σχήµα 4.7. Σχηµατική περιγραφή της διαδικασίας Penrose. Ενα σωµατίδιο µάζας m0

εισέρχεται στην εργόσφαιρα και χωριζεται σε δύο τµήµατα m1 και m2. Αν ϕροντίσουµε

αυτό µε µάζα m1 να ακολουθήσει µια τροχιά αρνητικής ενέργειας και να πέσει στη

µελανή οπή, τότε τοm2 που ϑα διαφύγει ϑα µεταφέρει ενέργεια µεγαλύτερη του αρχικού

σωµατιδίου.

Η διαδικασία Penrose αφαιρεί ενέργεια από τη µελανή οπή Kerr αλλά προ-

ϕανώς υπάρχει κάποιο όριο πέραν του οποίου η παραπέρα αφαίρεση ενέργειας

είναι αδύνατη. Αυτό το όριο προσεγγίζεται όταν αφαιρεθεί όλη η περιστροφική

ενέργεια της µελανής οπής Kerr και καταλήξη στη µελανή οπή Schwarszchild

η οποία δεν έχει εργόσφαιρα. Ο Christodoulou το 1970 υπολόγισε αυτό το όριο

και το ονόµασε µη-ελαττούµενη µάζα (irreducible mass) της µελανής οπής, συµ-

ϐολίζεται ως Mir. Η Mir συνδέεται µε τις παραµέτρους M και a της µελανής

οπής Kerr µέσω της σχέσης

4M2
ir = r2+ + a2 ≡

(

M +
√

M2 − a2
)

+ a2 = 2Mr+ . (4.103)

Αν αφαιρέσουµε, από µία τάχιστα περιστρεφόµενη µελανή οπή Kerr (M = a)

όλη τη στροφορµής της µε τη διαδικασία Penrose τότε µπορεί να αποδειχθεί ότι

η µάζα-ενέργεια της µελανής οπής είναι δυνατόν να ελαττωθεί µέχρι και 29% .

Την ίδια χρονική περίοδο ο Hawking έδειξε ότι η αφαίρεση ενέργειας µε τη

µέθοδο Penrose δεν µπορεί να ελλατώσει την επιφάνεια του οριζοντα µιας µελα-

νής οπής, σχέση (4.106). Που στην ουσία αποτελεί µια διαφορέτικη έκφραση της

πρότασης του Χριστοδόυλου που είναι εξάλλου προφανές απο τη σχέση µεταξύ

του εµβαδού του ορίζοντα και της Mir

A = 16πM2
ir . (4.104)

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να υπολογισθεί το εµβαδό της επιφάνειας του ορίζοντα µιας µελανής οπής Kerr.
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Απόδειξη

Ο ορίζοντας είναι µια διδιάστατη επιφάνεια σταθερής ακτίνας r+ (στο συγκε-

κριµένο σύστηµα συντεταγµένων) που δεν αλλάζει µε την πάροδο του χρόνου.

Εποµένως η µετρική που τον περιγράφει ϑα είναι της µορφής

ds2 = gθθdθ
2 + gφφdφ

2 =
(
r2+ + a2 cos2 θ

)
dθ2 +

(r2+ + a2)2 sin2 θ

r2+ + a2 cos2 θ
(4.105)

οπότε το εµβαδό της επιφάνειας είναι :

A =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
gdθdφ =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
gφφ

√
gθθdθdφ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

(r2+ + a2) sin θdθdφ = 4π(r2+ + a2) = 8πMr+ . (4.106)
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Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε τέσσερα ϑεµελιώδη πειράµατα που επι-

ϐεβαίωσαν την ορθότητα της ΓΘΣ. Παρότι, παρουσιάζουµε µια σχετικά απλοϊκή

µορφή τους ο αναγνώστης ϑα πρέπει να γνωρίζει ότι τις τελευταίες δεκαετίες τα

πειράµατα αυτά έχουν επαναληφθεί δεκάδες ϕορές από διαφορετικές ερευνητι-

κές οµάδες και σε σηµαντικά διαφορετικές παραλλαγές τους. ΄Οσο δε πιο ακριβή

γίνονται τόσο µικρότερες είναι οι παρατηρούµενες αποκλίσεις της ϑεωρίας από

το πείραµα.

5.1 Η ΜΕΤΑΘΕΣΗ ΤΟΥ ΠΕΡΙΗΛΙΟΥ ΤΩΝ ΠΛΑΝΗΤΩΝ

Μια από τις πρώτες επιτυχίες της ΓΘΣ είναι η εξήγηση της µετάθεσης του περιη-

λίου των πλανητών. Οπως ϑα δείξουµε ένα ῾῾µικρό᾿᾿ σώµα που περιφέρεται περί

ένα µεγαλύτερο, το οποίο δηµιουργεί το πεδίο ϐαρύτητας και στη συγκεκριµένη

περίπτωση είναι σφαιρικά συµµετρικό και δεν περιστρέφεται, δεν ϑα ακολουθεί

µια ελλειπτική τροχιά όπως προβλέπει η Νευτώνεια ϑεωρία. Αντ΄ αυτού η τρο-

χία του ϑα είναι ανοικτή και ϑα περιφέρεται όπως στο Σχήµα 5.1 µεταθέτοντας

το περιήλιο της σε κάθε περιφορά κατά µια ποσότητα που είναι ανάλογη της

έντασης του ϐαρυτικού πεδίου.

Είχαµε δείξει στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι η σχετικιστική εξίσωση Ke

pler που περιγράφει την κίνηση ενός µικρού σώµατος στο ϐαρυτικό πεδίο που

δηµιουργεί µια µάζα M δίνεται από τη σχέση

d2

dφ2
u+ u =

M

L2
+ 3Mu2 . (5.1)

Αν δοθεί η ϑέση και η γωνιακή ταχύτητα του σωµατιδίου σε µια χρονική στιγµή,

έστω t = 0, η λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης ϑα καθορίσει την τροχία

για t > 0. Χωρίς τον σχετικιστικό όρο 3Mu2 η λύση της εξίσωσης είναι γνωστή

και παίρνει τη µορφή

u =
M

L2
[1 + e cos(φ+ φ0)] (5.2)
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όπου e και φ0 είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Η σταθερά φ0 απαλείφεται µε µια

στροφή του συστήµατος συντεταγµένων κατα φ0 ενώ η σταθερά e είναι η εκ-

κεντρότητα της τροχιάς. Προφανώς η παραπάνω εξίσωση για e < 1 παριστάνει

ελλείψεις (ελλειπτικές τροχιές).

Προσσεγιστικά ϑα µπορούσαµε, επειδή ο όρος 3Mu2 είναι µικρός, να λύ-

σουµε αντί της εξίσωσης (5.1) την εξίσωση

d2

dφ2
u+ u ≈ M

L2
+

3M3

L4
[1 + e cos(φ)]

2

≈ M

L2
+

3M3

L4
+

6eM3

L4
cos(φ) (5.3)

Ο όρος 3M3/L4 είναι σηµαντικά µικρότερος από τον M/L2 και οι διορθώσεις

που ϑα επιφέρει σχετίζονται µε µικρές περιοδικές επιµηκύνσεις της απόστασης

του περήλιου της τροχιάς από το ϐαρυτικό κέντρο. Ο όρος 6eM3/L4 cos(φ) είναι

επίσης µικρός αλλά η επίδραση του είναι αθροιστική και δηµιουργεί µετρήσιµες

αποκλίσεις στην τροχιά των πλανητών περί τον `Ηλιο. Αν εποµένως διατηρήσουµε

µόνο αυτό τον όρο καταλήγουµε σε µια λύση της διαφορικής εξίσωσης (5.3) της

µορφής

u =
M

L2

[

1 + e cosφ+
3eM2

L2
φ sin φ

]

≈ M

L2
{1 + e cos[φ(1 − k)]} (5.4)

όπου k = 3M2/L2.

Σχήµα 5.1. Η µετάθεση του περιηλίου του Ερµή. Το περιήλιο στην πρώτη περιφορά

ϐρίσκεται στη ϑέση P1, στη δεύτερη στη ϑέση P2, ενώ στην τρίτη στη ϑέση P3.

Το περιήλιο της τροχιάς ϐρίσκεται αν ελαχιστοποιήσουµε την απόσταση,

δηλαδή όταν το u γίνει µέγιστο, τούτο επιτυγχάνεται όταν
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cos[φ(1 − k)] = 1 (5.5)

δηλαδή όταν

φ(1 − k) = 2nπ για n = 0, 1, 2, . . . (5.6)

Εποµένως, η γωνία του περιηλίου ϑα αυξάνεται σε κάθε περιφορά σύµφωνα µε

τη σχέση

φn =
2nπ

1 − k
για n = 0, 1, 2, . . . (5.7)

ή καλύτερα

φn+1 − φn =
2π

1 − k
≈ 2π(1 + k) = 2π +

6πM2

L2
(5.8)

άρα σε κάθε περιφορά ϑα παρατηρείται µια µετάθεση της γωνίας του περιηλίου

ίση µε την ποσότητα

δφ ≈ 6πM2

L2
(5.9)

αν δε χρησιµοποιήσουµε τη σχέση της ουράνιας µηχανικής (Νευτώνεια), L2 =
Mr0(1 − e2) που συνδέει την απόσταση του περιήλιου r0 µε το ολοκληρωµα

της στροφορµής L καταλήγουµε ότι η µετάθεση του περηλίου της τροχιάς ενός

πλανήτη είναι συνάρτηση της µάζας του `Ηλιου και της απόστασης του πλανήτη

από αυτόν, δηλαδή

δφ ≈ 6πM

r0(1 − e2)
(5.10)

ΕΡΜΗΣ (43.11 ± 0.45)′′ 43.03′′

ΑΦΡΟ∆ΙΤΗ (8.4 ± 4.8)′′ 8.6′′

ΓΗ (5.0 ± 1.2)′′ 3.8′′

Πίνακας 5.1. Οι παρατηρούµενες µεταθέσεις του περιηλίου των πλανητών ανά αιώνα

(δεύτερη στήλη) συγκρινόµενες µε τις ϑεωρητικές προβλέψεις (τρίτη στήλη).

Σε διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων που ϐρίσκονται σε αποστάσεις της

τάξης των 106km η µετάθεση του περιηλίου είναι εξαιρετικά σηµαντική και

µπορεί να είνα περί τις ∼ 2o στη διάρκεια ενός έτους (1000 περιφορές).

5.2 Η ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΤΩΝ ΑΚΤΙΝΩΝ ΦΩΤΟΣ

Η απόκλιση των ϕωτεινών ακτίνων λόγω της παρουσίας ϐαρυτικών πεδίων υπήρ-

ξε πρόβλεψη του Einstein πολύ πριν την παρουσίαση της ΓΘΣ. Αποτέλεσε όµως

την απόδειξη της ορθότητας της ϑεωρίας του όταν παρατηρήθηκε το 1919 κατά

τη διάρκεια ολικής εκλείψης του `Ηλιου.
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b

Σχήµα 5.2. Σχηµατική παράσταση της απόκλισης των ϕωτεινών ακτίνων από µια ισχυρή

ϐαρυτική πηγή.

Ο υπολογισµός των τροχιών των ϕωτονίων είναι αντίστοιχος µε αυτό των σω-

µατιδίων που µελετήσαµε στην προηγούµενη ενότητα. Προφανώς επειδή το ίδιο

µήκος για τροχιές ϕωτονίων είναι µηδέν, τα ολοκληρώµατα της ενέργειας και

της στροφορµής αποκλίνουν και η εξίσωση που περιγράφει την κίνηση ϕωτονίων

στο ισηµερινό επίπεδο δίνεται από τη σχέση

d2u

dφ2
+ u = 3Mu2 . (5.11)

Ο όρος δεξιά της ισότητας είναι µικρός και ως εκ τούτου σε πρώτη προσέγγιση

µπρορούµε να τον παραλλείψουµε, οπότε η λύση της οµογενούς διαφορικής

εξίσωσης που αποµένει είναι :

u =
1

b
cos(φ+ α) (5.12)

όπου οι b και α είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Η εξίσωση που ϐρήκαµε περι-

γράφει µια ευθεία γραµµή που διέρχεται από απόσταση b από την αρχή του

συστήµατος συντεταγµένων και στην δυναµική συνήθως αναφέρεται ως παρά-

µετρος κρούσσης. Η παράµετρος α µπορεί να απορροφηθεί µε µια στροφή του

συστήµατος συντεταγµένων και ως εκ τούτου δεν ϑα αναφερθεί ξανά, οπότε η

λύση ϑα έχει τη µορφή

u =
1

b
cos(φ) . (5.13)

Οπώς και στην προηγούµενη ενότητα, ϑα αντικαταστήσουµε την λύση αυτή

στην δεξιά πλευρά της εξίσωσης (5.11), οπότε η νέα (προσεγγιστική) διαφορική

εξίσωση που περιγράφει την τροχιά των ϕωτονίων έχει τη µορφή
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Σχήµα 5.3. Ο Σταυρός του Eisntein (G2237+030) είναι η ποιό χαρακτηριστική περίπτωση

ϐαρυτικού ϕακού στην οποία ένας γαλαξίας (περίπου 500 εκατοµύρια έτη ϕωτός µακρυά

από τη Γη) εστιάζει το ϕως από ένα quasar που ϐρίσκεται πίσω του σε απόσταση περί τα 8

δισεκατοµύρια έτη ϕωτός. Η εστίαση δηµιουργεί 4 συµµετρικά είδωλα του ίδιου quasar.

Το σύστηµα ανακαλύφθηκε από τον John Huchra.

d2u

dφ2
+ u =

3M

b2
cos2 φ . (5.14)

Η διαφορική εξίσωση αυτή επιδέχεται µια µερική λύση της µορφής

u =
M

b2
(
1 + sin2 φ

)
(5.15)

οπότε η γενική λύση ϑα είναι

u =
cosφ

b
+
M

b2
(
1 + sin2 φ

)
(5.16)

`Αρα για µακρυνούς παρατηρητές (r → ∞) δηλαδή u→ 0, καταλήγουµε σε µια

σχέση που συνδέει γωνίες µε τη µάζα M και την παράµετρο b, δηλαδή

cosφ

b
+
M

b2
(
1 + sin2 φ

)
= 0 (5.17)

Επιπλέον αφού r → ∞, ϑα ισχύει ότι φ→ π/2, οπότε cosφ→ 0 και sinφ→ 1.

Εδώ σε πρώτη προσέγγιση αντικαθιστούµε sin2 φ ≈ 1 και η παραπάνω σχέση

γίνεται

cosφ = sin(π/2 − φ) = −2M

b
(5.18)

`Αρα το φ τείνει ασυµπτωτικά στο π/2 + 2M/b προς τη µία διεύθυνση και στο

3π/2− 2M/b προς την άλλη, οπότε η συνολική απόκλιση ϑα είναι το άθροισµα

των δύο αποκλίσεων, δηλαδή
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δφ =
4M

b
. (5.19)

Η παραπάνω σχέση για µια ϕωτεινή ακτίνα που εφάπτεται της επιφάνειας του

`Ηλιου (b = R⊙ = 696.000km) είναι ∼ 1.75′′.
Η απόκλιση των ϕωτεινών ακτίνων λόγω ισχυρών ϐαρυτικών πεδίων είναι

αρκετά διαδεδοµένο ϕαινόµενο στο σύµπαν και υπάρχει ειδικός κλάδος της

αστροφυσικής που ασχολείται µε αυτά τα ϕαινόµενα της εστίασης των ϕωτεινών

ακτίνων. `Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα εστίασης είναι ο λεγόµενος Σταυρός

του Eisntein, 5.3. ‘Σταυροί’ δηµιουργούνται όταν η κατανοµή της µάζας που

δηµιουργεί την εστίαση δεν είναι συµµετρική. Στην περίπτωση συµµετρικής ϐα-

ϱυτικής πηγής δηµιουργούνται οι λεγόµενοι ∆ακτύλιοι του Einstein, Σχήµα

5.4.

Σχήµα 5.4. Οι ∆ακτύλιοι του Eisntein δηµιουργούνται όταν υπάρχει τέλεια ευθυγράµ-

µιση της Γης, του ενδιάµεσου αντικειµένου (συνήθως Γαλαξίας) που δηµιουργεί την

εστίαση και του µακρυνού αντικειµένου (συνήθως quasar). Το σύστηµα ανακαλύφθηκε

µε τη ϐοήθεια του διαστηµικού τηλσκοπίου Hubble.

5.3 Η ΒΑΡΥΤΙΚΗ ΜΕΤΑΘΕΣΗ ΠΡΟΣ ΤΟ ΕΡΥΘΡΟ

Αν ϑεωρήσουµε τρεις ακίνητους παρατηρητές οι οποίοι ϐρίσκονται στο ϐαρυτικό

πεδίο µιας σφαιρικά συµµετρικής πηγής, δηλαδή σε χωρόχρονο Schwarszchild

και έστω ότι ο πρώτος ϐρίσκεται σχετικά κοντά στην πηγή, σε απόσταση r1, ο

δεύτερος µακρύτερα, έστω σε απόσταση r2, και ο τρίτος εκεί όπου ο χωρόχρονος

είναι πρακτικά επίπεδος, έστω σε απόσταση r∞.
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Ο χρόνος για τους τρεις παρατηρητές ϑα κυλάει µε διαφορετικό ϱυθµό:

ο χρόνος για τον παρατηρητή στο άπειρο πρακτικά ϑα είναι ο συντεταγµένος

χρόνος t και η µονάδα χρόνου ϑα είναι dt, ενώ για τους άλλους δύο παρατηρητές

ο ϱυθµός µε τον οποίο ϑα κυλάει ο χρόνος ϑα εξαρτάται από την απόστασή τους

απο την πηγή, δηλαδή

dτ1 =

(

1 − 2M

r1

)1/2

dt και dτ2 =

(

1 − 2M

r2

)1/2

dt (5.20)

εποµένως ϑα ισχύει ότι

dτ2
dτ1

=

(

1 − 2M
r2

)1/2

(

1 − 2M
r1

)1/2
≈ 1 +

M

r1
− M

r2
. (5.21)

Αν ο πρώτος παρατηρητής στέλνει ϕωτεινά σήµατα σε µια συγκεκριµένη συχνό-

τητα λ1 από τη σχέση c = λ/τ µπορούµε να αντικαταστήσουµε στην παραπάνω

σχέση τα διαστήµατα χρόνου µε συχνότητες εκποµπής και λήψης ενός ϕωτεινού

σήµατος, δηλαδή

λ2

λ1
≈ 1 +

M

r1
⇒ λ2 − λ1

λ1
=
∆λ

λ1
=
M

r1
. (5.22)

Εποµένως, τα ϕωτεινά σήµατα ϑα υποστούν µια µετάθεση προς το ερυθρό η

οποία είναι ανάλογη της ισχύος του ϐαρυτικού πεδίου στο σηµείο εκποµπής

τους. Για παράδειγµα τα ϕωτόνια που εκπέµπονται από την επιφάνεια του `Ηλιου

ϑα υφίστανται µια µετάθεση προς το ερυθρό της τάξης του ∆λ/λ ≈ 2 × 10−6,

ενώ τα ϕωτόνια που εκπέµπονται από την επιφάνεια ενός αστέρα νετρονίων ϑα

υφίστανται µια µετάθεση της τάξης του ∆λ/λ ≈ 0.2. Από την εξίσωση (5.21)

εύκολα διαπιστώνουµε ότι αν η εκποµπή γίνει από τον ορίζοντα µιας µελανής

οπής Schwarszchild, r = 2M , τότε η µετάθεση προς το ερυθρό ϑα είναι άπειρη,

δηλαδή τα ϕωτόνια δεν ϑα έχουν ποτέ αρκετή ενέργεια ώστε να διαφύγουν από

το ϐαρυτικό πεδίο της µελανής οπής.

5.4 Η ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗ ΤΩΝ ΣΗΜΑΤΩΝ RADAR

Πρόκειται για ένα σχετικά πρόσφατο πείραµα που επιβεβαιώνει την ορθότητα της

ΓΘΣ. Συγκεκριµένα ένα σήµα radar εκπέµπεται από τη Γη ανακλάται σε κάποιο

εσωτερικό πλανήτη (Ερµή, Αφροδίτη) που ϐρίσκεται σε αντίθεση και συλλαµ-

ϐάνεται ξανά από το radar. Αν το σήµα διέλθει αρκετά κοντά από τον `Ηλιο

τότε λογω της καµπύλωσης του χωρόχρονου ϑα διανύσει µεγαλύτερη απόσταση

και εποµένως ϑα υπάρξει καθυστέρηση στην επιστροφή, η οποία είναι δυνατόν

να µετρηθεί. Το πείραµα προτάθηκε και εκτελέσθηκε απο τον I.I. Shapiro και

συνεργάτες στα τέλη της δεκαετίας του `60.
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P
1

P
2

M r
1

Σχήµα 5.5. Σχηµατική παράσταση της ϐαρυτικής µετάθεσης προς το ερυθρό.

r1
r2

r0

Σχήµα 5.6. Σχηµατική παράσταση του πειράµατος Shapiro, το σήµα εκπέµπεται από

τη Γη προς την Αφροδίτη και επιστρέφει.

Από την εξίσωση της µετρικής ds2 = gµνdx
µdxν για ϕωτεινές ακτίνες ds = 0

που κινούνται στο ισηµερινό επίπεδο λαµβάνουµε

0 =

(

1 − 2M

r

)

−
(

1 − 2M

r

)−1(
dr

dt

)2

− r2
(
dφ

dt

)2

(5.23)

Για τη µελέτη της ακτινικής κίνησης ϑα πρέπει να εξαλειφθεί από την παρα-

πάνω εξίσωση ο όρος dφ/dt. Από τα ολοκληρώµατα κίνησης (4.40) και (4.41)

δηµιουργούµε την ποσότητα
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D =
L

E
= r2

(

1 − 2M

r

)−1
dφ

dt
(5.24)

όποτε η εξίσωση (5.23) γίνεται

(

1 − 2M

r

)

−
(

1 − 2M

r

)−1(
dr

dt

)2

− D2

r2

(

1 − 2M

r

)2

= 0 . (5.25)

Το σηµείο της πλησιέστερης απόστασης, r0, της δέσµης από τον Ηλιο είναι ένα

σηµείο καµπής, δηλαδή dr/dt = 0 και εποµένως από την παραπάνω σχέση

υπολογίζουµε την τιµή της σταθεράς D

D2 =
r20

1 − 2M/r0
. (5.26)

Αντικαθιστώντας την παραπάνω τιµή του D στη εξίσωση (5.25) ϐρίσκουµε τη

Ϲητούµενη σχέση

dr

dt
=

(

1 − 2M

r

)[

1 −
(r0
r

)2 1 − 2M/r

1 − 2M/r0

]1/2

(5.27)

t1 =

∫ r1

r0

dr
(
1 − 2M

r

)
√

1 −
(

r0

r

)2 1−2M/r
1−2M/r0

=
√

r21 − r20 + 2M ln

[

r1
√

r21 − r20
r0

]

+M

√
r1 − r0
r1 + r0

≈ r1 + 2M ln

(
2r1
r0

)

+M (5.28)

Αν ο χώρος ήταν επίπεδος τότε ϑα ίσχυε t1 = r1 εποµένως ο όρος t̃1 =
2M ln(2r1/r0) + M είναι η διόρθωση λόγω της ΓΘΣ για το τµήµα της τροχιάς

από τη Γη ως το σηµείο T . Αντίστοιχα, οι σχετικιστικές διορθώσεις για το άλλο

τµήµα της τροχιάς (Αφροδίτη-T ) ϑα είναι t̃2 = 2M ln(2r2/r0) + M , οπότε συ-

νολικά η χρονική καθυστέρηση στην άφιξη του σήµατος είναι το διπλάσιο του

αθροίσµατος t̃1 + t̃2, δηλαδή

∆T = 2
(
t̃1 + t̃2

)
= 4M

[

1 + ln

(
4r1r2
r20

)]

. (5.29)



Σχήµα 5.7. Σύγκριση των πειραµατικών αποτελεσµάτων µε τη ϑεωρητική πρόβλεψη του

πειράµατος Shapiro το 1970, για σήµατα που εκπέµφηκαν από τη Γη προς την Αφροδίτη.
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6.1 ΒΑΡΥΤΙΚΗ ΚΑΤΑΡΡΕΥΣΗ

Οι αστέρες εξελίσσονται µε ϱυθµούς ανάλογους µε τη µάζα τους, τα µεγαλύτερης

µάζας αστέρια εξελίσονται γρηγορότερα και µετά από µια σύντοµη επεισοδιακή

ϕάση που οφείλεται στην εξάντληση των πυρηνικών τους καυσίµων καταρρέουν

και σχηµατίζουν λευκούς νάνους, αστέρες νετρονίων ή/και µελανές οπές ενώ

ένα µεγάλο µέρος της µάζας τους εκτινάσσεται δηµιουργώντας νεφελώµατα που

αποτελούν τα µαιευτήρια της δεύτερης γενιάς αστέρων.

Στα πρώτα εξελικτικά στάδια έχουµε µετατροπή του υδρογόνου σε ήλιο

H → He, σ΄ αυτή τη ϕάση ο αστέρας παραµένει στο µεγαλύτερο διάστηµα της

Ϲωής του. Στη συνέχεια ακολουθούν διαδοχικές αντιδράσεις µετατροπής του ηλί-

ου σε ϐαρύτερα στοιχεία (He → C, O → Ne, Mg, O → Si, S → Fe) κατά τις

οποίες η κεντρική πυκνότητα του αστέρα αυξάνεται έως ότου σχηµατισθεί ένας

πυρήνας σιδήρου. Ο σχηµατισµός του πυρήνα σιδήρου σηµατοδοτεί το τέλος

των ϑερµοπυρηνικών αντιδράσεων και το κέντρο του αστέρα καταρρέει τάχιστα

(σε λιγώτερο από µερικές ώρες). Τα εξώτερα στρώµατα επίσης καταρρέουν, για

να καλύψουν το κενό που άφησε η κατάρρευση του πυρήνα σιδήρου. Σε αυτή

ακριβώς τη ϕάση έχουµε υπερθέρµανση του πυρήνα λόγω της αυξηµένης πίε-

σης που οδηγεί στη ταχεία διαστολή του. Οπότε τα ταχέως καταρρέοντα εξωτερι-

κά στρώµατα συναντούν το διαστελλόµενο πυρήνα και παράγονται τροµακτικά

κρουστικά κύµατα που εκτινάσσουν τα εξωτερικά στρώµατα (µε ταχύτητες που

ϕτάνουν τα 10.000 km/sec) και έχουµε τη δηµιουργία ενός υπερκαινοφανούς

αστέρα. Σε αυτή τη ϕάση η λαµπρότητα του αστέρα αυξάνεται εκθετικά και

µπορεί να λάµπει όσο και ένας ολόκληρος γαλαξίας. Πρόκειται για το πλέον

ϕαντασµαγορικό ϕαινόµενο στο Σύµπαν. Στη ϕάση αυτή παράγονται οι ϐαριοί

πυρήνες των ατόµων που συναντάµε στη Γη, ενώ τα εκτινασσόµενα νέφη ύλης

αποτελούν τα σηµεία γέννησης άλλων µικρότερων αστέρων όπως ο `Ηλιος µας.

Το κεντρικό τµήµα του αστέρα καταρρέει τελικά απο το δικό του ϐάρος και η

τελική κατάσταση εξαρτάται από τη µάζα του αρχικού αστέρα. Συνήθως, στο κέν-

τρο έχουµε τη δηµιουργία ενός υπέρπυκνου πυρήνα µε µάζα 1-3 µάζες `Ηλιου.

Η ϕάση αυτή της τελικής κατάρρευσης διαρκεί µόνο µερικά δευτερόλεπτα αλλά
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έχουµε σηµαντική ϱοή ενέργειας µε τη µορφή νετρίνων και ϐαρυτικών κυµάτων.

Οι λευκοί νάνοι, οι αστέρες νετρονίων και οι µελανές οπές είναι τα αποτελέσµατα

αυτής της εκρηκτικής διαδικασίας.

Σχήµα 6.1. Σχηµατική παρουσίαση των διαδοχικών σταδίων της ϐαρυτικής κατάρευσης.

Τα ϐαρυτικά κύµατα εκπέµπονται στα πρώτα στάδια της κατάρρευσης, ακολουθούν τα

νετρίνα και στη συνέχεια η δραµατική αύξηση της λαµπρότητας στην οπτική περιοχή του

ηλεκτροµαγνητικού ϕάσµατος.

6.2 ΛΕΥΚΟΙ ΝΑΝΟΙ

Οι λευκοί νάνοι δηµιουργούνται από ότι αποµένει στο εσωτερικό ενός ερυθρού

γίγαντα µετά την εκτίναξη των εξωτερικών του στρωµάτων (που συνηθως δη-

µιουργούν τα λεγόµενα πλανητικά νεφελώµατα). Αν η κεντρική µάζα είναι µι-

κρότερη από 1.4M⊙ (όριο Chandrasekhar) η πίεση των εκφυλισµένων ηλε-

κτρονίων είναι σε ϑέση να σταµατήσει την κατάρρευση και να εξισορροπίσει τις

ϐαρυτικές δυνάµεις. Επειδή η κεντρική µάζα είναι της τάξης της µιας ηλιακής

και συγκεντρώνεται σε ακτίνα περίπου όση και της Γης η πυκνότητα αυξάνει

τροµακτικά και ένας κυβικό εκατοστό αυτής της ύλης ϑα Ϲυγίζει περί τον ένα

τόννο. `Οσο µεγαλύτερη είναι η µάζα του λευκού νάνου τόσο µικρότερη είναι

η ακτίνα. Στο εσωτερικό του τα ηλεκτρόνια δεν έχουν τη δυνατότητα να κινη-
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ϑούν ελεύθερα σε αντίθεση µε τα πρωτόνια και τα νετρόνια που σε αυτές τις

πυκνότητες δεν είναι εκφυλισµένα, δηλαδή κινούνται.

Σχήµα 6.2. Ο Subrahmanyan Chandrasekhar πρόβλεψε το 1930 ότι δέν µπορούν να

υπάρξουν λευκοί νάνοι µε µάζα µεγαλύτερη από 1.4-1.5M⊙ (όριο Chandrasekhar). Οι

αστρονόµοι της εποχής ήταν αντίθετοι µε µια τέτοια ιδέα αλλά στο δεύτερο µισό του

20ου αιώνα η πρόβλεψη του Chandrasekhar επιβεβαιώθηκε από τις παρατηρήσεις και

τιµήθηκε γι΄ αυτή του την εργασία µε το Nobel Φυσικής το 1983.

Στο εσωτερικό των λευκών νάνων δεν γίνονται πυρηνικές αντιδράσεις και

η ακτινοβολία τους είναι ϑερµική καθώς στη ϕάση της δηµιουργίας τους οι

ϑερµοκρασία τους αγγίζει τους 100.000 ϐαθµούς Kelvin. Η ϑερµοκρασία τους

πέφτει µε γρήγορους ϱυθµούς και ϕτάνει στους 20.000 ϐαθµούς Kelvin σε

διάστηµα 100 εκατοµµυρίων ετών. Στη συνέχεια η ταχύτητα ψύξης ελλατώνεται

και πέφτει στους 10.000 ϐαθµούς Kelvin σε 800 εκατοµµύρια χρόνια περίπου.

Ενώ ϕθάνει στη ϑερµοκρασία του `Ηλιου (5.800 Κ) µετά από 4-5 δισεκατοµµύρια

χρόνια.

Με ϐάση τα παραπάνω οι ϑερµοκρασίες τους µπορούν να χρησιµοποιηθούν

ως µέτρο της ηλικίας τους. Αν και εν γένει λόγω της µικρής τους λαµπρότητας

είναι δύσκολο να ανιχνευθούν, τα τελευταία χρόνια µε διαστηµικό τηλεσκόπιο

Hubble έχουν παρατηρηθεί πολλοί στα σφαιρωτά σµήνη και µας δίνουν ένα

ανεξάρτητο τρόπο µέτρησης της ηλικίας αυτών των σµηνών.

6.3 ΑΣΤΕΡΕΣ ΝΕΤΡΟΝΙΩΝ

Οι αστέρες νετρονίων είναι εξαιρετικά ενδιαφέροντα αστρικά αντικείµενα όχι µό-

νο για τη ΓΘΣ αλλά και για την την Πυρηνική Φυσική. Η µάζα τους είναι της

τάξης της µάζας του `Ηλιου, δηλαδή, 1-2 Μ⊙ αλλά η ακτίνα τους είναι µόνο περί

τα 10km που συνεπάγεται πυκνότητες µεγαλύτερες των 1014g/cm3. Εποµένως
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Σχήµα 6.3. Φωτογραφία του σφαιρωτού σµήνους Μ4 (αριστερά) και µεγένθυση µιας

περιοχής του (δεξιά) όπου διακρίνονται επτά (!) λευκοί νάνοι.

οι κεντρικές πυκνότητες είναι µεγαλύτερες ακόµη και από αυτές του ατοµικού

πυρήνα οπότε η ισχυρή δύναµη παίζει σηµαντικό ϱόλο στο εσωτερικό του αστέρα.

Η συµπεριφορά της ισχυρής δύναµης σ΄ αυτές τις πυκνότητες δεν είναι πλήρως

κατανοητή και εποµένως η κατανόηση του εσωτερικού των αστέρων νετρονίων

µέσω αστρονοµικών παρατηρήσεων (ιδιαίτερα µε ανιχνευση των ϐαρυτικών κυ-

µάτων που εκπέµπουν) ϑα αποτελέσει µοναδικής σηµασίας πληροφορία για την

Πυρηνική Φυσική.

Οι Baade και Zwicky το 1934 πρότειναν την ύπαρξη των αστέρων νετρονίων

και µάλιστα πρότειναν ότι ϑα πρέπει να αποτελούν το υπόλλειµα της έκρηξης

υπερκαινοφανών. Πιθανότατα, λόγω της περίπλοκης ϕυσικής τους για περίπου

τρείς δεκαετίες δεν υπήρξε καµµία πρόοδος στην έρευνα για τέτοιου είδους

αντικείµενα. `Ενας άλλος σηµαντικός επίσης λόγος ήταν η µικρή ακτίνα και

προβλεπόµενη ϑερµοκρασία τους που πρακτικά τους έκανε αόρατους στα οπτι-

κά τηλεσκόπια. Η ανακάλυψη όµως των αστρικών πηγών ακτίνων Χ το 1962

και η ανακάλυψη των pulsars το 1967 αύξησε κατακόρυφα το ενδιαφέρον των

αστρονόµων και στις µέρες µας αποτελούν αντικείµενο έρευνας για εκατοντάδες

ϑεωρητικούς και παρατηρησιακούς αστρονόµους.

`Οσον αφορά την σύσταση των αστέρων νετρονίων υπάρχουν διάφορες εναλ-

λακτικές προτάσεις οπότε ϑα παρουσίασουµε µόνο ότι ϑεωρείται κοινά αποδε-

κτό. Η επιφάνεια αναµένεται να αποτελείται από µία πολύ λεπτή ατµόσφαιρα.

Κάτω από αυτή την ¨ατµόσφαιρα¨ η εξωτερική ¨κρούστα¨ αποτελείται απο ένα

πλέγµα σιδήρου 56
26Fe και η πίεση σ΄ αυτή την περιοχή προέρχεται αποκλειστικά

απο το πλέγµα του σιδήρου. Καθώς ¨κατεβαίνουµε¨ ϐαθύτερα στο εσωτερικό η

πίεση αυξάνεται και η ϑα προέρχεται κατά κύριο λόγο από το αέριο των εκφυ-

λισµένων ηλεκτρονίων 1. Για την περιγραφή αυτής της κατάστασης ϑα ορίσουµε

1 Εκφυλισµένα ηλεκτρόνια
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Σχήµα 6.4. Σχηµατική παράσταση του εσωτερικού ενός αστέρα νετρονίων.

ένα δείκτη συµπίεσης ως :

γ =
ρ+ p

p

dp

dρ
. (6.1)

Στην περιοχή του αστέρα για την οποία ισχύει ότι ρ ≪ 106g/cm3 τα ελεύθερα

ηλεκτρόνια είναι µη-σχετικιστικά και ο δείκτης συµπίεσης προσεγγίζεται ικα-

νοποιητικά από την τιµή γ = 5/3. Καθώς όµως ¨κατερχόµαστε¨ ϐαθύτερα τα

ηλεκτρόνια ϑα γίνονται σχετικιστικά και ο δείκτης συµπίεσης γ ϑα τείνει προς

την τιµή 4/3. Σε πυκνότητες περί τα 106g/cm3 τα ηλεκτρόνια και τα πρωτόνια

των πυρήνων αρχίζουν να επανασυνδέονται µέσω της αντίστροφης β-διάσπασης

δηλαδή e− + p → n + νe και εµπλουτίζουν τους πυρήνες µε νετρόνια. `Οταν

οι πυκνότητες αγγίξουν τα 1011g/cm3 οι πυρήνες γίνονται ασταθείς και εκπέµ-

πονται ελεύθερα νετρόνια. Η περιοχή του αστέρα στην οποία η πυκνότητα είνα

της τάξης των ρ ≈ 1011g/cm3 είναι γνωστή ως περιοχή neutron drip. Πέραν αυ-

τής της περιοχής, η ύλη αποτελείται κυρίως από ελεύθερα νετρόνια και µικρές

ποσότητες ελεύθερων ηλεκτρονίων και πρωτονίων οπότε η πίεση ϑα προέρχε-

ται απο τα ελεύθερα νετρόνια. Τα ϱευστό απο νετρόνια ϑα πρέπει υπό αυτές

τις συνθήκες να συµπεριφέρεται ως υπερευστό. `Οµως οι πυκνότητες µας είναι

πλέον υψηλότερες των πυρηνικών και λίγα είναι γνωστά για την συµεριφορά

της ύλης σ΄ αυτές τις πυκνότητες. Αν δεν υπάρχουν µεταβολές ϕάσης τότε η

καταστατική εξίσωση για τα ϱευστά αυτά ϑα δίνεται από µια απλή σχέση της

µορφής p → ρ/3. Υπάρχουν προτάσεις που προβλέπουν την ύπαρξη πλάσµα-
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τος κουάρκ-γκλουονίων, συµπυκνώσεις καονίων και άλλες εξωτικές καταστάσεις

της ύλης που µπορούν να µας ϐοηθήσουν στην κατανόηση της συµπεριφοράς

και σύστασης της ύλης σ΄ αυτές τις πυκνότητες. Εν τούτοις, ακόµη και οι πλέον

παράξενοι συνδυασµοί στοιχειωδών σωµατιδίων τείνουν να προβλέπουν κατα-

στατικές εξισώσεις που προσεγγίζονται από σχέσεις της µορφής p→ ρ/3.



7

ΒΑΡΥΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ

Σχεδόν πριν από έναν αιώνα ο Einstein ξεκίνησε την «επανάσταση»στη σύγχρονη

ϕυσική µε την παρουσίαση της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας (ΕΘΣ). ∆έ-

κα χρόνια αργότερα πρότεινε την αντικατάσταση της Νευτώνειας ϑεωρίας για τη

ϐαρύτητα µε τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας (ΓΘΣ). Παρότι και οι δύο ϑεωρί-

ες του Einstein αποτελούν σήµερα αναπόσπαστο κοµµάτι όλων των σύγχρονων

ϑεωριών και έχουν επιβεβαιωθεί µε πλείστα πειράµατα, εν τούτοις µια από τις

πλέον ϑεµελιώδεις προβλέψεις τους, η ύπαρξη κυµάτων ϐαρύτας, δεν έχει επι-

ϐεβαιωθεί ακόµη πειραµατικά. Τα κύµατα ϐαρύτητας αποτελούν ακρογωνιαίο

λίθο στο οικοδόµηµα της ΓΘΣ και περιµένουν την ανίχνευσή τους.

Σχήµα 7.1. Σχηµατική παράσταση ενός επίπεδου και ενός διαταραγµένου χωρόχρονου.

Τα ϐαρυτικά κύµατα, σύµφωνα µε τη ΓΘΣ, παράγονται από µεταβολές των

ϐαρυτικών πεδίων ή από επιταχύνσεις µαζών. Ο τρόπος παραγωγής τους είναι

αντίστοιχος µε αυτό των ηλεκτροµαγνητικών (ΗΜ) κυµάτων τα οποία παράγον-
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ται από µεταβολές ΗΜ πεδίων και επιταχύνσεις ϕορτίων. Η ασύµµετρη µετα-

ϐολή κάθε ϐαρυτικού πεδίου ϑα παράγει ϐαρυτικά κύµατα που συνήθως είναι

πολύ ασθενή και δεν προκαλούν παρατηρήσιµα ϕαινόµενα. Μόνο µεταβολές

εξαιρετικά ισχυρών ϐαρυτικών πεδίων είναι σε ϑέση να παράγουν ανιχνεύσιµα

ϐαρυτικά κύµατα. Τέτοια ισχυρά µεταβαλλόµενα ϐαρυτικά πεδία συναντώνται

κατά τη διάρκεια της δηµιουργίας µελανών οπών και αστέρων νετρονίων από

τη ϐαρυτική κατάρρευση του πυρήνα υπερµεγέθων αστέρων που παρατηρούν-

ται ως εκρήξεις υπερκαινοφανών. Συγκρούσεις αστέρων νετρονίων και µελανών

οπών αλλά και το πολύ πρώιµο Σύµπαν αποτελούν ισχυρές πηγές ϐαρυτικών

κυµάτων. Για παράδειγµα, η εκπεµπόµενη ενέργεια µε τη µορφή ϐαρυτικών κυ-

µάτων κατά την έκρηξη ενός υπερκαινοφανούς αστέρα είναι ίση ή περισσότερη

από τη ϕωτεινή ενέργεια που ϑα εκπέµψει ο `Ηλιος µας καθ΄ όλη τη διάρκεια της

Ϲωής του. Τα εκλυόµενα τροµακτικά ποσά ενέργειας παραµένουν «αόρατα», για-

τί τα ϐαρυτικά κύµατα αλληλεπιδρούν ελάχιστα µε την ύλη. Η προσπάθεια για

την απευθείας ανίχνευση των ϐαρυτικών κυµάτων ξεκίνησε πριν από 40 χρόνια,

σήµερα όµως ϐρισκόµαστε πολύ κοντά στο τέλος του δρόµου. Υπερευαίσθητοι

ανιχνευτές ϐαρυτικών κυµάτων έχουν κατασκευαστεί σε Ευρώπη και Αµερική

και ήδη συλλέγουν δεδοµένα, εν τούτοις ανίχνευση δεν αναµένεται πριν από 2-3

χρόνια, όσο δηλαδή απαιτείται για να επιτύχουν την απαιτούµενη ευαισθησία.

`Ενα νέο παράθυρο για την εξερεύνηση του Σύµπαντος ανοίγει, αυτό της Βα-

ϱυτικής Αστρονοµίας. Για πρώτη ϕορά ο άνθρωπος ϑα είναι σε ϑέση να παρατη-

ϱήσει περιοχές του Σύµπαντος που είναι «ηλεκτροµαγνητικά νεκρές». Σκοτεινές

περιοχές µεταξύ γαλαξιών, περιοχές που κρύβονται πίσω από µεγάλα µεσοα-

στρικά ή/και µεσογαλαξιακά νέφη αλλά ακόµη και το εσωτερικό υπέρπυκνων

αστέρων νετρονίων ϑα αποκαλύψουν τα µυστικά τους. Η έρευνα για την κατα-

νόηση της µεγάλης έκρηξης που δηµιούργησε το Σύµπαν µας ϑα πάρει µια

νέα ώθηση. Με τα ϐαρυτικά κύµατα ϑα είµαστε σε ϑέση να συγκεντρώσουµε

πληροφορίες για τα πολύ πρώιµα στάδια της ∆ηµιουργίας. Οι σηµερινές πα-

ϱατηρήσεις µας αρχίζουν µερικές εκατοντάδες χιλιάδες χρόνια µετά τη µεγάλη

έκρηξη, ενώ µε τα ϐαρυτικά κύµατα ϑα ‘παρατηρήσουµε’ το Σύµπαν όπως ήταν

περίπου 10−32 δευτερόλεπτα µετά τη γέννηση του ! Μια νέα εποχή ξεκινά λοιπόν

που ϑα ϕέρει σηµαντικές αλλαγές στη Θεωρητική Φυσική, την Αστρονοµία και

την Κοσµολογία.

7.1 ΑΣΘΕΝΗ ΒΑΡΥΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ

Η ΓΘΣ είναι η επικρατούσα ϑεωρία για τη ϐαρύτητα αλλά στην πράξη η µελέ-

τη των σχετικιστικών ϕαινοµένων δεν απαιτεί πάντα την χρήση των µαθηµατικά

περίπλοκων µη-γραµµικών εξισώσεων του Einstein. `Ηδη στα πειράµατα που

επιβεβαίωσαν την ορθότητα της ΓΘΣ πολλές ϕορές χρησιµοποιήσαµε προσεγγι-

στικές εκφράσεις των εξισώσεων όταν τα πεδία δεν ήταν ισχυρά. Για πρακτικούς

λόγους εποµένως συχνά χρησιµοποιούµε την απλοποιηµένη γραφή των εξισώ-

σεων Einstein στην οποία διατηρούµε µόνο τους γραµµικούς όρους της ϑεωρίας.

`Ενας τρόπος προσέγγισης στο πρόβληµα είναι να ϑεωρήσουµε ότι στις περιο-
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χές που το ϐαρυτικό πεδίο είναι ασθενές πως ο χωρόχρονος είναι ‘ περίπου ’

επίπεδος. ∆ηλαδή η µετρική του χώρου να είναι της µορφής

gµν ≃ ηµν + hµν +O(hµν)2 (7.1)

Με αυτό τον τρόπο όλες οι αποκλίσεις από τον επίπεδο χωρόχρονο Minkowski

περιγράφονται από τον τανυστή hµν , ενώ όπου προκύπτουν µη-γραµµικοί όροι

ως προς το hµν ϑα παραλείπονται.

Με ϐάση την παραδοχή ότι ο χωρόχρονος είναι προσεγγιστικά επίπεδος ϑα

χρησιµοποιούµε τον µετρικό τανυστή του Minkowski για το ανέβασµα ή κατέ-

ϐασµα των δεικτών των τανυστών οπότε για παράδειγµα ϑα έχουµε :

hαβ = ηαµηβνhµν (7.2)

gµν = ηµν − hµν (7.3)

Στη νέα µετρική τα σύµβολα Christoffel και ο τανυστής Ricci ϑα δίνονται από

τις σχέσεις

Γ λ
µν =

1

2
ηλρ (hρν,µ + hµρ,ν − hµν,ρ) (7.4)

Rµν = Γα
µν,α − Γα

µα,ν =
1

2

(
hα

ν,µα + hα
µ,να − hµν,α

α − hα
α,µν

)
(7.5)

R = ηµνRµν = hαβ
αβ − hα

α
,β
,β (7.6)

οπότε ο τανυστής Einstein ϑα γραφεί ως

Gµν =
1

2

(
hα

ν,µα + hα
µ,να − hµν,α

α − hα
α,µν

)
− ηµν

(

hαβ
,αβ − hα

α
,β
,β

)

(7.7)

Αν αντικαταστήσουµε 1

hµν = φµν − 1

2
ηµνφ (7.8)

καταλήγουµε στη σχέση

−φµν
,α
,α − ηµνφαβ

,αβ + φµα
,α
,ν + φνα

α
,µ = 0 (7.9)

οπότε χρησιµοποιώντας τη συνθήκη ϐαθµίδας Hilbert (ανάλογη µε τη συνθήκη

ϐαθµίδας Lorentz του ηλεκτροµαγνητισµού)

φµα
,α = φµα

,α = 0 (7.10)

καταλήγουµε στην εξίσωση

φµν
,α
,α ≡ �φµν ≡

(
∂2

∂t2
−∇2

)

φµν = 0 (7.11)

που ουσιαστικά είναι µια απλή κυµατική εξίσωση σε ένα κενό χωρόχρονο. Αυτό

σηµαίνει ότι οι αποκλίσεις από την επίπεδη γεωµετρία Minkowski διαδίδον-

ται ως κυµάνσεις. Οι διακυµάνσεις αυτές του χωρόχρονου είναι τα ϐαρυτικά

κύµατα.

1 Ο τανυστής φµν είναι µηδενικού ίχνους, δηλαδή το άθροισµα των διαγωνίων στοιχείων

του είναι µηδέν.
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7.2 ΒΑΡΥΤΙΚΑ ΚΥΜΑΤΑ

Τα ϐαρυτικά κύµατα είναι περιοδικές µεταβολές της καµπύλοτητας του χωρό-

χρονου και δίνονται από την εξίσωση (7.11) η οποία είναι µια απλή κυµατική

εξίσωση που προφανώς επιδέχεται λύσεις της µορφής

φµν = Aµν cos (kαx
α) , (7.12)

όπου ο Aµν είναι ένας συµµετρικός τανυστής, ο τανυστής πόλωσης, που εµ-

περιέχει πληροφορία για το πλάτος και την πόλωση των ϐαρυτικών κυµάτων.

Το kα είναι το κυµατοδιάνυσµα που καθορίζει την διεύθυνση διάδοσης και τη

συχνότητα του κύµατος.

Η λύση που προαναφέραµε ϑα ικανοποιεί τη συνθήκη ϐαθµίδας Hilbert,

εξίσωση (7.10), που σηµαίνει ότι :

0 = φµν
,ν = −Aµνk

ν sin (kαx
α)

οπότε λαµβάνουµε τη συνθήκη ορθογωνιότητας

Aµνk
ν = 0 . (7.13)

Επιπλέον, από την κυµατική εξίσωση (7.11) λαµβάνουµε

0 = φµν
,α
,α = −−Aµνk

αkα cos (kαx
α)

οπότε

kαkα = 0. (7.14)

Αυτό σηµαίνει ότι το διάνυσµα kα είναι ϕωτοειδές και εποµένως τα ϐαρυτικά

κύµατα διαδίδονται µε την ταχύτητα του ϕωτός.

Με ϐάση τις σχέσεις (7.13), (7.14) και τη συµµετρικότητα του τανυστή πό-

λωσης καταλήγουµε ότι για ένα ϐαρυτικό κύµα που διαδίδεται στη διεύθυνση

z, δηλαδή το κυµατοδιάνυσµα είναι kµ = (ω, 0, 0,−ω) µε k0 = ω τη συχνότητα

του κύµατος, ότι ϑα ισχύει

Aµν = h+ǫ
µν
+ + h×ǫ

µν
× (7.15)

όπου ǫµν
+ και ǫµν

× είναι οι µοναδιαίοι τανυστές πόλωσης και δίνονται από τις

σχέσεις

ǫµν
+ ≡







0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0







ǫµν
× ≡







0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0







(7.16)

Τέλος, τα h+ και h×, είναι τα πλάτη του ϐαρυτικού κύµατος στις δύο πολώσεις.

Τα ϐαρυτικά κύµατα όπως περιγράφονται στη συνθήκη ϐαθµίδας που χρη-

σιµοποιήσαµε είναι εγκάρσια (Transverse) και µηδενικού ίχνους (Traceless),

και συνιθίζεται να τα αναφέρουµε ως Τ-Τ.
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7.2.1 Η επίδραση των ϐαρυτικών κυµάτων

Για να µελετήσουµε την επίδραση των ϐαρυτικών κυµάτων στην ύλη ϑα προ-

σπαθήσουµε κατ΄ αρχάς να µελετήσουµε την επίδραση τους σε ένα ελεύθερο

σωµατίδιο και στη συνέχεια σε Ϲεύγος σωµατιδίων.

Η εξίσωση των γεωδαισιακών για ένα ελεύθερο σωµατίδιο, ακίνητο ή κινού-

µενο µε µικρή ταχύτητα, δηλαδή uµ ≈ (1, 0, 0, 0) και τ ≈ t, στη γραµµική

ϑεωρία είναι
duµ

dt
= −1

2
(hµα,β + hβµ,α − hαβ,µ) uαuβ (7.17)

οπότε για uµ ≈ (1, 0, 0, 0) γίνεται

duµ

dt
= −

(

hµ0,0 −
1

2
h00,µ

)

. (7.18)

Αν τώρα εξειδικεύσουµε την µελέτη µας στην συνθήκη ϐαθµίδας Τ-Τ στην οποία

h00 = hµ0 = 0 καταλήγουµε στο συµέρασµα ότι : τα ϐαρυτικά κύµατα δεν έχουν

καµµία επίδραση σε ελεύθερα σωµατίδια.

Αντίθετα, αν ϑεωρήσουµε ένα Ϲεύγος σωµατιδίων τα οποία ϐρίσκονται σε ένα

σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων επί του άξονα Ox στις ϑέσεις x0 και −x0

και ένα ϐαρυτικό κύµα να διαδίδεται κατά τη διεύθυνση z, τότε η απόσταση

τους ϑα υπολογίζεται µε ϐάση τη γνωστή σχέση

dℓ2 = gµνdx
µdxν = . . .

= −g11(dx)2 = (1 − h11)(2x0)
2 = (1 − h+ cosωt) (2x0)

2 (7.19)

οπότε προσεγγιστικά ϑα είναι :

∆ℓ ≈
(

1 − 1

2
h+ cosωt

)

(2x0) . (7.20)

Με ανάλογο τρόπο µπορούµε νε δείξουµε ότι για δύο σωµατίδια επί του άξονα

Oy ϑα ισχύει :

∆ℓ ≈
(

1 +
1

2
h+ cosωt

)

(2y0) . (7.21)

Εποµένως, η συντεταγµένη απόσταση των δύο σωµατιδίων µεταβάλεται περιοδι-

κά (µε συχνότητα αυτήν του κύµατος) κατά τη διεύλευση ενός ϐαρυτικού κύµα-

τος, Σχήµα 7.2.

Παλιρροιογόνες δυνάµεις

`Οπως προαναφέραµε, ο τανυστής Riemann αποτελεί µέτρο της καµπυλότητας

του χωρόχρονου. Τα ϐαρυτικά κύµατα κατά τη διάδοση τους δηµιουργούν πε-

ϱιοδικές παραµορφώσεις του χωρόχρονου που περιγράφονται από τον τανυστή

Riemann, που στη γραµµική ϑεωρία λαµβάνει τη µορφή
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Σχήµα 7.2. Η επίδραση ενός ϐαρυτικού κύµατος που ταξιδεύει κάθετα στη διεύθυνση

του επιπέδου στο οποίο έχει τοποθετηθεί ένας δακτύλιος σωµατιδίων. Ο διαφορετικός

τρόπος µε τον οποίο επιδρούν οι δύο πολώσεις γίνεται εύκολα αντιληπτός.

Rκλµν =
1

2
(∂νκhλµ + ∂λµhκν − ∂κµhλν − ∂λνhκµ) , (7.22)

η οποία είναι γενική και ανεξάρτητη από τη συνθήκη ϐαθµίδας. Αν όµως χρησι-

µόποιήσουµε την συνθήκη ϐαθµίδας Τ-Τ τότε ο τανυστής Riemann απλοποιείται

σηµαντικά,

RTT
j0k0 = −1

2

∂2

∂t2
hTT

jk , j, k = 1, 2, 3. (7.23)

Στο Νευτώνειο όριο ανάγεται στην µορφή

RTT
j0k0 ≈ ∂2U

∂xj∂xk
, (7.24)

όπου U είναι το Νευτώνειο δυναµικό. Εως τώρα παρουσιάζαµε τον τανυστή Rie

mann ως ένα γεωµετρικό αντικείµενο, έχει όµως και ϕυσική σηµασία : σχετίζεται

µε το πεδίο των παλιρροιογόνων δυνάµεων που ασκούνται σε δύο ελέυθερα κι-

νούµενα σωµατίδια, στην ουσία αποτελεί το µέτρο της σχετικής επιτάχυνσης

του ενός προς το άλλο σωµατίδιο. Αν ϑεωρήσουµε δύο γειτονικά σωµατίδια που

ϐρίσκονται σε ελεύθερη πτώση ακολουθώντας τις γεωδαισιακές τους µε συντε-

ταγµένες xµ(τ) και xµ(τ) + ξµ(τ), τότε σε µια δοθείσα τιµή του ίδιου χρόνου τ
το διάνυσµα ξµ(τ) µετρά τη χωροχρονική τους απόσταση, η οποία εξελίσσεται

µε ϐάση τη σχέση

d2ξk

dt2
≈ −Rk

0j0

TT
ξj . (7.25)

Αυτή είναι µια απλοποιηµένη έκφραση για τη γεωδαισιακή απόκλιση .

Ενας άλλος τρόπος κατανόησης της επίδρασης των ϐαρυτικών κυµάτων είναι

δυνατός µέσω της µελέτης της µεταβολής των δυναµικών γραµµών του παλιρ-

ϱοιογόνου πεδίου δυνάµεων, όπως ϕαίνεται στη Σχήµα 7.3. Η παλιρροιογόνος
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δύναµη που δρά επί των σωµατιδίων ϑα είναι

fk ≈ −mRk
0j0ξ

j ≈ m

2

d2hTT
jk

dt2
ξj (7.26)

όπου m είναι η µάζα του κάθε σωµατίδιου. Οπότε, ϑα είναι

fx ≈ m

2
h+ω

2 cos[ω(t− z)]ξx
0 , and fy ≈ −m

2
h+ω

2 cos[ω(t− z)]ξy
0 . (7.27)

και εύκολα συνάγεται ότι

Σχήµα 7.3. Οι δυναµικές γραµµές του παλιρροιογόνου πεδίου δυνάµεων µε πόλωση

(+) (αριστερά) και (×) (δεξιά). Ο προσανατολισµός των γραµµών του πεδίου αλλάζει κάθε

µισή περίοδο και τα σωµατίδια επιταχύνονται προς τη διεύθυνση που δείχνουν τα ϐέλη.

∇f =
∂fx

∂ξx
0

+
∂fy

∂ξy
0

= 0 . (7.28)

7.2.2 Ενέργεια των ϐαρυτικών κυµάτων

Τα ϐαρυτικά κύµατα µεταφέρουν ενέργεια, ορµή και στροφορµή. Στην συνθήκη

ϐαθµίδας Τ-Τ ο τανυστής ενέργειας - ορµής των ϐαρυτικών κυµάτων δίνεται από

τη σχέση

tGW
µν =

1

32π

〈(
∂µh

TT
ij

) (
∂νh

TT
ij

)〉
. (7.29)

όπου ϑεωρούµε ένα µέσο όρο της ενέργειας αθροιζόµενης για αρκετές περιό-

δους. Στην ειδική περίπτωση ϐαρυτικών κυµάτων που διαδίδονται κατά τη διεύ-

ϑυνση z ο τανυστής ενέργειας ορµής έχει µόνο τρείς µη-µηδενικές συνιστώσες

tGW
00 =

tGW
zz

c2
= − t

GW
0z

c
=

1

32π

c2

G
ω2
(
h2

+ + h2
×

)
, (7.30)
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όπου tGW
00 είναι η πυκνότητα ενέργειας, tGW

zz είναι η ϱοή της ορµής, και tGW
0z

η ϱοή της ενέργειας κατά µήκος της z διεύθυνσης ανά µονάδα επιφάνειας και

χρόνου (όπου για πρακτικούς έχουµε επαναφέρει τις ϕυσικές µονάδες).

7.2.3 Εκποµπή της ϐαρυτικής ακτινοβολίας

Τα ϐαρυτικά κύµατα παράγονται από τις µεταβολές που υφίστανται οι κατανο-

µές ύλης που δηµιουργούν τα ϐαρυτικά πεδία, εποµένως για τον υπολογισµό

των εκπεµπόµενων κυµάτων σαν συνάρτηση των παραµέτρων της πηγής ϑα λύ-

σουµε τις γραµµικές εξισώσεις Einstein παρουσία ύλης

�φµν(t,x) = −κT µν(t,x) . (7.31)

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης ϑα έχει τη µορφή

φµν(t,x) = − κ

4π

∫

V

T µν (t− |x − x′|,x′)

|x − x′| d3x′ , (7.32)

οπότε ϑεωρώντας ότι η ταχύτητα των µεταβολών στην πηγή είναι σηµαντικά µι-

κρότερη από την ταχύτητα του ϕωτός και ότι ο φµν(t,x) υπολογίζεται σε µεγάλη

απόσταση από την πηγή καταλήγουµε ότι :

φij(t,x) = − κ

24πr

d2

dt2
Qij , (7.33)

ενώ η εκπεµπόµενη ισχύς δίνεται από τη σχέση

−dE
dt

=
G

45c5
d3

dt3
Qij d

3

dt3
Qij , (7.34)

όπου Qij είναι ο τανυστής τετραπολικής ϱοπής της πηγής.

7.3 Η ∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΤΩΝ ΒΑΡΥΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ

Τα ϐαρυτικά κύµατα δηµιουργούνται όταν τα ϐαρυτικά πεδία µεταβάλλονται

µε µη-συµµετρικό τρόπο. Για παράδειγµα, αν η ακτίνα της Γης παρουσίαζε

αυξοµειώσεις χωρίς να καταστρέφεται το σφαιρικό της σχήµα, τότε δεν ϑα παρά-

γονταν ϐαρυτικά κύµατα και προφανώς οι δορυφόροι που κινούνται περί την Γη

δεν ϑα υφίστανται µεταβολές στην τροχιά τους. `Οταν όµως κινούµε τα χέρια µας

παράγουµε ϐαρυτικά κύµατα, διότι µεταβάλλεται το ϐαρυτικό πεδίο του σώµα-

τός µας. Ποιό είναι το πλάτος αυτών των κυµάτων και ποιά η συχνότητάς τους·

Ας αρχίσουµε από το δεύτερο ερώτηµα, τη συχνότητα. `Οσο και αν προσπαθή-

σουµε, µε δυσκολία ϑα καταφέρουµε να κινήσουµε τα χέρια µας µε συχνότητα

µεγαλύτερη των 12Hz, άρα και η συχνότητα των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυ-

µάτων ϑα είναι 12Hz. Γενικά, µπορούµε να δείξουµε σχετικά εύκολα πως η

τυπική συχνότητα των περιοδικών µεταβολών µιας πηγής είναι :
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f ≈
√

GM/R3 (7.35)

που πρακτικά σηµαίνει πως η συχνότητα των µεταβολών που υφίσταται ένα σύ-

στηµα, που συγκρατείται από τη ϐαρύτητά του, είναι ίση µε τη µέση πυκνότητά

του. Αυτή η σχέση είναι αρκετά γενική. Για ένα σύστηµα διακριτών σωµάτων, πχ

ένα διπλό σύστηµα σωµάτων (`Ηλιος - Γη) δεν είναι άλλη παρά ο 3ος νόµος του

Kepler. Για ένα ϱευστό, είναι ο χρόνος που απαιτείται για να ταξιδεύσει ένα ηχη-

τικό κύµα (δηλαδή µια διαταραχή στην πυκνότητα) κατά µήκος του σώµατος.

`Αρα, δοθείσης της µάζας M και των διαστάσεων R ενός σώµατος ή συστήµατος,

µπορούµε να υπολογίσουµε και τη χαρακτηριστική συχνότητά του, και κατά

συνέπεια τη συχνότητα των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυµάτων.

Το πλάτος των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυµάτων είναι δυσκολότερο να

υπολογισθεί µε ακρίβεια, αλλά µπορούµε µε απλά ϐήµατα να έχουµε µια αρ-

κετά ικανοποιητική εκτίµηση. Για παράδειγµα, το πλάτος των εκπεµπόµενων

ϐαρυτικών κυµάτων που ϕθάνουν στη Γη είναι αντιστρόφως ανάλογο της από-

στασης r από την πηγή, δηλαδή ∼ GM/r. Επίσης, εξαρτάται από το πόσο

‘σχετικιστική’ είναι η πηγή, δηλαδή πόσο καµπυλωµένος είναι ο χωρόχρονος.

`Οσο µεγαλύτερη είναι η καµπύλωση του χωρόχρονου τόσο πιο έντονες είναι οι

‘πτυχώσεις ’ που ϑα δηµιουργήσει µια πιθανή µεταβολή του. `Αρα, το πλάτος των

ϐαρυτικών κυµάτων ϑα πρέπει να είναι ανάλογο του σχετικιστικού παράγοντα

GM/Rc2. Τέλος, ο ϐαθµός της παραµόρφωσης που υφίσταται το σώµα/σύστηµα

καθορίζει και την παραµόρφωση του χωρόχρονου, εποµένως, το πλάτος των κυ-

µάτων ϑα εξαρτάται και από το ϐαθµό ασυµµετρίας της πηγής. Στη ϕυσική, η

απόκλιση ενός σώµατος από τη σφαιρική συµµετρία µετράται µε µια ποσότητα,

τον λεγόµενο τανυστή της τετραπολικής ϱοπής. `Αρα µε ϐάση τα παραπάνω,

το πλάτος των ϐαρυτικών κυµάτων που εκπέµπει µια πηγή είναι :

h ∼ ǫ

(
GM

rc2

)(
GM

Rc2

)

(7.36)

όπου ǫ είναι ο ϐαθµός απόκλισης από τη σφαιρική συµµετρία που παίρνει τιµές

0-1. Εποµένως, µε ϐάση την παραπάνω σχέση, µεταβολές ενός σφαιρικού σώ-

µατος που διατηρούν τη σφαιρική συµµετρία δεν εκπέµπουν ϐαρυτικά κύµατα,

διότι ǫ = 0. Αυτό είναι προφανές και από όσα γνωρίζουµε από τη Νευτώνεια ϕυ-

σική, η ένταση του ϐαρυτικού πεδίου στο εξωτερικό ενός σφαιρικά συµµετρικού

σώµατος είναι ανάλογη της µάζας του σώµατος και όχι των διαστάσεών του. Με

ϐάση τα παραπάνω, το (αδιάστατο) πλάτος των ϐαρυτικών κυµάτων που εκπέµ-

πει ένας άνθρωπος σε απόσταση 100m, όταν κινεί περιοδικά τα χέρια του, είναι

της τάξης του h ∼ 10−53! Αντίθετα, µια µη-σφαιρικά συµµετρική µεταβολή των

διαστάσεων ενός αστέρα νετρονίων κατά 1 χιλιοστό της ακτίνας του (που είναι

περί τα 10km) ϑα δώσει ϐαρυτικά κύµατα πλάτους h ∼ 10−21 σε απόσταση µε-

ϱικών δεκάδων χιλιάδων ετών ϕωτός. Η ϱοή ενέργειας από ένα ϐαρυτικό κύµα

αυτού του πλάτους δεν είναι ευκαταφρόνητη

F =
1

32π

c5

G
ḣ2 =

1

32π

c3

G
ω2h2 ≈ 10−5

( ω

100Hz

)2
(

h

10−22

)

Watt/m2 (7.37)
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απλώς, λόγω της εξαιρετικά ασθενούς αλληλεπίδρασης µε τα υλικά σώµατα,

είναι ακόµη δύσκολο να ανιχνευθεί. Τέλος, η ενέργεια που µεταφέρει ένα ϐα-

ϱυτικό κύµα µε ϐάση την παραπάνω σχέση είναι :

E =
1

32π

c4

G
ḣ2 =

1

32π

c2

G
ω2h2 (7.38)

όπου είναι η συχνότητα των ϐαρυτικών κυµάτων, ενώ έχουµε χρησιµοποιήσει

την απλούστευση ḣ ∼ h/ct ∼ ωh/c.
Συνοψίζοντας αυτό το κεφάλαιο ϑα πρέπει να ϑυµόµαστε ότι καλές πηγές

ϐαρυτικών κυµάτων είναι αυτές που είναι συµπαγείς, δηλαδή GM/Rc2 ∼ 1 και

παρουσιάζουν µεγάλες χρονικά µεταβαλλόµενες αποκλίσεις από τη σφαιρική

συµµετρία.

7.4 Η ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ ΤΩΝ ΒΑΡΥΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ

`Οπως προαναφέραµε τα ϐαρυτικά κύµατα προκαλούν περιοδικές µεταβολές

στην απόσταση δύο σηµείων ανάλογες µε το αδιάστατο πλάτος τους h και ασκούν

παλιρροιογόνες δυνάµεις σε συµπαγή σώµατα, δηλαδή µεταβάλλουν περιοδικά

τις διαστάσεις τους. Σε αυτές ακριβώς τις ιδιότητές τους ϐασίζεται και η τεχνική

της ανίχνευσης τους. Θα ξεκινήσουµε µε την περιγραφή της πρώτης γενιάς

ανιχνευτών που άρχισαν να κατασκευάζονται στα µέσα της δεκαετίας του 1960

και έχουν επιτύχει υψηλά επίπεδα ευαισθησίας στις µέρες µας. Εν τούτοις, ϑα

πρέπει να σηµειώσουµε ότι έχουν σχεδόν εξαντλήσει τα τεχνολογικά τους όρια

και οι περαιτέρω ϐελτιώσεις τους πιθανότατα ϑα είναι πολύ µικρές.

Οι ανιχνευτές συντονισµού στηρίζουν την αρχή λειτουργίας τους στις µε-

ταβολές διαστάσεων που προκαλεί η παλιρροιογόνος επίδραση των ϐαρυτικών

κυµάτων. Για να γίνει ευκολότερα κατανοητή η λειτουργία τους, ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε ένα απλό σύστηµα από δύο σφαίρες µάζας Μ που συνδέονται µε ένα

ελατήριο όπως στο Σχήµα 7.4.

Σχήµα 7.4. `Ενα σύστηµα δύο µαζών που συνδέονται µε ένα ελατήριο αποτελεί µια απλή

διάταξη ανίχνευσης ϐαρυτικών κυµάτων.

`Οταν το ϐαρυτικό κύµα ‘χτυπήσει’ τον ανιχνευτή αυτός ϑα εκτελέσει µια εξα-

ναγκασµένη ταλάντωση. Η παλιρροιογόνος δύναµη που ϑα ασκεί το ϐαρυτικό

κύµα ϑα είναι ανάλογη του πλάτους του κύµατος h, των διαστάσεων του ταλαν-

τωτή, έστω L του τετραγώνου της συχνότητας του κύµατος, έστω ω και προφανώς

ϑα µεταβάλλεται περιοδικά. Η εξίσωση κίνησης του ταλαντωτή ϑα είναι :
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ξ̈ + ξ̇/τ + ω2
0ξ = −1

2
ω2Lheiωt (7.39)

όπου ξ είναι το πλάτος των ταλαντώσεων που εκτελεί ο ανιχνευτής, τ είναι

ο χρόνος απόσβεσης της ταλάντωσης λόγω τριβών και ω0 η ιδιοσυχνότητα του

ταλαντωτή. Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι απλή και ειδικά στην

περίπτωση που η συχνότητα του ϐαρυτικού κύµατος ω και η ιδιοσυχνότητα

ω0 του ταλαντωτή ταυτίζονται (συντονισµός) ϑα επιτύχουµε το µέγιστο πλάτος

ταλάντωσης που είναι :

ξmax =
1

2
ω0τLh (7.40)

Για δοθέν πλάτος των ϐαρυτικών κυµάτων, έστω h, και µε δοθείσες τις διαστάσεις

του ταλαντωτή ο µόνος τρόπος ϐελτίωσης της ευαισθησίας του ανιχνευτή (µεγι-

στοποίηση του ξmax) είναι µέσω αύξησης του συντελεστού ποιότητας Q = πω0τ
. Οι πρώτοι ανιχνευτές αυτού του είδους ήταν κύλινδροι αλουµινίου µάζας πε-

ϱίπου M = 1500kg, µήκους L = 1.5m και µε συντελεστή ποιότητας Q ∼ 105

. Εποµένως, µε αυτόν τον ανιχνευτή ϑα µπορούσαµε να µετρήσουµε ϐαρυτι-

κά κύµατα πλάτους h ∼ 10−7ξmaxcm
−1. `Αρα για ένα ϐαρυτικό κύµα πλάτους

h ∼ 10−22 απαιτείται δυνατότητα µέτρησης µεταβολών µήκους ξmax, της τάξης

των 10−15cm ! Οι δυσκολίες όµως στην ανίχνευση δεν σταµατούν στην µέτρη-

ση µικρών αποστάσεων, απαιτείται ο ταλαντωτής µας να είναι αποµονωµένος

από άλλες πηγές ϑορύβου. `Οπως για παράδειγµα σεισµικό ϑόρυβο και κοντινά

ηλεκτροµαγνητικά πεδία. Αυτές οι πηγές ϑορύβου είναι δυνατόν να αποµονω-

ϑούν αλλά υπάρχει και ο ϑερµικός ϑόρυβος που απαιτεί την ψύξη του ανιχνευτή

σε ϑερµοκρασίες µικρότερες του 1 Kelvin. Συγκεκριµένα, οι ϑερµικές κινήσεις

στον ανιχνευτή µας ϑα πρέπει να είναι µικρότερες από τις κινήσεις που εισάγουν

τα ϐαρυτικά κύµατα, δηλαδή η ενέργεια που εναποθέτουν τα ϐαρυτικά κύµατα

ϑα πρεπει να είναι µεγαλύτερη από την ενέργεια ET = kT των ϑερµικών κινή-

σεων. Αυτό µας οδηγεί σε µια σχέση µεταξύ της ευαισθησίας του ανιχνευτή µας

και της ϑερµοκρασίας του που καθορίζει το ελάχιστο πλάτος ϐαρυτικών κυµά-

των που µπορεί να ανιχνεύσει µια δεδοµένη συσκευή µάζας M , διαστάσεων L,

ϑερµοκρασίας T και συχνότητας συντονισµού ω0

hmin ∼ 1

ω0LQ

√

15kT

M
(7.41)

Προφανώς η ευαισθησία ϐελτιώνεται αυξάνοντας τις διαστάσεις και τη µάζα του

ανιχνευτή και µειώνοντας τη ϑερµοκρασία του. Ο πλέον ευαίσθητος ανιχνευτής

συντονισµού (Nautilus) ϐρίσκεται στο Frascatti κοντά στη Ρώµη και έχει τα εξής

τεχνικά χαρακτηριστικά: M = 2260Kg (Aluminium 5056), L = 3m, T = 0.1K
και συχνότητα συντονισµού ω0 ∼ 906Hz. Με ϐάση αυτά τα χαρακτηριστικά ο

Nautilus µπορεί να ανιχνεύσει ϐαρυτικά κύµατα πλάτους h ≥ 5×10−21 εφόσον

τα κύµατα εκπέµπονται σε συχνότητες που ϑα προκαλέσουν τον συντονισµό του

ανιχνευτή, δηλαδή περί τα 900Hz. Οι πιθανές µελλοντικές ϐελτιώσεις για αυτού

του είδους τους ανιχνευτές περιορίζονται από τις διαστάσεις του συστήµατος, οι

οποίες δεν µπορούν να γίνουν πολύ µεγαλύτερες από µερικά µέτρα µε αντί-

στοιχη αύξηση της µάζας, και κατά συνέπεια της ευαισθησίας, κατά µία τάξη
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µεγέθους. Στις µέρες µας ϐρίσκονται σε συνεχή λειτουργία πέντε ανιχνευτές µε

ευαισθησίες που αγγίζουν αυτή του Nautilus (ο Allegro στη Lousiana, ο Auriga

στο Legrano, ο Explorer στο CERN και ο NIOBE στο Perth της Αυστραλίας).

Σχήµα 7.5. Ο ανιχνευτής συντονισµού Nautilus στο Frascatti κοντά στη Ρώµη. ∆ιακρίνε-

ται ο κύλινδρος αλουµινίου στο κέντρο της συσκευής. Το ογκώδες περίβληµα χρησιµεύει

για την ϑερµική µόνωση του.

Τα συµβολόµετρα laser αποτελούν την πλέον σύγχρονη µορφή ανιχνευτών,

είναι πολύ πιο ευαίσθητα από τους ανιχνευτές συντονισµού και επί πλέον εί-

ναι ευαίσθητα σε ένα ευρύ ϕάσµα συχνοτήτων και όχι µόνο στην περιοχή της

συχνότητας συντονισµού. Στα συµβολόµετρα η αρχή λειτουργίας ϐασίζεται στη

µεταβολή της απόστασης δύο µακρυνών σηµείων σε διαφορετικές κατευθύνσεις,

Σχήµα 7.6. Οι µεταβολές στην απόσταση δύο σηµείων είναι ανάλογες του πλά-

τους του ϐαρυτικού κύµατος αλλά και της απόστασης των σηµείων, ∆L/L = h.

Εποµένως, όσο µεγαλύτερο είναι το µήκος των ϐραχιόνων, τόσο πιο ευαίσθη-

τος είναι ο ανιχνευτής µας. Προφανώς ϑα πρέπει οι ϐραχίονες του ανιχνευτή

να είναι µικρότερου µήκους από το µήκος κύµατος του ϐαρυτικού κύµατος.

Στην πράξη κατασκευάζουµε ανιχνευτές µε ϐραχίονες 34Km, και στη συνέχεια

ϕροντίζουµε η δέσµη laser να ανακλασθεί εντός του ϐραχίονα µερικές ϕορές

(περί τις 100), οπότε επιτυγχάνουµε ένα δρόν µήκος 300Km και ϐελτιώνουµε

την ευαισθησία κατά δύο τάξεις µεγέθους. Τα συµβολόµετρα µπορούν να επιτύ-

χουν πολύ υψηλή ευαισθησία και ο µόνος περιορισµός που ϑεωρητικά υπάρχει

είναι η ακρίβεια µε την οποία µπορούµε να µετρήσουµε µικρές αποστάσεις. Για

παράδειγµα, για ένα ϐαρυτικό κύµα πλάτους h ∼ 10−22 και µε δρόν µήκος

ϐραχιόνων της τάξης των L = 300km, απαιτείται µέτρηση µεταβολών µήκους

∆L = hL ≈ 3 × 10−15cm.

Τα συµβολόµετρα, όπως και οι ανιχνευτές συντονισµού, έχουν πάρα πολλές

πηγές ϑορύβου που πρέπει να αποµονωθούν για να γίνει δυνατή η ανίχνευση
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των ϐαρυτικών κυµάτων. Για παράδειγµα, τα κάτοπτρα πρέπει να είναι σεισµι-

κά αποµονωµένα από το περιβάλλον, διότι οι µεταβολές στη ϑέση τους λόγω

σεισµικών διαταραχών είναι µεγαλύτερες από τις µεταβολές ϑέσης λόγω των ϐα-

ϱυτικών κυµάτων. Ιδιαίτερη προσπάθεια έχει καταβληθεί, ώστε να αποµονωθούν

οι εξωτερικοί ϑόρυβοι στα συµβολόµετρα, πρακτικά όµως είναι αδύνατο να απο-

µονωθούν από σεισµικούς ϑορύβους µε συχνότητες µικρότερες των 12Hz. `Αρα

τα επίγεια συµβολόµετρα είναι κατ΄ αρχάς ευαίσθητα σε συχνότητες µεγαλύτερες

των 5 Hz. Οι µεταβολές ϑερµοκρασίας στα κάτοπτρα (λόγω της ϑερµοκρασίας

του περιβάλλοντος ή και λόγω ϑέρµανσης από τη δέσµη laser) µεταβάλουν τις

διαστάσεις τους και ως εκ τούτου γίνεται ιδιαίτερη προσπάθεια για τη ϑερµική

µόνωση των κατόπτρων.

Σχήµα 7.6. Σχηµατικό διάγραµµα ενός συµβολοµέτρου laser. Μία δέσµη laser κατευθύ-

νεται σε ένα ηµιδιαφανές κάτοπτρο, οπου διαχωρίζεται σε δύο δέσµες που κατευθύνονται

σε ορθή γωνία προς δύο κάτοπτρα που ϐρίσκονται σε απόσταση L από το κεντρικό κά-

τοπτρο. Οι δέσµες ανακλώνται και όταν επιστρέψουν συµβάλλουν. Αν οι αποστάσεις των

δύο κατόπτρων είναι αρχικά ίσες τότε η δύο δέσµες ϑα συµβάλλουν σε ϕάση. Αν όµως

διέλθει ένα ϐαρυτικό κύµα οι αποστάσεις των δύο κατόπτρων από το κεντρικό κάτοπτρο

ϑα µεταβάλονται περιοδικά κατά ένα µήκος ∆L = hL. Α`ρα, ϑα παρατηρούµε ότι οι δύο

δέσµες ϑα συµβάλουν περιοδικά εκτός ϕάσης δηµιουργώντας κροσσούς συµβολής.

Σηµαντικές πηγές ϑορύβου οφείλονται στην κβαντική ϕύση του ϕωτός, έτσι

για παράδειγµα υπάρχει µια αβεβαιότητα στη µέτρηση των ϕωτονίων στη ϕω-

τοδίοδο (η παρατηρούµενη διαφορά ϕάσης στη ϕωτοδίοδο εξαρτάται από τον

λόγο του αριθµού των εκπεµπόµενων ϕωτονίων από το laser προς τον αριθµό

των ανιχνευθέντων). Συνέπεια αυτού του ϑορύβου είναι να µειώνεται σηµαντικά

η ευαισθησία του ανιχνευτή για συχνότητες ϐαρυτικών κυµάτων µεγαλύτερες

από 1kHz. Α`ρα οι επίγειοι ανιχνευτές είναι ευαίσθητοι στην περιοχή συχνοτήτων

11000Hz. Επιπλέον, το ϕως του laser εναποθέτει ορµή πάνω στα κάτοπτρα και

τα µετακινεί από τις ϑέσεις ισορροπίας (πίεση ακτινοβολίας). Σε κβαντικό επίπε-

δο υπάρχει µια αβεβαιότητα στο ποσό της εναποτεθείσας ορµής που επηρεάζει
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τις µετρήσεις µας. Συνδυάζοντας τις παραπάνω πηγές ϑορύβου µπορεί να υπο-

λογισθεί το ελάχιστο µετρούµενο πλάτος ϐαρυτικών κυµάτων που επιτρέπει η

κβαντική ϑεωρία

hmin =
∆L

L
∼ 1

L

(
τ~

M

)1/2

. (7.42)

Εποµένως, το κβαντικό όριο καθορίζεται από το µήκος των ϐραχιόνων L, τη

µάζα M των κατόπτρων και τη διάρκεια τ της παρατήρησης. Για ένα τυπικό

συµβολόµετρο είναι hmin ≈ 10−23. Τέλος, µια όχι ευκαταφρόνητη πηγή ϑορύ-

ϐου προέρχεται από τη διάχυση που υφίσταται το ϕως των laser λόγω σκέδασης

µε τα µόρια του ατµοσφαιρικού αέρα. Για την ελαχιστοποίηση αυτής της πηγής

ϑορύβου οι ϐραχίονες ϐρίσκονται σε σωλήνες κενού (µήκους 34km) µε µέση

πυκνότητα περί τα 10−9torr.
Τα τελευταία δύο χρόνια έχουν τεθεί σε λειτουργία συµβολόµετρα laser σε

διάφορες χώρες ανά τον κόσµο. Στις ΗΠΑ υπάρχουν δύο συµβολόµετρα (στις

πολιτείες Louisiana και Washington) µε ϐραχίονες 4km µε το ονόµα LIGO,

στην Ευρώπη υπάρχει ο Ιταλο-Γαλλικός ανιχνευτής EGO (κοντά στην Πίζα της

Ιταλίας) µε ϐραχίονες µήκους 3km και ο Γερµανο-Αγγλικός GEO600 (κοντά

στο Αννόβερο της Γερµανίας) µε ϐραχίονες 600m, τέλος στην Ιαπωνία (Τόκυο)

ο ανιχνευτής TAMA µε ϐραχίονες 300m. `Ολοι αυτοί οι ανιχνευτές πρόσφατα

έχουν πρόσφατα (2005-6) επιτύχει την αναµενόµενη ευαισθησία. Σε αυτή τη

ϕάση υπάρχει πιθανότητα ανίχνευσης ϐαρυτικών κυµάτων µε συχνότητα ενός

συµβάντος ανά έτος. `Ηδη όµως έχει αρχίσει η πειραµατική διαδικασία για την

ϐελτίωση της ευαισθησίας των συµβολοµέτρων κατά περίπου µια τάξη µεγέθους.

Η διαδικασία αυτή περιλαµβάνει ψύξη των κατόπτρων, αύξηση της ισχύος των

laser και καλύτερη σεισµική µόνωση. Αυτή η δεύτερη ϕάση αναµένεται να αρ-

χίσει περί τα τέλη του 2006. Με τις ευαισθησίες που ϑα επιτευχθούν σε αυτή

τη δεύτερη ϕάση αναµένεται η ανίχνευση συµβάντων µε συχνότητα τουλάχιστον

ένα ανά ηµέρα.

`Οπως προαναφέραµε, οι συµβολοµετρικοί ανιχνευτές είναι ευαίσθητοι στην

περιοχή του ϐαρυτικού ϕάσµατος 11000Hz. Υπάρχουν όµως σηµαντικές πηγές

στην περιοχή των µερικών kHz όπως και στην περιοχή των 0.000011Hz. Για

την περιοχή των υψηλών συχνοτήτων υπάρχουν µελέτες που συνιστούν τρόπους

µε τους οποίους οι υπάρχοντες ανιχνευτές ϑα µπορούσαν να ϐελτιώσουν την

ευαισθησία τους. Αυτό επιτυγχάνεται µε κατάλληλη ϱύθµιση, ώστε να ελαχιστο-

ποιηθεί ο ϑορύβος λόγω της αβεβαιότητας στη µέτρηση των ϕωτονίων. Αντίθετα,

για τις χαµηλές συχνότητες ο σεισµικός ϑόρυβος είναι αξεπέραστο εµπόδιο και

ο µόνος τρόπος υπέρβασής του είναι να ϑέσουµε σε λειτουργία συµβολόµετρα

στο διάστηµα. Η ιδέα τέθηκε προς συζήτηση στις αρχές της δεκαετίας του 1990

και σήµερα αποτελεί ένα ώριµο διαστηµικό πρόγραµµα για την επιτυχία του

οποίου συνεργάζονται η ESA και η NASA. Ο διαστηµικός ανιχνευτής ονοµάζε-

ται LISA και προγραµµατίζεται η λειτουργία του για το έτος 2015. Πρόκειται

για ένα σύστηµα τριών διαστηµοπλοίων που ϑα σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο

και ϑα ακολουθούν τη Γη στην περιφορά της περί τον `Ηλιο.
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Σχήµα 7.7. Το διαστηµικό συµβολόµετρο LISA αποτελείται από τρία διαστηµόπλοια που

σχηµατίζουν ένα ισόπλευρο τρίγωνο που ακολουθεί την τροχιά της Γής περί τον `Ηλιο. Οι

ϐραχίονές του έχουν µήκος 5.000.000km και πρακτικά οι τρείς ϐραχίονες σχηµατίζουν

δύο συµβολόµετρα.

7.5 ΑΣΤΡΟΦΥΣΙΚΕΣ ΠΗΓΕΣ ΒΑΡΥΤΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ

`Ολα τα ουράνια σώµατα στο Σύµπαν που Ϲούµε και παρατηρούµε ϐρίσκονται σε

µια αέναη κίνηση που µεταβάλει το ϐαρυτικό πεδίο που µας περιβάλλει. Φυσικά

οι περισσότερες από αυτές τις µεταβολές είναι πολύ αργές και τα εκπεµπόµενα

ϐαρυτικά κύµατα είναι µικρού πλάτους, πολλές τάξεις µεγέθους µικρότερο από

ό,τι ποτέ ϑα µπορέσουµε να παρατηρήσουµε. Οι απειροστά µικρές συχνότητες

τους είναι µακράν των παραθύρων ευαισθησίας των συµβολοµέτρων. Παρά ταύτα

εκατοµµύρια πηγές εκπέµπουν ανιχνεύσιµα ϐαρυτικά κύµατα στις συχνότητες

που οι ανιχνευτές µας είναι ευαίσθητοι. Η ανίχνευση των ϐαρυτικών κυµάτων

από αυτές τις πηγές ϑα δώσει µοναδικές πληροφορίες για τη ϕύση των σωµάτων,

τη διαδικασία εξέλιξής τους αλλά ίσως και αυτής της ύπαρξής τους. Στη συνέχεια

ϑα αναφερθούµε σε µερικές από τις πιο σηµαντικές πηγές και στην αστροφυσική

σηµασία της ανίχνευσης των σηµάτων τους.

7.5.1 Συγκλίνοντα Ζεύγη Αστέρων Νετρονίων ή/και Μελανών Οπών

Προαναφέραµε ότι ένα Ϲεύγος σωµάτων που περιφέρεται περί το κοινό κέν-

τρο µάζας του µεταβάλει περιοδικά το ϐαρυτικό του πεδίο µε αποτέλεσµα να

εκπέµπει ϐαρυτικά κύµατα. Η εκπεµπόµενη ενέργεια αφαιρείται από τη συ-

νολική κινητική ενέργεια του συστήµατος µε αποτέλεσµα τα δύο σώµατα να

συγκλίνουν. Η απόσταση των δύο σωµάτων µειώνεται µε επιταχυνόµενο ϱυθµό

µε αποτέλεσµα µετά από σχετικά µακρό χρονικό διάστηµα τα δύο σώµατα να

συγκρουσθούν. Υπάρχουν δεκάδες εκατοµµύρια διπλά αστρικά συστήµατα στο

Γαλαξία µας αλλά και σε κάθε γαλαξία. Τα µέλη αυτών των αστρικών Ϲευγών

εξελλίσονται δαπανώντας το µεγαλύτερο διάστηµα της Ϲωής τους ως αστέρες της
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κυρίας ακολουθίας (αστέρια όπως ο `Ηλιος µας) στη συνέχεια διανύουν τη σχετι-

κά σύντοµη (µε ϐάση τους αστρικούς χρόνους) ϕάση των ερυθρών γιγάντων και

υπεργιγάντων και τέλος µετά από µια εκρηκτική ϕάση (καινοφανείς ή υπερ-

καινοφανείς) καταλήγουν σε µια από τις γνωστές µορφές ‘αστρικών πτωµάτων’.

∆ηλαδή, τους διακρίνουµε ανάλογα µε τη µάζα τους σε λευκούς νάνους, αστέρες

νετρονίων ή µελανές οπές. Η ϕάση της εξέλιξης ενός αστέρα διαρκεί τουλάχι-

στον 100-1000 ϕορές λιγότερο από όσο διαρκεί η ϕάση της σύγκλισης των δύο

αστέρων. Υπενθυµίζουµε ότι η ταχύτητα της αστρικής εξέλιξης είναι ανάλογη της

µάζας του αστέρα. Εν γένει τα µέλη των Ϲευγών που µας ενδιαφέρουν, ως πηγές

ϐαρυτικών κυµάτων, έχουν συνήθως εξελιχθεί και ήδη ανήκουν σε µια από τις

τρείς κατηγορίες αστρικών πτωµάτων.

Σχήµα 7.8. `Ενα διπλό σύστηµα µε µάζες M1 και M2 των µελών του και απόσταση a.

`Ενα αστρικό Ϲεύγος, αλλά και γενικά ένα σύστηµα δύο σωµάτων που περι-

ϕέρονται περί το κοινό κέντρο µάζας τους, εκπέµπει ϐαρυτικά κύµατα µε ισχύ

που είναι ανάλογη της µάζας, της απόστασης και της συχνότητας της περιφοράς

τους

L =
32

5

G

c5
µ2a4Ω6 =

32

5

G4

c5
M3µ2

a5
(7.43)

όπου Ω είναι η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος, µ = M1M2/M είναι η ανηγ-

µένη µάζα του συστήµατος και M = M1 + M2 είναι η ολική µάζα. Στη σχέση

αυτή χρησιµοποιήσαµε τον 3ο νόµο του Kepler, Ω2 = GM/a3. Η εκπεµπόµενη

ακτινοβολία οδηγεί σε ελάττωση της µεταξύ τους απόστασης µε ϱυθµό

da

dt
= −64G3

5c5
µM2

a3
(7.44)

και η περίοδος µεταβάλλεται µε ϱυθµό Ṫ /T = 1.5ȧ/a. Αν η σηµερινή απόσταση

δύο σωµάτων είναι a0 τότε ϑα συγκρουσθούν µετά από χρονικό διάστηµα που

δίνεται από τη σχέση:
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τ =
5

256

c5

G3

a4
0

µM2
. (7.45)

Τέλος, το πλάτος των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυµάτων ϑα δίνεται από την

παρακάτω σχέση:

h ∼ 5 × 10−22

(
M

2.8M⊙

)2/3(
µ

0.7M⊙

)(
f

100Hz

)2/3(
15Mpc

r

)

(7.46)

Στην παραπάνω σχέση έχουµε ϑέσει τις µάζες των αστέρων ίσες µε 1.4M⊙ (τυ-

πική µάζα ενός αστέρα νετρονίων), τη συχνότητα των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών

κυµάτων στα 100Hz και απόσταση 15Mpc από τη Γη, έτσι ώστε το πλάτος του

ϐαρυτικού κύµατος να είναι οριακά ανιχνεύσιµο από τα Γήινα συµβολόµετρα.

Θα πρέπει επίσης να επισηµάνουµε ότι η συχνότητα της εκπεµπόµενης ϐαρυτι-

κής ακτινοβολίας είναι διπλάσια της συχνότητας περιστροφής. Με ϐάση όλες τις

παραπάνω σχέσεις αν µας δοθεί η παρούσα απόσταση και οι µάζες ενός Ϲεύγους

σωµάτων µπορούµε πολύ εύκολα να υπολογίσουµε την ισχύ της εκπεµπόµενης

ακτινοβολίας, το ϱυθµό ελάττωσης της απόστασης των δύο σωµάτων, το πλάτος

των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυµάτων και τέλος το χρόνο τελικής σύγκρουσης

των δύο σωµάτων. Για παράδειγµα το σύστηµα Γης -`Ηλιου εκπέµπει ϐαρυτικά

κύµατα ισχύος L = 300Watt και τα δύο σώµατα ϑα συγκρουσθούν µετά από

τ ∼ 1023 έτη. Αντίθετα, για δύο αστέρες νετρονίων µάζας 1.4M⊙ σε απόσταση

1000km, η εκπεµπόµενη ισχύς σε ϐαρυτικά κύµατα ϑα είναι L = 4×1040Watt
και το σύστηµα ϑα συγκλίνει µετά από περίπου τ ∼ 2200sec µε ϱυθµό ελάττω-

σης της απόστασής του περί τα 114m/sec.
Πριν περίπου 30 χρόνια, δύο ϱαδιοαστρονόµοι, οι Hulse και Taylor, παρα-

κολουθούσαν συστηµατικά ένα διπλό σύστηµα αστέρων νετρονίων (pulsars) µε

την αστρονοµική ονοµασία PSR1913+16. Μετά από συστηµατική ανάλυση των

δεδοµένων διαπίστωσαν ένα ϱυθµό ελάττωσης της απόστασης των δύο σωµάτων

που συµφωνούσε απόλυτα µε την προβλεπόµενη ελλάτωση από τη σχέση (7.44).

Τα µέλη του διπλού συστήµατος έχουν µάζες ∼ 1.4M⊙ και περιφέρονται περί το

κοινό κέντρο µάζας µε περίοδο 7h και 45m. Ο παρατηρούµενος ϱυθµός µετα-

ϐολής της περιόδου περιφοράς είναι Ṫ = −(2.30± 0.22)× 10−12sec/sec ενώ η

προβλεπόµενη από τη ΓΘΣ είναι Ṫ = −2.4×10−12sec/sec. Το σύστηµα ϑα συγ-

κλίνει µετά από ∼ 3.5 × 108 έτη. Παρατηρήσεις τριών δεκαετιών επιβεβαίωσαν

µε εξαιρετική ακρίβεια το αρχικό αποτέλεσµα, ενώ ϐρέθηκαν και άλλα διπλά

συστήµατα τα οποία συγκλίνουν µε τον προβλεπόµενο ϱυθµό. Το 1993 οι Hulse

και Taylor τιµήθηκαν µε το ϐραβείο Nobel ϕυσικής γι΄ αυτή τους την ανακάλυψη

που αποτελεί έµµεση επιβεβαίωση της ύπαρξης των ϐαρυτικών κυµάτων.

Σχεδόν ένα στα τέσσερα ουράνια σώµατα αποτελεί µέλος ενός διπλού συστή-

µατος, έτσι δεν είναι καθόλου σπάνια Ϲεύγη που να αποτελούνται από λευκούς

νάνους, αστέρες νετρονίων και µελανές οπές. Τέτοια Ϲεύγη αποτελούν εν δυνά-

µει πηγές ανιχνεύσιµης ϐαρυτικής ακτινοβολίας είτε για ανιχνευτές επί της Γης

αλλά και στο διάστηµα. Με ϐάση τον τρίτο νόµο του Kepler όταν η συχνότητα

των ϐαρυτικών κυµάτων από το διπλό σύστηµα αστέρων νετρονίων PSR1913+16

είναι περί τα ∼ 7× 10−5Hz δηλαδή οριακά εντός του ‘παράθυρου’ ευαισθησίας
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του ανιχνευτή LISA, το πλάτος των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυµάτων ϑα είναι

h ∼ 10−23. Μετά από 3.5 × 108 έτη, όταν η απόσταση του Ϲεύγους ϑα είναι

µερικές εκατοντάδες χιλιόµετρα και το Ϲεύγος ϑα περιστρέφεται µε συχνότητα

µερικών Hz, τα εκπεµπόµενα ϐαρυτικά κύµατα ϑα είναι ανιχνεύσιµα από Γήι-

νους ανιχνευτές. Η απώλεια ενέργειας µε τη µορφή ϐαρυτικών κυµάτων είναι

ταχύτατη και η σύγκλιση του Ϲεύγους τάχιστη, µετά από περίπου 15.000 περι-

ϕορές η συχνότητα των ϐαρυτικών κυµάτων αυξάνεται από µερικά Hz στο 1 kHz

σε χρονικό διάστηµα 15 min οπότε τα δύο σώµατα ϑα συγκρουσθούν και ϑα δη-

µιουργήσουν µια µελανή οπή η οποία ϑα στείλει ένα χαρακτηριστικό σήµα µε

µορφή ϐαρυτικών κυµάτων, πριν καταλήξει τελικά σε µια ευσταθή, αµετάβλητη

κατάσταση.

Η εξέλιξη που περιγράψαµε είναι τυπική για Ϲεύγη αστέρων νετρονίων, ενώ

Ϲεύγη από µελανές οπές ϑα συγκλίνουν ταχύτερα. Ο ϱυθµός σύγκλισης είναι

ανάλογος του κύβου της µάζας, σχέση (7.44), και ως γνωστόν οι τυπικές µάζες

των αστέρων νετρονίων είναι το πολύ δύο έως τρεις µάζες `Ηλιου ενώ των µελανών

οπών από µερικές µάζες `Ηλιου µέχρι και µερικές εκατοντάδες εκατοµµύρια

µάζες `Ηλιου. Το συµβολόµετρο LISA ϑα είναι σε ϑέση να ανιχνεύσει σήµατα

από συγκλίνοντα Ϲεύγη µελανών οπών που ϐρίσκονται στα όρια του ορατού

Σύµπαντος.

7.5.2 Βαρυτική Κατάρρευση

Η εκπεµπόµενη ισχύς σε ϐαρυτικά κύµατα είναι ανάλογη της ασυµµετρίας της

κατάρρευσης. Μια κατάρρευση που διατηρεί τη σφαιρική συµµετρία του σώµα-

τος δε ϑα εκπέµψει ϐαρυτικά κύµατα. Οι αναµενόµενες ασυµµετρίες είναι εν

γένει αρκετά µικρές και ως εκ τούτου η εκπεµπόµενη ενέργεια είναι της τάξης

των 10−5 − 10−8M⊙c
2 που είναι ένα εξαιρετικά µεγάλο ποσό ενέργειας. Η εκ-

πεµπόµενη ενέργεια µε τη µορφή ϐαρυτικών κυµάτων σε µερικά µόνο δέκατα

του δευτερολέπτου είναι της αυτής τάξης µεγέθους µε τη συνολική ενέργεια που

ϑα εκπέµψει ο `Ηλιος µας στα δισεκατοµµύρια έτη της Ϲωής του. Η συχνότητα

των εκπεµπόµενων ϐαρυτικών κυµάτων είναι ανάλογη της µάζας του τελικού

σώµατος. Αν το τελικό σώµα είναι ένας αστέρας νετρονίων, τότε τα εκπεµπόµενα

ϐαρυτικά κύµατα ϑα είναι περί τα 1-3kHz. Αν το τελικό σώµα είναι µια µελα-

νή οπή, τότε η συχνότητα είναι αντιστρόφως ανάλογη της µάζας της οπής. Για

παράδειγµα, όταν δηµιουργείται µια µελανή οπή µάζας 10M⊙, η συχνότητα

των εκπεµόµενων ϐαρυτικών κυµάτων είναι περί το 1kHz, ενώ αν η µελανή οπή

είναι µάζας 100M⊙, τότε η συχνότητα των ϐαρυτικών κυµάτων είναι περί τα

100Hz. Υπενθυµίζουµε πως το σήµα από τις µελανές οπές είναι ιδιαίτερα χαρα-

κτηριστικό και ϑα αποτελέσει µοναδικό τρόπο άµεσης απόδειξης της ύπαρξης

τους.

7.5.3 Ταλαντώσεις και Αστάθειες Αστέρων Νετρονίων

Επισηµάνθηκε ότι η απόδοση της ϐαρυτικής κατάρρευσης σε ϐαρυτικά κύ-

µατα είναι ανάλογη του ϐαθµού ασυµµετρίας του τελικού σώµατος. Η πλέον
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σηµαντική πηγή ασυµµετριών σε ένα σώµα είναι η στροφορµή του. Αυτή έχει

ως συνέπεια την πλάτυνση του σώµατος και σε περίπτωση που υπερβαίνει συγ-

κεκριµένες τιµές, την αστάθειά του.

Σχήµα 7.9. ∆ιαδοχικές ϕάσης της δυναµικής αστάθειας ενός περιστρεφόµενου αστέρα

νετρονίων. Στη διάρκεια ενός msec ο αστέρας παραµορφώνεται σπειροειδώς λόγω της

περίσσειας στροφορµής, διαχέει ένα ποσοστό από τα εξωτερικά του στρώµατα τα οποία

απάγουν και σηµαντικό ποσοστό της στροφορµής του. Σε αυτή τη ϕάση, που µπορεί

να διαρκέσει από 1-10 περιστροφές, ο αστέρας είναι µια εξαιρετική πηγή ϐαρυτικών

κυµάτων.

Τα σώµατα που µας ενδιαφέρουν, οι αστέρες νετρονίων, έχουν υψηλή στρο-

ϕορµή. Για παράδειγµα, ο `Ηλιος, ένας τυπικός αστέρας, µε περίοδο περιστρο-

ϕής ∼ 27 ηµερών περί τον άξονά του, ϑα έχει περίοδο µικρότερη από 1 msec αν

εξελιχθεί σε αστέρα νετρονίων, διότι η ακτίνα του ϑα συρρικνωθεί κατά 70.000

ϕορές. Εποµένως, όλοι οι αστέρες νετρονίων στα αρχικά στάδια της Ϲωής τους ϑα

έχουν στροφορµή ικανή να τους παραµορφώσει ή/και να τους κάνει ασταθείς.

Αυτές οι αστάθειες παραµορφώνουν τον αστέρα ο οποίος εκπέµπει σηµαντικά
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ποσά από την περιστροφική του ενέργεια σε ϐαρυτικά κύµατα οπότε ϑα κα-

ταλήξει τελικά να είναι ένα τάχιστα περιστρεφόµενο αλλά ευσταθές σώµα. Οι

ϑεωρητικές µελέτες για την απώλεια στροφορµής των αστέρων νετρονίων µε τη

µορφή ϐαρυτικών κυµάτων επιβεβαιώνονται από τις παρατηρήσεις. Συγκεκριµέ-

να, οι παρατηρήσεις δείχνουν ότι ο ταχύτερα περιστρεφόµενος αστέρας νετρονί-

ων έχει περίοδο 1.56 msec, ενώ η παραπάνω ϑεωρία προβλέπει ότι δεν µπορούν

να υπάρξουν περιστρεφόµενοι αστέρες νετρονίων µε περίοδο µικρότερη του 1

msec. Αυτό ϑα µπορούσε να ϑεωρηθεί ως µια επιπλέον έµµεση απόδειξη της

ύπαρξης των ϐαρυτικών κυµάτων.

Προαναφέραµε ότι οι τελευταίες ταλαντώσεις των µελανών οπών, πρίν κα-

ταλήξουν στην τελική τους κατάσταση ισορροπίας, χαρακτηρίζονται από ένα

ιδιαίτερο σήµα. Η ανίχνευση ενός τέτοιου σήµατος ϑα ϐοηθούσε στον υπολο-

γισµό της µάζας και της στροφορµής τους. Αντίστοιχα, τα ϐαρυτικά κύµατα

που εκπέµπονται από τις τελευταίες ταλαντώσεις των αστέρων νετρονίων µπο-

ϱούν να µας δώσουν πληροφορίες για τη µάζα, την ακτίνα, τη στροφορµή αλλά

και λεπτοµέρειες της καταστατικής τους εξίσωσης. Αυτή η ανάλυση, γνωστή ως

Αστεροσεισµολογία Βαρυτικών Κυµάτων µπορεί µε µοναδικό τρόπο να µας δώσει

πληροφορίες άγνωστες ως σήµερα από τις παρατηρήσεις στο ηλεκτροµαγνητικό

ϕάσµα.

7.5.4 Βαρυτικά Κύµατα απο τη Μεγάλη `Εκρηξη

Η µεγάλη έκρηξη που αποτέλεσε την απαρχή του κόσµου αποτελεί το σηµείο

συνάντησης της αστροφυσικής µε τη ϕυσική των υψηλών ενεργειών. Συνεχείς

παρατηρήσεις υψηλότερης ακρίβειας από τους αστροφυσικούς και διαδοχικά

ϑεωρητικά µοντέλα από τους ϑεωρητικούς ϕυσικούς συνετέλεσαν στην σχετικά

πλήρη εικόνα που έχουµε σήµερα για τον τρόπο που εξελίχθηκε το Σύµπαν αµέ-

σως µετά τη µεγάλη έκρηξη. Ειδικά τα πρόσφατα αποτελέσµατα από τον WMAP

(δορυφόρο ανίχνευσης µικροκυµατικής ακτινοβολίας) έχουν συνεισφέρει µε µο-

ναδικό τρόπο στην κατανόηση αρκετών λεπτοµερειών της µεγάλης έκρηξης αλλά

κυρίως της γεωµετρίας του Σύµπαντος. Ο WMAP, αλλά και µερικά χρόνια νω-

ϱίτερα ο COBE, έδωσαν µια µοναδική εικόνα της µορφής του Σύµπαντος περί

τα 380.000 έτη µετά τη µεγάλη έκρηξη. Αυτό το υπόβαθρο ϑερµικής ακτινο-

ϐολίας από το πρώιµο σύµπαν έπεται κατα πολύ του υποβάθρου νετρίνων (που

δεν έχει ανιχνευθεί ακόµη) το οποίο ϑα µεταφέρει πληροφορίες περί το 1 sec

µετά τη µεγάλη έκρηξη. Αλλά ήδη πολύ πριν και από το 1 sec ϐαρυτικά κύµατα

εκπέµπονταν από τις διάφορες ανωµαλίες που υπήρξαν στη δοµή του πρώιµου

Σύµπαντος. `Ηδη στο ξεκίνηµα της πληθωριστικής ϕάσης του Σύµπαντος, πε-

ϱίπου στο 10−32 sec, έχουµε την εκποµπή ϐαρυονίων (ϐαρυτικών κυµάτων) τα

οποία ϑα πρέπει να επιζούν µέχρι τις µέρες µας λόγω της ασθενούς τους αλ-

ληλεπίδρασης µε την ύλη. Επιπλέον, τοπολογικές ανωµαλίες, όπως κοσµικές

χορδές, ϑα παράγουν ϐαρυτικά κύµατα µε χαρακτηριστικό ϕάσµα.

Τα ϐαρυτικά κύµατα από τη µεγάλη έκρηξη είναι πολύ ασθενικά σήµερα,

όπως συµβαίνει και µε τη ϑερµική ακτινοβολία, αλλά ϑα είναι ανιχνεύσιµα από

την νέα γενιά επίγειων συµβολοµέτρων αλλά και τη LISA. Η ανίχνευσή τους
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Σχήµα 7.10. Τα ϐαρυτικά κύµατα από τη µεγάλη έκρηξη παρέχονται από τα πρωταρχικά

στάδια της γέννησης του Σύµπαντος. Τα πρώτα νετρίνα απελευθερώνονται µετά το πρώτο

δευτερόλεπτο ενώ τα ϕωτόνια περι τα 380.000 έτη µετά τη µεγάλη έκρηξη.

ϑα δώσει µοναδική πληροφορία για τα πολύ πρώιµα στάδια του Σύµπαντος,

πληροφορία που είναι αδύνατον να εξαχθεί µε άλλο τρόπο.





Α΄

ΠΙΝΑΚΑΣ ΦΥΣΙΚΩΝ ΣΤΑΘΕΡΩΝ ΚΑΙ

ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

Ταχύτητα του ϕωτός c =299792,458 km/s = 1

Σταθερά του Planck ~ = 1.05 × 10−27 erg · s

Σταθερά της ϐαρύτητας G = 6.67 × 10−8dyn · cm2/g2 =1

Ενέργεια 1 eV=1.602×10−12erg=1.16 × 104K

=1.7823×10−33g =1.324×10−56 km

Parsec 1 pc=3.09×1013km=3.26ly

Χρόνος 1 yr = 3.156×107 sec

`Ετος ϕωτός 1 ly = 9.46×1012km

Αστρονοµική µονάδα 1AU = 1.5 × 108km

Μάζα Γής M⊕ = 5.97 × 1027g

Ακτίνα Γής (ισηµερινό) R⊕ = 6378km

Μάζα `Ηλιου M⊙ = 1.99 × 1033g =1.47664 km

Ακτίνα `Ηλιου R⊙ = 6.96 × 105km

Μάζα Γαλαξία (ορατή) ≈ 1011M⊙

Ακτίνα Γαλαξία (ορατού) ≈ 20 − 25 kpc

Σταθερά του Hubble H0 ≈ (72 ± 7)km s−1 Mpc−1

h = H0/100(km s−1 Mpc−1)≈ 0.7± 0.1

Κρίσιµη πυκνότητα (Σύµπαντος) 3H2
0/8πG = 1.88 × 10−29h2 g cm−3
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