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1

ΡΙΖΕΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Κλασικό πρόβληµα των στοιχειωδών µαθηµατικών είναι η εύρεση µιας τιµής ρ
τέτοιας, ώστε για µια συνάρτηση f (x) , x ∈ (a, b) να ισχύει :

f (ρ) = 0 (1.1)

Η ϐασική διαδικασία για την εύρεση ϱιζών µη-γραµµικών εξισώσεων είναι η

δηµιουργία µιας αναδροµικής σχέσης. Η διαδικασία αυτή ϑα ακολουθηθεί και

στην εύρεση ϱιζών γραµµικών και µη-γραµµικών συστηµάτων, αλλά και στην

αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Εποµένως, σε κάθε µέθοδο που ϑα

αναπτύξουµε, στόχος µας είναι η εύρεση αναδροµικών σχέσεων της µορφής

xn+1 = σ (xn) (1.2)

που ϑα δίνει µια ακολουθία τιµών x0, x1, . . . , xκ, . . . και στο όριο κ → ∞ να

δίνει τη ϱίζα της εξίσωσης (1.1).

Τα ϐασικά ερωτήµατα που καλούµαστε να απαντήσουµε κατά την ανάπτυξη

των διαφόρων µεθόδων είναι :

• Κάτω από ποιες συνθήκες συγκλίνει µια µέθοδος

• Αν συγκλίνει, πόσο γρήγορα συγκλίνει

• Πώς ϑα ϐρεθεί η αρχική τιµή x0.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

΄Ενα κλασικό λογιστικό πρόβληµα είναι το εξής :

Εάν ένας καταθέτης τοποθετεί κάθε µήνα στο τραπεζικό λογαριασµό του ένα

σταθερό κεφάλαιο K, τότε πόσος χρόνος απαιτείται, ώστε το κεφάλαιο του να

γίνει F δοθέντος ότι το επιτόκιο είναι x.

Ο µαθηµατικός κανόνας που χρησιµοποιούν οι τράπεζες είναι :

F = K · 12

x

[

(

1 +
x

12

)N

− 1

]

(1.3)
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όπου N είναι ο αριθµός των µηνών.

Εύκολα µπορεί κανείς να οδηγηθεί στη λύση του προβλήµατος, αν λογα-

ϱιθµήσει κατάλληλα τη σχέση (1.3). Θα µπορούσε όµως να ακολουθήσει και

µια διαφορετική διαδικασία, δηλαδή να δοκιµάσει διάφορες τιµές του N , έως

ότου επιτύχει το απαιτούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή µετά από K προσπάθειες να

οδηγηθεί στην τιµή NK , για την οποία

f (NK) = F − 12K

x

[

(

1 +
x

12

)NK

− 1

]

= 0 (1.4)

εποµένως, ουσιαστικά να αναζητεί τη ϱίζα της εξίσωσης

f (N) = 0 . (1.5)

Το πρόβληµα, όπως το περιγράψαµε, ίσως δεν απαιτεί τη ϐοήθεια των µε-

ϑόδων εύρεσης ϱιζών που ϑα περιγράψουµε στη συνέχεια. ΄Οµως, έστω ότι δια-

ϕοροποιούµε τη λογική του, δηλαδή ϑεωρούµε ότι ο καταθέτης γνωρίζει για

πόσους µήνες ϑα καταθέτει χρήµατα και αναζητά το κατάλληλο επιτόκιο. Σε

αυτή την περίπτωση, αναγόµαστε στην εύρεση της ϱίζας της εξίσωσης

f (x) = 0 . (1.6)

Οι µέθοδοι, που ϑα αναπτυχθούν στη συνέχεια, ϑα µας ϐοηθήσουν να επι-

λύσουµε το πρόβληµα µε ακρίβεια και ταχύτητα.

1.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ (BOLZANO)

Στο προηγούµενο παράδειγµα, ας προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε µια απλοϊ-

κή ίσως διαδικασία. Υποθέτουµε ότι το κεφάλαιο που κατατίθεται κάθε µήνα εί-

ναι €1000 και το ποσό που έχουµε στόχο να συλλέξουµε σε διάστηµα 50 µηνών

είναι €65000.

Αν δοκιµάσουµε λοιπόν για δυο τυχαίες (αλλά λογικές) τιµές του επιτοκίου,

έστω x1 = 0.10 και x2 = 0.15, ϑα ϐρούµε :

f (0.10) = 3286.4

f (0.15) = −3881.8

που σηµαίνει ότι µε επιτόκιο 0.10 (δηλαδή 10% ετησίως), υπολειπόµεθα του

στόχου µας κατά € 3286.4, ενώ µε επιτόκιο 0.15 τον ξεπερνούµε κατά € 3881.8.

Εποµένως, η ϕυσική µας επιλογή ϑα είναι να δοκιµάσουµε για επιτόκιο 0.125,

δηλαδή µια τιµή στο µέσο του διαστήµατος (0.1, 0.15). Για επιτόκιο x3 = 0.125
ϐρίσκουµε ότι :

f(0.125) = −174.5

άρα απέχουµε από το στόχο µας µόνο κατά €174.5 ευρώ, ενώ ϕαίνεται πλέον

πως η σωστή τιµή του επιτοκίου ϐρίσκεται στο διάστηµα (0.10, 0.125). Επο-

µένως, επιλέγοντας µια τιµή στο µέσο του διαστήµατος, έστω x4 = 0.1125,

ϐρίσκουµε ότι
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f (0.1125) = 1585.6 .

Εποµένως η σωστή τιµή ϐρίσκεται στο διάστηµα (0.1125, 0.125), άρα µπορούµε

να επιλέξουµε ένα νέο επιτόκιο, που ϑα είναι x5 = (0.1125 + 0.125)/2, και να

επαναλάβουµε την παραπάνω διαδικασία. Μετά από µερικές ακόµη προσπά-

ϑειες, ϑα καταλήξουµε στην τιµή του κεφαλαίου που επιθυµούµε να συγκεν-

τρώσουµε µετά από καταθέσεις 50 µηνών.

Η ‘ απλοϊκή ’ µέθοδος που χρησιµοποιήσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα

αποτελεί µια από τις κλασικές µεθόδους εύρεσης ϱιζών εξισώσεων και ονοµάζε-

ται µέθοδος διχοτόµησης ή µέθοδος του Bolzano. Η παραπάνω διαδικασία

µπορεί να κωδικοποιηθεί ως ακολούθως :

`Εστω ότι µια ϱίζα ϐρίσκεται στο διάστηµα [a0, b0], τότε f(a0) · f(b0) < 0. Αν

µ0 = (a0 + b0)/2, τότε :

• (Ι) είτε f(µ0) · f(a0) < 0
• (ΙΙ) είτε f(µ0) · f(b0) < 0
• (ΙΙΙ) είτε f(µ0) = 0 .

Αν ισχύει η (ΙΙΙ), τότε έχει υπολογισθεί η ϱίζα και σταµατά η διαδικασία, αλλιώς

ορίζω νέο διάστηµα

[a1, b1] =







[µ0, b0] αν (II)

[a0, µ0] αν (I)
(1.7)

Σχήµα 1.1. Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο διχο-

τόµησης
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REPEAT

SET x3 = (x1 + x2)/2
IF f(x3) · f(x1) < 0

SET x2 = x3

ELSE

SET x1 = x3

ENDIF

UNTIL (|x1 − x2| < E) OR f(x3) = 0

Πίνακας 1.1. Σχέδιο προγράµµατος για τη εύρεση ϱίζας µη-γραµµικής εξίσωσης µε τη

µέθοδο της διχοτόµησης.

ΚΡΙΤΙΚΗ

∆ύο στοιχεία κάνουν την µέθοδο ελάχιστα ελκυστική:

• Η αργή σύγκλιση

• Επικίνδυνη, όταν υπάρχουν ασυνέχειες

ΣΦΑΛΜΑ

Ως σφάλµα ορίζουµε την ῾῾ απόσταση᾿᾿ εn = |ρ− xn| της τιµής xn από τη ϱίζα

ρ της εξίσωσης. Για τη µέθοδο διχοτόµησης το σφάλµα είναι µικρότερο απο το

µισό του διαστήµατος στο οποίο περικλείεται η ϱίζα

εn ≤ 1

2
|an − bn| (1.8)

Σε κάθε ϐήµα το σφάλµα µειώνεται στο µισό του προηγουµένου

εn+1 =
εn

2
=
εn−1

22
= · · · =

ε0
2n+1

(1.9)

υπάρχει εποµένως η δυνατότητα να υπολογίσουµε από την αρχή τον αριθµό

των ϐηµάτων που απαιτούνατι για την επίτευξη µιας δεδοµένης ακρίβειας στην

εύρεση της ϱίζας. Εστω εποµένως οτι E είναι η Ϲητούµενη ακρίβεια τότε η προ-

γούµενη σχέση µας οδηγεί στο Ϲητούµενο :

n = log2

ε0
E

(1.10)

∆ηλαδή άν δοθεί το εύρος του διαστήµατος, ε0, εντός του οποίου εντοπίζεται η

ϱίζα και τη Ϲητούµενη ακρίβεια E τότε απο τη σχέση (1.10) υπολογίζεται άµµεσα

ο απαιτούµενος αριθµός επαναλήψεων, n, της διαδικασίας.

1.2 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ

΄Οπως διαπιστώσαµε, η µέθοδος της διχοτόµησης συγκλίνει στην ακριβή τιµή

της ϱίζας αρκετά αργά. Για το λόγο αυτό, έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι µε τις
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οποίες επιτυγχάνεται ταχύτερη σύγκλιση. Αρκετά δηµοφιλής είναι η µέθοδος

της γραµµικής παρεµβολής.

Στηρίζεται στην εξής λογική: Αν στο διάστηµα [x1, x2] υπάρχει µία ϱίζα της

f(x), δηλαδή f(x1) · f(x2) < 0, τότε ϕέρνω την ευθεία που διέρχεται από τα

σηµεία (x1, f(x1)) και (x2, f(x2)) µε εξίσωση:

y (x) = f (x1) +
f (x1) − f (x2)

x1 − x2
(x− x1) (1.11)

η οποία τέµνει τον άξονα Ox έστω στο σηµείο x3 που υπολογίζεται απο την

παρακάτω σχέση:

x3 =
x2f(x1) − x1f(x2)

f(x1) − f(x2)

= x2 −
f(x2)

f(x2) − f(x1)
(x2 − x1) (1.12)

Εποµένως στην πράξη αντικαθιστώ στο διάστηµα [x1, x2] την συνάρτηση f(x)
µε µία ευθεία και ϑεωρώ προσεγγιστικά ότι η τοµή αυτής της ευθείας µε τον

άξονα Ox είναι η Ϲητούµενη ϱίζα. Το νέο σηµείο είναι πλησιέστερα στη ϱίζα και

ώς εκ τούτου µπορω να χρησιµοποιήσω τη σχέση (1.12) ξανά για την αναζήτηση

µιας νέας τιµής που να ϐρίσκεται πλησιέστερα στη ϱίζα ρ. Για να χρησιµοποίη-

σουµε όµως τη σχέση (1.12) απαιτείται η κατάλληλη επιλογή ενός εκ των δύο

αρχικών σηµείων. Μια απλή (αλλά όχι µοναδική) διαδικασία επιλογής είναι να

ϕροντίζουµε το Ϲεύγος των σηµείων που χρησιµοποιούµε να περικλείει τη ϱίζα,

δηλαδή:

• (Ι) είτε f (x1) · f (x3) < 0 ⇒ x2 = x3

• (ΙΙ) είτε f (x2) · f (x3) < 0 ⇒ x1 = x3

• (ΙΙΙ) είτε f (x3) = 0

ΑΝΑ∆ΡΟΜΙΚΗ ΣΧΕΣΗ

Η σχέση (1.12) µε κατάλληλους δείκτες είναι η Ϲητούµενη αναδροµική σχέση:

xn+2 = xn+1 −
f (xn+1)

f (xn+1) − f (xn)
(xn+1 − xn) . (1.13)

∆ηλαδή αν δοθούν δύο αρχικές τιµες xn και xn+1 µε την παραπάνω σχέση

µπορούµε να υπολογίσουµε µια νές τιµή xn+2 που ϐρίσκεται πλησιέστερα στη

ϱίζα ρ της µη-γραµµικής εξίσωσης.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Ας εφαρµόσουµε στο παράδειγµα (λογιστικό πρόβληµα) της προηγούµενης µε-

ϑόδου τη γραµµική παρεµβολή, ϑα ϐρούµε για x1 = 0.1 και x2 = 0.15 ότι
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Σχήµα 1.2. Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο διχο-

τόµησης

x3 = 0.1229 και f(x3) = 122.1 δηλαδή, ήδη από το πρώτο ϐήµα έχουµε επιτύχει

εξαιρετικά ακριβές αποτέλεσµα και, αν επαναλάβουµε ακόµη µια ϕορά τη διαδι-

κασία, καταλήγουµε πρακτικά στο Ϲητούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή: x4 = 0.12375
και f(x4) = 4.4

Αριθ. επαναλήψεων x1 x2 x3 f(x3)

1 0.10 0.15 0.1229 122.114

2 0.1229 0.15 0.12375 4.361

3 0.12375 0.15 0.1237787 0.156

4 0.12378 0.15 0.1237798 0.00571

Πίνακας 1.2. Τα αποτελέσµατα απο τη χρήση της γραµµικής παρεµβολής για το πρό-

ϐληµα του επιτοκίου

Στο πρόβληµα που περιγράψαµε, η σύγκλιση είναι ταχύτατη, γιατί η µορφή

της καµπύλης στην περιοχή της ϱίζας είναι γραµµική, και ως εκ τούτου, η

προσέγγισή της µε µια ευθεία είναι πολύ καλή.

ΚΡΙΤΙΚΗ

Η µέθοδος της γραµµικής παρεµβολής :

• Συγκλίνει ταχύτερα από τη µέθοδο διχοτόµησης
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• ∆εν είναι υποχρεωτικό η ϱίζα να εσωκλείεται µεταξύ των δύο αρχικών τιµών.

Η διαδικασία εύρεσης της ϱίζας µε την µεθοδολογία που αναπτύξαµε περιγρά-

ϕεται από τον ακόλουθο αλγόριθµο :

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ (Ι) ΓΙΑ ΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ

Υποθέτει ότι η ϱίζα περικλείεται στο αρχικό διάστηµα (x1, x2)
REPEAT

SET x3 = x2 − f(x2) ·
x2−x1

f(x2)−f(x1)

IF f(x3) · f(x1) < 0
SET x2 = x3

ELSE

SET x1 = x3

ENDIF

UNTIL |f(x3)| < E

Πίνακας 1.3. Πρώτη παραλλαγή της µεθόδου γραµµικής παρεµβολής.

Στη διαδικασία που µόλις περιγράψαµε (Πίνακας 1.3) υπάρχει κάποιο αδύ-

νατο σηµείο, γιατί, όπως γίνεται αντιληπτό, η τιµή x2 παραµένει σταθερή. ΄Αρα

πλησιάζουµε τη ϱίζα ῾῾ µονόπλευρα ᾿᾿ και αυτό έχει ως συνέπεια, µερικές ϕορές,

η σύγκλιση να είναι αρκετά αργή, ϐλ. Σχήµα 1.2

Υπάρχουν δυο εναλλακτικές διαδικασίες για τη διόρθωση της µονόπλευρης

σύγκλισης. Η πρώτη διαδικασία αλλάζει την επιλογή των τιµών για το επόµενο

ϐήµα, δηλαδή, αν από δυο τιµές x1 και x2 έχουµε υπολογίσει µε τη χρήση

της εξίσωσης (1.13) µια τιµή x3, χρησιµοποιούµε για το επόµενο ϐήµα την x3

και αυτήν από τις x1, x2, για την οποία η |f(x)| είναι µικρότερη. Εποµένως, ο

τροποποιηµένος αλγόριθµος ϑα είναι :

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ (ΙΙ) ΓΙΑ ΤΗΝ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ

Η ϱίζα δεν περικλείεται στο αρχικό διάστηµα (x1, x2)
REPEAT

SET x3 = x2 − f (x2) ·
x2−x1

f(x2)−f(x1)

IF |f (x1) | < |f (x2) |
SET x2 = x3

ELSE SET x1 = x3

ENDIF

UNTIL |f (x3)| < E

Πίνακας 1.4. ∆εύτερη παραλλαγή της µεθόδου γραµµικής παρεµβολής.

Η δεύτερη διαδικασία που ϐελτιώνει την ακρίβεια και την ταχύτητα σύγκλι-

σης είναι η αντικατάσταση της τιµής της f(x) στο σταθερό σηµείο x2 µε την τιµή
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f(x2)/2 κοκ. Η διαδικασία αυτή περιγράφεται στον παρακάτω τροποποιηµένο

αλγόριθµο :

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ (ΙΙ) (τροποποιηµένος )

F1 = f(x1)
F2 = f(x2)
S = f(x1)
REPEAT

SET x3 = x2 − F2 · x2−x1
F2−F1

IF f(x3) · F1 < 0
SET x2 = x3

SET F2 = f(x3)
IF f (x3) · S > 0

SET F1 = F1/2
ENDIF

ELSE

SET x1 = x3

SET F1 = f (x3)
IF f (x3) · S > 0

SET F2 = F2/2
ENDIF

ENDIF

SET save = f(x3)
UNTIL |f(x3)| < E

Πίνακας 1.5. Εναλλακτικός αλγόριθµος για τη γραµµική παρεµβολή

ΣΥΓΚΛΙΣΗ

΄Εστω ξ η ακριβής ϱίζα της εξίσωσης. Αν ϑεωρήσουµε ότι εn = |ξ − xn| είναι το

σφάλµα στην εύρεση της ϱίζας της f (x) = 0 για x = xn, τότε η µέθοδος της

γραµµικής παρεµβολής συγκλίνει µε ϐάση τη σχέση

εn+1 = k · ε1.618
n (1.14)

Η απόδειξη αυτής της σχέσης, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ως ϐάση για τον

υπολογισµό της ταχύτητας σύγκλισης και άλλων µεθόδων αυτού του κεφαλαίου.

Εστω η αναδροµική σχέση

xn+2 = xn+1 −
f (xn+1)

f (xn+1) − f (xn)
(xn+1 − xn) (1.15)

τότε

xn = ξ + εn (1.16)
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όπου f (ξ) = 0. ∆ηλαδή, εn είναι η ῾῾ απόσταση ᾿᾿ (το σφάλµα) της xn από την

ακριβή ϱίζα της εξίσωσης ξ. Εποµένως αν ϑεωρήσουµε ένα ανάπτυγµα Taylor

για κάθε µιά από τις τρείς τιµές x1, x2 και x3

f (xi) = f (ξ + εi) = f (ξ) + εif
′ (ξ) +

ε2i
2
f ′′ (ξ) (1.17)

και αντικαταστήσουµε τα αναπτύγµατα στην αρχική σχέση ϐρίσκουµε

ξ + εn+2 = ξ + εn+1 −
εn+1f

′ (ξ) + ε2n+1f
′′ (ξ)/2

f ′ (ξ) (εn+1 − εn) + 1
2f

′′ (ξ)
(

ε2n+1 − ε2n
) · (εn+1 − εn)

η σχέση αυτή µετά από µερικές απλοποιήσεις οδηγεί στην :

εn+2 = εn+1

[

1 −
(

1 − εn

2

f ′′ (ξ)

f ′(ξ)

)]

= εn+1εn
f ′′ (ξ)

2f ′ (ξ)

η οποία συνδέει το σφάλµα στο ϐήµα n+ 2 µε τα σφάλµατα στα ϐήµατα n+ 1
και n.

Το Ϲητούµενο όµως είναι µια σχέση της µορφής εn+1 = k · εm
n όπου τα k και

m ειναι άγνωστες σταθερές. Για τον υπολογισµό µιας σχέσης αυτής της µορφής

ϑα εργασθούµε ως εξής, τα σφάλµατα στις επαναλήψεις n+ 1 και n+ 2 είναι :

εn+1 = k · εm
n

εn+2 = k · εm
n+1

}

⇒ k · εm
n+1 = εn+1εn

(

f ′′(ξ)

2f ′(ξ)

)

και τελικά λαµβάνουµε

εn+1 =

(

1

k

)
1

m−1

ε
1

m−1
n A

1
m−1 όπου A =

f ′′(ξ)

2f ′(ξ)
(1.18)

οπότε αντικαθιστώντας και το εn+1 οδηγούµαστε σε µια σχέση µόνο για το εn

από την οποία ϑα προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε τις τιµές του k και m. `Αρα

k · εm
n =

(

A

k

)
1

m−1

ε
1

m−1
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

⇒
k =

(

A
k

)1/(m−1)

m = 1
m−1 ⇒ m2 −m− 1 = 0

`Αρα

m =
1 ±

√
5

2
= 1.618 και km = A =

f ′′ (ξ)

2f ′ (ξ)

Οποτε τελικά καταλήγουµε στη Ϲητούµενη σχέση:

εn+1 = k · ε1.618
n (1.19)

Παρατηρούµε ότι η σύγκλιση της µεθόδου δεν είναι γραµµική αλλά περίπου

τετραγωνική και προφανώς η εύρεση της ϱίζας µιας εξίσωσης απαιτεί σηµαντικά

µικρότερο αριθµό αριθµητικών πράξεων.
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1.3 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΟΥ MULLER

Η µέθοδος Muller αποτελεί επέκταση της µεθόδου της γραµµικής παρεµβολής

και αντί να προσεγγίζει την συνάρτηση µε ευθεία την προσέγγιζει µε παραβολή.

Αν δοθούν τρεις αρχικές τιµές xi−2, xi−1, xi, υποθέτουµε ότι η f(x) προσεγ-

γίζεται από ένα 2ο-ϐάθµιο πολυώνυµο P (x) του οποίου εύκολα υπολογίζουµε

τις ϱίζες. Για τις τρεις αρχικές τιµές του xi λαµβάνουµε τρεις εξισώσεις της µορ-

ϕής :

f(xi) ≈ P (xi) = Ax2
i +Bxi + Γ (1.20)

από τις οποίες υπολογίζουµε τους 3 συντελεστές του τριωνύµου µέσω των σχέ-

σεων

A = qP (xi) − q (1 + q)P (xi−1) + q2P (xi−2)

B = (2q + 1)P (xi) − (1 + q)
2
P (xi−1) + q2P (xi−2) (1.21)

Γ = (1 + q)P (xi)

όπου

q =
xi − xi−1

xi−1 − xi−2
. (1.22)

Οπότε η επόµενη προσεγγιστική τιµή xi+1 ϐρίσκεται ως η ϱίζα της παραβολής

Ax2 +Bx+ Γ = 0 . (1.23)

ΑΝΑ∆ΡΟΜΙΚΗ ΣΧΕΣΗ

Η παρακάτω σχέση µπορεί να χρησιµοποιηθεί αναδροµικά για την εύρεση της

ϱίζας

xi+1 = xi − (xi − xi−1)

[

2Γ

B ±
√
B2 − 4AΓ

]

(1.24)

Το σηµείο του παρονοµαστή επιλέγεται ούτως ώστε να γίνεται το κλάσµα µικρό-

τερο απολύτως.

ΣΦΑΛΜΑ

Αποδεικνύεται ότι το σφάλµα της µεθόδου είναι :

εn+1 = kε1.84
n (1.25)

δηλαδή η συγκλιση είναι σηµαντικά καλύτερη από τη µέθοδο της γραµµικής

παρεµβολής.

ΚΡΙΤΙΚΗ

Τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου είναι :

• Συγκλίνει ταχύτατα

• Μπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την εύρεση µιγαδικών ϱιζών.
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1.4 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ x = g(x)

Στα Μαθηµατικά, ονοµάζουµε σταθερό σηµείο µιας συνάρτησης g (x) έναν πραγ-

µατικό αριθµό τέτοιον, ώστε p = g (p). Ενώ η ακολουθία pn+1 = g (pn) για

n = 0, 1, ... καλείται ακολουθία σταθερού σηµείου.

ΘΕΩΡΗΜΑ: ΄Εστω µια συνεχής συνάρτηση g (x) και µια ακολουθία pn, που

δηµιουργείται από µια αναδροµική σχέση σταθερού σηµείου. Αν lim
n→∞

pn = p,

τότε το p είναι ένα σταθερό σηµείο της g (x).

Αν δοθεί µια συνάρτηση f(x) της οποίας Ϲητάµε τη ϱίζα f(ρ) = 0 και είναι

δυνατό να ϐρεθεί µια γραφή x = g (x) τέτοια, ώστε, αν f(ρ) = 0 να είναι

ρ = g(ρ), τότε η ακολουθία xn = g(xn) οδηγεί στη ϱίζα της εξίσωσης.

Εποµένως, προσπαθούµε να ϐρούµε µια σχέση της µορφής

xn+1 = g (xn) (1.26)

ούτως ώστε

lim
n→∞

xn = ρ . (1.27)

ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν σε ένα διάστηµα I = (ρ − ε, ρ + ε) περιέχεται µια απλή

ϱίζα ρ της εξίσωσης f(x) = 0 και, αν η εξίσωση αυτή µπορεί να γραφεί στη

µορφή x = g(x) µε |g′(x)| ≤ ρ < 1, τότε η ακολουθία που προκύπτει µε x0 ∈ I
συγκλίνει και δίνει τη ϱίζα ρ στο όριο n → ∞. Επιπλέον, αυτή είναι µοναδική

ϱίζα της f(x) στο διάστηµα I.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Αν xn ∈ I, τότε

xn+1 − ρ = g(xn) − g(ρ) =
g(xn) − g(ρ)

xn − ρ
(xn − ρ) = g′(ξn)(xn − ρ)

Επειδή |g′ (xn)| ≤ ρ < 1,

|xn+1 − ρ| ≤ ρ |xn − ρ| < |xn − ρ|

µετά από n ϐήµατα

|xn − ρ| ≤ ρn |x0 − ρ| ⇒ lim
n→∞

|xn − ρ| = 0

Τέλος, αν ρ1 µια άλλη ϱίζα, τότε

ρ− ρ1 =
g(ρ) − g(ρ1)

ρ− ρ1
(ρ− ρ1) = g′(ξ)(ρ− ρ1)

Εποµένως επειδή |g′ (ξ)| ≤ ρ < 1 οδηγούµαστε στο συµπέρασµα

|ρ− ρ1| ≤ ρ |ρ− ρ1| < |ρ− ρ1|

που είναι αδύνατον. Αρα η ρ είναι η µοναδική ϱίζα στο διάστηµα I.
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Σχήµα 1.3. Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας σύγκλισης της µεθόδου x = g(x) για

g′(x) < 1.

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ

Στα σχήµατα 1.3 και 1.4 παρουσιάζεται η διαδικασία σύγκλισης της µεθόδου.

Για το σχήµα 1.3 έχει επιλεγεί |g′ (x)| < 1 ενώ για το σχήµα 1.4 είναι |g′ (x)| > 1

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Μια προφανής γραφή της σχέσης (1.4), ώστε να χρησιµοποιηθεί για την παρούσα

µέθοδο, είναι :

xn+1 = g (xn) =
12K

F

[

(

1 +
xn

12

)N

− 1

]

∆υστυχώς όµως, αυτή η αναδροµική σχέση δεν συγκλίνει, διότι |g′ (x)| > 1 για

τιµές του x ∈ [0.05, 0.15] , δηλαδή στην περιοχή της ϱίζας.

Μια άλλη γραφή όµως, στη µορφή

xn+1 = g1 (xn) = 12

[

(

xnF

12k
− 1

)1/N

− 1

]

συγκλίνει (αλλά αργά) διότι |g′1 (x)| < 1 (π.χ. για x = 0.1, g′1(x) ≈ 0.108)

ΣΦΑΛΜΑ

Μετά από n ϐήµατα το σφάλµα ϑα είναι εn = ρ− xn, οπότε :
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Σχήµα 1.4. Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας σύγκλισης της µεθόδου x = g(x) για

g′(x) > 1.

επαναλήψεις xn (xn − ρ)/ρ

1 0.1 -

2 0.1043 -0.157

3 0.1080 -0.1275

4 0.1111 -0.1028

5 0.1136 -0.0825

... ... ...

29 0.12376 -0.000135

Πίνακας 1.6.
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εn+1 = ρ− xn+1 = g (ρ) − g(xn) = g′(ρ)(ρ− xn) = g′ (ρ) εn

Αν η g′(ρ) µεταβάλλεται αργά, τότε y′(ρ) = g′(ρ). ∆ηλαδή το ο ϱυθµός ελάττωσης

του σφάλµατος σε κάθε ϐήµα είναι γραµµικός και δίνεται από τη σχέση:

εn+1 = g′(ρ)εn (1.28)

Εποµένως, επιδίωξη µας ϑα είναι η δηµιουργία µιας τέτοιας αναδροµικής σχέ-

σης για την οποία η παράγωγος g′(x) να είναι κατα το δυνατόν µικρότερη.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να εφαρµοσθεί η µέθοδος για την εύρεση µιας ϱίζας της εξίσωσης f(x) = x+ln(x)
στο διάστηµα [0.1, 1].

∆οκιµάζουµε διάφορες γραφές της εξίσωσης :

• xn+1 = − ln(xn)
αλλά |g′(x)| =

∣

∣

1
x

∣

∣ ≥ 1 στο διάστηµα [0.1, 1] οπότε δεν συγκλίνει.

• xn+1 = e−xn

οπότε |y′(x)| = |e−x| ≤ e−0.1 ≈ 0.9 < 1 άρα συγκλίνει.

• Μια άλλη γραφή είναι η εξής : x = (x+ e−x)/2
οπότε |g′(x)| = 1

2 |1 − e−x| ≤ 1
2 |1 − e−1| = 0.316 άρα συγκλίνει.

• x = x+2e−x

3 οπότε |g′(x)| = 1
3 |1−2e−x| ≤ 1

3 |1−2e−1| = 0.03 άρα συγκλίνει.

Προφανώς ϑα επιλέξουµε την τελευταία γραφή και η Ϲητούµενη αναδροµική

σχέση ϑα είναι :

xn+1 =
xn + 2e−xn

3
.

1.4.1 Βελτίωση Aitken

΄Οταν η σύγκλιση µιας µεθόδου είναι γραµµική, όπως στην προηγούµενη µέθο-

δο, όπου είχαµε en+1 = g′(ρ)en, τότε, για n → ∞, η µέθοδος είναι δυνατόν να

επεκταθεί, για να επιτύχουµε ακριβέστερο αποτέλεσµα χωρίς επιπλέον πράξεις.

Το σφάλµα µετά από n εφαρµογές της σχέσης xn+1 = g′(xn) είναι :

ρ− xn+1 ≈ g′(ρ)(ρ− xn)

και µετά από n+ 1 εφαρµογές είναι :

ρ− xn+2 ≈ g′(ρ)(ρ− xn+1)

οπότε διαιρώντας κατά µέλη ϐρίσκουµε ότι

ρ− xn+1

ρ− xn+2
=

g′(ρ)(ρ− xn)

g′(ρ)(ρ− xn+1)
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και λύνοντας ως προς ρ ϐρίσκουµε :

ρ = xn − (xn − xn−1)
2

xn − 2xn−1 + xn−2
(1.29)

Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως ϐελτίωση του Aitken.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Αν στα αποτελέσµατα του Πίνακα 1.6 της µεθόδου x = g(x) χρησιµοποιήσουµε

ως x0 = 0.1080, x1 = 0.1111 και x2 = 0.1136, τότε η ϐελτίωση Aitken δίνει

r = 0.1240 µε σχετικό σφάλµα ε = 0.00024. Η ακρίβεια αυτή επιτεύχθηκε µετά

από 25 εφαρµογές της µεθόδου x = g(x).

1.5 ΜΕΘΟ∆ΟΣ NEWTON ­ RAPHSON

Αν στην περιοχή µιας ϱίζας ρ της συνάρτησης f(x) η f ′(x) και η f ′′ (x) είναι

συνεχείς, τότε µπορούµε να αναπτύξουµε αλγορίθµους, οι οποίοι συγκλίνουν

στη ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0 ταχύτερα από όλες τις µεθόδους που εξετάσαµε

ως τώρα. Η µέθοδος Newton­Raphson είναι ευρύτατα διαδεδοµένη και η δη-

µοφιλέστερη από όλες τις προηγούµενες µεθόδους, απαιτεί όµως τη γνώση της

συναρτησιακής µορφής της 1ης παραγώγου της συνάρτησης f(x).
΄Εστω ένα σηµείο x0, το οποίο ϑεωρούµε ως την πρώτη προσέγγιση στη ϱίζα.

Η τοµή της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο (x0, f(x0)) και του άξονα

Ox ορίζει ένα νέο σηµείο x1 για το οποίο προφανώς ισχύει f(x1) = 0. Οπότε,

από το ορθογώνιο τρίγωνο x1x0A (ϐλ. Σχήµα 1.5) ϐρίσκουµε :

tan θ = f ′(x0) =
f(x0)

x1 − x0
(1.30)

και λύνοντας ως προς x1 δηµιουργούµε την αναδροµική σχέση:

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
. (1.31)

Αυτή η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί για το x1 και να ϐρεθεί ένα νέο

σηµείο x2 κοκ.

επαναλήψεις x0 x1 f(x1)

1 0.15 0.1247 -132.475

2 0.1247 0.1237810 -0.01681

3 0.12378 0.1237798 -0.00101

Πίνακας 1.7. Εφαρµογή της µεθόδου Newton­Raphson για το λογιστικό πρόβληµα.
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Σχήµα 1.5. Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο

Newton­Raphson.

Ας προσπαθήσουµε τώρα να δηµιουργήσουµε τη σχέση (1.31) µε πιο αυστη-

ϱό τρόπο. Αν υποθέσουµε ότι xn+1 είναι η ακριβής λύση της εξίσωσης και µια

τιµή xn ϐρίσκεται σχετικά κοντά στην xn+1 και έστω xn+1 = xn + εn. Τότε :

f (xn+1) = f (xn + εn) = f (xn) + εnf
′ (xn) +

ε2n
2
f ′′ (xn) + · · ·

Αλλά, επειδή υποθέσαµε ότι η xn+1 είναι ϱίζα της f (x), ϑα ισχύει f (xn+1) = 0,

και έτσι αναγόµαστε στη σχέση

0 = f (xn) + εnf
′ (xn)

δηλαδή
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εn = − f(xn)

f ′(xn)
(1.32)

οπότε καταλήγουµε στην αναδροµική σχέση:

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
(1.33)

που προφανώς προγραµµατίζεται πολύ εύκολα.

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ

΄Εστω ξ η ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0. Τότε xn = ξ + εn και xn+1 = ξ + εn+1,

οπότε :

ξ + εn+1 = ξ + εn − f (ξ + εn)

f ′ (ξ + εn)
= ξ + εn − f (ξ) + εnf

′ (ξ) + 1
2ε

2
nf

′′ (ξ)

f ′ (ξ) + εnf ′′ (ξ)

Επειδή όµως f (ξ) = 0 και

1

1 + εf ′′(ξ)/f ′(ξ)
≈ 1 − εn

f ′′(ξ)

f ′(ξ)

καταλήγουµε στη σχέση

εn+1 = − f ′′ (ξ)

2f ′ (ξ)
· ε2n (1.34)

΄Οπως παρατηρείτε, η σύγκλιση της µεθόδου είναι ῾῾ τετραγωνική᾿᾿, δηλαδή κα-

λύτερη από κάθε άλλη µέθοδο που χρησιµοποιήσαµε ως τώρα.

ΚΡΙΤΙΚΗ

Η µέθοδος Newton­Raphson είναι η απλούστερη από όλες τις άλλες µεθόδους

και συνιστάται η χρήση της όταν είναι δυνατός ο υπολογισµός της παραγώγου

της συνάρτησης. Γενικά αξίζει να ϑυµόµαστε ότι :

• `Εχει ταχύτατη συγκλιση

• Απαιτεί γνώση της 1ης παραγώγου της συνάρτησης

• Είναι ϑεωρητικά ‘ ισοδύναµη ’ µε την γραµµική παρεµβολή

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Newton­Raphson για την εύρεση της τετραγωνικής

ϱίζας ενός αριθµού a.

Αν ϑεωρήσουµε ότι το a είναι λύση της εξίσωσης :

f (x) = x2 − a τότε f ′ (x) = 2x
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οπότε αντικαθιστώντας στην αναδροµική σχέση (1.33) καταλήγω στην αναδροµι-

κή σχέση από την οποία µε µόνο λίγες επαναλήψεις µπορεί να υπολογισθεί µε

ακρίβεια η ϱίζα του αριθµού

xn+1 = xn − x2
n − a

2xn

ή σε µια καλύτερη γραφή :

xn+1 =
1

2

(

xn +
a

xn

)

. (1.35)

COMPUTE f(x1), f ′(x1)
SET x2 = x1

IF (f(x1) 6= 0) END (f ′(x1) 6= 0)
REPEAT

SET x1 = x1

SET x2 = x1 − f(x1)/f ′(x1)
UNTIL (|x1 − x2| < E) OR (|f(x2)| < E′)
ENDIF

Πίνακας 1.8. Αλγόριθµος για τον προγραµµατισµό της µεθόδου Newton­Raphson.

1.5.1 ∆εύτερης τάξης Newton­Raphson (Halley)

Θα δοκιµάσουµε µια ϐελτίωση της µεθόδου Newton­Raphson προσπαθώντας

να επιτύχουµε ταχύτερη σύγκλιση. Για να το επιτύχουµε ϑα χρησιµοποιήσουµε

ξανά το ανάπτυγµα Taylor κοντά στη ϱίζα της εξίσωσης.

`Εστω ότι εn = xn+1 − xn, τότε

f (xn+1) = f (xn + εn) = f (xn) + εnf
′ (xn) +

ε2n
2
f ′′ (xn) + . . .

οπότε, αν ϑεωρήσουµε ότι f (xn+1) ≈ 0, τότε

f (xn) + εn

[

f ′ (xn) +
εn

2
f ′′ (xn)

]

= 0

οπότε λύνοντας ώς το πρώτο από τα εn που ϐρίσκεται εκτός της αγκύλης κατα-

λήγουµε στην παρακάνω σχέση

εn = − f (xn)

f ′ (xn) + εn

2 f
′′ (xn)

και αντικαθιστώντας το εn του παρανοµαστή απο την αντίστοιχη σχέση (1.32)

της απλής Newton ­ Raphson που αναπτύξαµε προηγουµένως, δηλαδή:
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εn ≈ − f (xn)

f ′ (xn)

καταλήγουµε στη σχέση:

xn+1 = xn − f (xn)

f ′ (x1) − f ′′(xn)·f(xn)
2f ′(xn)

= xn − 2f (xn) f ′ (xn)

2f ′2 (xn) − f ′′ (xn) f (xn)
(1.36)

Είναι προφανές ότι αν ϑέσουµε f ′′(xn) = 0 καταλήγουµε στη σχέση Newton­

Raphson, εξίσωση (1.33). Η µέθοδος αυτή αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως

µέθοδος του Halley.

ΣΥΓΚΛΙΣΗ

Η σύγκλιση της µεθόδου Halley είναι εντυπωσιακή και επιτυγχάνει ῾῾ κυβική᾿᾿

σύγκλιση (να αποδειχθεί ως άσκηση).

εn+1 = −
[

1

6

f ′′′ (ξ)

f ′ (ξ)
− 1

4

(

f ′′ (ξ)

f ′ (ξ)

)2
]

· ε3n (1.37)

Στο παράδειγµα που ακολουθεί κατανοούµε εύκολα την ταχύτητα σύγκλισης

της µεθόδου Halley.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να αποδείξετε ότι η τετραγωνική ϱίζα ενός αριθµού a δίνεται από τη σχέση :

xn+1 =
x3

n + 3xna

3x2
n + a

(1.38)

Αν ϑέσω f(x) = x2 − a τότε f ′(x) = 2x και f ′′(x) = 2 οπότε αντικαθιστώντας

στην αναδροµική σχέση Halley καταλήγω στη Ϲητούµενη αναδροµική σχέση.

Ας χρησιµοποιήσουµε τις δύο σχέσεις για να υπολογίσουµε την ϱίζα του 9.

Αρα ϑα ϐρούµε τις ϱίζες της εξίσωσης f(x) = x2 − 9 = 0. Ας ϑεωρήσουµε µιά

αρχική τιµή x0 = 15 (αρκετά µακρυά από την πραγµατική ϱίζα). Ο παρακάτω

πίνακας µας δείχνει τα αποτελέσµατα από τις δύο µεθόδους.

1.5.2 Πολλαπλές ϱίζες

Είναι δυνατόν η ϱίζα µιάς εξίσωσης f(x) = 0 να είναι πολλαπλή, δηλαδή f(x) =
(x−ρ)mq(x) όπουm είναι η πολλαπλότητα της ϱίζας ρ. Εποµένως, f ′(x) = (x−
ρ)m−1 [mq(x) + (x− ρ)q′(x)] άρα οι f(x) και f ′(x) µηδενίζονται συγχρόνως

για x = ρ οπότε ο λόγος f(x)/f ′(x) ϑα υπολογίζεται µε µεγάλο σφάλµα διότι

ουσιαστικά ϑα έχουµε τη διαίρεση δύο µικρών αριθµών.
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Newton­Raphson Σφάλµα Halley Σφαλµα

x0=15 ε0 = 12 x0=15 ε0 = 12

x1=7.8 ε1 = 4.8 x1=5.526 ε1 = 2.5

x2=4.477 ε2 = 1.477 x2=3.16024 ε2 = 0.16

x3=3.2436 ε3 = 0.243 x3=3.00011 ε3 = 1.05 × 10−4

x4=3.0092 ε4 = 9.15 × 10−3 x4=3.0000000... ε4 = 3.24×10−14

x5=3.00001 ε5 = 1.39 × 10−5 x5= 3.0000000... ε5 = 0.0

Πίνακας 1.9. Σύγκριση των µεθόδων Newton­Raphson και Halley για την εύρεση της

τετραγωνικής ϱίζας του αριθµού 9.

Για να ξεπερασθεί το πρόβληµα δηµιουργούµε µια νέα συνάρτηση

φ(x) =
f(x)

f ′(x)
=

(x − ρ)q(x)

mq(x) + (x− ρ)q′(x)

η οποία έχει τη ρ ως ϱίζα µε πολλαπλότητα m = 1 και η αναδροµική σχέση

είναι :

xn+1 = xn − φ(xn)

φ′(xn)
= xn − f(xn)/f ′(xn)

{[f ′(xn)]2 − f(xn)f ′′(xn)} /[f ′(xn)]2

= xn − f(xn) f ′(xn)

[f ′(xn)]2 − f(xn)f ′′(xn)
(1.39)

Η ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου αυτής είναι τετραγωνική, διότι πρακτικά η

µέθοδος Newton­Raphson εφαρµόστηκε για την εύρεση των ϱιζών της εξίσωσης

φ(x) = 0 για την οποία η ρ είναι απλή ϱίζα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Η εξίσωση f(x) = x4 − 4x2 + 4 = 0 έχει προφανή διπλή ϱίζα την ρ =
√

2 =
1.414213.... Χρησιµοποιώντας την παραπάνω µέθοδο επαληθεύστε το αναλυτικό

αποτέλεσµα αλλά και την ταχύτητα σύγκλιση της µεθόδου.

Η µέθοδος Newton­Raphson δίνει την αναδροµική σχέση

xn+1 = xn − x2
n − 2

4xn
(A)

ενώ η µέθοδος για πολλαπλές ϱίζες, εξίσωση (1.39), δίνει

xn+1 = xn − (x2
n − 2)xn

x2
n + 2

(B).

Η σύγκριση των δύο µεθόδων ϕαίνεται στον Πίνακα

x Σχέση (Α) Σφάλµα (Α) Σχέση (Β) Σφάλµα (Β)

x0 1.5 8.6×10−2 1.5 8.6×10−2

x1 1.458333333 4.4×10−2 1.411764706 -2.4×10−3

x2 1.436607143 2.2×10−2 1.414211439 -2.1×10−6

x3 1.425497619 1.1×10−2 1.414213562 -1.6×10−12
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που δείχνει την ταχύτητα σύγκλισης των δύο σχέσεων.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Θα συγκρίνουµε τον αριθµό των επαναλήψεων (ταχύτητα σύγκλισης) που απαι-

τούνται για την επίτευξη µιας δοσµένης ακρίβειας µεταξύ δύο µεθόδων. Ως εφαρ-

µογή ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γραµµική σύγκλιση της µεθόδου διχοτόµησης

και της τετραγωνικής σύγκλισης της µεθόδου Newton­Raphson.

Για γραµµική σύγκλιση ϑα έχουµε :

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|

= a

οπότε ϑα ισχύει ότι :

|εn| ≈ a|εn−1| ≈ a2|εn−2| ≈ ... ≈ an|ε0|

οπότε επιλύοντας την παραπάνω σχέση ως προς n καταλήγουµε στη γενική

σχέση για τον αριθµό των απαιτούµενων επαναλήψεων ώστε να επιτευχθεί η

ακρίβεια |εn|:
n ≈ log10 |εn| − log10 |ε0|

log10 |a|
(1.40)

Κατ΄ αντιστοιχία για τετραγωνική σύγκλιση ϑα έχουµε :

lim
n→∞

|ε̃n+1|
|ε̃n|2

= b

και ϑα ισχύει ότι :

|ε̃n| ≈ b|ε̃n−1|2 ≈ b3|ε̃n−2|4 ≈ b7|ε̃n−3|8 ≈ ... ≈ b2
n+1

−1|ε̃0|2
n+1

Επιλύοντας την παραπάνω σχέση ως προς n καταλήγουµε στη γενική σχέση για

τον αριθµό των απαιτούµενων επαναλήψεων ώστε να επιτευχθεί η ακρίβεια |εn|:

2n+1 ≈ log10 |ε̃n| + log10 |b|
log10 |ε̃0| + log10 |b|

(1.41)

Αν υποθέσουµε ότι σε κάποιο πρόβληµα Ϲητούµε µετά από n επαναλήψεις

το σφάλµα να µην υπερβαίνει το 10−6 δηλαδή εn ≤ 10−6 µε αρχικό σφάλµα

ε0 = 0.5 και a = b = 0.7 τότε η σχέση (1.40) δίνει

n ≈ log10 |10−6| − log10 |0.5|
log10 |0.7|

≈ 37

άρα απαιτούνται τουλάχιστον 37 επαναλήψεις ώστε να προσεγγισθεί η Ϲητούµε-

νη ακρίβεια.

Οι ίδιες απαιτήσεις ακρίβειας για τετραγωνική σύγκλιση απαιτούν
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2n+1 ≈ log10 |10−6| + log10 |0.7|
log10 |0.5| + log10 |0.7|

≈ 13.5

άρα το η Ϲητούµενη ακρίβεια ϑα επιτευχθεί µετά από 3 επαναλήψεις.

Η διαφορά στην ταχύτητα σύγκλισης γίνεται εκόµη πιό µεγάλη άν για Ϲη-

τήσουµε ακόµη µεγαλύτερη τελική ακρίβεια, έστω για παράδειγµα εn ≤ 10−14

τότε η γραµµική σύγλιση ϑα επιτύχει αυτή την ακρίβεια µετά από 89 επαναλή-

ψεις ενώ η τετραγωνική σύγκλιση ϑα την επιτύχει µετά από 4 επαναλήψεις !

-4 -2 0 2 4

-2

-1

0

1

2

3

(-1.98,-0.29)

(1.56,1.25)

Σχήµα 1.6. Γραφική απεικόνιση του µη-γραµµικού συστήµατος (1.42).

1.6 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Οι τεχνικές που αναπύξαµε στις προηγούµενες ενότητες αυτού του Κεφαλαίου

για τη λύση µη-γραµµικών εξισώσεων µπορούν να εφαρµοστούν και στη λύση

συστηµάτων µη-γραµµικών εξισώσεων.

Στη συνέχεια ϑα αναπτύξουµε δύο µεθόδους για την αριθµητική επίλυση συ-

στηµάτων που ϐασίζονται η πρώτη στην τεχνική της µεθόδου Newton­Raphson

και η δεύτερη της µεθόδου x = g(x).
΄Ενα παράδειγµα συστήµατος µη-γραµµικών εξισώσεων είναι το εξής. ΄Εστω

δύο συναρτήσεις :

f(x, y) = ex − 3y − 1

(1.42)

g(x, y) = x2 + y2 − 4

Ζητούµε τα πιθανά σηµεία για τα οποία ταυτοχρόνως ικανοποιούνται οι σχέσεις
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f (x, y) = 0
g (x, y) = 0

Προφανώς οι εξισώσεις f (x, y) = 0 και g (x, y) = 0 ορίζουν καµπύλες στο

επίπεδο xy και η τοµή τους είναι η Ϲητούµενη λύση του παραπάνω συστήµατος

(ϐλ. Σχήµα 1.6).

1.6.1 Η Μέθοδος Newton

Η µέθοδος του Newton αποτελεί στην ουσία επέκταση της µεθόδου Newton­

Raphson που µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Ως πρώτο ϐήµα ϑα µε-

λετήσουµε την διαδικασία εφαρµογής της σε σύστηµα δύο µη-γραµµικών εξι-

σώσεων και στη συνέχεια ϑα την επεκτείνουµε σε συστήµατα N εξισώσεων µε N
αγνώστους.

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΥΟ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

΄Εστω το σύστηµα

f (x, y) = 0
g (x, y) = 0

Εάν εφαρµόσουµε µια επαναληπτική διαδικασία που συγκλίνει σε µια από

τις πιθανές λύσεις του συστήµατος, τότε µετά από n+ 1 επαναλήψεις το σηµείο

(xn+1, yn+1) µπορεί να ϑεωρηθεί ότι προσεγγίζει ικανοποιητικά σε µία λύση του

συστήµατος, δηλαδή f(xn+1, yn+1) ∼= 0 και g(xn+1, yn+1) ∼= 0. Εάν ϑεωρήσου-

µε ότι στο προηγούµενο ϐήµα (xn, yn) το σφάλµα προσέγγισης της λύσης είναι

τέτοιο ώστε xn+1 = xn + εn και yn+1 = yn + δn, τότε αναπτύσσοντας σε σειρά

Taylor γύρω από τη λύση, ϐρίσκουµε :

0 ∼= f(xn+1, yn+1) = f(xn + εn, yn + δn) ∼= f(xn, yn) + εn
∂f

∂x
+ δn

∂f

∂y

0 ∼= g(xn+1, yn+1) = g(xn + εn, yn + δn) ∼= g(xn, yn) + εn
∂g

∂x
+ δn

∂g

∂y

και λύνοντας το παραπάνω σύστηµα ως προς τα εn και δn καταλήγουµε στις

σχέσεις

εn =
−f ∂g

∂y + g ∂f
∂y

∂f
∂x

∂g
∂y − ∂g

∂x
∂f
∂y

(1.43)

δn =
−g ∂f

∂x + f ∂g
∂x

∂f
∂x

∂g
∂y − ∂g

∂x
∂f
∂y

(1.44)

Από τον ορισµό των εn και δn, καταλήγουµε στις παρακάτω σχέσεις που αποτε-

λούν γενίκευση της µεθόδου Newton–Raphson για συστήµατα 2 µη-γραµµικών

εξισώσεων :



24 1 ΡΙΖΕΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

xn+1 = xn − f · gy − g · fy

fx · gy − gx · fy
(1.45)

yn+1 = yn − g · fx − f · gx

fx · gy − gx · fy
(1.46)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το συµβολισµό fx = ∂f/∂x.

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ N ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Η παραπάνω µέθοδος µπορεί εύκολα να γενικευθεί και για συστήµατα N εξι-

σώσεων :
f1(x

1, x2, ..., xN ) = 0
f2(x

1, x2, ..., xN ) = 0
...
fn(x1, x2, ..., xN ) = 0

µεN αγνώστους (x1, x2, ..., xN ). Αν ϑεωρήσουµε ότι οι τιµές (x1
n+1, x

2
n+1, ..., x

N
n+1)

προσεγγίζουν ικανοποιητικά µια πιθανή λύση του συστήµατος, τότε µε ϐάση τα

προηγούµενα ϑα υπάρχει µια N -αδα τιµών (x1
n, x

2
n, ..., x

N
n ) για τις οποίες ϑα

ισχύουν οι σχέσεις

x1
n+1 = x1

n +∆x1
n

...
...

xN
n+1 = xN

n +∆xN
n

Αρα µπορούµε να ϑεωρήσουµε αναπτύγµατα της µορφής :

0 ∼= f1(x
1
n+1, ..., x

N
n+1) = f1(x

1
n +∆x1

n, ..., x
N
n +∆xN

n )

≈ f1 +
∂f1
∂x1

∆x1
n + ...+

∂f1
∂xN

∆xN
n

...
... (1.47)

0 ∼= fN (x1
n+1, ..., x

N
n+1) = fN (x1

n +∆x1
n, ..., x

N
n +∆xN

n )

≈ fN +
∂fN

∂x1
∆x1

n + ...+
∂fN

∂xN
∆xN

n

Οπότε, τα ∆xi
n (όπου i = 1...N) ϑα υπολογισθούν από τη λύση του γραµµικού

συστήµατος















∂f1

∂x1
∂f1

∂x2 · · · ∂f1

∂xN

...

...

∂fN

∂x1
∂fN

∂x2 · · · ∂fN

∂xN















·



















∆x1
n

...

∆xN
n



















= −















f1

...

fN















(1.48)

µε αγνώστους τις N τιµές ∆xi
n.



1.6 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 25

`Αρα, εάν ξεκινήσουµε µε µιαN -άδα αρχικών τιµών (x1
0, x

2
0, ..., x

N
0 ), τότε από

τη λύση του παραπάνω συστήµατος ϑα υπολογίσουµε τις ποσότητες ∆xi
n που

οδηγούν σε µια νέα N -άδα τιµών (x1
1, x

2
1, ..., x

N
1 ) µέσω των σχέσεων :

x1
1 = x1

0 +∆x1
0

...
... (1.49)

xN
1 = xN

0 +∆xN
0

Εφόσον συγκλίνει, η παραπάνω διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί όσες ϕορές

απαιτείται ώστε να επιτευχθεί η Ϲητούµενη ακρίβεια, για παράδειγµα έως ότου

max |∆xi
n| < E όπου E µια δοθείσα επιθυµητή ακρίβεια.

1.6.2 Μέθοδος τύπου x = g(x)

Αποτελεί επέκταση της µεθόδου που µελετήσαµε στην Κεφάλαιο 1.4, αλλά µε-

ταφέρει και όλα τα πρόβλήµατα που αναλύσαµε στο συγκεκριµένο κεφάλαιο.

΄Εστω το σύστηµα των N εξισώσεων

f1 (x1, x2, . . . , xN ) = 0

...
... (1.50)

fN (x1, x2, . . . , xN ) = 0

Εάν είναι δυνατόν το σύστηµα να γραφεί στη µορφή:

x1 = F1 (x1, x2, . . . , xN )

... (1.51)

xN = FN (x1, x2, . . . , xN )

τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε την µεθοδολογία που αναπτύχθηκε για τη µέ-

ϑοδο x = g(x). Υπάρχουν δύο διαδικασίες για την εύρεση λύσεων του συστή-

µατοσ:

Α΄ ΜΕΘΟ∆ΟΣ

Στο αρχικό ϐήµα, δίνω N αρχικές τιµές (x1, . . . , xN )0 µόνο στο δεξιό µέλος

όλων των εξισώσεων (1.51) συγχρόνως και υπολογίζω µια νέα N -άδα τιµών

(x1, . . . , xN )1 από το αριστερό µέλος των εξισώσεων. Επαναλαµβάνω τη δια-

δικασία για τη νέα N -άδα τιµών και υπολογίζω µια καλύτερη προσέγγιση της

λύσης κ.ο.κ.
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Β΄ ΜΕΘΟ∆ΟΣ

∆ίνωN αρχικές τιµές (x1, . . . , xN )0 στο δεξιό µέλος της πρώτης από τις εξισώσεις

(1.51) και υπολογίζω (από το αριστερό της µέλος) τη νέα τιµή (x1)1. Στη συνέ-

χεια, στο δεξιό µέλος της δεύτερης εξίσωσης δίνω τις τιµές (x1)1, (x2, . . . , xN )0
και υπολογίζω τη νέα τιµή (x2)1. Στη τρίτη εξίσωση δίνω (x1, x2)1, (x3, . . . , xN )0
κ.ο.κ.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ

Το σύστηµα xi = fi(x1, x2, . . . , xN ) µε i = 1, . . . , N ϑα συγκλίνει σε σε µια

περιοχή γύρω από µια λύση, αν ικανοποιούνται τα κριτήρια σύγκλισης

∣

∣

∣

∣

∂f1
∂x1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂f1
∂x2

∣

∣

∣

∣

+ · · · +
∣

∣

∣

∣

∂f1
∂xN

∣

∣

∣

∣

< 1

...
... (1.52)

∣

∣

∣

∣

∂fN

∂x1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂fN

∂x2

∣

∣

∣

∣

+ · · · +
∣

∣

∣

∣

∂fN

∂xN

∣

∣

∣

∣

< 1

Τα κριτήρια αυτά αποτελούν επέκταση του κριτηρίου που ισχύει για τη σύγκλιση

στη ϱίζα µίας µη-γραµµικής εξίσωσης, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο x = g(x).
Είναι προφανές, πόσο σύνθετη γίνεται πλέον η µελέτη της σύγκλισης µε αυτή

τη µέθοδο, στην περίπτωση ενός συστήµατος εξισώσεων.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Εστω το σύστηµα

x2 + y2 = 4

ex − 3y = 1

του οποίου οι ακριβείς λύσεις είναι (1.5595,1.2522) και (-1.9793,-0.2873) (σχήµα

1.6). Το σύστηµα µπορεί να γραφεί στη µορφή

xn+1 = −
√

4 − y2
n

yn+1 =
1

3
(exn − 1)

(όπου επιλέξαµε το πρόσηµο (-) στην πρώτη εξίσωση). Αν χρησιµοποιήσουµε την

πρώτη µέθοδο, µε αρχικές τιµές (−1, 0), δηµιουργούµε την ακολουθία τιµών που

ϕαίνεται στον Πίνακα 1.10 η οποία µετά από 5 επαναλήψεις έχει προσεγγίσει

ικανοποιητικά τη µία από τις ϱίζες της εξίσωσης.

Αν χρησιµοποιηθεί η δεύτερη µέθοδο, τότε δηµιουργούµε την ακολουθία τιµών

που ϕαίνεται στον Πίνακα 1.11 ∆ηλαδή, για το συγκεκριµένο σύστηµα, ο αριθµός
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n 0 1 2 3 4 5

x -1 -2 -1.9884 -1.9791 -1.9792 -1.9793

y 0 -0.2107 -0.2882 -0.2877 -0.2873 -0.2873

Πίνακας 1.10.

n 0 1 2 3

x -1 -2 -1.9791 -1.9793

y 0 -0.2882 -0.2873 -0.2873

Πίνακας 1.11.

των επαναλήψεων που απαιτείται για την επίτευξη της παραπάνω ακρίβειας είναι

περίπου ο µισός απ΄ ότι µε την πρώτη µέθοδο.

Ας προσπαθήσουµε τώρα να και ϐρούµε τη δεύτερη λύση του συστήµατος, που

ϑα προκύψει απο τη λύση του συστήµατος

xn+1 =
√

4 − y2
n

yn+1 =
1

3
(exn − 1)

(επιλέγοντας, αυτή τη ϕορά, το πρόσηµο (+) στην πρώτη από τις εξισώσεις). Ας

ξεκινήσουµε από µια τιµή που είναι αρκετά κοντά στην ακριβή λύση, έστω λοιπόν

x0 = 1.5 και y0 = 1. Η ακολουθία τιµών δίνεται στον Πίνακα 1.12

n 0 1 2 3 4 5

x 1.5 1.7321 1.2630 1.8126 1.0394 1.9050

y 1 1.5507 0.8453 1.7087 0.6092 1.9064

Πίνακας 1.12.

Παρατηρούµε ότι αποκλίνουµε από τη λύση του συστήµατος, και τούτο διότι, άν

εφαρµόσουµε τα κριτήρια σύγκλισης στην περιοχή της λύσης, ϑα παρατηρήσουµε

ότι δεν ικανοποιούνται.

Αν όµως γράψουµε το σύστηµα στη µορφή

yn+1 =
√

4 − x2
n

xn+1 = ln(1 + 3yn)

τότε η ακολουθία τιµών που δηµιουργούµε συγκλίνει (αλλά αργά) στην δεύτερη

λύση του συστήµατος µετά από µεγάλο αριθµό επαναλήψεων.
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1.7 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να ϐρεθεί η ϱίζα της εξίσωσης ex − sin(x) = 0 (ρ = −3.183063012). Αν

το αρχικό διάστηµα είναι [-4, -3], πόσες εφαρµογές της µεθόδου διχοτόµη-

σης απαιτούνται, για να επιτύχουµε ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων

(δηλαδή) |xn − ρ| < 0.00005·

2. Υπολογίστε το σηµείο τοµής των καµπυλών y = ex και y = 2x + 1 µε

ακρίβεια τριων δεκαδικών ψηφίων µε τη µέθοδο της διχοτόµησης.

3. Εφαρµόστε τη µέθοδο της γραµµικής παρεµβολής στη λύση του προβλήµα-

τος 1. Πόσες επαναλήψεις απαιτούνται για την επίτευξη της ακρίβειας των

τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων·

4. Επαναλάβετε την άσκηση 2 µε τη χρήση γραµµικής παρεµβολής.

5. Εφαρµόστε τη µέθοδο Muller στις ασκήσεις 1 και 2.

6. Βρείτε τις τρεις ϱίζες της ex − 2x2 = 0, µε κατάλληλη χρήση της µεθόδου

x = g(x).
7. Να ϐρεθούν οι ϱίζες της 3x− sin(x) − ex = 0 µε τη µέθοδο της γραµµικής

παρεµβολής και τη µέθοδο Newton­Raphson.

8. Βρείτε τις ϱίζες της εξίσωσης x2 − 2x− 3 = 0 (προφανώς είναι 3 και -1) µε

τη µέθοδο x = g(x). ∆οκιµάσετε τις κατάλληλες γραφές για να επιτύχεται

σύγκλιση.

9. Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton­Raphson στις ασκήσεις 1 και 2.

10. Να ϐρεθεί η n-οστή ϱίζα ενός αριθµού (αναδροµική σχέση)

11. Να ϐρεθεί η 3η ϱίζα ενός αριθµού

12. Να ϐρεθεί η ιδιοτιµή λ της εξίσωσης y′′ + λ2y = 0 µε οριακές συνθήκες

y (0) = 0 και y (1) = y′ (1).
13. Γνωρίζουµε ότι αν η f (x) έχει διπλή ϱίζα στο x = r τότε f ′ (r) = 0. Επίσης

αν η f (x) έχει µια ϱίζα µε πολλαπλότητα m στο x = r τότε f (i) = 0, για

i = 1, 2, ...,m− 1. Με ϐάση τα προηγούµενα να δειχθεί ότι αν f (x) , f ′ (x)
και f ′′ (x) είναι συνεχείς και ϕραγµένες σ’ενα διάστηµα που περιέχει µια

ϱίζα πολλαπλότητας m δηλαδή είναι f (r) = f ′ (r) = ... = f (m−1) (r) = 0
αλλά f (m) (r) 6= 0 τότε η

xn+1 = xn −m
f (xn)

f ′ (xn)

συγκλίνει τετραγωνικά.

14. Να ϐρεθεί ο αντίστροφος ενός αριθµού χωρίς χρήση διαίρεσης.

15. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο x = g(x) να ϐρεθεί µια ϱίζα του πολυωνύ-

µου 2x3 + 4x2 − 2x − 5 = 0 κοντά στο 1. Χρησιµοποιείστε τουλάχιστον

δύο διαφορετικές αναδιατάξεις του πολυωνύµου και συγκρίνετε το αποτέλε-

σµα. Τέλος χρησιµοποιήστε τη µέθοδο Aitken για τη ϐελτίωση του τελικού

αποτελέσµατος.

16. Να ϐρεθεί αριθµητικά η τιµή του 1/
√
a

17. Η f (x) = ex − 3x2 = 0 έχει τρείς ϱίζες. Αν γραφεί στη µορφή x = ±
√

ex/3
να ϐρεθούν οι ϱίζες της, όσες είναι δυνατόν, και αν δεν µπορεί να ϐρεθεί

κάποια µε αυτό το σχήµα τότε δοκιµάστε εναλλακτικά σχήµατα.
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18. Να γίνουν δύο ϐήµατα µε τη µέθοδο Newton­Raphson για το παρακάτω

σύστηµα, µε αρχικές τιµές (0,1):

4x2 − y2 = 0

4xy2 − x = 1

19. Με αρχικές τιµές (0,0,1) να γίνει ένα ϐήµα µε τη µέθοδο Newton­Raphson

για το σύστηµα

xy − z2 = 1

xyz − x2 + y2 = 2

ex − ey + z = 3

Να εξηγηθεί το αποτέλεσµα.

20. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα µε χρήση των δύο αριθµητικών µεθόδων

και συγκρίνεται την ταχύτητα σύγκλισης τους.

ex − y = 0

xy − ex = 0

xyz − x2 + y2 = 1.34

xy − z2 = 0.09

ex − ey + z = 0.41

x3 − y = 0

x2 + y3 = 1
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ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

Η λύση συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων απαντάται σε µια πλειάδα προβλη-

µάτων κάθε επιστηµονικού κλάδου. Σε πολλές περιπτώσεις, χρειάζεται να λύ-

σει κανείς γραµµικά συστήµατα πολύ µεγάλου µεγέθους, π.χ. 1000 × 1000
συντελεστών. Η λύση ενός τέτοιου συστήµατος απαιτεί ένα πολύ µεγάλο αριθ-

µό πράξεων. Ακόµη και µε τη χρήση γρήγορου υπολογιστή, η λύση µπορεί

να είναι χρονοβόρα και να απαιτεί µεγάλη υπολογιστική µνήµη. Επίσης, όσο

µεγαλύτερος είναι ο αριθµός των ϐηµάτων, τόσο αυξάνει το συνολικό σφάλµα

στρογγύλευσης των αριθµητικών πράξεων στη µνήµη του υπολογιστή.

Οι µέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων κατατάσσονται σε δύο κατη-

γορίες, στις άµεσες και στις επαναληπτικές µεθόδους. Οι άµεσες µέθοδοι

µπορούν να οδηγήσουν σε ακριβή λύση του συστήµατος, ενώ οι επαναληπτι-

κές µέθοδοι ξεκινούν µε κάποια αρχική εκτίµηση της λύσης και ϐελτιώνουν την

εκτίµηση µέχρι κάποια επιθυµητή ακρίβεια. Για πολύ µεγάλα γραµµικά συστή-

µατα, οι επαναληπτικές µέθοδοι είναι ασύγκριτα πιο γρήγορες απ΄ ότι οι άµεσες

µέθοδοι. Για ορισµένους τύπους γραµµικών συστηµάτων π.χ. για συστήµατα

που ανάγονται σε συµµετρικό πίνακα ή σε πίνακα µε διαγώνια δοµή, έχουν

αναπτυχθεί ειδκές µέθοδοι που επιτυγχάνουν την επίλυση του συστήµατος µε

λιγότερες πράξεις απ΄ ότι µε τη χρήση γενικών µεθόδων.

Τα προβλήµατα που συνήθως πρέπει να λύσουµε είναι :

• Να λυθεί το σύστηµα: A · x = B, όπου

A =











a11 · · · · · · a1N

a12 a2N

...
...

a1N · · · · · · aNN











x =











x1

x2

...

xN











B =











b1
b2
...

bN











• Να ϐρεθεί ο A−1(αντίστροφος πίνακας)

• Να ϐρεθεί η ορίζουσα του A
• Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A
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2.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS

Σε αυτή την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε µια ϐασική µέθοδο για την επίλυση

γραµµικών συστηµάτων N εξισώσεων µε N αγνώστους. Το ϐασικό ϐήµα είναι η

µετατροπή του συστήµατος σε ένα άνω-τριγωνικό σύστηµα οπότε στη συνέχεια

η διαδικασία υπολογισµού των λύσεων είναι απλή.

Υπενθυµίζουµε ότι στα γραµµικά συστήµατα επιτρέπονται οι παρακάτω πρά-

ξεις που δεν αλλοιώνουν τις λύσεις του αρχικού συστήµατος :

• Αλλαγή της σειράς δύο εξισώσεων

• Πολλαπλασιασµός µιας εξίσωσης µε µία µη-µηδενική σταθερά

• Μια εξίσωση µπορεί να αντικατασταθεί από το άθροισµα αυτής της εξίσωσης

και ένα πολλαπλάσιο κάποιας από τις υπόλοιπες.

Ας υποθέσουµε ότι δίδεται το γραµµικό σύστηµα: A ·x = B µε det (A) 6= 0.

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ...+ a1NxN = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ...+ a2NxN = b2
... (2.1)

aN1x1 + aN2x2 + aN3x3 + ...+ aNNxN = bN

Για τη µετατροπή του παραπάνω συστήµατος σε άνω τριγωνικό ϑα ακολου-

ϑήσουµε τα επόµενα ϐήµατα:

• ΒΗΜΑ 1ο

Πολλαπλασιάζω την πρώτη εξίσωση µε a21/a11και την αφαιρώ από τη δεύτε-

ϱη εξίσωση. Οµοίως, πολλαπλασιάζω την πρώτη µε a31/a11 και την αφαιρώ

από την τρίτη κ.ο.κ., οπότε λαµβάνω:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1NxN = b1

0 + a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2NxN = b

(1)
2

...
... (2.2)

0 + a
(1)
N2x2 + a

(1)
N3x3 + · · · + a

(1)
NNxN = b

(1)
N

όπου, για παράδειγµα, είναι

a
(1)
22 =

a12a21

a11
− a22

.
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• ΒΗΜΑ 2ο

Η πρώτη γραµµή και η πρώτη στήλη παραµένουν οπότε πολλαπλασιάζω

αντίστοιχα τη δεύτερη εξίσωση µε a
(1)
32 /a

(1)
22 και την αφαιρώ από την τρίτη

εξίσωση κ.ο.κ., οπότε

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1NxN = b1

0 + a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2NxN = b

(1)
2

0 + 0 + a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3NxN = b

(2)
3

...
... (2.3)

0 + 0 + a
(2)
N3x3 + · · · + a

(2)
NNxN = b

(2)
N

Αντίστοιχα, για παράδειγµα, είναι :

a
(2)
33 =

a
(1)
32 a

(1)
33

a
(1)
22

− a
(1)
33

.

• Μετά από Ν - 1 ΒΗΜΑΤΑ καταλήγω στο σύστηµα:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1NxN = b1

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2NxN = b

(1)
2

a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3NxN = b

(2)
3

... (2.4)

0 + 0 + · · · + a
(N−1)
NN xN = b

(N−1)
N

Το παραπάνω σύστηµα είναι τριγωνικό και η λύση του µπορεί να δοθεί

εύκολα ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία.

• Προφανώς για από τη Ν-οστή εξίσωση του παράπανω συστήµατος (2.5) λαµ-

ϐάνουµε την τιµή του xN :

xN =
b
(N−1)
N

a
(N−1)
NN

(2.5)

• ενώ οι υπόλοιπες ϱίζες του συστήµατος υπολογίζονται εύκολα απο την σχέση:

xi =

b
(i−1)
i −

N
∑

k=i+1

a
(i−1)
ik xk

a
(i−1)
ii

(2.6)

Ο αριθµός των πράξεων που απαιτεί η λύση ενός συστήµατος N γραµµικών

εξισώσεων µε τη µέθοδο Gauss είναι (4N3 + 9N2 − 7N)/6 (γιατί·).
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Χρήση της Οδήγησης (Pivoting)

Για τη ϐελτίωση της ακρίβειας των υπολογισµών ϕροντίζουµε στο σύστηµα (2.3)

το a11 να είναι το απολύτως µεγαλύτερο στοιχείο. Αντίστοιχα, στο σύστηµα (2.4)

το a
(1)
22 πρέπει να είναι το απολύτως µεγαλύτερο στοιχείο κ.ο.κ.

Το pivoting µας προφυλάσσει και από µια πιθανή παθολογική συµπεριφορά

της µεθόδου Gauss. Η παθολογική συµπεριφορά οφείλεται στην ιδιότητα της

µεθόδου Gauss σύµφωνα µε την οποία διαιρούµε σε κάθε ϐήµα µε το στοιχείο

aNN , εποµένως, αν κάποιο από αυτά τα διαγώνια στοιχεία είναι µηδέν ή γενικά

ένας πολύ µικρός αριθµός, η ακρίβεια της µεθόδου είναι πολύ κακή. Με το

pivoting αποφεύγουµε τέτοιες παθολογικές καταστάσεις.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Εστω ότι, µετά από τη χρήση της µεθόδου Gauss στη λύση ενόςN×N συστήµατος,

οι δυο τελευταίες εξισώσεις, η N − 1 και η N είναι :

0xN−1 + xN = 1
2xN−1 + xN = 3

Προφανώς, έχουν λύση : xN−1 = xN = 1. Αλλά, λόγω σφαλµάτων αποκοπής,

στην πράξη το σύστηµα ϑα έχει τη µορφή:

ǫ xN−1 + xN = 1

2xN−1 + xN = 3

οπότε συνεχίζοντας στο τελευταίο ϐήµα ϑα πάρουµε :

ǫxN−1 + xN = 1
(

1 − 2

ǫ

)

xN = 3 − 2

ǫ

µε λύσεις

xN =
3 − 2

ǫ

1 − 2
ǫ

≈ 1 σωστό

xN−1 =
1 − xN

ǫ
!

Παρατηρούµε δηλαδή, πως το xN−1 είναι απροσδιόριστο, γιατί αποτελεί το λόγο

δυο µικρών αριθµών, των οποίων η ακρίβεια εξαρτάται από την ακρίβεια µε την

οποία εκτελεί τις πράξεις ο Η/Υ. Στη συνέχεια, ο όρος xN−1 ϑα χρησιµοποιηθεί

για τον υπολογισµό των xN−2, . . . , x1 µε καταστροφικά αποτελέσµατα.

Αν όµως χρησιµοποιηθεί οδήγηση, το σύστηµα γράφεται :
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2xN−1 + xN = 3

ǫxN−1 + xN = 1

οπότε πολλαπλασιάζοντας επί ǫ την πρώτη και επί 2 την δεύτερη καταλήγουµε

2xN−1 + xN = 3
(

1 − ǫ

2

)

xN = 1 − 3ǫ

2

οπότε η λύση του είναι xN ≈ 1.0 και xN−1 = 3−xN

2 ≈ 1.0.

2.2 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS­JORDAN

Η µέθοδος Gauss­Jordan αποτελεί παραλλαγή της µεθόδου Gauss. Η ϐασική

της διαφορά έγκειται στο ότι το τελικό σύστηµα, δεν είναι τριγωνικό αλλά πρα-

κτικά διαγωνιοποιείται ο πίνακας A και η λύση του συστήµατος είναι προφανής.

Η µέθοδος ϐασίζεται στην εξής λογική: Σε κάθε ϐήµα απαλείφουµε κι έναν

όρο από την πρώτη εξίσωση. ∆ηλαδή, στο σύστηµα (2.2) του προηγούµενου

κεφάλαιου, πολλαπλασιάζω τη δεύτερη εξίσωση µε a12/a
(1)
22 και την αφαιρώ από

την πρώτη, οπότε το σύστηµα 2.3 γράφεται :

a11x1 + 0 + a
(2)
13 x3 + . . .+ a

(2)
1NxN = b

(2)
1

0 + a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . .+ a

(1)
2NxN = b

(1)
2

0 + 0 + a
(2)
33 x3 + . . .+ a

(2)
3NxN = b

(2)
3

... (2.7)

0 + 0 + a
(2)
N3x3 + . . .+ a

(2)
NNxN = b

(2)
N

στο επόµενο ϐήµα ϑα απαλειφθούν οι όροι µε συντελεστές κ.ο.κ. Οπότε τελικά

µετά από N ϐήµατα καταλήγω στο σύστηµα:

a11x1 = b
(N−1)
1

a
(1)
22 x2 = b

(N−1)
2

... (2.8)

a
(N−1)
NN xN = b

(N−1)
N

του οποίου η λύση του δίνεται από την προφανή σχέση

xi =
b
(N−1)
i

a
(i−1)
ii

. (2.9)
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2.3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ L­U

Προηγουµένως είδαµε πόσο εύκολα µπορεί να λυθεί ένα άνω-τριγωνικό σύστη-

µα. Εδώ ϑα εξετάσουµε τη διαδικασία της ’παραγοντοποίησης ’ ενός πίνακα A.

Κάθε πίνακας A µπορεί να γραφεί ως γινόµενο δυο πινάκων που περιέχουν τη

διαγώνιο και τα πάνω ή κάτω απ΄ αυτή στοιχεία του πίνακα. Για παράδειγµα:








a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44









=









l11 0 0 0
l21 l22 0 0
l31 l32 l33 0
l41 l42 l43 l44









·









1 u12 u13 u14

0 1 u23 u24

0 0 1 u34

0 0 0 1









A = L

(lower)
· U

(upper)

Στόχος µας είναι ο υπολογισµός των στοιχείων των πινάκων L και U. Αυτό

ϑα γίνει µε τη λύση ενός συστήµατος N × N εξισώσεων που στην περίπτωση

µας όπου ο πίνακας A είναι 4 × 4 αναγόµαστε στη λύση ενός συστήµατος 16

εξισώσεων.

Πολλαπλασιάζοντας τις γραµµές του L µε την πρώτη στήλη του U, λαµβά-

νουµε :

l11 = a11, l21 = a21, l31 = a31, l41 = a41 (2.10)

∆ηλαδή, η πρώτη στήλη του L είναι η ίδια µε την πρώτη στήλη του A. Στη

συνέχεια, πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή του L µε τις στήλες του U,

οπότε λαµβάνουµε :

u12 =
a12

l11
, u13 =

a13

l11
, u14 =

a14

l11
(2.11)

΄Αρα και η πρώτη γραµµή του U υπολογίστηκε. Συνεχίζοντας υπολογίζουµε τη

δεύτερη στήλη του L.

l21u12 + l22 = a22

l31u12 + l32 = a32

l41u12 + l42 = a42







⇒
l22 = a22 − l21u12

l32 = a32 − l31u12

l42 = a42 − l41u12

(2.12)

΄Οπως παρατηρούµε, τα l21, l31, l41 και u12 έχουν ήδη υπολογισθεί, εποµένως

και η δεύτερη στήλη του πίνακα L υπολογίσθηκε. Με ανάλογο τρόπο, οι σχέσεις

u23 =
a23 − l21u13

l22
l33 = a33 − l31u13 − l32u32

u24 =
a24 − l21u14

l22
l43 = a43 − l41u13 − l42u23 (2.13)

u34 =
a34 − l31u14 − l32u24

l33
l44 = a44 − l41u14 − l42u24 − l43u34

µας δίνουν τα υπόλοιπα στοιχεία των δυο πινάκων U και L.
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ΓΕΝΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ ΓΙΑ ‘ L­U ’ΑΝΑΛΥΣΗ

Με ϐάση τα προηγούµενα οδηγούµαστε στη δηµιουργία ενός ‘κανόνα’ υπολογι-

σµού των στοιχείων των δύο πινάκων L και U.

lij = aij −
j−1
∑

k=1

likukj για j ≤ i και i = 1, 2, ..., N (2.14)

uji =

aji −
j−1
∑

k=1

ljkuki

ljj
για j ≤ i και j = 2, 3, ..., N (2.15)

(2.16)

Για την ειδική περίπτωση του j = 1 τα li1 ϑα είναι li1 = ai1 ενώ για i = 1 ο

κανόνας για τα u1j είναι

u1j =
a1j

l11
=
a1j

a11
.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Θα εφαρµόσθει ή µέθοδος LU για τον πίνακα

A =





3 −1 2
1 2 3
2 −2 1





οπότε µε ϐάση τις παραπάνω σχέσεις ϐρίσκουµε :

l11 = 3, l21 = 1, l31 = 2, u12 = −1

3
, u13 =

2

3

l22 = 2 − 1 ·
(

−1

3

)

=
7

3
, l32 = −4

3
, u23 = 1, l33 = −1

οπότε τελικά οι Ϲητούµενοι πίνακες είναι :

L =





3 0 0
1 7/3 0
2 4/3 −1



 U =





1 −1/3 2/3
0 1 1
0 0 1





Εφαρµογή της ‘ L­U ’ στα γραµµικά συστήµατα

Με τη µέθοδο L­U ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής A · x = b ανάγεται στο

σύστηµα

L · U · x = b (2.17)

Λύνουµε πρώτα το κάτω-τριγωνικό σύστηµα L ·b′ = b σύµφωνα µε τον κανόνα:
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ για τη µέθοδο LU

INPUT Ν, aij

OUTPUT (αναµενόµενο) lij , uij

STEP 1

l11 = a11 IF l11 = 0 STOP (Αδύνατη η εφαρµογή της LU)

STEP 2

FOR j=2,. . . ,N SET u1j = a1j/l11 (υπολογισµός της πρώτης σειράς του U)

SET lj1 = aj1 (υπολογισµός της πρώτης στήλης του L)

STEP 3

FOR I=2,. . . ,N­1 DO STEPS 4 & 5

STEP 4

lii = aii −
i−1
∑

k=1

likuki

IF lii = 0 STOP (αδύνατη η εφαρµογή της LU)

STEP 5

FOR j=i+1, . . . ., N

SET uij = 1
lii

(

aij −
i−1
∑

k=1

likukj

)

( i γραµµή του U)

SET lji = aji −
i−1
∑

k=1

ljkuki (i γραµµή του L)

STEP 6

SET lNN = aNN −
N−1
∑

k=1

lNkukN (Αν lNN = 0 τότε A = L · U αλλά είναι

singular)

STEP 7

OUTPUT lij , uij

Πίνακας 2.1. Λογικό διάγραµµα εφαρµογής της µεθόδου LU

b′1 =
b1
l11
, b′i =

bi −
i−1
∑

k=1

likb
′

k

lii
για i = 2, 3, ..., N (2.18)

οπότε αποµένει να λύσουµε το τριγωνικό σύστηµα U · x = b′ µε τις σχέσεις

που δόθηκαν στη µέθοδο Gauss, για την επίλυση τριγωνικών συστηµάτων. Η

µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται όταν έχουµε να λύσουµε ένα µεγάλο αριθµό

γραµµικών συστηµάτων που διαφέρουν µόνο στο διάνυσµα b.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Αν το διάνυσµα b είναι b = (12, 11, 2)
⊤

και A ο πίνακας του προηγούµενου

παραδείγµατος, τότε το διάνυσµα b′ ϑα έχει τη µορφή:

b′1 =
12

3
= 4, b′2 =

11 − 1 · 4
7/3

, b′3 = ... = −2

΄Αρα καταλήγουµε ότι :
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



1 −1/3 2/3
0 1 1
0 0 1



 ·





x1

x2

x3



 =





4
3
2





δηλαδή x3 = 2, x2 = 1 και x1 = 3.

2.4 ΜΕΘΟ∆ΟΣ JACOBI (Επαναληπτική)

Η µέθοδος αυτή είναι γενίκευση της µεθόδου x = g (x) που έχουµε χρησι-

µοποιήσει για την εύρεση ϱιζών µη-γραµµικών εξισώσεων και συστηµάτων στα

Κεφάλαια 1.4 και 1.7. Προφανώς, η µέθοδος αυτή δεν είναι ακριβής αλλά υπο

κατάλληλες συνθήκες µπορεί να επιτύχει υψηλή ακρίβεια µε µικρό αριθµό υπο-

λογιστικών πράξεων και πολύ απλό, προγραµµατιστικά, κώδικα.

΄Εστω το σύστηµα των N εξισώσεων µε N αγνώστους :

f1(x1, x2, ..., xN ) = 0

f2(x1, x2, ..., xN ) = 0

..... (2.19)

fn(x1, x2, ..., xN ) = 0

που εύκολα µπορεί να γραφεί στη µορφή:

x1 = g1(x2, x3, ..., xN )

x2 = g2(x1, x3, ..., xN )

... (2.20)

xN = gN (x1, x2, ..., xN−1)

µε αυτό τον τρόπο το αντιµετωπίζουµε όπως τα µη γραµµµικά συστήµατα του

κεφαλαίου 1.7, µε τη διαφορά ότι απουσιάζουν οι µη-γραµµικοί όροι. Πρακτικά

κάθεµια από τις N εξισώσεις ϑα µπορούσε να γραφεί στη µορφή:

xi =
bi
aii

− 1

aii

N
∑

j = 1
j 6= i

aijxj (2.21)

και στη συνέχεια δίνοντας N ‘αυθαίρετες ’ αρχικές τιµές x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
N , δη-

µιουργώ µια γενικευµένη αναδροµική σχέση της µορφής

x
(k+1)
i = gi(x

(k)
1 , ..., x

(k)
N ) . (2.22)

Ικανή συνθήκη σύγκλισης είναι η :

|aii| >
N
∑

j = 1
j 6= i

|aij | (2.23)
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που αν ικανοποιείται η σύγκλιση είναι ϐέβαιη και ανεξάρτητη από τις αρχικές

τιµές x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
N .

Σε µορφή πινάκων η αναδροµική σχέση µπορεί να γραφεί ως εξήσ:

x(k+1) = D−1B − D−1Cx(k)

όπου A = D+C δηλ. ο D περιέχει τα διαγώνια στοιχεία του A και ο C όλα τα

υπόλοιπα στοιχεία έχοντας ϑέσει 0 τα διαγώνια.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Από το σύστηµα

4x− y + z = 7

4x− 8y + z = −21

−2x+ y + 5z = 15

(που έχει λύσεις x = 2, y = 4, z = 3) µπορώ να δηµιουργήσω τις αναδροµικές

σχέσεισ:

x(k+1) =
7 + y(k) − z(k)

4

y(k+1) =
21 + 4x(k) + z(k)

8

z(k+1) =
15 + 2x(k) − y(k)

5

και ϑέτοντας ως αρχικές τιµές (1, 2, 2) παίρνω την ακολουθία προσεγγιστικών

λύσεων

(1, 2, 2) → (1.75, 3.375, 3)

→ (1.844, 3.875, 3.025)

→ (1.963, 3.925, 2.963)

→ (1.991, 3.977, 3.0)

→ (1.994, 3.995, 3.001)

∆ηλαδή, απαιτήθηκαν 5 συνολικά επαναλήψεις, για να ϐρούµε τη λύση του συ-

στήµατος µε ακρίβεια 3 δεκαδικών ψηφίων.

2.5 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS – SEIDEL

Είναι επαναληπτική µέθοδος και αποτελεί ϐελτίωση της µεθόδου Jacobi ώστε

να επιτυχγάνεται ταχύτερα η σύγκλιση στις ϱίζες του συστήµατος.
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Αν ϑεωρήσω κάποιες αρχικές τιµές για το διάνυσµα xi έστω τις x
(0)
i υπολογί-

Ϲω από την πρώτη εξίσωση το x
(1)
1 και στη συνέχεια το χρησιµοποιώ στη δεύτερη

εξίσωση µαζί µε τα αρχικά (x
(0)
2 , x

(0)
3 , ..., x

(0)
N ) για τον υπολογισµό του x

(1)
2 . Στη

συνέχεια τα x
(1)
1 και x

(1)
2 χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό του x

(1)
3 µε αυτό

τον τρόπο από τις υπόλοιπες N − 3 εξισώσεις λαµβάνω τα x
(1)
i .

Στη γενική περίπτωση για τον υπολογισµό του x1 µετα από k επαναλήψεις

ϑα χρησιµοποιώ µια σχέση της µορφής :

x
(k+1)
1 =

1

a11



b1 −
N
∑

j=2

a1jx
(k)
j



 (2.24)

στη δεύτερη εξίσωση από την οποία ϑα υπολογίζω το x2 µετά από k επαναλήψεις

αντικαθιστώ το
(

x
(k+1)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
N

)

και υπολογίζω το x
(k+1)
2 απο τη σχέση

x
(k+1)
2 =

1

a22



b2 − a21x
(k+1)
1 −

N
∑

j=3

a2jx
(k)
j



 (2.25)

οπότε στην τρίτη εξίσωση ϑέτω
(

x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , x

(k)
3 , . . . , x

(k)
N

)

κ.ο.κ. ΄Αρα, ο γε-

νικός τύπος ϑα είναι :

x
(k+1)
i =

1

aii



bi −
i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

N
∑

j=i+1

aijx
(k)
j



 (2.26)

Και εδώ, η συνθήκη σύγκλισης είναι :

|aii| >
N
∑

j = 1
j 6= i

|aij | i = 1, 2, . . . , N (2.27)

x(k+1) = D−1

(

B − Lx(k+1) − Ux(k)
)

(2.28)

όπου A = L
lower

+ D
diagonal

+ U
upper

. Ο πίνακας L περιέχει τα στοιχεία του πίνακα

A που ϐρίσκονται κάτω από τη διαγώνιο, ο πίνακας D µόνο τα διαγώνια στοιχεία

του A και τέλος ο πίνακας U τα στοιχεία του πίνακα A που ϐρίσκονται πάνω

από τη διαγώνιο.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Εφαρµόστε την µέθοδο Gauss­Seidel στο παράδειγµα της προηγούµενης παρα-

γράφου και συγκρίνετε την ταχύτητα σύγκλισης.
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Πρακτικά οι προηγούµενες αναδροµικές σχέσεις ϑα γραφούν ως

x(k+1) =
7 + y(k) − z(k)

4

y(k+1) =
21 + 4x(k) + z(k)

8

z(k+1) =
15 + 2x(k) − y(k)

5

Παίρνω την ακολουθία τιµών:

(1, 2, 2) → (1.75, 3.75, 2, 95)

→ (1.95, 3.97, 2.99)

→ (1.996, 3.996, 2.999)

δηλαδή, σε τρεις επαναλήψεις υπολογίστηκαν οι ακριβείς λύσεις του συστήµατος,

που είναι (2, 4, 3). Σηµειώστε ότι µε τη µέθοδο Jacobi απαιτήθηκαν 5 συνολικά

επαναλήψεις, για να επιτευχθεί η ίδια ακρίβεια, δηλαδή η µέθοδος Gauss­Seidel

απαιτεί σχεδόν τα µισά ϐήµατα, για να συγκλίνει στην ακριβή λύση µε την ίδια

ακρίβεια.

2.6 Η ΟΡΙΖΟΥΣΑ ΚΑΙ Ο ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΕΝΟΣ ΠΙΝΑΚΑ

2.6.1 Η ορίζουσα

Η ορίζουσα ενός πίνακα υπολογίζεται εύκολα, αν έχουµε ήδη εφαρµόσει τη µέ-

ϑοδο Gauss σε έναν πίνακα. Τότε η ορίζουσα ϑα είναι το γινόµενο των διαγωνίων

στοιχείων του πίνακα. Για παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a12 a23

0 a33

∣

∣

∣

∣

= a12 · a22 · a33

2.6.2 Ο αντίστροφος πίνακας

Ο υπολογισµός του αντίστροφου ενός πίνακα διαστάσεων N ×N , απαιτεί ου-

σιαστικά την επίλυση N γραµµικών συστηµάτων.

∆ηλαδή, αν δοθεί ο πίνακας

(

a b
c d

)

και

(

x y
z w

)

είναι ο αντίστροφός του.

Τότε προφανώς ϑα είναι :

(

a b
c d

)

·
(

x y
z w

)

=

(

1 0
0 1

)

και για τον υπολογισµό των αγνώστων x, y, z και w ϑα πρέπει να λυθούν τα

παρακάτω δύο συστήµατα:
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(

a b
c d

)

·
(

x
y

)

=

(

1
0

)

και

(

a b
c d

)

·
(

y
w

)

=

(

0
1

)

Παρατηρούµε όµως ότι αν εφαρµόσουµε τον κανόνα Gauss­Jordan για το ένα

σύστηµα, δεν χρειάζεται να το επαναλάβουµε και για το δεύτερο. Το µόνο που

αλλάζει είναι οι πράξεις που γίνονται στις αντίστοιχες στήλες του µοναδιαίου

πίνακα. Οπότε, στην ουσία, προσπαθούµε να κάνουµε στο µοναδιαίο πίνακα

τις ίδιες ακριβώς πράξεις που κάνουµε και στο δοθέντα πίνακα. ∆ηλαδή ϑα

γράψουµε (σχηµατικά) τους πίνακες ως εξής :

a11 a12 ... a1N

a21 a22 ... a2N

aN1 aN2 ... aNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 ... 0
0 1 ... 0

0 0 ... 1
A I

(2.29)

και ϑα εφαρµόσω στον πίνακα I ακριβώς τις ίδιες πράξεις που απαιτεί ο κανόνας

Gauss – Jordan για τη διαγωνοποίηση του πίνακα A.

1 0 ... 0
0 1 ... 0

0 0 ... 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ã11 ã12 ... ã1N

ã21 ã22 ... ã2N

ãN1 ãN2 ... ãNN

(2.30)

Οπότε τελικά στην αριστερή πλευρά δηµιουργούµε τον µοναδιαίο πίνακα και

στη δεξιά τον αντίστροφο του ãij = A−1.

2.7 Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

΄Εστω έναςN×N πίνακας (τα στοιχεία του οποίου µπορεί να είναι και µιγαδικοί

αριθµοί) και έστω λ ένας πραγµατικός (ή και µιγαδικός) αριθµός, για τον οποίο

η εξίσωση

A · x = λx (2.31)

έχει µια µη τετριµµένη λύση (δηλαδή, x 6= 0). Η τιµή λ ορίζεται ως µια ιδιοτιµή

του πίνακα A. ΄Ενα µη µηδενικό διάνυσµα x, που ικανοποιεί την εξίσωση (2.31),

ονοµάζεται ιδιοδιάνυσµα του A, που αντιστοιχεί στην τιµή λ.

Για παράδειγµα, στην εξίσωση




1 2 3
−1 3 1
2 0 1









2
1

−2



 = −1 ·





2
1
−2





A u1 λ1 u1

το διάνυσµα u1 = (2, 1,−2)
⊤

είναι ένα ιδιοδιάνυσµα και λ1 = −1 η αντίστοιχη

ιδιοτιµή του A.

Η εξίσωση (2.31) είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση
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det (A − λI) = 0 (2.32)

οπότε, λύνοντας την (2.32), που ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση, µπο-

ϱούµε να υπολογίσουµε τις ιδιοτιµές του πίνακα A. Για παράδειγµα, αν την

εφαρµόσουµε στον πίνακα της εξίσωσης (2.7), δηµιουργούµε την εξίσωση

det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 2 3
−1 3 − λ 1
2 0 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ3 − 5λ2 + 3λ+ 9 = 0 (2.33)

Το πολυώνυµο λ3−5λ2 +3λ+9 = 0 ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο

και οι ϱίζες του λi = −1, 3 και 3 είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα A.

Αυτή η κλασική διαδικασία εύρεσης των ιδιοτιµών, και στη συνέχεια, των

ιδιοδιανυσµάτων ενός πίνακα συνίσταται µόνο για πίνακες µε µικρό αριθµό

στοιχείων. Για πίνακες µε πολλά στοιχεία, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα

είναι µεγάλου ϐαθµού και οι συντελεστές του ϑα έχουν υπολογιστεί µε ακρίβεια

που ϑα ελαττώνεται, καθώς ϑα αυξάνεται η τάξη του πίνακα. ΄Οµως οι ϱίζες των

πολυωνύµων είναι πολύ ευαίσθητες έστω και σε µικρά σφάλµατα των συντελε-

στών του, εποµένως, η ακρίβεια, µε την οποία ϑα υπολογιστούν οι ιδιοτιµές,

ϑα είναι περιορισµένη. Για το λόγο αυτό, ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια µια

διαδικασία κατάλληλη για τον ακριβή υπολογισµό των ιδιοτιµών των πινάκων.

2.7.1 Η µέθοδος των δυνάµεων

Η µέθοδος των δυνάµεων και οι διάφορες παραλλαγές της έχουν σχεδιασθεί

ειδικά για τον υπολογισµό των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων µε τη χρήση Η/Υ.

Η µέθοδος εφαρµόζεται αν υπάρχει µια ιδιοτιµή λ1 που είναι απολύτως µεγα-

λύτερη από όλες τις υπόλοιπες, δηλαδή

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ . . . ≥ |λN | (2.34)

και επίσης, αν κάθε διάνυσµα x µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός

των N ιδιοδιανυσµάτων
{

u(1),u(2), . . . ,u(N)
}

. ∆ηλαδή, για κάθε u(i) ισχύει :

Au(i) = λiu
(i) (1 ≤ i ≤ N) (2.35)

και

x = a1u
(1) + a2u

(2) + · · · + aNu(N) (2.36)

Αν πολλαπλασιάσω και τα δυο µέλη της (2.36) µε τον πίνακα A, ϑα έχω:

x(1) ≡ Ax = a1λ1u
(1) + a2λ2u

(2) + · · · + aNλNu(N) (2.37)

Αν πολλαπλασιάσω k ϕορές την (2.37) µε τον πίνακα A, ϑα καταλήξω σε µια

σχέση της µορφής

x(k) ≡ Akx = a1λ
k
1u

(1) + a2λ
k
2u

(2) + · · · + aNλ
k
Nu(N)

= λk
1

(

a1u
(1) + a2

(

λ2

λ1

)k

u(2) + · · · + aN

(

λN

λ1

)k

u(N)

)

(2.38)
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επειδή όµως η λ1 είναι η απολύτως µεγαλύτερη ιδιοτιµή (σχέση 2.34), οι όροι

(λj/λ1)
k

τείνουν στο µηδέν, καθώς το k → ∞.

Αρα, για k → ∞ λαµβάνουµε προσεγγιστικά ότι :

x(k) = Akx ≈ λk
1a1u

(1) (2.39)

και εποµένως, ο λόγος

rk ≡ x(k+1)

x(k)
=

Ak+1x

Akx
≈ λk+1

1 a1u
(1)

λk
1a1u(1)

→ λ1 (2.40)

τείνει στην τιµή λ1, καθώς k → ∞. Παρατηρούµε επίσης ότι από την (2.39)

υπολογίζουµε προσεγγιστικά και το αντίστοιχο ιδιοδυανύσµα u(1) ≡ x(k).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

΄Εστω ο πίνακας A =





1 0 1
−1 2 2
1 0 3



 µε ιδιοτιµές λ1 = 3.4142, λ2 = 2 και

λ3 = 0.5858 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα u(1) = (0.3694, 1, 0.8918)
⊤

, u(2) =

(0, 1, 0)
⊤

και u(3) = (0.7735, 1, −0.3204)
⊤

. Εστω, το τυχαίο διάνυσµα x =

(1, 2, 1)⊤, οπότε, για παράδειγµα, είναι :

A5 =





68 0 164
136 32 428
164 0 396





και x(5) = A5x = (232, 628, 560)⊤.

Ανάλογα

A6 =





232 0 560
532 64 1484
560 0 1352





και x(6) = A6x = (792, 2144, 1912)
⊤

Οπότε, µε ϐάση τη σχέση (2.40) προσεγγιστική τιµή της απολύτως µεγαλύτερης

ιδιοτιµής ϑα είναι

λ1 ≈ x(6)

x(5)
=

2144

628
≈ 3.4140

Το ίδο προσεγγιστικό αποτέλεσµα ϑα λαµβάναµε και αν χρησιµοποιούσαµε τους

λόγους 792/232 και 1912/560. Αντίστοιχα, το ιδιοδιάνυσµα u(1) ϑα είναι ίσο

µε το x(6), που µε κανονικοποίηση (διαιρούµε µε το µεγαλύτερο στοιχείο του)

γίνεται (0.3694, 1, 0.8918). ∆ηλαδή, έχουµε υπολογίσει τη µεγαλύτερη ιδιοτιµή µε

ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα µε ακρίβεια

τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων.
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2.7.2 Επιτάχυνση Aitken

Ο λόγος rk
1 της σχέσης (2.40) αποτελεί µια προσέγγιση στην ακριβή τιµή

λ1 και το σφάλµα ϑα είναι ǫk = |rk − λ1|. Αντίστοιχα, για το rk+1 ϑα ισχύει

ǫk+1 = |rk+1 − λ1|. Επειδή η σύγκλιση της µεθόδου είναι γραµµική, δηλαδή

ǫk+1 = Aǫk (2.41)

µπορώ να εφαρµόσω τη µέθοδο του Aitken για την επιτάχυνση της σύγκλισης.

∆ηλαδή, στην ουσία, τη σχέση του κεφαλαίου 1.5 που µας οδηγεί σε µια τιµή

για το λ1, που είναι συνάρτηση των rk, rk+1, rk+2. Η σχέση αυτή είναι :

λ1 ≈
rkrk+2 − r2k+1

rk+2 − 2rk+1 + rk
(2.42)

και ϐελτιώνει σηµαντικά την ακρίβεια της ιδιοτιµής χωρίς να απαιτεί επιπλέον

αριθµητικές πράξεις.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Στο προηγούµενο παράδειγµα, είναι r5 = 3.414, r4 = 3.413 και r3 = 3.407.

Εφαρµόζοντας την επιτάχυνση Aitken υπολογίζουµε ότι λ1 = 3.4142, που είναι

ακριβέστερο κατά δυο δεκαδικά ψηφία από το r5.

2.7.3 Αντίστροφη µέθοδος των δυνάµεων

Η µέθοδος αυτή ϐασίζεται στη µέθοδο των δυνάµεων, που αναπτύχθηκε στο

προηγούµενο κεφάλαιο, και µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουµε την απο-

λύτως µικρότερη ιδιοτιµή. Αυτό είναι δυνατόν λόγω του παρακάτω ϑεωρήµατος

:

ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν λ είναι µια ιδιοτιµή ενός πίνακα A, τότε η λ−1 είναι µια

ιδιοτιµή του A−1.

Απόδειξη : ΄Εστω Ax = λx. Τότε x = A−1 (λx) = λA−1x. Οπότε A−1x =
λ−1x, άρα, η τιµή λ−1 είναι ιδιοτιµή του πίνακα A−1.

Εποµένως, εάν ένας πίνακας A έχει N ιδιοτιµές |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥
|λN−1| > |λN | > 0, τότε, οι ιδιοτιµές του A−1 είναι οι τιµές λ−1

i , για τις οποίες

ϑα ισχύει :

∣

∣λ−1
N

∣

∣ >
∣

∣λ−1
N−1

∣

∣ ≥ · · · ≥
∣

∣λ−1
1

∣

∣ > 0 (2.43)

Εποµένως, µπορούµε να υπολογίσουµε την ιδιοτιµή λ−1
N εφαρµόζοντας τη µέ-

ϑοδο των δυνάµεων στον A−1. Η λογική διαδικασία ϑα ήταν να εφαρµόσουµε

1 Το rk είναι διάνυσµα αλλά όλα τα στοιχεία του συγκλίνουν στην ίδια τιµή για το λ1,

οπότε εδώ ϑα το χρησιµοποιήσουµε ώς ϐαθµωτή ποσότητα
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για τον A−1 τη διαδικασία της µεθόδου δυνάµεων αλλά, όπως αναφέραµε στο

κεφάλαιο 2.6, η αντιστροφή ενός πίνακα είναι αρκετά χρονοβόρα διαδικασία

για τον Η/Υ. ΄Ετσι, είναι προτιµότερο για τον υπολογισµό του
(

A−1
)(k+1)

x να

λύσουµε µε χρήση της µεθόδου Gauss το σύστηµα A · x(k+1) = x(k), όπου µε

x(k) συµβολίζουµε το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού k-ϕορές του πίνακα

A µε ένα διάνυσµα x, δηλαδή, x(k) = Akx. Πιο συγκεκριµένα, για ένα αρχικό

διάνυσµα x(0, ϑα πάρουµε x(1) = A−1x(0). Αρα, Ax(1) = x(0). Εποµένως, η

λύση του συστήµατος αυτού καθορίζει την τιµή του x(1). Με αυτή τη διαδικασία,

για το διάνυσµα x(k+1) ϑα ισχύει :

x(k+1) = A−1x(k) ⇒ Ax(k+1) = x(k) (2.44)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

΄Εστω ο πίνακας A =





1 0 1
−1 2 2
1 0 3



 του προηγούµενου παραδείγµατος και ένα αρ-

χικό διάνυσµα x(0) = (1, 2, 1)
⊤

, τότε ϑα πρέπει να λύσουµε το σύστηµα Ax(1) =

x(0) µε τη µέθοδο του Gauss. Εύκολα υπολογίζουµε ότι : x(1) =
(

1, 3
2 , 0
)⊤

. Συνε-

χίζουµε λύνοντας το σύστηµα Ax(2) = x(1) µε x(2) =
(

3
2 , 2,

−1
2

)

κ.ο.κ. Τελικά,

µπορούµε να σχηµατίσουµε το λόγο r6 = x(7)

x(6) ≈ 1.70707, οπότε απολύτως µικρό-

τερη ιδιοτιµή του A ϑα είναι λ3 = 1/1.7070707 = 0.5858.

2.7.4 Μέθοδος της µετάθεσης

Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται συµπληρωµατικά των δυο προηγούµενων µε-

ϑόδων των δυνάµεων, η εφαρµογή των οποίων µας οδήγησε στην εύρεση της

απολύτως µικρότερης και µεγαλύτερης ιδιοτιµής. Με τη µέθοδο της µετάθεσης ,

ϑα υπολογίσουµε τις ενδιάµεσες ιδιοτιµές.

Η εφαρµογή της µεθόδου ϐασίζεται στην ιδιότητα των πινάκων που περιγρά-

ϕεται από το παρακάτω ϑεώρηµα:

ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν οι N τιµές λi µε (i = 1, . . . , N) είναι ιδιοτιµές ενός N ×N
πίνακα A, τότε δοθέντος ενός µιγαδικού αριθµού µ ο πίνακας A − µI (I: ο

µοναδιαίος πίνακας) ϑα έχει ως ιδιοτιµές τις (λi − µ) για (i = 1, . . .N).

Εποµένως, ας ϑεωρήσουµε στο διάστηµα (λN , λ1) ένα σηµείο µ τέτοιο, ώστε

για µια ιδιοτιµή λk να ισχύει 0 < |λk − µ| < ǫ και όλες οι άλλες ιδιοτιµές να

ικανοποιούν την ανισότητα |λi − µ| > ǫ. Τότε, λόγω του παραπάνω ϑεωρήµα-

τος, η |λk − µ| ϑα είναι η απολύτως µικρότερη ιδιοτιµή του A − µI, εποµένως,

µπορώ να την υπολογίσω χρησιµοποιώντας την αντίστροφη µέθοδο των δυνά-

µεων. Υπενθυµίζουµε ότι συνίσταται ο υπολογισµός των x(k+1) από τη λύση του

συστήµατος (A − µI)x(k+1) = x(k). Οπότε, τελικά, αν υπολογίσουµε το rk, η

ιδιοτιµή λi ϑα είναι :
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λi =
1

rk
+ µ (2.45)

Αναλόγως, µπορούµε να υπολογίσουµε την ιδιοτιµή λi, για την οποία η από-

σταση να είναι µέγιστη. Σ΄ αυτήν την περίπτωση, υπολογίζουµε µε τη µέθοδο

των δυνάµεων την τιµή rk = λj − µ, οπότε λj = rk + µ.

2.8 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Αν

A =





−0.002 4.000 4.000
−2.000 2.906 −5.387
3.000 −4.031 −3.112



 b =





7.998
−4.481
−4.413





να ϐρεθούν η det (A), ο A−1 αφού πρώτα λυθεί το σύστηµα A ·x = b. Στη

συνέχεια να υπολογισθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A.



3

ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ & ΠΡΟΒΛΕΨΗ

Υπάρχει µια ολόκληρη κατηγορία µαθηµατικών προβληµάτων αλλά και προβλη-

µάτων της καθηµερινής Ϲωής στα οποία απαιτείται από συγκεκριµένα δεδοµένα

µιας παρατήρησης να προβλέψουµε την εξέλιξη µιας διαδικασίας (ΠΡΟΒΛΕΨΗ)

ή να εκτιµήσουµε πια ήταν η κατάσταση ενός ϕαινοµένου στο ενδιάµεσο διά-

στηµα δύο µετρήσεων (ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ). Για παράδειγµα αν ένας µετεωρολογικός

σταθµός καταγράφει τη µεταβολή της ϑερµοκρασίας κάθε µια ώρα ϑα µπορού-

σαµε να υπολογίσουµε ποιά είναι η ϑερµοκρασία σε µια τυχαία χρονική στιγµή

(π.χ. στις 12:15) ή να προβλέψουµε ποιά ϑα είναι η ϑερµοκρασία στις 20:00 αν

έχουµε µετρήσεις µόνο ως τις 19:00.

Στα µαθηµατικά πολλές ϕορές απαιτείται ο υπολογισµός µιας συνάρτησης

(στην ουσία ενός κανόνα) που να ακολουθούν Ϲεύγη δοθέντων σηµείων. Αλλά

ακόµη και αν γνωρίζουµε τη µορφή µιας πολύπλοκης συνάρτησης προτιµούµε

να την αντικαταστήσουµε µε µια απλούστερη συνάρτηση την οποία στη συνέ-

χεια µπορούµε ευκολότερα να χρησιµοποιήσουµε στους υπολογισµούς µας π.χ.

για ολοκληρώσεις ή παραγωγίσεις κλπ. Φυσικά, ϑα πρέπει η νέα και απλή συ-

νάρτηση να αποτελεί κατά το δυνατόν σωστή αναπαράσταση της ακριβούς, και

γι΄ αυτό σε κάθε περίπτωση είναι σηµαντικό να γνωρίσουµε το σφάλµα αυτής

της αντικατάστασης. Η απλούστερη συνάρτηση είναι το πολυώνυµο και γι΄ αυτό

όλες οι µέθοδοι που ϑα αναπτυχθούν σε αυτό το Κεφάλαιο ϑα έχουν ως σκοπό

τον προσδιορισµό ενός πολυωνύµου το οποίο ϑα υπακουεί σε συγκεκριµένους

κανόνες που ϑα ορίσουµε.

ΜΕΘΟ∆ΟΙ

Οι µέθοδοι που ϑα αναπτύξουµε χαρακτηρίζονται από το είδος της αρχικής πλη-

ϱοφορίας που ϑα είναι διαθέσιµη. ΄Ετσι, συνοπτικά αναφέρουµε τις παρακάτω

µεθοδους που ϑα αναπτυχθούν στη συνέχεια διεξοδικά:

• ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ LAGRANGE: δοθείσης µιας n-άδας Ϲευγών σηµείων (xi, yi),
όπου τα ∆xi = xi+1 − xi δεν είναι κατ΄ ανάγκη ίσα, ϑα υπολογίσουµε ένα
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πολυώνυµο n − 1 ϐαθµού, που ϑα διέρχεται από αυτά τα n σηµεία. Το

πολυώνυµο αυτό ονοµάζεται συµπτωτικό πολυώνυµο.

• ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΓΙΑ ΙΣΑΠΕΧΟΝΤΑ xi: η προηγούµενη δια-

δικασία απλοποιείται σηµαντικά αν τα n σηµεία ισαπέχουν και τα συµπτω-

τικά πολυώνυµα υπολογίζονται µε στοιχειώδεις πράξεις.

• ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ: Στην ουσία εδώ υπολογίζουµε ένα πολυώ-

νυµο απο µια n-άδα τριάδων (xi, yi, y
′

i). Το πολυώνυµο αυτό είναι ϐαθµού

2n− 1.

• ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ TAYLOR: πρόκειται για το γνωστό πολυώνυµο Taylor µε το

οποίο αντικαθιστούµε µια συνάρτηση µε ένα πολυώνυµο ϐαθµού n, απαι-

τώντας το πολυώνυµο και η συνάρτηση, όπως επίσης και οι παράγωγοί του

µέχρι τάξης n να ταυτίζονται σε ένα δοθέν σηµείο.

• ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES: µια εξαιρετική µέθοδος συνδυασµού των πα-

ϱαπάνω µεθόδων. Στην ουσία, για µια n-άδα Ϲευγών (xi, yi) δηµιουργούµε

n− 1 τριτοβάθµια πολυώνυµα (κυβική spline), ένα για κάθε Ϲεύγος σηµεί-

ων (xi, yi)− (xi+1, yi+1) αντί ενός (n−1)-ϐάθµιο πολυώνυµο που διέρχεται

από τα n σηµεία.

3.1 ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ LAGRANGE

΄Οπως προαναφέραµε, το συµπτωτικό πολυώνυµο ορίζεται ως ένα πολυώνυµο

ϐαθµού n που διέρχεται από n+ 1 σηµεία.

΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο 3ου ϐαθµού

που διέρχεται από τα σηµεία :

x0 x1 x2 x3 x4

x 3.2 2.7 1.0 4.8 5.6

f(x) 22.0 17.8 14.2 38.3 51.7

f0 f1 f2 f3 f4

Πίνακας 3.1.

Προφανώς, πρέπει να επιλέξουµε τέσσερα από τα πέντε σηµεία που δίνονται,

έστω λοιπόν τα τέσσερα πρώτα. Αν το πολυώνυµο έχει τη µορφή ax3 +bx2+cx+
d = P (x), τότε δηµιουργούµε 4 εξισώσεις µε 4 αγνώστους, άγνωστοι προφανώς

είναι τα a, b, c και d. Λύνοντας το σύστηµα µε τις µεθόδους του προηγούµενου

κεφαλαίου ϐρίσκουµε : a = −0.5275, b = 6.4952, c = −16.117 και d = 24.3499.

∆ηλαδή, το συµπτωτικό πολυώνυµο είναι το :

P (x) = −0.5275x3 + 6.4952x2 − 16.117x+ 24.3499

οπότε, αν Ϲητηθεί, για παράδειγµα, η τιµή της f(3) ϐρίσκουµε ότι f(3) = 20.21.

Το πολυώνυµο Lagrange δίνει απ΄ ευθείας το συµπτωτικό πολυώνυµο, χω-

ϱίς τη λύση συστήµατος. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, ϑα είναι :



3.1 ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ LAGRANGE 51

P3(x) =
(x− x1)(x − x2)(x − x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
f0 +

(x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
f1

+
(x− x0)(x − x1)(x − x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
f2 +

(x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3 − x0)(x3 − x2)(x3 − x2)
f3

το οποίο εύκολα προγραµµατίζεται και επόµενως για κάθε τιµή xi ϑα ϐρίσκουµε

αµέσως την τιµή της f(xi).

3.1.1 Απόδειξη του τύπου Lagrange

Η απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση της επαγωγικής µεθόδου, δηλαδή:

Ι. Το πολυώνυµο 0 (µηδενικού) ϐαθµού είναι η σταθερή συνάρτηση: P0(x) =
a0 = f1 για όλα τα x, δηλαδή µια ευθεία παράλληλη στον άξονα Ox που

διέρχεται από το (x1, f1).
ΙΙ. Το πολυώνυµο 1ου ϐαθµού είναι : P1(x) = a0 +a1x, για το οποίο ισχύει :

P1(x1) = a0 + a1x1 = f1

P1(x2) = a0 + a1x2 = f2

οπότε λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε :

a0 =
x2f1 − x1f2
x2 − x1

και a1 =
f2 − f1
x2 − x1

Αρα:

P1(x) =
x2f1 − x1f2
x2 − x1

+
f2 − f1
x2 − x1

· x = f1
x− x2

x1 − x2
+ f2

x− x1

x2 − x1

= f1L1(x) + f2L2(x)

όπου

L1(x) =
x− x2

x1 − x2
και L2(x) =

x− x1

x2 − x1

Για τα Li(x), που ονοµάζονται συντελεστές Lagrange, ισχύει προφανώς

L1(x1) = 1 , L2(x1) = 0

L1(x2) = 0 , L2(x2) = 1

Στη γενική περίπτωση λόγω της παραπάνω ϑα είναι :

Lj(xk) = δjk =

{

0 για j 6= k
1 για j = k

όπου µε δjk συµβολίζουµε το δέλτα του Kronecker. Εποµένως ένα πολυώνυµο

ϐαθµού n ϑα ϐρεθεί από τη σχέση:

Pn(x) = f0L0(x) + f1L1(x) + ....+ fnLn(x) =

n
∑

i=0

fiLi(x) (3.1)

όπου

Lj(x) =
(x − x1)(x − x2)...(x − xj−1)(x− xj+1)...(x − xn)

(xj − x1)(xj − x2)...(xj − xj−1)(xj − xj+1)...(xj − xn)
(3.2)
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3.1.2 Σφάλµα του τύπου Lagrange

Το σφάλµα που γίνεται στον υπολογισµό µιας τιµής f(x) για κάποιο δοθέν x
µπορεί να εκτιµηθεί από τη σχέση:

E(x) = (x− x0)(x − x1)....(x − xn)
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(3.3)

όπου n ο ϐαθµός του συµπτωτικού πολυωνύµου και το ξ είναι κατάλληλο σηµείο

µεταξύ των x0, ..., xn.

Απόδειξη

∆ηµιουργώ µια νέα ϐοηθητική συνάρτηση

F (x) = f(x) − P (x) − C · π(x)

όπου Cείναι µια σταθερά και

π(x) = (x − x0)(x − x1)(x − x2)...(x− xn) (3.4)

Εποµένως, επειδή f(xi) = P (xi) η F (x) ϑα µηδενίζεται για κάθε τιµή του

x = xi. Αν επιλέξω την σταθερά C να είναι :

C =
f(t) − P (t)

π(t)

όπου t είναι µια τυχαία τιµή τότε ϑα είναι και F (t) = 0 άρα η F (x) έχει n+ 2
τουλάχιστον ϱίζες. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Rolle η F ′(x) έχει n + 1 ϱίζες

µεταξύ των ϱιζών της F (x), η F ′′(x) έχει n ϱίζες µεταξύ των ϱιζών της F ′(x) κοκ.

Συνεχίζοντας έτσι συµπεραίνουµε ότι η F (n+1)(x) έχει τουλάχιστον µία ϱίζα σε

ένα σηµείο x = ξ. Επειδή όµως η P (n+1)(x) = 0 ϑα έχουµε

F (n+1)(ξ) ≡ 0 = f (n+1)(ξ) − C · (n+ 1)!

`Αρα

C =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

και κατα συνέπεια :

f(t) − P (t) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
π(t)

Επειδή όµως το t ήταν ένα τυχαίο σηµείο διάφορο των x0, x1, ..., xn η παραπάνω

σχέση ϑα ισχύει για κάθε x. `Αρα τελικά

f(x) − P (x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
π(x) . (3.5)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να προσεγγισθεί η συνάρτηση y = cos(πx) µε ένα δευτεροβάθµιο συµπτωτικό

πολυώνυµο που παίρνει τις ίδιες τιµές µε την y για x0 = 0, x1 = 0.5, x2 = 1. Να

µελετηθεί το σφάλµα.
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

-1

0

1

P(x)=-2x+1

f(x)=cos( x)

f(x
), 

P(
x)

x

Σχήµα 3.1. Γραφική παράσταση της συνάρτησης y = cos(πx) και του συµπτωτικού

πολυωνύµου P (x) = −2x + 1.

ΛΥΣΗ

Ο πίνακας τιµών είναι :

xi 0 0.5 1

fi 1 0.0 -1

Οπότε οι συντελεστές Lagrange ϑα είναι :

L1 =
(x − x2)(x − x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
=

(x− 0.5)(x− 1)

(0 − 0.5)(0 − 1)
= 2x2 − 3x+ 1,

L2 =
(x− x1) (x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x − 0)(x− 1)

(0.5 − 0)(0.5 − 1)
= −4(x2 − x)

L3 =
(x − x1)(x − x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
=

(x− 0)(x− 0.5)

(1 − 0)(1 − 0.5)
= 2x2 − x (3.6)

εποµένως

P (x) = 1 · (2x2 − 3x+ 1) − 0.4 · (x2 − x) + (−1) · (2x2 − x) = −2x+ 1

Το πολυώνυµο τελικά δεν είναι δευτεροβάθµιο αλλά πρωτοβάθµιο, το Σχήµα 3.1

δείχνει τις δύο συναρτήσεις. Το σφάλµα ϑα είναι :

E(x) = x · (x− 0.5) · (x− 1)
π3 sin(πξ)

3!

και για x = 0.25 είναι : E(0.25) ≤ 0.24.
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3.2 ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΓΙΑ ΙΣΑΠΕΧΟΝΤΑ xi

΄Οταν οι τιµές των xi ισαπέχουν, τότε η εύρεση του συµπτωτικού πολυωνύµου

απλοποιείται, αν χρησιµοποιήσουµε κατάλληλα τους τελεστές διαφοράς και

τους πίνακες διαφορών.

Ορίζουµε ώς τελεστή διαφοράς προς τα εµπρός τον τελεστή ∆, µε την

εξής ιδιότητα ∆fi = fi+1 − fi. Αναλόγως µπορώ να ορίσω ως συντελεστή

διαφοράς προς τα πίσω τον τελεστή ∇fi = fi − fi−1

Μπορούν να οριστούν ως διαφορές 1ης τάξης τα

∆f0 = f1 − f0, ∆f1 = f2 − f1, ...

άρα

∆fi = fi+1 − fi (3.7)

Ως διαφορές 2ης τάξης τα

∆2f1 = ∆(∆f1) = ∆(f2−f1) = ∆f2−∆f1 = (f3−f2)−(f2−f1) = f3−2f2+f1

άρα

∆2fi = fi+2 − 2fi+1 + fi (3.8)

Ως διαφορές 3ης τάξης τα

∆3f1 = ∆2(∆2fi) = f4 − 3f3 + 3f2 − f1

∆3fi = fi+3 − 3fi+2 + 3fi+1 − fi (3.9)

και τέλος ώς διαφορές n-οστής τάξης

∆nfi = fi+n−nfi+n−1+
n(n− 1)

2!
fi+n−2−

n(n− 1)(n− 2)

3!
fi+n−3+... (3.10)

Με ϐάση τα παραπάνω, είναι έυκολο να δηµιουργήσουµε πίνακες διαφορών

για κάθε n-άδα σηµείων (xi, yi). Οι πίνακες διαφορών διευκολύνουν σηµαντικά

την εύρεση του συµπτωτικού πολυωνύµου. Για παράδειγµα, παραθέτουµε τον

πίνακα 3.2.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι το συµπτωτικό πολυώνυµο n ϐαθµού ϑα δίνεται

από τη σχέση:

Pn(xs) = f0 + s ·∆f0 +
s(s− 1)

2!
·∆2f0 +

s(s− 1)(s− 2)

3!
·∆3f0 + ...

= f0 +

(

s
1

)

·∆f0 +

(

s
2

)

·∆2f0 +

(

s
3

)

·∆3f0 + ...

=

n
∑

i=0

(

s
i

)

·∆if0 (3.11)

όπου xs = x0 + s · h. Προφανώς ισχύει ότι :
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x f(x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x) ∆4f(x) ∆5f(x)

0.0 0.000

0.203

0.2 0.203 0.017

0.220 0.024

0.4 0.423 0.041 0.020

0.261 0.044 0.032

0.6 0.684 0.085 0.052

0.246 0.096

0.8 1.030 0.181

0.527

1.0 1.557

Πίνακας 3.2.

s = 0 → Pn(x0) = f0

s = 1 → Pn(x1) = f0 +∆f0 = f1

s = 2 → Pn(x2) = f0 + 2∆f0 +∆2f0 = f2

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ Για s = 0 και s = 1 ο τύπος ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει και για

s = m, δηλαδή:

P (xm) =

n
∑

i=0

(

m
i

)

·∆if0

ϑα δείξουµε ότι ισχύει για s = m+ 1, δηλαδή

P (xm+1) = P (xm) +∆P (xm)

=

n
∑

i=0

(

m
i

)

·∆if0 +

n
∑

i=0

(

m
i

)

·∆i+1f0

= f0 +

n
∑

i=1

(

m
i

)

·∆if0 +

n
∑

i=1

(

m
i− 1

)

·∆if0 +∆n+1f0

= f0 +

n
∑

i=1

(

m+ 1
i

)

·∆if0 +∆n+if0

=

n+1
∑

i=0

(

m+ 1
i

)

·∆if0 (3.12)

οεδ

Στη παραπάνω απόδειξη χρησιµοποιήθηκε η σχέση
(

k + 1
n

)

=

(

k
n

)

+

(

k
n− 1

)

.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Γενικά το s µπορεί να πάρει και µή ακέραιες τιµές , δηλαδή

για µιά τυχαία τιµή x ϑα είναι :

s =
x− x0

h
. (3.13)

3.2.1 Τύποι για ισαπέχοντα xi

• Newton ­ Gregory προς τα µπρός (από το σηµείο x0 → xn )

Pn(x) = f0 +

(

s
1

)

·∆f0 +

(

s
2

)

·∆2f0 + ...+

(

s
n

)

·∆nf0 (3.14)

• Newton ­ Gregory προς τα πίσω (από το σηµείο x−n → x0)

Pn(x) = f0+

(

s
1

)

·∆f−1+

(

s+ 1
2

)

·∆2f−2+

(

s+ 2
3

)

·∆3f−3+...+

(

s+ n− 1
n

)

·∆nf−n

(3.15)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

∆ίνεται ο Πίνακας ∆ιαφορών 3.3, να υπολογισθούν τα συµπτωτικά πολυώνυµα

Newton­Gregory.

x F (x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x) ∆4f(x) ∆5f(x)

0.2 1.06894

0.11242

0.5 1.18136 0.01183

0.12425 0.00123

0.8 1.30561 0.01306 0.00015

0.13731 0.00138 0.000001

1.1 1.44292 0.01444 0.00014

0.15175 0.0152

1.4 1.59467 0.01596

0.16771

1.7 1.76238

Πίνακας 3.3.

Newton – Gregory προς τα εµπρός για τα σηµεία από x = 0.5 → x = 1.4,

δηλαδή x0 = 0.5

P3(x) = 1.18136 + 0.12425 · s+ 0.01306 ·
(

s
2

)

+ 0.00138 ·
(

s
3

)

= 1.18136 + 0.12425 · s+ 0.01306 · s · (s− 1)/2 + 0.00138 · s · (s− 1) · (s− 2)/6
= 0.9996 + 0.3354 · x+ 0.052 · x2 + 0.085 · x3
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Newton – Gregory προς τα πίσω για τα σηµεία από x = 1.1 → x = 0.2,

δηλαδή x0 = 1.1

P3(x) = 1.44292 + 0.13731 · s+ 0.01306 ·
(

s+ 1
2

)

+ 0.00123 ·
(

s+ 2
3

)

= 1.44292 + 0.13731 · s+ 0.01306 · s · (s+ 1)/2 + 0.00123 · s · (s+ 1) · (s+ 2)/6
= 0.99996 + 0.33374 · x+ 0.05433 · x2 + 0.007593 · x3

3.3 ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ (HERMITE)

Είναι δυνατόν ένα συµπτωτικό πολυώνυµο να ‘ µοιάζει ’ κάπως παραπάνω σε

µια δοθείσα συνάρτηση ή ένα σύνολο τιµών, εφόσον απαιτηθεί και οι παράγωγοι

του πολυωνύµου να παίρνουν τις ίδιες τιµές µε τη συνάρτηση ή το σύνολο τιµών

στα σηµεία επαφής.

Εποµένως, αν απαιτήσουµε το πολυώνυµο µε τη συνάρτηση ή το σύνολο

τιµών να παίρνουν τις ίδιες τιµές σε n σηµεία, όπως και οι παράγωγοί του

P (x) = y(x)

P ′(x) = y′(x)

για x0,x1, ..., xn καταλήγουµε σε 2n εξισώσεις, οι οποίες καθορίζουν ένα πολυώ-

νυµου το πολύ 2n − 1 ϐαθµού. Το πολυώνυµο αυτό δίνεται από τον τύπο του

Hermite.

P2n−1(x) =

n
∑

i=1

Ai(x)yi +

n
∑

i=1

Bi(x)y
′

i (3.16)

όπου

Ai(x) = [1 − 2(x− xi)L
′

i(xi)] · [Li(x)]
2

(3.17)

Bi(x) = (x− xi) · [Li(x)]
2

(3.18)

όπου Li(x) είναι οι συντελεστές Lagrange.

ΣΦΑΛΜΑ

Το σφάλµα προφανώς ϑα είναι ισοδύναµο µε αυτό ενός συµπτωτικού πολυωνύ-

µου ϐαθµού 2n− 1

y(x) − p(x) =
y(2n+1)(ξ)

(2n+ 1)!
[(x− x1)(x− x2)....(x − xn)]

2
(3.19)
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k xk yk y′

k

0 0 0 0

1 4 2 0

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να υπολογισθεί το εφαπτόµενο πολυώνυµο για τα εξής δεδοµένα

Οι συντελεστές Lagrange ϑα είναι :

L0(x) =
x− x1

x0 − x1
=
x− 4

0 − 4
= −x− 4

4

L1(x) =
x− x0

x1 − x0
=
x

4

L′

0(x) =
1

x0 − x1
= −1

4

L′

1(x) =
1

x1 − x0
=

1

4

Αρα:

A0(x) = [1 − 2 · L′

0(x− x0)] · L2
0 =

[

1 − 2 ·
(

−1

4

)

(x− 0)

]

·
(

x− 4

4

)2

A1(x) = [1 − 2 · L′

0(x− x1)] · L2
1 =

[

1 − 2 · 1

4
(x− 4)

]

·
(x

4

)2

=
(

3 − x

2

)

·
(x

4

)2

B0(x) = (x− 0) ·
(

x− 4

4

)2

= x

(

x− 4

4

)2

B1(x) = (x− 4) ·
(x

4

)2

Εποµένως το πολυώνυµο Hermite έχει τη µορφή:

P (x) = (6 − x)
x2

16
.

3.4 ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ TAYLOR

Μέχρι τώρα προσπαθούσαµε να υπολογίσουµε πολυώνυµα P (x) τα οποία ταυ-

τιζόταν σε ένα αριθµό σηµείων µε µια συνάρτηση f(x) (συµπτωτικό πολυώνυµο)

ή επιπλέον είχαν και ’ επαφή ’ δηλαδή ταυτιζόταν και η πρώτη παράγωγος της

συνάρτησης µε τις τιµές του πολυωνύµου στα κοινά σηµεία (εφαπτόµενο πο-

λυώνυµο). Το πολυώνυµο Taylor έχει την ιδιότητα να ταυτίζεται σέ ένα µόνο

σηµείο x0 µε τή δοθείσα συνάρτηση, αλλά, επιπλεόν, εάν είναι ϐαθµού n, τότε

και οι πρώτοι παράγωγοί τους µέχρι τάξης n ϑα ταυτίζονται σε αυτό το σηµείο,

δηλαδή:
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P (i)(x0) = f (i)(x0) για i = 0, 1, ..., n

Το πολυώνυµο Taylor µπορεί να γραφεί :

P (x) =

n
∑

i=0

f (i)(x)

i!
(x− x0)

i (3.20)

Το σφάλµα του ‘ µοιάζει ’ µε το σφάλµα του συµπτωτικού πολυωνύµου και

δίνεται (όπως είναι γνωστό από το διαφορικό λογισµό) από τη σχέση:

EN (x) =
xN+1f (N+1)(ξ)

(N + 1)!
(3.21)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να ϐρεθεί ένα πολυώνυµο που µαζί µε τις πρώτες n παραγώγους του παίρνει στο

x0 = 0 τις τιµές που παίρνουν οι αντίστοιχες ποσότητες της συνάρτησης ex.

ΛΥΣΗ

΄Ολες οι παράγωγοι της ex είναι προφανώς ex, οπότε

y0 = y
(1)
0 = y

(2)
0 = ... = y

(n)
0 = 1

και εποµένως :

p(x) =

n
∑

i=1

1

i!
xn = 1 + x+

x2

2
+ ...+

1

n!
xn

Το σφάλµα ϑα είναι:

E = xn+1 eξ

(n+ 1)!

Μπορούµε στη συνέχεια να επεκτείνουµε το ερώτηµα Ϲητώντας να υπολογίσουµε

πόσους όρους πρέπει να κρατήσουµε στο ανάπτυγµα Taylor ώστε να επιτύχουµε

ακρίβεια 6 σηµαντικών ψηφίων ή καλύτερα σφάλµα µικρότερο του 5×10−7 για

x ∈ [0, 1]. Οπότε, επειδή η µεγαλύτερη δυνατή τιµή του σφάλµατος είναι για

x = 1 ϑα έχουµε :

E = 0.00000005 ≤ e

n+ 1
οπότε η ανισότητα ϑα ικανοποιείται για n ≥ 10. ∆ηλαδή, ϑα πρέπει να χρησι-

µοποιήσω τουλάχιστον 10 όρους στο ανάπτυγµα για να επιτύχω τη Ϲητούµενη

ακρίβεια.

3.5 ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES

Πολλές ϕορές το συµπτωτικό πολυώνυµο δεν αποτελεί την πλέον ιδανική αναπα-

ϱάσταση της συνάρτησης που αντιπροσωπεύει ένα σύνολο σηµείων, ειδικότερα

όταν υπάρχουν τοπικές ‘ ασυνέχειες ’ στα δεδοµένα.
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X

Σχήµα 3.2. Γραφική παράσταση της συνάρτησης (3.22) και του συµπτωτικού πολυωνύ-

µου 4ου ϐαθµού (3.23).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Ας ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση :

f(x) =





0 −1 ≤ x ≤ −0.2
1 − 5|x| −0.2 < x < 0.2

0 0.2 ≤ x ≤ 1.0
(3.22)

Αν υποθέσουµε ότι ϐρίσκουµε στο διάστηµα (-1,1) το συµπτωτικό πολυώνυµα τέ-

ταρτου ϐαθµού

P (x) = 1 − 26x2 + 25x4 (3.23)

τότε εύκολα παρατηρούµε ότι δεν αποτελεί σωστή αναπαράσταση της συνάρτησης

(3.22). Το αυτό ϑα συνέβαινε αν είχαµε χρησιµοποιήσει και πολυώνυµα µεγαλυ-

τέρου ϐαθµού.

Γίνεται προφανής η ανάγκη αλγορίθµου που να παίρνει υπόψη του τις το-

πικές ‘ ασυνέχειες ’. Για να το επιτύχουµε αυτό, εµφυτεύουµε ένα κατάλληλο

πολυώνυµο σε κάθε Ϲεύγος σηµείων.

Στη συνέχεια, ϑα προσπαθήσουµε να εµφυτεύσουµε ένα πολυώνυµο 3ου

ϐαθµού για κάθε Ϲεύγος σηµείων (xi, yi) και (xi+1, yi+1), αυτό απαιτεί πλη-

ϱοφορία από 4 σήµεια, εποµένως για να το επιτύχουµε, απαιτείται, για παρά-

δειγµα, η κλίση και η καµπυλότητα των πολυωνύµων δεξιά και αριστερά του

σηµείου (xi, yi) να ταυτίζονται.

΄Εστω το τριτοβάθµιο πολυώνυµο που διέρχεται από τα σηµεία (xi, yi) και

(xi+1, yi+1)
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y(x) = ai · (x− xi)
3 + bi · (x− xi)

2 + ci · (x− xi) + di

Επειδή διέρχεται από τα δυο άκρα του διαστήµατος, ϑα είναι :

yi = ai · (xi − xi)
3 + bi · (xi − xi)

2 + ci · (xi − xi) + di = di

και

yi+1 = ai · (xi+1 − xi)
3 + bi · (xi+1 − xi)

2 + ci · (xi+1 − xi) + di

= aih
3
i + bih

2
i + cihi + di

όπου hi = xi+1 − xi.

Χρειαζόµαστε και την πρώτη και δεύτερη παράγωγο, για να συσχετίσουµε

τις κλίσεις και καµπυλότητες των πολυωνύµων, δηλαδή:

y′(x) = 3ai · (x − xi)
2 + 2bi · (x − xi) + ci

y′′(x) = 6ai · (x− xi) + 2bi

΄Εστω Si η δεύτερη παράγωγος στο xi και Si+1 στο xi+1. Τότε :

Si = 6ai · (xi − xi) + 2bi = 2bi
Si+1 = 6ai · (xi+1 − xi) + 2bi = 6aihi + 2bi

`Αρα

bi =
Si

2
, ai =

Si+1 − Si

6hi
(3.24)

οπότε

yi+1 =
Si+1 − Si

6hi
h3

i +
Si

2
h2

i + cihi + yi

εποµένως

ci =
yi+1 − yi

hi
− 2hiSi + hiSi+1

6
(3.25)

Αν απαιτήσουµε τώρα οι κλίσεις από δεξιά και αριστερά του σηµείου xi να

είναι ίσες, τότε επειδή

y′i = 3ai · (xi − xi)
2 + 2bi · (xi − xi) + ci = ci

y′i = 3ai−1 · (xi − xi−1)
2 + 2bi−1 · (xi − xi−1) + ci−1

= 3ai−1h
2
i−1 + 2bi−1hi−1 + ci−1

καταλήγουµε στη σχέση:

y′i =
yi+1 − yi

hi
− 2hiSi + hiSi+1

6

= 3

(

Si − Si−1

6hi−1

)

h2
i−1 + 2

Si−1

2
hi−1 +

yi − yi−1

hi−1
− 2hi−1Si−1 + hi−1Si

6

και απλοποιώντας ϐρίσκουµε



62 3 ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ & ΠΡΟΒΛΕΨΗ

hi−1Si−1 + 2 (hi−1 + hi)Si + hiSi+1 = 6

(

yi+1 − yi

hi
− yi − yi−1

hi−1

)

(3.26)

Αν έχουµε n+1 σηµεία, η παραπάνω σχέση µπορεί να εφαρµοσθεί στα n−1
εσωτερικά σηµεία του διαστήµατος (x0, xn). ΄Αρα, ϑα έχουµε ένα σύστηµα n− 1
εξίσωσεων για τους n+1 αγνώστους Si. Οπότε πρέπει να ορίσω δύο ‘αυθαίρετεσ’

συνθήκες για τα S0 και Sn στα άκρα του συστήµατος.

ΕΠΙΛΟΓΗ ΣΥΝΘΗΚΩΝ ΣΤΑ ΑΚΡΑ ΤΟΥ ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ

`Οπως προαναφέραµε υπάρχει µια ελευθερία στον υπολογισµό των συνθηκών

στα άκρα του διαστήµατος. Υπάρχουν όµως µερικές επιλογές που είναι αρκετά

αξιόπιστες και χρησιµοποιούνται ευρύτατα.

Ι. S0 = 0 και Sn = 0
Αυτή η επιλογή είναι ισοδύναµη µε την υπόθεση ότι στα άκρα του δια-

στήµατος η κυβική σπλινε που µελετάµε να είναι γραµµική (στη ϐιβλιογραφία

αναφέρεται ως ϕυσικη spline).

ΙΙ. S0 = S1 και Sn = Sn−1

Η επιλογή αυτή είναι ισοδύναµη µε την υπόθεση ότι στα άκρα έχουµε πα-

ϱαβολική προσέγγιση.

ΙΙΙ. Προβλέποντας την τιµή του S0από τα S1, S2 και του Sn από τα Sn−1,

Sn−2, δηλαδή υποθέτουµε οτι η κλίση της Si είναι ίδια µεταξύ των σηµείων x0

και x1

S1 − S0

h0
=
S2 − S1

h1
⇒ S0 =

(h0 + h1)S1 − h0S2

h1

και µεταξύ των σηµείων xn−1 και xn

Sn − Sn−1

hn−1
=
Sn−1 − Sn−2

hn−2
⇒ Sn =

(hn−2 + hn−1)Sn−1 − hn−1Sn−2

hn−2

IV. Εξαναγκασµός των κλίσεων στα άκρα να πάρουν συγκεκριµένες τιµές.

Εστω f ′(x0) = A και f ′(xn) = B

2h0S0 + h1S1 = 6

(

y1 − y0
h0

−A

)

hn−1Sn−1 + 2hnSn = 6

(

B − yn − yn−1

hn−1

)

Το σύστηµα των n+ 1 εξισώσεων γράφεται γενικά ως :
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



















.......
h0 2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

h2 2(h2 + h3) h3

....... .......
hn−2 2(hn−2 + hn−1) hn−1









































S0

S1

S2

:
Sn−2

Sn−1

Sn





















= 6



















....
y2−y1

h1
− y1−y0

h0
y3−y2

h2
− y2−y1

h1

....
yn−yn−1

hn−1
− yn−1−yn−2

hn−2

....



















= Y

∆ηλαδή, έχω ένα σύστηµα n− 1 εξισώσεων για τους n+ 1 αγνώστους Si. Αν

όµως αφαιρέσω τα S0 και Sn έχω ένα σύστηµα n−1εξισώσεων µε n−1αγνώστους

που λύνεται. Τα S0 και Sn υπολογίζονται από τις προηγούµενες συνθήκεσ:

επιλογη Ι: S0 = 0 και Sn = 0, δηµιουργούµε τον παρακάτω σύστηµα:













2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

h2 2(h2 + h3) h3

....
hn−2 2(hn−2 + hn−1)













·













S1

S2

S3

Sn−1













= Y

επιλογη ΙΙ : S0 = S1 και Sn = Sn−1, δηµιουργούµε τον παρακάτω πίνακα

συντελεστών :













3h0 + 2h1 h1

h1 2(h1 + h2) h2

h2 2(h2 + h3) h3

... ...
hn−2 2hn−2 + 3hn−1













·













S1

S2

S3

Sn−1













= Y

επιλογη ΙΙΙ : τα S0 και Sn υπολογίζονται µε γραµµική πρόβλεψη οπότε

δηµιουργούµε τον παρακάτω πίνακα συντελεστών :















(h0+h1)(h0+2h1)
h1

h2
1−h2

0

h1

h1 2(h1 + h2) h2

h2 2(h2 + h3) h3

.... ....
h2

n−2−h2
n−1

hn−2

(hn−1+hn−2)(hn−1+2hn−2)
hn−2















·













S1

S2

S3

Sn−1













= Y

τα S0 και Sn υπολογίζονται µετά τη λύση του συστήµατος.
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επιλογη IV : όπουf ′(x0) = A, f ′(xn) = B












2h0 h1

h0 2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

....
hn−2 2hn−1













·













S1

S2

S3

Sn−1













= Y

Μετά τη λύση του συστήµατος υπολογίζουµε τους συντελεστές ai, bi, ci και

di για τα τριτοβάθµια πολυώνυµα σε κάθε διάστηµα από τις σχέσεισ:

ai =
Si+1 − Si

6hi
(3.27)

bi =
Si

2
(3.28)

ci =
yi+1 − yi

hi
− 2hiSi + hiSi+1

6
(3.29)

di = yi (3.30)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

Η επιλογή I πλαταίνει την καµπύλη στα άκρα.

Η επιλογή III δηµιουργεί µεγάλη καµπυλότητα στα άκρα.

Η επιλογή IV είναι πιθανότατα καλύτερη, αν υπολογίσουµε σωστά τις κλίσεις

στα άκρα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να προσαρµοσθεί µια κυβική spline στα δεδοµένα (τα δεδοµένα προέρχονται από

x 0 1 2 3 4

y -8 -7 0 19 56

τη συνάρτηση y = x3 − 8.)

ΛΥΣΗ

Θα εξετάσουµε το πρόβληµα και για τις τέσσερεις συνθήκες για τα άκρα.

ΣΥΝΘΗΚΗ Ι: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα





4 1 0
1 4 1
0 1 4



 ·





S1

S2

S3



 =





36
72
108



⇒

S0 = 0
S1 = 6.4285
S2 = 10.2857
S3 = 24.4285
S4 = 0
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ΣΥΝΘΗΚΗ ΙΙ: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα





s 1 0
1 4 1
0 1 s



 ·





S1

S2

S3



 =





36
72
108



⇒
S1 = S0 = 4.8
S2 = 1.2
S3 = 19.2 = S4

ΣΥΝΘΗΚΗ ΙΙΙ: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα





6 0 0
1 4 1
0 0 6



 ·





S1

S2

S3



 =





36
72
108



⇒
S0 = 0 S1 = 6
S2 = 12 S3 = 18
S4 = 24

ΣΥΝΘΗΚΗ IV: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα













2 1 0 0 0
1 4 1 0 0
0 1 4 1 0
0 0 1 4 1
0 0 0 1 2













·













S0

S1

S2

S3

S4













=













6
36
72
108
66













S0 = 0
S1 = 6
S2 = 12
S3 = 18
S4 = 24

Παρατηρήστε ότι οι τιµές των Si ταυτίζονται µε αυτές της 2ης παραγώγου της

y = x3 − 8 οταν χρησιµοποιήθηκαν οι συνθήκες ΙΙΙ και IV.

3.6 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Προσεγγίστε τη συνάρτηση y(x) = sin π
2x µε ένα δευτεροβάθµιο πολυώνυµο

(συµπτωτικό), το οποίο παίρνει τις ίδιες τιµές µε τη συνάρτηση για x = 0,

x1 = 0.5 και x2 = 1. Να µελετηθεί το σφάλµα y(x) − p(x).
2. Προσεγγίστε τη συνάρτηση y(x) = log(x + 1) µε ένα δευτεροβάθµιο πο-

λυώνυµο (συµπτωτικό), το οποίο παίρνει τις τιµές µε τη συνάρτηση για

x = 0, x1 = 4, x2 = 9. Να µελετηθεί το σφάλµα y(x) − p(x).
3. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Lagrange ϐρείτε ένα συµπτωτικό πολυώνυµο

τρίτου ϐαθµού για τα παρακάτω Ϲεύγη xk, yk.

xk 0 1 4 6

yk 1 -1 1 -1

Μετά, υπολογίστε τις τιµές του πολυωνύµου για x = 2, 3, 5.

4. Ξρησιµοποιώντας τον τύπο του Lagrange ϐρείτε ένα συµπτωτικό πολυώνυµο

τετάρτου ϐαθµού για τα παρακάτω Ϲεύγη xk, yk.

Μετά, υπολογίστε τις τιµές του πολυωνύµου για x = 2 και x = 3.

5. Εφαρµόζοντας τον τύπο του Newton προσδιορίστε ένα συµπτωτικό πολυώ-

νυµο τετάρτου ϐαθµού, που παίρνει τις τιµές :
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xk 0 1 4 5 6

yk 0 16 48 88 0

xk 1 2 3 4 5

yk 1 -1 1 -1 1

6. Να ϐρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού, που να παίρνει

τις ίδιες τιµές µε την y(x) = x4 για x = 0, 1, 2.

7. Να ϐρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού, που να παίρνει

τις ίδιες τιµές µε τη συνάρτηση y(x) =
√
x για x = 0, 1, 4.

8. Να ϐρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο τετάρτου ϐαθµού, που να παίρνει τις

τιµές :

xk 2 4 6 8 10

yk 0 0 1 0 0

9. Να ϐρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο εβδόµου ϐαθµού, που να παίρνει τις

τιµές :

xk 0 1 2 3 4 5 6 7

yk 1 2 4 7 11 16 22 29

10. Από τον τύπο του Hermite ϐρείτε ένα εφαπτόµενο πολυώνυµο 3ου ϐαθµού

για τα δεδοµένα (Απάντηση p(x) = 2x2 − x3):

xk yk y′

k

0 0 0

1 1 1

11. Από τον τύπο του Hermite ϐρείτε ένα εφαπτόµενο πολυώνυµο µε δεδοµένα

(Απάντηση p(x) = x4 − 4x3 + 4x2):

xk yk y′

k

0 0 0

1 1 0

2 0 0
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12. Βρείτε ένα εφαπτόµενο πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού για τα δεδοµένα (Απάν-

τηση p(x) = x3 − x2 + 1):

xk yk y′

k

0 1 -2

1 1 4

13. Βρείτε δυο πολυώνυµα δευτέρου ϐαθµού, το ένα µε p1 (0) = p′1 (0) = 0 και

το άλλο µε p2 (4) = 2 και p′2 (4) = 0, που να περνούν και τα δυο από το

σηµείο (2, 1). ∆είξτε ότι p′1 (2) = p′2 (2). Τι σηµαίνει αυτό·

14. Βρείτε τα πολυώνυµα Taylor ϐαθµού n για τις συναρτήσεις sinx και cosx,

µε x0 = 0. Για ποιο ν το πολυώνυµο Taylor προσεγγίζει αυτές τις συναρτή-

σεις σωστά µέχρι και το τρίτο δεκαδικό ψηφίο, για x ∈ (0, π/2)·
15. Ενας µεταβλητός αστέρας παρουσιάζει τις εξής µεταβολές ϕαινοµένου µεγέ-

ϑους ως συνάρτηση του χρόνου

Χρονος

(sec)

0.0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 1.0

Φαινόµενο

µέγεθος

0.302 0.185 0.106 0.093 0.24 0.579 0.561 0.468 0.302

Ποιο είναι το ϕαινόµενο µέγεθος τη χρονική στιγµή t = 0.35 · Χρησιµο-

ποιείστε splines για να συµπληρώσετε τον πίνακα ώστε να γνωρίζουµε την

τιµή του ϕαινοµένου µεγέθους κάθε 0.05.

16. Ο παρακάτω πίνακας δίνει το µήκος του τόξου ενός λεπτού της µοίρας στο

γεωγραφικό παράλληλο (προσέξτε ότι στον ισηµερινό αντιστοιχεί στο ναυτικό

µίλι) και την σταθερά της ϐαρύτητας σε διάφορα γεωγραφικά πλάτη.

Γεωγραφικό Πλάτος Μήκος 1΄ της µοίρας

στον γεωγραφικό παράλληλο

Σταθερά

της ϐαρύτητας g

00 1855.4 m 9.7805 m/sec2

150 1792.0 m 9.7839 m/sec2

300 1608.2 m 9.7934 m/sec2

450 1314.2 m 9.8063 m/sec2

600 930.0 m 9.8192 m/sec2

750 481.7 m 9.8287 m/sec2

900 0.0 m 9.8322 m/sec2
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Να ϐρεθεί πόσο είναι το µήκος 1΄ της µοίρας στο γεωγραφικό πλάτος της

Θεσ/νίκης (400 37΄) και ποία είναι η τοπική τιµή της σταθεράς της ϐαρύτη-

τας g.
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

Η αριθµητική παραγώγιση είναι ιδιαίτερα χρήσιµη, καθώς πολλά ϕυσικά µεγέ-

ϑη αντιπροσωπεύουν τη χρονική ή χωρική µεταβολή κάποιας µετρήσιµης πο-

σότητας. Για παράδειγµα, σ΄ ένα πείραµα µπορεί να µετρήσουµε τη ϑέση ενός

κινούµενου αντικειµένου σε διάφορες χρονικές στιγµές. Για να υπολογίσουµε

και την ταχύτητα του αντικειµένου στις διάφορες χρονικές στιγµές, ϑα πρέπει να

ϐρούµε την παράγωγο των µετρήσεων της ϑέσης ως προς το χρόνο, µε κάποια

αριθµητική µέθοδο. ΄Αλλες εφαρµογές των µεθόδων που ϑα αναπτυχθούν στο

παρόν Κεφάλαιο περιλαµβάνουν την ανάπτυξη αλγορίθµων για τη λύση προ-

ϐληµάτων οριακών τιµών, την ανάπτυξη µεθόδων για την επίλυση διαφορικών

εξισώσεων κλπ.

Γενικά, η αριθµητική παράγωγος χρησιµοποιείται όταν δεν είναι γνωστή η

αναλυτική µορφή µιας συνάρτησης y = y (x) και γνωρίζουµε µόνο τις τιµές της

συνάρτησης σε συγκεκριµένα σηµεία.

4.1 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟΥ

ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ

Η πλέον προφανής διαδικασία για την αριθµητική παραγώγιση µιας σύνθετης

συνάρτησης y(x) είναι κατ΄ αρχάς ο υπολογισµός του συµπτωτικού πολυωνύµου

P (x) και στη συνέχεια η παραγώγισή του. Για παράδειγµα, αν χρησιµοποιή-

σουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο Newton προς τα εµπρός, σε κάποιο σηµείο

x = x0 + sh δηλαδή

y(x) → P (x) = y0 + s∆y0 +
s(s− 1)

2!
∆2y0 +

s(s− 1)(s− 2)

3!
∆3y0 + · · · (4.1)

και στη συνέχεια το παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε :

dy(x)

dx
=

dP (x)

dx
=

1

s

dP (s)

ds
=

1

h

[

∆y0 +
2s− 1

2!
∆2y0 +

3s2 − 6s+ 2

3!
∆3y0 + · · ·

]

(4.2)



70 4 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

Εποµένως, αν ϑελήσουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο στη ϑέση x0 αρκεί να

ϑέσουµε στην παραπάνω σχέση s = 0, για τη ϑέση x1 αρκεί να ϑέσουµε στην

παραπάνω σχέση s = 1 κ.ο.κ., άρα:

y′0 =
1

h

[

∆y0 −
1

2
∆2y0 +

1

3
∆3y0 + · · ·

]

(4.3)

και ανάλογα µε τον αριθµό των όρων που ϑέλουµε να διατηρήσουµε, µπορούµε

να δηµιουργήσουµε τις παρακάτω σχέσεις :

y′0 =
y1 − y0
h

+O(h) (4.4)

y′0 = −3y0 − 4y1 + y2
2h

+O(h2) (4.5)

y′0 = −11y0 − 18y1 + 9y2 − 2y3
6h

+O(h3) (4.6)

...

Με ανάλογο τρόπο ϑα υπολογισθεί και η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης

y(x) στη ϑέση x0. Είναι :

d2P (x)

dx2
=

1

h2

d2P (s)

ds2
=

1

h2

[

∆2y0 + (s− 1)∆3y0 + · · ·
]

(4.7)

οπότε

y′′0 =
y0 − 2y1 + y2

h2
+O(h) (4.8)

και

y′′0 =
2y0 − 5y1 + 4y2 − y3

h2
+O(h2) (4.9)

κ.ο.κ.

Το σφάλµα υπολογίζεται εύκολα από τον τύπο του σφάλµατος του συµπτω-

τικού πολυωνύµου. ∆ηλαδή, γνωρίζουµε από την σχέση (3.3) ότι το σφάλµα του

συµπτωτικού πολυωνύµου n ϐαθµού (που προκύπτει από n+ 1 σηµεία) είναι :

E(x) = (x− x0)(x− x1)(x − x2)...(x − xn)
yn+1(ξ)

(n+ 1)!
(4.10)

οπότε το σφάλµα της παραγώγου του συµπτωτικού πολυωνύµου για τη ϑέση

π.χ. x = x0 ϑα ϐρεθεί παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση, δηλαδή :

E′(x0) = (x0 − x1)(x0 − x2)...(x0 − xn)
yn+1(ξ)

(n+ 1)!

(4.11)

οπότε αν υποθέσουµε ισαπέχοντα σηµεία h = xi+1−xi, καταλήγουµε στη σχέση

E′(x0) = −h(−2h)...(−nh)y
n+1(ξ)

(n+ 1)!
= (−1)nhn y

n+1(ξ)

n+ 1
. (4.12)
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Εποµένως το σφάλµα στη σχέση (4.4) ϑα είναι O(h), στην (4.5) ϑα είναι O(h2)
και στην (4.6) O(h3). Ανάλογα, το σφάλµα στη δεύτερη παράγωγο ϑα είναι

O(h(n−1)) (ϐλ. άσκηση 4.1). Εποµένως, στη σχέση (4.8) ϑα είναι O(h)και στη

σχέση (4.9), O(h2).
Αντίστοιχες σχέσεις µπορώ να δηµιουργήσω και µε τη χρήση του πολυωνύ-

µου Newton προς τα πίσω, οπότε υπολογίζω την παράγωγο µιας συνάρτησης

στο τέλος του διαστήµατος.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Υπολογίστε τη δεύτερη παράγωγο µιας συνάρτησης στη ϑέση x = x1 χρησιµο-

ποιώντας τις τιµές y0, y1, y2 και y3.

Θα χρησιµοποιήσουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο Lagrange υποθέτοντας όµως

ότι τα σηµεία x0, x1, x2,... είναι ισαπέχοντα. Το πολυώνυµο Lagrange είναι :

P (x) =
(x− x1) (x− x2) (x− x3)

(x0 − x1) (x0 − x2) (x0 − x3)
y0 +

(x− x0) (x− x2) (x− x3)

(x1 − x0) (x1 − x2) (x1 − x3)
y1

+
(x− x0) (x− x1) (x− x3)

(x2 − x0) (x2 − x1) (x2 − x3)
y2 +

(x− x0) (x− x1) (x− x2)

(x3 − x0) (x3 − x1) (x3 − x2)
y3(4.13)

οπότε παραγωγίζοντας δυο ϕορές και αντικαθιστώντας καταλήγω:

P ′′ (x) =
2y0
−6h3

[(x− x1) + (x− x2) + (x− x3)]

+
2y1
2h3

[(x− x0) + (x− x2) + (x− x3)]

+
2y2
−2h3

[(x− x0) + (x− x1) + (x− x3)]

+
2y0
6h3

[(x− x0) + (x− x1) + (x− x2)] (4.14)

και ϑέτοντας x = x1 καταλήγουµε εύκολα στη σχέση :

P ′′(x) =
y0 − 2y1 + y2

h2
(4.15)

Ο όρος y3, αν και είχε χρησιµοποιηθεί, απουσιάζει από την τελική σχέση, παρ΄

όλα αυτά η ακρίβεια της µεθόδου είναι O(h2), όπως προβλέπεται από τη χρήση

συµπτωτικού πολυωνύµου για τέσσερα σηµεία. Στη συνέχεια, ϑα δούµε ότι η παρα-

πάνω σχέση µπορεί να δηµιουργηθεί και µε τη χρήση της τεχνικής των κεντρικών

διαφορών.

ΑΚΡΙΒΕΙΑ

Θα πρέπει να επισηµανθεί ότι γενικά το συµπτωτικό πολυώνυµο µπορεί να

προσεγγίζει µε ικανοποιητική ακρίβεια µια συνάρτηση και να συµπίπτει µε
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αυτήν σε ορισµένα σηµεία, δεν συµβαίνει όµως συνήθως το ίδιο και µε την

παράγωγό του. Οπως ϕαίνεται από το Σχήµα 4.1 είναι προφανές το σφάλµα

στον υπολογισµό της y′ (x) µε τη χρήση του P ′ (x) .

Σχήµα 4.1. Γραφική απεικόνιση µιας συνάρτησης f(x) και του συµπτωτικού της πο-

λυωνύµου p(x). Στην τιµή x = 4 συµπίπτουν αλλά οι παράγωγοι τους παρουσιάζουν

σηµαντίκη απόκλιση.

4.2 ΤΥΠΟΙ ΚΕΝΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΩΝ

Μια κατηγορία σχέσεων για τον υπολογισµό αριθµητικών παραγώγων είναι αυτή

των κεντρικών διαφορών. Εδώ, η παράγωγος οποιασδήποτε τάξης στο σηµείο

x0 υπολογίζεται από την τιµή της συνάρτησης σ΄ αυτό το σηµείο και σε Ϲεύγη

σηµείων εκατέρωθεν του x0 συµµετρικά. Τέτοιες σχέσεις είναι οι παρακάτω:

y(x0)
′ = y′0 =

y1 − y−1

2h
+O(h2) (4.16)

y(x0)
′ = y′0 =

−y2 + 8y1 − 8y−1 + y−2

12h
+O(h4) (4.17)

y(x0)
′′ = y′0 =

y1 − 2y0 + y−1

h2
+O(h2) (4.18)

y(x0)
′′ = y′′0 =

−y2 + 16y1 − 30y0 + 16y−1 − y−2

12h2
+O(h4) (4.19)

y(x0)
′′′ = y′′′0 =

y2 − 2y1 + 2y−1 − y−2

2h3
+O(h2) (4.20)
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y(x0)
(4) = y

(4)
0 =

y2 − 4y1 + 6y0 − 4y−1 + y−2

h4
+O(h2) (4.21)

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε τον τρόπο δηµιουργίας µερικών από τις παραπάνω

σχέσεις. Ας ϑεωρήσουµε τα αναπτύγµατα Taylor δεξιά και αριστερά του σηµείου

x0, στις ϑέσεις x0 ± h και x0 ± 2h

y(x0 + h) ≡ y1 = y0 + hy′0 +
h2

2
y′′0 +

h3

6
y′′′0 +

h4

24
y
(4)
0 + ... (4.22)

y(x0 − h) ≡ y−1 = y0 − hy′0 +
h2

2
y′′0 − h3

6
y′′′0 +

h4

24
y
(4)
0 − ... (4.23)

y(x0 + 2h) ≡ y2 = y0 + 2hy′0 + 2h2y′′0 +
4

3
h3y′′′0 +

2

3
h4y

(4)
0 + ... (4.24)

y(x0 − 2h) ≡ y−2 = y0 − 2hy′0 + 2h2y′′0 − 4

3
h3y′′′0 +

2

3
h4y

(4)
0 − ... (4.25)

µπορώ µε κατάλληλους συνδυασµούς τους να δηµιουργήσω τις Ϲητούµενες σχέ-

σεις. Για παράδειγµα, αφαιρώντας την (4.23) από την (4.22) λαµβάνω τη σχέση

(4.16), ενώ προσθέτοντας έχω τη σχέση (4.18) την οποία είχαµε αποδείξει και

νωρίτερα µε τη χρήση του συµπτωτικού πολυωνύµου Lagrange, σχέση (4.15).

Ενεργώντας ανάλογα και πολλαπλασιάζοντας την (4.22) και την (4.23) µε 8

και κάνοντας χρήση των (4.24) και (4.25) δηµιουργώ µια σχέση της µορφής

y−2 − y2 + 8 (y1 − y−1) (4.26)

που εύκολα µας οδηγεί στη σχέση (4.17) η οποία έχει σφάλµα ∼ O(h4). Η

συγκεκριµένη επιλογή έγινε µε τέτοιο τρόπο ώστε πέραν των όρων µε άρτιες

δυνάµεις του h να απειλειφθούν και οι όροι που περιέχουν το h3, οπότε οι

µόνοι όροι που απέµειναν είναι αυτοί που δηµιουργούν τη Ϲητούµενη σχέση και

οι όροι σφάλµατος που στο συγκεκριµένο ανάπτυγµα είναι αυοί που περιέχουν

το h5. Με ανάλογο τρόπο δηµιουργούνται και οι υπόλοιπες σχέσεις.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Μια συνάρτηση f(x) παίρνει τις τιµές του Πίνακα 4.1 Να ϐρεθεί η f ′(1) (Οι τιµές

του πίνακα προέρχονται από τη συνάρτηση f(x) = ex).

x 0.90 1.00 1.11

f (x) 2.4596 2.7183 3.0344

Πίνακας 4.1.

Παρατηρούµε ότι τα τρία σηµεία δεν ισαπέχουν (h = x0 − x−1 = 0.1
h1 = x1 − x0 = 0.11), οπότε ϑα πρέπει να δηµιουργήσουµε µια νέα σχέση υπο-

λογισµού της παραγώγου µε ϐάση την προηγούµενη ϑεωρία. Θα µπορούσαν να
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χρησιµοποιηθούν δυο διαφορετικές µέθοδοι. Η προφανής επιλογή είναι να υπολο-

γίσουµε µε τον τύπο του Lagrange το δευτεροβάθµιο συµπτωτικό πολυώνυµο και,

στη συνέχεια, να το παραγωγίσουµε. Η άλλη επιλογή είναι να χρησιµοποιήσουµε

µια παραλλαγή της µεθόδου των κεντρικών διαφορών, όπως ϑα δείξουµε και στη

συνέχεια.

Είναι y(x0 +h) = y(1+0.11) και y(x0−h1) = y(1−0.1). Γενικά, ϑα ισχύει :

y1 = y (x0 + h) = y0 + hy′0 +
h2

2
y′′0 +

h3

6
y′′′0 + · · · (4.27)

y−1 = y (x0 − h1) = y0 − h1y
′

0 +
h2

1

2
y′′0 − h3

1

6
y′′′0 + · · · (4.28)

οπότε διαιρώντας κατ΄ αρχάς την πρώτη µε h2 και τη δεύτερη µε h2
1 και στη

συνέχεια αφαιρώντας τις δύο σχέσεις καταλήγω σε µια σχέση υπολογισµού της

πρώτης παραγώγου µε ακρίβεια O(h1h) ∼ O(h2)

y′0 =
1
h2 y1 − 1

h2 y−1

1
h1

+ 1
h

−
(

1

h
− 1

h1

)

y0 (4.29)

Θέτοντας τις κατάλληλες τιµές h1 = 0.11 και h = 0.1, ϐρίσκουµε, y′0 = 2.7233 (η

ακριβής τιµή είναι 2.7183).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να ϐρεθεί ο τύπος του σφάλµατος για τη δεύτερη παράγωγο του συµπτωτι-

κού πολυωνύµου.

2. Αποδείξτε τις σχέσεις (4.19), (4.20) και (4.21)

3. Με τη χρήση ΗΥ υπολογίστε την f ′(x0) και f ′′(x0), για f(x) = tan−1(x)
και x0 =

√
2. Ξρησιµοποιήστε τις σχέσεις (4.16) και (4.18) µε ϐήµα h = 0.1
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Ενας µεγάλος αριθµός προβληµάτων στη ϕυσική και τα µαθηµατικά απαιτεί

τον υπολογισµό ορισµένων ολοκληρωµάτων. `Οταν όµως το αόριστο ολοκλήρω-

µα δεν µπορεί να υπολογισθεί είτε όταν η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση δίνεται

σε διακριτή µορφή, η µόνη διέξοδος είναι ο προσεγγιστικός υπολογισµός της

τιµής του ορισµένου ολοκληρώµατος. Η αριθµητική ολοκλήρωση είναι εν΄ γέ-

νει ευσταθής διαδικασία και η σύγκλιση σε ένα ακριβές αποτέλεσµα δεν είνα

δύσκολη. Εν τούτοις, υπάρχουν πολλές ‘ παθολογικές ’ καταστάσεις αλλά και

δυνατότητες επίτευξης υψηλότατης ακρίβειας µε ελάχιστο αριθµό πράξεων αν

χρησιµοποιηθεί κατάλληλη διαδικασία.

5.1 ΤΥΠΟΙ NEWTON­COTES

Η τεχνική της αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι ανάλογη µ΄ αυτή της αριθµητικής

παραγώγισης. Κατ΄ αρχάς, είτε δίδεται µία συνάρτηση f(x) προς ολοκλήρωση

είτε δίνονται τα σηµεία (xi, yi) από τα οποία διέρχεται η συνάρτηση. Θα υπο-

λογίσουµε ένα κατάλληλο συµπτωτικό πολυώνυµο και στη συνέχεια αντί της

συνάρτησης ολοκληρώνουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο. ∆ηλαδή:

∫ b

a

y(x)dx →
∫ b

a

Pn(x)dx (5.1)

Το συµπτωτικό πολυώνυµο µπορεί να υπολογισθεί µε χρήση του τύπου του

Newton

Pn(xs) = f0 + s∆f0 +
s(s− 1)

2!
∆2f0 +

s(s− 1)(s− 2)

3!
∆3f0 + ... (5.2)

Υπενθυµίζουµε ότι xs = x0 + sh.

Οπότε ανάλογα µε τον αριθµό των όρων του πολυωνύµου που διατηρού-

µε λαµβάνουµε διάφορετικής ακρίβειας µεθόδους προσεγγιστικού υπολογισµού
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της τιµής των ορισµένων ολκληρωµάτων. Το σφάλµα στην αριθµητική ολοκλή-

ϱωση ϑα υπολογισθεί από την ολοκλήρωση του σφάλµατος του συµπτωτικού

πολυωνύµου, δηλαδή

E =

∫ b

a

En(xs)dx (5.3)

όπου

En(xs) =
s(s− 1)(s− 2)...(s− n)

(n+ 1)!
hn+1f (n+1)(ξ) (5.4)

για ξ ∈ [a, b].
Στη συνέχεια ϑα δηµιουργήσουµε τύπους αριθµητικής ολοκλήρωσης µε ϐά-

ση το ϐαθµό του συµπτωτικού πολυωνύµου.

• Συµπτωτικό πολυώνυµο 1ου ϐαθµού

Βρίσκουµε :

∫ x1

x0

f(x)dx →
∫ x1

x0

P1(xs)dx =

∫ x1

x0

(f0 + s∆f0) dx = h

∫ s=1

s=0

(f0 + s∆f0) dx

= hf0s

∣

∣

∣

∣

1
0 + h∆f0

s2

2

∣

∣

∣

∣

1

0

= h

(

f0 +
1

2
∆f0

)

=
h

2
(f0 + f1) (5.5)

Είναι προφανές ότι έχουµε αντικαταστήσει στο διάστηµα ολοκλήρωσης, από

x0 έως x1 τη συνάρτηση f(x) µε µια ευθεία που ενώνει τα σηµεία (x0, f(x0))
και (x1, f(x1)). Στη συνέχεια υπολογίζουµε το εµβαδό του τραπέζιου που

σχηµατίζεται.

ΣΦΑΛΜΑ

Το σφάλµα στον προσεγγιστικό υπολογισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος

λόγω της αντικατάστασης της συνάρτησης f(x) µε το συµπτωτικό πολυώνυµο

P (x) είναι :

f(x) − P (x) =
1

2
s(s− 1)h2f ′′(ξ) για x0 ≤ ξ ≤ x1 (5.6)

όποτε το σφάλµα στην προηγούµενη προσεγγιστική ολοκλήρωση υπολογίζε-

ται από την ολοκλήρωση του παραπάνω σφάλµατος, δηλαδή

E =

∫ x1

x0

1

2
s(s− 1)h2f ′′(ξ)dx =

h3

2

∫ s=1

s=0

s(s− 1)f ′′(ξ)ds

= h3f ′′(ξ1)

(

s3

6
− s2

4

)1

0

= − 1

12
h3f ′′(ξ1) (5.7)

όπου ξ1 ∈ [x0, x1].
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• Συµπτωτικό πολυώνυµο 2ου ϐαθµού

Ακολουθώντας την προηγούµενη διαδικασία ϐρίσκουµε ότι :

∫ x2

x0

f(x)dx →
∫ x2

x0

P2(xs)dx =

∫ x2

x0

(

f0 + s∆f0 +
1

2
s(s− 1)∆2f0

)

dx

= h

∫ s=2

s=0

(

f0 + s∆f0 +
1

2
s(s− 1)∆2f0

)

ds

= h

(

2f0 + 2∆f0 +
1

3
∆2f0

)

=
h

3
(f0 + 4f1 + f2) (5.8)

ΣΦΑΛΜΑ

Μια σηµαντική διαπίστωση είναι ότι αν ολοκληρώσουµε τον επόµενο όρο του

συµπτωτικού πολυωνύµου για τον υπολογισµό του σφάλµατος ϐρίσκουµε ότι

µηδενίζεται. ∆ηλαδή

1

6

∫ x2

x0

s(s− 1)(s− 2)∆3f0dx = 0 . (5.9)

Το αποτέλεσµα αυτό αποτελεί ‘ ευτυχή σύµπτωση ’ διότι µε αυτό τον τρόπο το

σφάλµα ϑα προέλθει από τον ανώτερης τάξης όρο του συµπτωτικού πολυω-

νύµου και εποµένως ϑα είναι µικρότερο απο ότι ϑα αναµέναµε. Εποµένως

ϑα ολοκληρώσουµε το µεθεπόµενο όρο και το σφάλµα στην αριθµητική ολο-

κλήρωση είναι :

E =
1

24

∫ x2

x0

s(s−1)(s−2)(s−3)h4f (4)(ξ)dx = ... = − 1

90
h5f (4)(ξ1) (5.10)

για x0 ≤ ξ1 ≤ x2.

• Προσέγγιση µε συµπτωτικό πολυώνυµο 3ου ϐαθµού

Με ϐάση τα προηγούµενα ϐρίσκουµε :

∫ x3

x0

f(x)dx→
∫ x3

x0

P3(xs)dx =
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3) . (5.11)

ΣΦΑΛΜΑ

Με ανάλογο τρόπο ϐρίσκουµε ότι :

E = − 3

80
h5f (4)(ξ1) για x0 ≤ ξ1 ≤ x3 (5.12)

∆ηλαδή, το σφάλµα είναι της αυτής τάξης, O(h5), µε την προηγούµενη µέθο-

δο όπου χρησιµοποιήσαµε συµπτωτικό πολυώνυµο 2ου ϐαθµού. Η ακρίβεια
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ϐελτιώνεται εάν διατηρήσουµε και τον επόµενο όρο στο συµπτωτικό πολυώ-

νυµο, δηλαδή ϑα παρατηρήσουµε σηµαντική ϐελτίωση στην ακρίβεια αν

χρησιµοποιήσουµε συµπτωτικό πολυώνυµο 4ου ϐαθµού, το οποίο έχει ίδιας

τάξης σφάλµα µε την ολοκλήρωση συµπτωτικού πολυωνύµου 5ου ϐαθµού,

δηλαδή O(h7).

Στη ϐιβλιογραφία, οι παραπάνω σχέσεις για την αριθµητική ολοκλήρωση, που

εξάγονται µε τη χήση του συµπτωτικού πολυωνύµου, είναι γνωστοί ως τύποι

Newton­Cotes.

∫ x1

x0

f(x)dx =
h

2
(f0 + f1) −

1

12
h3f (2)(ξ1)

∫ x2

x0

f(x)dx =
h

3
(f0 + 4f1 + f2) −

1

90
h5f (4)(ξ1)

∫ x3

x0

f(x)dx =
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3) −

3

80
h5f (4)(ξ1)

Πίνακας 5.1. Τύποι Newton­Cotes για αριθµητική ολοκλήρωση µε χρήση 1ης, 2ης και

3ης τάξης συµπτωτικού πολυώνυµου Newton.

5.1.1 Κανόνας τραπεζίου

Αν το διάστηµα ολοκλήρωσης (a, b) είναι µεγάλο, τότε ορίζουµε µια διαµέριση

{a = x0, ..., xn = b;n}, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.1. Στην ουσία παίρνουµε το

άθροισµα των εµβαδών των επιµέρους τραπεζίων. Αν τα σηµεία είναι ισαπέχοντα,

τότε µε ϐάση τα προηγούµενα:

∫ b

a

f(x)dx =

∫ xn

x0

f(x)dx =

n−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

P1(x)dx

=

∫ x1

x0

P1(x)dx +

∫ x2

x1

P1(x)dx + ...+

∫ xn

xn−1

P1(x)dx

=

n−1
∑

i=0

h

2
(fi + fi+1)

Οπότε καταλήγουµε στη σχέση:
∫ b

a

f(x)dx =
h

2
(f0 + 2f1 + ...+ 2fn + fn+1) (5.13)

Ο παραπάνω τύπος για τον αριθµητικό υπολογισµό της τιµής ορισµένων ολο-

κληρωµάτων ονοµάζεται κανόνας του τραπεζίου.
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f(x)

xn
xn+1x1x0

Σχήµα 5.1. Γραφική απεικόνιση της µέθοδου του τραπεζίου.

ΣΦΑΛΜΑ

Το συνολικό σφάλµα ϑα είναι το άθροισµα των σφαλµάτων σε κάθε ένα από τα

υποδιαστήµατα (xi, xi+1), δηλαδή

E = −h
3

12
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2) + ...+ f ′′(ξn)] (5.14)

αν όµως η f ′′(x) είναι ϕραγµένη και συνεχής στο διάστηµα [a = x0, b = xn] ,

τότε υπάρχει ένα κατάλληλο ξ τέτοιο, ώστε το άθροισµα στην παραπάνω σχέση

να γίνει nf ′′(ξ). Οπότε το συνολικό σφάλµα ϑα είναι :

E = −h
3

12
nf ′′(ξ) = −h

2

12
(b − a)f ′′(ξ) (5.15)

επειδή h = (b− a)/n.
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5.1.2 Κανόνας του Simpson

Αν το υπό ολοκλήρωση διάστηµα το χωρίσουµε σε τριάδες σηµείων, τότε για

κάθε τριάδα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (5.8) για την προσέγγιση

της συνάρτησης µε συµπτωτικό πολυώνυµο 2ου ϐαθµού. Εποµένως, απαιτείται

άρτιος αριθµός υποδιαιρέσεων του διαστήµατος (a, b). ∆ηλαδή

∫ b=xn

a=x0

f(x)dx =

n−2
∑

i=0

∫ xi+2

xi

P2(x)dx =

n−2
∑

i=0

h

3
(fi + 4fi+1 + fi+2)

=
h

3
(f1 + 4f2 + 2f3 + 4f4 + ...+ 2fn−2 + 4fn−1 + fn) .(5.16)

ΣΦΑΛΜΑ

Το συνολικό σφάλµα ϑα είναι προφανώς, το άθροισµα των επιµέρους σφαλµά-

των, σχέση (5.10). Εποµένως, το συνολικό σφάλµα ϑα είναι :

E = −h
5

90

n

2
f (4)(ξ) = −b− a

180
h4f (4)(ξ) για x0 ≤ ξ ≤ xn (5.17)

5.1.3 Κανόνας του Simpson (3/8)

Κατ΄ αναλογία µε την προηγούµενη µέθοδο, αν για κάθε τετράδα σηµείων δη-

µιουργήσω ένα συµπτωτικό πολυώνυµο τότε ϑα καταλήξω στον τύπο

∫ b=xn

a=x0

f (x) dx =
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + 2f3 + ...+ 2fn−3 + 3fn−2 + 3fn + fn+1)

(5.18)

που προφανώς ϑα ισχύει για αριθµό υποδιαιρέσεων που διαιρείται µε το 3.

ΣΦΑΛΜΑ

Το συνολικό σφάλµα ϑα είναι :

E = −b− a

80
h4f (4)(ξ1) για x0 ≤ ξ1 ≤ xn (5.19)

5.1.4 Η ϐελτίωση του Romberg

Αν µε τον κανόνα του τραπεζίου έχουµε υπολογίσει αριθµητικά µια τιµή προ-

σεγγιστική τιµή ενός ολοκληρώµατος, έστω I1, για ϐήµα h = xi+1 − xi και

στη συνέχεια υπολογίσουµε µια νέα προσεγγιστική τιµή I2 για ϐήµα kh, τότε

µπορούµε να κάνουµε µια πρόβλεψη για την ακριβή τιµή.

Για παράδειγµα, αν χρησιµοποιούµε τη µέθοδο τραπεζίου µε ϐήµα h ϑα

υπολογίσουµε µια τιµή για το ολοκλήρωµα έστω την I1, ενώ για ϐήµα kh µια

άλλη τιµή του ολοκληρώµατος έστω την I2, οπότε αν η ακριβής τιµή είναι η A
ϑα έχουµε ότι :
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∫ xn

x0

f(x)dx =
h

2
(f0 + 2f1 + 2f2 + ... + 2fn−1 + fn)

−
b − a

12
h2f (2)(ξ1)

∫ xn

x0

f(x)dx =
h

3
(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + .... + 2fn−2 + 4fn + fn+1)

−
b − a

180
h5f (4)(ξ1)

∫ xn

x0

f(x)dx =
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + 2f3 + 3f4 + 3f5 + .... + 3fn−2 + 3fn + fn+1)

−
b − a

80
h4f (4)(ξ1)

Πίνακας 5.2. Οι τύποι αριθµητικής ολοκλήρωσης και τα σφάλµατα τους.

• για ϐήµα h: Ακριβής Τιµή A = I1 + ch2

• για ϐήµα kh: Ακριβής Τιµή A = I2 + ck2h2

όπου c µια σταθερά. ∆ηλαδή, δηµιουργήσαµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε

δύο αγνώστους το A και το c, του οποίου η λύση είναι :

A =
k2I1 − I2
k2 − 1

και c =
I2 − I1

h2(1 − k2)
(5.20)

Εποµένως η ακριβής τιµή καθορίζεται από τις τιµές των I1, I2 και k. Αν για

παράδειγµα ϑέσουµε k = 1/2, τότε

A = I2 +
1

3
(I2 − I1) (5.21)

Γενικότερα, αν υποθέσουµε µέθοδο µε σφάλµα τάξης O(hn), ο παραπάνω τύπος

γενικεύεται ώς ακολούθως :

A = I2 +
I2 − I1
2n − 1

. (5.22)

Προφανώς η τιµή A δεν είναι η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος αλλά µια

ϐελτίωση ή πρόβλεψη της τιµής του τελικού αποτελέσµατος µε χρήση των δύο

αρχικών αποτελεσµάτων I1 και I2. Η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να

ϐελτιώσει αριθµητικά αποτελέσµατα που ϐρέθηκαν µε χρήση είτε της µεθόδου

του τραπεζίου είτε του Simpson. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι δεν απαιτούνται

στην πράξη δύο ολοκληρώσεις αλλά δύο διαφορετικές αθροίσεις των τιµών της

υπό ολοκλήρωση συνάρτησης. Αρκεί στην πρώτη άθροιση να πάρουµε όλες τις

n+1 τιµές της που απαιτεί πχ η µέθοδος του τραπεζίου, και συγχρόνως να αθροί-

Ϲουµε χωριστά και τις τιµές (n+ 1)/2 της συνάρτησης δηλαδή χρησιµοποιούµε
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κάθε δεύτερο xi. Με αυτό τον τρόπο δηµιουργούµε τις δύο προσεγγιστικές τιµές

του ολοκληρώµατος, τα I1 και I2, και στη συνέχεια κάνουµε χρήση της σχέσης

(5.22).

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η µέθοδος Romberg για τον κανόνα τραπεζίου µε k =
1/2 είναι ισοδύναµη της µεθόδου Simpson.

Ας δοκιµάσουµε κατάρχάς για 3 σηµεία. Πράγµατι, το ολοκλήρωµα I1 για

ϐήµα 2h και το ολοκλήρωµα I2 για ϐήµα h ϑα είναι :

I1 =
2h

2
(f0 + f2) = h (f0 + f2)

I2 =
h

2
(f0 + f1) +

h

2
(f1 + f2) =

h

2
(f0 + 2f1 + f2)

οπότε η «ακριβής τιµή»µέ ϐάση τα προηγούµενα, σχέση (5.21), ϑα είναι :

A =
2h(f0 + 2f1 + f2) − h(f0 + f2)

3
=
h

3
(f0 + 4f1 + f2)

που προφανώς αντιστοιχεί στη µεθόδο Simpson, εξίσωση (5.8). ∆ηλαδή, η ακρί-

ϐεια των αποτελεσµάτων µε τη χρήση της µεθόδου Romberg από O(h3) έχει γίνει

O(h5).
Προφανώς η παραπάνω διαδικασία µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για ϐελ-

τίωση των αποτελεσµάτων της µεθόδου Simpson οπότε η ακρίβεια των υπολογι-

σµών από O(h5) γίνεται O(h7).

5.1.5 Εφαρµογή των Splines στην Παραγώγιση και Ολοκλήρωση

συναρτήσεων

Η προσέγγιση µε splines αποτελεί µια εξαιρετική µέθοδο προσέγγισης µιας

συνάρτησης ή ένος συνόλου (xi, yi) διακριτών δεδοµένων µε 3ο-ϐάθµια πολυώ-

νυµα. Αν εποµένως για ένα σύνολο διακριτών δεδοµένων (xi, yi) έχουµε υπο-

λογίσει τους συντελεστές των 3ο-ϐαθµίων πολυωνύµων τότε οι splines µπορούν

να χρησιµοποιηθούν για τον αριθµητικό υπολογισµό παραγώγων και ολοκλη-

ϱωµάτων. Η κυβική spline που προσεγγίζει µια συνάρτηση σε ένα διάστηµα

xi ≤ x ≤ xi+1 γράφεται :

f(x) = ai(x− xi)
3 + bi(x− xi)

2 + ci(x− xi) + di (5.23)

και οι συντελεστές ai, bi, ci και di δίνονται από τις σχέσεις :

ai =
Si+1 − Si

6(xi+1 − xi)
, bi =

Si

2
, di = f(xi)

ci =
f(xi+1) − f(xi)

xi+1 − xi
− 2(xi+1 − xi)Si + (xi+1 − xi)Si+1

6
(5.24)
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Ετσι, η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος σε κάποιο τυχαίο σηµείο (x, y) υπο-

λογίζονται αυτόµατα από την παραγώγιση του 3ο-ϐάθµιου πολυωνύµου (5.23).

∆ηλαδή, από τις σχέσεις

f ′(x) = 3ai(x− xi)
2 + 2bi(x− xi) + ci (5.25)

f ′′(x) = 6ai(x− xi) (5.26)

Ενώ στα n+ 1 σηµεία (xi, yi) οι παράγωγοι δίνονται πολύ απλά ως

f ′(xi) = ci, και f ′′(xi) = 2bi (5.27)

Είναι προφανές ότι η κυβική spline δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα µόνο

για τον υπολογισµό παραγώγων πρώτης και δεύτερης τάξης. Ενώ για ανώτερης

τάξης παραγώγους απαιτούνται ανώτερης τάξης splines.

Η αριθµητική ολοκλήρωση µιας συνάρτησης f(x) ή µιας n-άδας σηµείων

(xi, yi) µπορεί να προσεγγιστεί µε αντικατάσταση της συνάρτησης µε το 3ο-

ϐάθµιο πολυώνυµο σε κάθε διάστηµα [xi, xi+1], δηλαδή:

∫ xn

x0

f(x)dx =

n−1
∑

i=0

[

ai

4
(x− xi)

4 +
bi
3

(x− xi)
3 +

ci
2

(x − xi)
2 + di(x− xi)

]xi+1

xi

=

n−1
∑

i=0

[

ai

4
(xi+1 − xi)

4 +
bi
3

(xi+1 − xi)
3 +

ci
2

(xi+1 − xi)
2 + di(xi+1 − xi)

]

.

Στην πράξη χρησηµοποιούµε ισαπέχοντα σηµεία οπότε αν h = xi+1 − xi, τότε

η ολοκλήρωση ανάγεται στον υπολογισµό των αθροισµάτων των συντελεστών της

κυβικής spline. ∆ηλαδή,

∫ xn

x0

f(x)dx =
h4

4

n−1
∑

i=0

ai +
h3

3

n−1
∑

i=0

bi +
h2

2

n−1
∑

i=0

ci + h

n−1
∑

i=0

di (5.28)

Εποµένως, αρκεί ο υπολογισµός των παραπάνω αθροισµάτων για να έχουµε µια

εξαιρετικά ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος.

ΚΡΙΤΙΚΗ

Προφανώς, η µέθοδος παρά την ακρίβειά της δεν είναι η ϐέλτιστη από άποψη

αριθµού πράξεων, και τούτο διότι ο υπολογισµός των συντελεστών των πολυω-

νύµων των splines είναι χρονοβόρα διαδικασία. Εάν όµως οι συντελεστές ai, bi,
ci και di έχουν ήδη υπολογισθεί για κάποιον άλλο υπολογισµό, τότε η µέθοδος

συνιστάται ανεπιφύλακτα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x) = sin(πx) στο διάστηµα

0 ≤ x ≤ 1 µε χρήση splines που εφαρµόζεται στα x = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0.
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i x Si ai bi ci di

1 0 0 -4.8960 0 3.1340 0

2 0.25 -7.344 -2.0288 -3.6720 2.2164 0.7071

3 0.5 -10.3872 2.0288 -3.1936 0 1.0

4 0.75 -7.344 4.8960 -3.6720 -2.2164 0.7071

Χρησιµοποιώντας τη συνθήκη στα άκρα S1 = 0 και S5 = 0 ϐρίσκουµε τους

εξής συντελεστές :

Οπότε το ολοκλήρωµα γίνεται :

1
∫

0

sin(πx)dx =
6.2514

4
(0) +

(0.25)
3

3
(−12.5376) +

(0.25)
2

2
(3.1340) + 0.25 (2.4142)

= 0.6362

Η ακριβής τιµή είναι 0.6366 οπότε το σφάλµα ϑα είναι ε ≈ 0.0004 ενώ µε τη

µέθοδο Simpson για τον ίδιο αριθµό σηµείων το σφάλµα είναι ∼ 0.0015, δηλαδή

4 ϕορές µεγαλύτερο.

5.2 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

Γνωρίζουµε από τον Ολοκληρωτικό Λογισµό ότι για µια συνάρτηση f(x) υπάρχει

µια κατάλληλη τιµή ξ στο διάστηµα ολοκλήρωσης (a, b) ούτως ώστε να ισχύει

(ϑεώρηµα µέσης τιµής):

∫ b

a

f (x) dx = (b− a) f (ξ) (5.29)

Αν το γενικεύσουµε, ϑα µπορούσαµε να προσεγγίσουµε ένα διάστηµα µε ένα

γραµµικό συνδυασµό τιµών της f (x) εντός του διαστήµατος (a, b). Επίσης, ϑα

µπορούσαµε να συνδυάσουµε ακόµη και παραγώγους της f (x) σ’ αυτό το διά-

στηµα. Στην πιο απλή περίπτωση, προσεγγίζουµε το ολοκλήρωµα µε δυο µόνο

τιµές της συνάρτησης, την f(a) και την f(b). Οπότε γράφουµε :

I =

∫ b

a

f(x)dx ≡ c0f(a) + c1f(b) (5.30)

Οι τιµές των c0, c1 εξαρτώνται από την f(x) αλλά και από τις τιµές των a και b.
Για να είναι αληθής η παραπάνω σχεση, ϑα πρέπει η f(x) να είναι είτε

σταθερή συνάρτηση είτε γραµµική ως προς x. Οπότε, αν αντικαταστήσουµε

µια ϕορά για f(x) = 1 και στη συνέχεια για f(x) = x, τα ολοκληρώµατα

υπολογίζονται ακριβώς και εποµένως ϑα δηµιουργήσουµε δύο εξισώσεις για

τους δύο αγνώστους c0 και c1. ∆ηλαδή:
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f(x) = x ⇒
∫ b

a

x · dx =
x2

2

∣

∣

∣

∣

b

a

=
1

2

(

b2 − a2
)

≡ c0 · a+ c1 · b (5.31)

f(x) = 1 ⇒
∫ b

a

1 · dx = x|ba = (b− a) ≡ c0 · 1 + c1 · 1 (5.32)

Οπότε, εύκολα ϐρίσκουµε ότι :

c0 =
b− a

2
και c1 =

b− a

2
(5.33)

Αρα
∫ b

a

f(x)dx ≡ b− a

2
[f(a) + f(b)] (5.34)

Ουσιαστικά, έχουµε δηµιουργήσει ξανά τον «κανόνα του τραπεζίου», που δίνει

ακριβή αποτελέσµατα για συναρτήσεις που παριστάνουν ευθείες.

Αν συνεχίσουµε δηµιουργώντας µία σχέση µε τρεις όρους παρόµοια µε την

(5.30), δηλαδή,

∫ b

a

f(x)dx ≡ c0f(a) + c1f

(

a+ b

2

)

+ c2f(b) (5.35)

τότε η παραπάνω σχέση µπορεί να είνα ακριβής µόνο αν η f(x) ήταν πολυώνυµο

το πολύ 2ου ϐαθµού. Οπότε, ϑέτω f(x) = 1, f(x) = x και f(x) = x2 και

ολοκληρώνοντας για την κάθε µια συνάρτηση δηµιουργώ ένα σύστηµα τριών

εξισώσεων για τους τρείς αγνώστους c0, c1 και c2, από τη λύση του οποίου

καταλήγω στην εξίσωση:

∫ b

a

f(x)dx =
b− a

6

[

f(a) + 4f

(

a+ b

2

)

+ f(b)

]

(5.36)

που στην ουσία είναι ο κανόνας του Simpson για τρία σηµεία.

Θα µπορούσαµε εύκολα να επεκτείνουµε την παραπάνω διακασία, προσθέ-

τοντας και τις πρώτες παραγώγους της συνάρτησης σε κάποια σηµεία του δια-

στήµατος ολοκλήρωσης, για παράδειγµα:

∫ b

a

f(x)dx = c0f(a) + c1f(b) + c2f
′(a) + c3f

′(b) (5.37)

οπότε ϑα πρέπει να καταλήξω σε ένα σύστηµα µε τέσσερις άγνωστες ποσότητες

που ϑα µας οδηγήσει στη σχέση:

∫ b

a

f (x) dx =
(b− a)

2
(f (a) + f (b)) +

(b − a)
2

12
(f ′ (a) − f ′ (b)) (5.38)

∆ηλαδή, ϑα υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα µόνο µε ϐάση τις τιµές της συνάρ-

τησης και της παραγώγου της στα άκρα του διαστήµατος [a, b]. Η σχέση αυτή

γενικεύεται στον τύπο των Euler­Maclaurin (πώς ;)
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∫ xn

x0

f (x) dx =
h

2
[f(x0) + 2f(x1) + ...+ 2f(xn−1) + f(xn)]

− h2

12
[f ′(xn) − f ′(x0)]

+
h4

720

[

f (3)(xn) − f (3)(x0)
]

− h6

30240

[

f (5)(xn) − f (5)(x0)
]

(5.39)

που είναι µια εξαιρετικά ακριβής µέθοδος και στην ουσία ϐελτιώνει το αποτέλε-

σµα µε µόνο 6 επιπλέον υπολογισµούς της 1ης, 3ης και 5ης παραγώγου της

συνάρτησης στα άκρα του διαστήµατος.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler­Maclaurin για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος

I =

∫ π/2

0

sin(x)dx

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (5.39) µόνο για δυο σηµεία (της αρχής και του

τέλους του διαστήµατος ολοκλήρωσης) ϐρίσκω :

∫ π/2

0

sin(x)dx =
π

4

(

sin 0 + sin
π

2

)

+
π2

22 · 12

(

cos 0 − cos
π

2

)

− π4

24 · 720

(

sin 0 − sin
π

2

)

+
π6

26 · 30240

(

cos 0 − cos
π

2

)

=
π

4
+
π2

48
+

π4

16 · 720
+

π6

26 · 30240
= 0.99996732

5.2.1 Μέθοδος του Filon

Είναι µια ιδιαίτερα χρήσιµη µέθοδος που ϐασίζεται στη τεχνική των προσδιορι-

στέων συντελεστών για ολοκληρώµατα της µορφής

∫ b

a

f(x) sin(x)dx και

∫ b

a

f(x) cos(x)dx

δηλαδή για ολοκληρώµατα µε περιοδικές συναρτήσεις. Για παράδειγµα ϑα τους

ϑα εξετάσουµε το παρακάτω ολοκλήρωµα:
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∫ 2π

0

f(x) sin(x)dx ≈ A1f(0) +A2f(π) +A3f(2π)

Η σχέση αυτή ϑα δίνει ακριβές αποτέλεσµα για f(x) = 1, f(x) = x και

f(x) = x2 οπότε δηµιουργούµε το παρακάτω σύστηµα για τους τρείς άγνω-

στους συντελεστές

f(x) = 1 ⇒ 0 = A1 +A2 +A3

f(x) = x ⇒ −2π = πA2 + 2πA3

f(x) = x2 ⇒ −4π2 = π2A2 + 4π2A3

µε λύση A1 = 1, A2 = 0 και A3 = −1. Αρα

∫ 2π

0

f(x) sin xdx ≈ f(0) − f(2π) .

ΓΕΝΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ

Ο γενικός τύπος για τη µέθοδο ολοκλήρωσης του Filon είναι :

∫ b

a

y(x) sin(kx)dx ≈ h [Ay(a) cos(ka) −Ay(b) cos(kb) +BSe +DSo] (5.40)

∫ b

a

y(x) cos(kx)dx ≈ h [Ay(a) cos(ka) −Ay(b) cos(kb) +BCe +DCo] (5.41)

A =
1

q
+

sin(2q)

2q2
− 2 sin2(q)

q3
(5.42)

B =
1

q2
+

cos2(q)

q2
− sin(2q)

q3
(5.43)

D =
4 sin(q)

q3
− 4 cos(q)

q2
(5.44)

Se = −y(a) sin(ka) − y(b) sin(kb) + 2

n
∑

i=0

y(a+ 2ih) sin(ka+ 2iq) (5.45)

So =
n
∑

i=1

y [a+ (2i− 1)h] sin [ka+ (2i− 1)q] (5.46)

Ce = −y(a) sin(ka) − y(b) sin(kb) + 2

n
∑

i=0

y(a+ 2ih) sin(ka+ 2iq) (5.47)

Co =
n
∑

i=1

y [a+ (2i− 1)h] sin [ka+ (2i− 1)q] (5.48)

όπου q = kh.
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Για το ολοκλήρωµα

I =

∫ 2π

0

e−x/2 cos(100x)dx (5.49)

του οποίου η ακριβής τιµή είναι 4.783810813 × 10−5, λαµβανουµε τα αποτελέ-

σµατα του Πίνακα 5.3. Παρατηρούµε ότι η µέθοδος του Filon δίνει ικανοποιητικό

αποτέλεσµα ακόµη και µε χρήση µόνο 4 σηµείων ενώ η µέθοδος του Simpson

απαιτεί τουλάχιστον 1000 σηµεία για να επιτύχει την ίδια ακρίβεια.

n Simpson Filon

4 1.91733833Ε+0 4.77229440Ε-5

8 -5.73192992Ε-2 4.72338540Ε-5

16 2.42801799Ε-2 4.72338540Ε-5

128 5.55127202Ε-4 4.78308678Ε-5

256 -1.30263888Ε-4 4.78404787Ε-5

1024 4.77161559Ε-5 4.78381120Ε-5

2048 4.78309107Ε-5 4.78381084Ε-5

Πίνακας 5.3. Σύγκριση των µεθόδων Simpson και Filon για το ολοκλήρωµα που δίνεται

απο τη σχέση 5.49.

5.3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS

Στην µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών επιλέγαµε συγκεκριµένα σηµεία

στο διάστηµα ολοκλήρωσης [a, b] και στη συνέχεια προσπαθούσαµε να υπολο-

γίσουµε µόνο τους συντελεστές της συνάρτησης f(x) σ’ αυτά τα σηµεία. Αν τώρα

επεκτείνουµε την τεχνική και Ϲητήσουµε και τον υπολογισµό όχι µόνο των συν-

τελεστών αλλά και συγκεκριµένων σηµείων a ≤ xi ≤ b εντός του διαστήµατος

ολοκλήρωσης τότε αναγόµαστε σε µια εξαιρετική µέθοδο αριθµητικής ολοκλή-

ϱωσης γνωστή ως η µέθοδος του Gauss.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσου µια απλή περίπτωση εφαρµογής της µεθόδου,

`Εστω ότι το διαστηµα ολοκλήρωσης είναι το [−1, 1] τότε υποθέτουµε ότι :

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ af(x1) + bf(x2) (5.50)

δηλαδή, έχουµε τέσσερις άγνωστες ποσότητες a, b, x1 και x2. Για να τις υπολο-

γίσουµε απαιτείται ένα σύστηµα 4 εξισώσεων, οπότε ϑα απαιτήσουµε η µέθοδός

µας να είναι ακριβής για πολυώνυµα έως και τρίτου ϐαθµού δηλαδή f(x) = 1,

f(x) = x, f(x) = x2 και f(x) = x3. Με αυτό τον τρόπο δηµιουργούµε, αντικα-

ϑιστώντας κάθε µία από αυτές τις συναρτήσεις στη σχέση (5.50), ένα σύστηµα

τεσσάρων εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους, δηλαδή:
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f (x) = 1 ⇒ 2 = a+ b
f (x) = x ⇒ 0 = ax1 + bx2

f (x) = x2 ⇒ 2
3 = ax2

1 + bx2
2

f (x) = x3 ⇒ 0 = ax3
1 + bx3

2















⇒
a = b = 1

x1 = −x2 = −
(

1
3

)1/2
= −0.5773

Εποµένως, η σχέση (5.50) γράφεται ώσ:

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ f (−0.5773) + f (0.5773)

∆ηλαδή αρκεί ο υπολογισµός οποιασδήποτε συνάρτησης f(x) σε δύο µόνο κα-

τάλληλα σηµεία τα x1 = −0.5773 και x2 = 0.5773 για ένα σχετικά ακριβή

αριθµητικό υπολογισµό της τιµής του ολοκληρώµατος.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Αν τα όρια ολοκλήρωσης δεν είναι [−1, 1], κάνουµε την αντικατάσταση

t =
1

2
(b− a)x +

1

2
(b+ a) και dt =

b− a

2
dx . (5.51)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να υπολογισθεί αριθµητικά η τιµή του ολοκληρώµατοσ:

I =

∫ π/2

0

sin(x)dx

Κατ’αρχάς, αλλάζουµε τη µεταβλητή και τα όρια ολοκλήρωσης

x =
1

2

(π

2
t+

π

2

)

=
π

4
(t+ 1) και dx =

π

4
dt

οπότε, για τα νέα όρια, το ολοκλήρωµα γράφεται :

I =
π

4

∫ 1

−1

sin
[π

4
(t+ 1)

]

dt =
π

4
[1.0 · sin (0.10566 · π) + 1.0 · sin (0.39434 · π)]

= 0.99847

Για σύγκριση αναφέρουµε ότι ο κανόνας τραπεζίου 2 σηµείων δίνει : 0.7854 και ο

κανόνας Simpson 3 σηµείων δίνει : 1.0023.

5.3.1 Μέθοδος Gauss­Legendre

Η µέθοδος Gauss µπορεί να γενικευθεί για αναπτύγµατα περισσοτέρων όρων.

∆ηλαδή, αν χρησιµοποιήσουµε για n σηµεία ϑα έχουµε µια σχέση της µορφής

:
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∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n
∑

i=1

Aif(xi) (5.52)

Με αυτό τον τρόπο ϑα πρέπει να λυθεί ένα σύστηµα 2n εξισώσεων για τον υπο-

λογισµό των 2n ποσοτήτων Ai και xi. Η µέθοδος µε ϐάση τα παραπάνω ϑα

είνα ακριβής για πολυώνυµα έως και ϐαθµού 2(n − 1), οπότε οι 2n εξισώσεις

αποδεικνύεται ότι µπορούν να γραφούν συνοπτικά ώς :

A1x
k
1 + ....+Anx

k
n =







0 για k = 1, 3, 5, ..., 2n− 1

2
k+1 για k = 2, 4, 6, ..., 2n− 2

(5.53)

Αποδεικνύεται ότι τα xi είναι ϱίζες των πολυωνύµων Legendre ϐαθµού n των

οποίων οι ϱίζες ϐρίσκονται πάντα εντός του διαστήµατος (−1, 1). Τα πολυώνυµα

Legendre δηµιουργούνται από την αναδροµική σχέση:

(n+ 1)Ln+1 (x) − (2n+ 1)xLn (x) + nLn−1 (x) = 0 (5.54)

όπου τα 3 πρώτα πολυώνυµα είναι :

L0 (x) = 1, L1 (x) = x και L2 (x) =
3

2
x2 − 1

2
(5.55)

Κατ΄ αναλογία τα Ai δίνονται από τις σχέσεισ:

Ai =
2
(

1 − x2
)

n2 [Ln−1 (xi)]
2 (5.56)

Για παράδειγµα αν n = 4 ϑα πρέπει να ϐρούµε τις ϱίζες του 4ο-ϐάθµιου

πολυωνύµου Legendre

P4 =
1

8

(

35x4 − 30x2 + 3
)

που είναι xi = ±
[

(15 ± 2
√

30)/35
]1/2

και στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τη

σχέση (5.56) υπολογίζω τα Ai. Οι ακριβείς τιµές τους δίνονται στον Πίνακα 5.4.

Εποµένως, αρκεί να υπολογισθούν µια ϕορά τα xi και Ai για διάφορους

αριθµούς σηµείων και στη συνέχεια χρησιµοποιούνται σε κάθε πρόβληµα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο Gauss για 4 σηµεία :

I =

∫ π/2

0

sin(x)dx =
π

4

∫ 1

−1

sin
[π

4
(t+ 1)

]

dt

=
π

4

[

0.34785 · sin
[π

4
· (1 + 861136)

]

+ 0.34785 · sin
[π

4
(1 − 0.861136)

]

+ 0.652145 · sin
[π

4
(1 + 0.33998)

]

+ 0.652145 · sin
[π

4
(1 − 0.33998)

]]

= 1.000000...

Αντίστοιχα, η µέθοδος Simpson µε 32 σηµεία σηµεία δίνει : 1.0000003 και για 64

σηµεία : 9.99999983.
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n xi Ai

2 ± 0.57735027 1.0000000

4 ± 0.86113631 0.34785485

± 0.33948104 0.62214515

8 ± 0.96028986 0.10122854

± 0.79666648 0.22381034

± 0.52553241 0.31370665

± 0.18343464 0.36268378

Πίνακας 5.4. Οι τιµές των xi και Ai της µεθόδου Gauss­Legendre για 2, 4 και 8 σηµεία.

5.3.2 Γενίκευση της µεθόδου Gauss

Αν ένα ολοκλήρωµα είναι της µορφής :

I =

∫ b

a

w(x)y(x)dx (5.57)

όπου w(x) είναι µια συνάρτηση ϐάρους, τότε µπορούµε να επεκτείνουµε τη

µέθοδο Gauss χρησιµοποιώντας όχι µόνο τα πολυώνυµα Legendre αλλά και

άλλου είδους ορθογώνια πολυώνυµα ανάλογα µε τη µορφή της υπο ολοκλήρωση

συνάρτησης. Εποµένως το παραπάνω ολοκλήρωµα ϑα γραφεί ως :

∫ b

a

w(x)y(x)dx =
n
∑

i=1

Aiy(xi) (5.58)

όπου τα xi και τα Ai µπορούν να ϐρεθούν σε µορφή πινάκων. 1 Αναλόγως µε

τη µορφή της συνάρτησης ϐάρους w(x) ϑα έχουµε τις παρακάτω επιλογές.

• Μέθοδος Gauss­Legendre για συνάρτηση ϐάρους w(x) = 1 που είναι η

µέθοδος της προηγούµενης ενότητας.

• Μέθοδος Gauss­Laguerre για ολοκληρώµατα της µορφής

∞
∫

0

e−xy (x) dx ≈
n
∑

i=1

Aiy (xi) (5.59)

προφανώς η συνάρτηση ϐάρους είναι w(x) = e−x και τα xi είναι ϱίζες των

πολυωνύµων Laguerre που δηµιουργούνται από την παρακάτω αναδροµική

σχέση:

Ln(x) = ex dn

dxn

(

e−xxn
)

(5.60)

ενώ οι συντελεστές Ai υπολογίζονται από τη σχέση:

1 Μια µεγάλη συλλογό καταλλήλων πινάκων για τις µεθόδους αυτού του κεφαλαίου

µπορεί να ϐρεθεί στο Abramowitz­Stegun.
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Ai =
(n!)2

xi [L′
n(xi)]

2 (5.61)

και συνήθως δίνονται σε πίνακες, (ϐλέπε Πίνακα 5.5).

n xi Ai

2 0.58578644 0.85355339

3.41421356 0.14644661

4 0.32254769 0.60315410

1.74576110 0.35741869

4.53662030 0.03888791

9.39507091 0.00053929

6 0.22284660 0.10122854

1.18893210 0.41700083

2.99273633 0.11337338

5.77514357 0.01039920

9.83746742 0.00026102

15.98287398 0.00000090

Πίνακας 5.5. Οι τιµές των xi και Ai της µεθόδου Gauss­Laguerre για 2, 4 και 6 σηµεία.

• Μέθοδος Gauss­Hermite για ολοκληρώµατα της µορφής

∫

∞

−∞

e−x2

y(x)dx ≈
n
∑

i=1

Aiy(xi) (5.62)

∆ηλαδή, η συνάρτηση ϐάρους είναι w(x) = e−x2

ενώ τα xi είναι οι ϱίζες των

πολυωνύµων Hermite. Τα πολυώνυµα Hermite µπορούν να δηµιουργηθούν

από τη σχέση

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn

(

e−x2
)

(5.63)

ενώ οι συντελεστές Ai υπολογίζονται από τη σχέση:

Ai =
2n+1n!

√
π

[H ′
n(xi)]

2 (5.64)

Τα xi, Ai δίνονται σε πίνακες, (ϐλέπε Πίνακα 5.6).

• Μέθοδος Gauss­Chebyshev για ολοκληρώµατα της µορφής

∫ 1

−1

y(x)√
1 − x2

dx ≈ π

n

n
∑

i=1

y(xi) (5.65)

δηλαδή η συνάρτηση ϐάρους είναι

w (x) =
1√

1 − x2
(5.66)
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n xi Ai

2 ± 0.70710678 0.88622693

4 ± 0.52464762 0.80491409

± 1.65068012 0.08131284

6 ± 0.43607741 0.72462960

± 1.33584907 0.15706732

± 2.35060497 0.00453001

Πίνακας 5.6. Οι τιµές των xi και Ai της µεθόδου Gauss­Hermite για 2, 4 και 6 σηµεία.

ενώ τα xi είναι ϱίζες των πολυωνύµων Chebyshev

Tn(x) = cos [n arccos(x)] (5.67)

που δίνονται από τις σχέσεις

xi = cos
[ π

2n
(2i− 1)

]

. (5.68)

Τέλος οι συντελεστές Ai δίνονται από µιά απλή έκφραση

Ai =
π

n
(5.69)

όπου n είναι ο ϐαθµός του πολυωνύµου που χρησιµοποιούµε.

5.4 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να αποδειχθεί ο τύπος του σφάλµατος για τη µέθοδο Simpson 3/8 (σχέση

5.12).

2. Με τη µέθοδο του τραπεζίου ολοκληρώστε τις συναρτήσεις
√
x, log(x), και

1/x µε ϐήµα h = 0.1 και h = 0.05 για το διάστηµα [1, 1.3]. Συγκρίνετε µε

τα ακριβή αποτελέσµατα και επίσης πόσο µεταβάλλεται η ακρίβεια µε τον

υποδιπλασιασµό του ϐήµατος.

3. Στο προηγούµενο πρόβληµα εφαρµόστε τη µέθοδο Romberg και εξετάστε

την ϐελτίωση των αποτελεσµάτων.

4. Επαναλάβετε, την άσκηση 1 για τη µέθοδο του Simpson και συγκρίνετε την

ακρίβειά της µε αυτή της µεθόδου του τραπεζίου.

5. Υπολογίστε την τιµή του ολοκληρώµατος
∫ π/2

0
sinxdx διαιρώντας το διάστη-

µα ολοκλήρωσης σε 6 υποδιαστήµατα, χρησιµοποιώντας τον κανόναα του

τραπεζίου και στη συνέχεια τον κανόνα του Simpson. Συγκρίνετε το αποτέ-

λεσµά σας µε το ακριβές και εξετάστε αν το σφάλµα είναι το αναµενόµενο.

6. Εφαρµόστε τη µέθοδο Romberg στο παραπάνω πρόβληµα.

7. Εαν ϑέλαµε να υπολογίσουµε την τιµή του ολοκληρώµατος
∫ 2.4

1.8 dx χρησιµο-

ποιώντας τον κανόνα του τραπεζίου, και απαιτούσαµε ακρίβεια 5 δεκαδικών

ψηφίων, πόσο µικρό έπρεπε να είναι το ϐήµα h ; Υπολογίστε το ϑεωρητικά

και στη συνέχεια εξετάστε αν συµφωνεί µε το αριθµητικό αποτέλεσµα.
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8. Επαναλάβετε το προηγούµενο πρόβληµα χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του

Simpson.

9. Υπολογίστε το ελλειπτικό ολοκλήρωµα
∫ π/2

0

√

1 − k sin2(x)dx για k = 0.5

και k = 0.25 µε ακρίβεια 4 δεκαδικά ψηφίων.

10. Υπολογίστε το µήκος της περιφέρειας της έλλειψης x2/16 + y2/25 = 1 µε

ακρίβεια 6 δεκαδικών ψηφίων.

11. Με τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών υπολογίστε τους συντελεστές

στον τύπο

∫ h

−h

y(x)dx = h [a−1y(−h) + a0y(0) + a1y(h)]

+ h2 [b−1y
′(−h) + b0y

′(0) + b1y
′(h)] (5.70)

έτσι ώστε να είνα ακριβής για όσο το δυνατόν µεγαλύτερου ϐαθµού πολυώ-

νυµο.

12. Με τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών δείξτε ότι ισχύει

∫ h

0

y(x)dx =
h

2
(y0 + y1) −

h3

24
(y′′0 + y′′1 ) (5.71)

για κάθε πολυώνυµο έως και 4ου ϐαθµού.

13. Υπολογίστε µε τη µέθοδο του Filon το ολοκλήρωµα
∫ 2π

0 e−x sin(10x)dx.

Συγκρίνετε την ακρίβεια της µεθόδου µε την ακρίβεια της µεθόδου του

Simpson στον ίδιο αριθµό σηµείων [Η αναλυτική επίλυση δίνει (1 −
e−2π)/101 ].

14. Εφαρµόστε τη µέθοδο Gauss­Legendre και κατόπιν τη µέθοδο Simpson­

Romberg για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος
∫ π/2

0
log(1+x)dx (η ακρι-

ϐής τιµή είναι 0.856589940). Τι παρατηρείτε ;
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Οι περισσότεροι νόµοι σε διάφορες επιστήµες γράφονται µε τη µορφή διαφο-

ϱικών εξισώσεων. Οι κανονικές διαφορικές εξισώσεις (∆Ε) αποτελούν σηµαντικό

κεφάλαιο των µαθηµατικών και υπάρχει πλειάδα µεθόδων για την αναλυτική

επίλυση τους. Εν τούτοις, στην πράξη, ένας µεγάλος αριθµός από χρήσιµες δια-

ϕορικές εξισώσεις δεν επιλύονται αναλυτικά και απαιτείται η αριθµητική τους

επίλυση. Τις περισσότερες ϕορές ακόµη και πολύ απλά ϕυσικά µοντέλα, που

χρησιµοποιούνται για την πρόβλεψη της εξέλιξης ενός ϕαινοµένου, δεν επιλύον-

ται αναλυτικά.

΄Ενα απλό παράδειγµα για τη σχέση διαφορικών εξισώσεων µε ϕυσικά ϕαινό-

µενα αποτελεί το µοντέλο ‘κυνηγού-ϑηράµατος ’. ΄Εστω ότι x (t) είναι ο αριθµός

των κυνηγών και y (t) ο αριθµός των ϑηραµάτων σε µια χρονική στιγµή. Τότε,

κάτω από κατάλληλες (και απλουστευτικές) συνθήκες, η εξέλιξη των των δύο

πληθυσµών ϑα δίνεται από το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων

dx

dt
= a (y + b)x

dy

dt
= c (x+ d) y

όπου τα a, b, c, d είναι σταθερές, που δίνονται από το µελετητή του συστήµατος.

Η αριθµητική επίλυση προβληµάτων αυτού του είδους ϑα αποτελέσει το αν-

τικείµενο αυτού του κεφαλαίου. Θα αναπτύξουµε µεθόδους για την αριθµητική

επίλυση διαφορικών εξισώσεων και ϑα αναφέρουµε τα πλεονεκτήµατα και τα

µειονεκτήµατα της κάθε µεθόδου. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε µέσω παραδειγ-

µάτων πως µε τη χρήση της Mathematica είναι δυνατή η αριθµητική αλλά και

αναλυτική επίλυση διαφορικών εξισώσεων.

6.1 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΝΟΣ ΒΗΜΑΤΟΣ

Οταν για τον υπολογισµό της τιµής µιας συνάρτησης που αποτελεί λύση µιας

διαφορικής εξίσωσης στη ϑέση xi + h (οπου h είναι ένα µικρό ϐήµα) χρησιµο-
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ποιούµε µόνο την πληροφορία για την τιµή της συνάρτησης στήν προηγούµενη

ϑέση xi τότε οι τεχνικές για την αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων

κατατάσσονται ως µέθοδοι ενός ϐήµατος

6.1.1 Μέθοδος Σειρών Taylor

Η πλέον προφανής µέθοδος για την επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης πρώτης

τάξης είναι το ανάπτυγµα Taylor.

΄Εστω, λοιπόν, µια διαφορική εξίσωση της µορφής

y′ = f (x, y) µε y (x0) = y0 (6.1)

τότε, για να υπολογίσουµε την τιµή της y (x) σε µια ϑέση x = x0 + h, ϑα

χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα Taylor, δηλαδή:

y (x0 + h) = y (x0) + hy′ (x0) +
h2

2
y′′ (x0) + · · · (6.2)

Επειδή όµως γνωρίζουµε την y′ = f (x, y), µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε

τις παραγώγους της y (x)οποιασδήποτε τάξησ:

y′′ = f ′ (x, y) , y′′′ = f ′′ (x, y) , κοκ. (6.3)

άρα ο υπολογισµός της τιµής της y (x0 + h) είναι µια απλή διαδικασία.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

΄Εστω λοιπόν η διαφορική εξίσωση :

y′ = x+ y (6.4)

µε αρχικές τιµές y(0) = 1. Να ϐρεθεί η τιµή της y(1) (η ακριβής λύση δίνεται για

σύγκριση και είναι : y = 2ex − x− 1).

Για την επίλυσή της ϐρίσκω τις παραγώγους έως και 4ης τάξησ:

y′ (x0) = y′ (0) = 0 + 1 = 1

y′′ = 1 + y′ = 1 + x+ y = 1 + y′

y′′ (x0) = 1 + y′ (0) = 2

y′′′ = 1 + y′

y′′′ (x0) = 1 + y′ (0) = 2

y(4) = 1 + y′

y(4) (x0) = 1 + y′ (0) = 2

Οπότε, χρησιµοποιώντας την εξίσωση (6.2) ϐρίσκω :
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y (0 + h) = 1 + h+ h2 +
h3

3
+
h4

12
+ · · · (6.5)

Το σφάλµα είναι προφανώς αυτό που προβλέπεται από το ανάπτυγµα Taylor,

δηλαδή:

E =
y(5) (ξ)

5!
h5 για 0 < ξ < h (6.6)

x y y Αναλυτικό Σφάλµα Σφάλµα*

0 1 1

0.1 1.110342 1.110342 1.7 × 10−7

0.2 1.24280 1.24281 5.5 × 10−6 3.7 × 10−7

0.3 1.39968 1.39972 4.3 × 10−5 6.2 × 10−7

0.4 1.383467 1.383649 1.8 × 10−4 9.1 × 10−7

:

1.0 3.416667 3.436564 2 × 10−2 4.2 × 10−6

Πίνακας 6.1. Στον παραπάνω πίνακα, οι τιµές της δεύτερης στήλης ϐρίσκονται, αν χρη-

σιµοποιήσουµε ϐήµα h = 0.1 την πρώτη ϕορά, h = 0.2 τη δεύτερη ϕορά, κοκ. Παρα-

τηρούµε εποµένως ότι το σφάλµα αυξάνεται, καθώς αυξάνεται το h (4η στήλη). Αντίθετα,

αν χρησιµοποιήσουµε σε κάθε ϐήµα τις τιµές που έχουµε υπολογίσει στο προηγούµενο

ϐήµα, τότε η ακρίβεια παραµένει αρκετά καλή (5η στήλη).

6.1.2 Μέθοδοι Euler & Euler ­ Heun

Η µέθοδος Euler αποτελεί ουσιαστικά περιορισµένη εφαρµογή της µεθόδου

Taylor. ∆ιατηρούµε όρους µόνο µέχρι 1ης τάξης ως προς h. Είναι :

y (x0 + h) = y (x0) + hy′ (x0) (6.7)

µε προφανές σφάλµα:

E =
y′′ (ξ)

2
h2 για 0 < ξ < h (6.8)

Αν πρόκειται να τη χρησιµοποιήσουµε για λίγα µόνο ϐήµατα, είναι αρκετά καλή

και απλή στη χρήση. Για τη διαφορική εξίσωση στο προηγούµενο παράδειγµα

έχουµε :

y (x0 + h) = y (x0) + h (x0 + y (x0)) (6.9)

ή καλύτερα, σε µορφή αναδροµικής σχέσησ:

yn+1 = yn + h (xn + yn) (6.10)

Η µέθοδος Euler­Heun αποτελεί µια απλή περίπτωση µεθόδου πρόβλε-

ψης - διόρθωσης (κατηγορία µεθόδων που ϑα µελετήσουµε στη συνέχεια).
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Σχήµα 6.1. Γεωµετρική απεικόνηση της µεθόδου Euler για την αριθµητική επίλυση

της διαφορικής εξίσωσης y′ = x + y µε y0 = y(0) = 1 και ϐήµα h = 0.4. Σε αυτό

το ϐήµα υπολοφίζεται η αριθµητική τιµή της y = f(x), το y(x0 + h) = y1, στη ϑέση

x1 = x0 + h = 0 + 0.4 = 0.4. Προφανώς υπάρχει ένα τοπικό σφάλµα αποκοπής

ε = y − y1. `Ενα ανάλογο σφάλµα απαντάται σε κάθε ϐήµα, ενώ επιπλέον ϑα πρέπει να

λάβουµε υπόψη µας πως για τον υπολογισµό του y2 ϑα χρησιµοποιηθούν τα ¨λανθασµένα

δεδοµένα¨ του προηγουµένου ϐήµατος οπότε δεν αρκεί µόνο η εκτίµηση του τοπικού

σφάλµατος αλλά απαιτείται έλεγχος του σφάλµατος στο σύνολο των ϐηµάτων.

Ουσιαστικά, χρησιµοποιούµε τη µέθοδο Euler (6.7), για να υπολογίσουµε αρ-

χικά την τιµή της y (x) στη ϑέση y (x0 + h), δηλαδή την τιµή y1, και, στη συ-

νέχεια, υπολογίζουµε την τιµή της y1 αντικαθιστώντας την y′ (x0) από το µέσο

όρο των τιµών της παραγώγου στα σηµεία x0 και x0 + h. ∆ηλαδή, χρησιµοποιώ

για κάθε ϐήµα τις δύο σχέσεις :

yn+1 = yn + hy′n +O(h2) (6.11)

yn+1 = yn +
h

2

(

y′n + y′n+1

)

+O(h3) (6.12)

Η µέθοδος Euler­Heun (τοπικό σφάλµα ∼ h3) είναι προφανώς ακριβέστερη της

απλής µεθόδου Euler που έχει τοπικό σφάλµα ∼ h2 (γιατί ·).

6.1.3 Σφάλµατα και Ευστάθεια

Υπάρχει µια πληθώρα σφαλµάτων που υπεισέρχονται στη διαδικασία αριθµητι-

κής επίλυσης µιας διαφορικής εξίσωσης. Ενδεικτικά, ϑα αναφέρουµε µερικά.
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1. Αρχικά σφάλµατα δεδοµένων

Εάν οι αρχικές τιµές δεν είναι ακριβώς γνωστές, π.χ. τις γνωρίζουµε µε

συγκεκριµένη ακρίβεια, τότε το αρχικό σφαλµα διαδίδεται σε όλα τα ϐήµατα

της ολοκλήρωσης. ΄Ετσι, για παράδειγµα, είναι δυνατό να παρατηρήσουµε

το χάος σε διάφορα δυναµικά συστήµατα.

2. Σφάλµατα Στρογγυλοποίησης

• Από τη συγκράτηση µόνο συγκεκριµένου αριθµού δεκαδικών ψηφίων

• Βεβαιώνεται µε την αύξηση των δεκαδικών

• Είναι εξαιρετικά σηµαντικό, όταν αφαιρούνται δυο λύσεις της ίδιας πε-

ϱίπου τάξης

3. Σφάλµα αποκοπής

• Από τη χρήση σειρών συγκεκριµένης τάξης

• ∆ιορθώνεται µικραίνοντας το h.

∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ & ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ

Τα προαναφερθέντα σφάλµατα διαδίδονται από ϐήµα σε ϐήµα. `Εστω για πα-

ϱάδειγµα µια τιµή yn που είναι η αληθής και Yn αυτή που υπολογίζουµε µε

κάποια από τις µεθόδους µας. ∆ηλαδή, το σφάλµα είναι :

εn = yn − Yn (6.13)

οπότε, για παράδειγµα, ας εξετάσουµε τη διάδοση του σφάλµατος στη µέθοδο

Euler. Θα είναι :

εn+1 = yn+1 − Yn+1 = yn + hf (xn, yn) − Yn − hf (xn, Yn)

= εn + h
(f (xn, yn) − f (xn, Yn))

yn − Yn
εn = εn (1 + hfy (xn, yn))

= (1 + hk) εn όπου k =
∂f

∂y
(6.14)

δηλαδή η διάδοση του σφάλµατος είναι γραµµική. Μια επιπλέον προφανής πα-

ϱατήρηση από την παραπάνω σχέση είναι ότι το αν |1 + hk| ≥ 1 τότε το σφάλµα

ϑα µεγαλώνει καθώς ϑα αυξάνεται ο αριθµός των ϐηµάτων και σάυτή την πε-

ϱίπτωση η µέθοδος του Euler είναι ασταθής. Αντίθετα, για |1 + hk| < 1 το

σφάλµα ελαττώνεται διαρκώς και αποσβένυται και η µέθοδος είναι απολύτως

ευσταθής. Το κριτήριο αυτό οδηγεί στην αναγκαία σχέση για απολύτη ευστά-

ϑεια που είναι :

−2 < hk < 0 (6.15)

Από αυτή την ανισότητα συνάγεται ότι για απολύτη ευστάθεια απαιτείται ∂f/∂y <
0 επειδή το h είναι πάντα ϑετικό.

ΣΥΓΚΛΙΣΗ

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η υπο µελέτη διαφορική εξίσωση είναι της µορφής
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dy

dx
= Ay (6.16)

µε προφανή λύση y = eAx. Η µέθοδος του Euler δίνει τις προσεγγιστικές λύσεις

µέσω µιας αναδροµικής σχέσης της µορφής :

yn+1 = yn + hAyn = (1 + hA)yn για n = 0, 1, 2, ... (6.17)

Οπότε αν κάνουµε επαναληπτική χρήση της σχέσης αυτής καταλήγουµε

yn+1 = (1 + hA)n+1y0 για n = 0, 1, 2, ... (6.18)

Για µικρά h ισχύει ότι 1 + hA ≈ ehA άρα

yn+1 = (1 + hA)n+1y0 ≈ e(n+1)hAy0 = e(xn+1−x0)Ay0 = eAxn+1 (6.19)

υπενθυµίζουµε ότι h = (xn+1 − x0)/(n + 1). ∆ηλαδή η αριθµητική τιµή για

µικρά h προσεγγίζει ή καλύτερα συγκλίνει στην ακριβή λύση y = eAx.

6.1.4 Μέθοδος Runge­Kutta

Η µέθοδος Runge ­ Kutta είναι µια κλασική µέθοδος µε πολύ καλή ακρίβεια

και χρησιµοποιείται ευρύτατα.

Με τη µέθοδο Runge ­ Kutta προσπαθούµε να αντικαταστήσουµε τις παρα-

γώγους ανώτερης τάξης που εµφανίζονται στη µέθοδο Taylor µε κατάλληλους

συνδυασµούς των xi, yi, y
′
i, τα οποία είναι γνωστά. ΄Ετσι, αποφεύγουµε τον υπο-

λογισµό των παραγώγων ανώτερης τάξης.

Στη συνέχεια, αποδεικνύουµε τους τύπους για τη µέθοδο Runge­Kutta δεύ-

τερης τάξης.

΄Εστω µια διαφορική εξίσωση της µορφήσ:

dy

dx
= f (x, y) (6.20)

Μια αναδροµική σχέση για τον υπολογισµό του yn είναι

yn+1 = yn + ak1 + bk2 (6.21)

όπου

k1 = hf (xn, yn) (6.22)

k2 = hf (xn +Ah, yn +Bk1) (6.23)

Ας προσπαθήσουµε να την ταυτοποιήσουµε µε µια σειρά Taylor δεύτερης τάξησ:

yn+1 = yn + hf (xn, yn) +
h2

2
f ′ (xn, yn) + . . . (6.24)

Επειδή όµως



6.1 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΝΟΣ ΒΗΜΑΤΟΣ 101

df

dx
= fx + fy

dy

dx
= fx + fyf (6.25)

ϑα είναι :

yn+1 = yn + hfn +
h2

2
(fx + ffy)x=xn

(6.26)

Συγκρίνοντας µε την εξίσωση (6.21), που γράφεται :

yn+1 = yn + ahf (xn, yn) + bhf [xn +Ah, yn +Bhf (xn, yn)] (6.27)

την οποία αναπτύσσω σε σειρά Taylor1

yn+1 = yn + h (a+ b) fn + h2 (Abfx +Bbffy)n (6.28)

καταλήγω στις παρακάτω σχέσεις για τις σταθερές a, b, A και B:

a+ b = 1, A · b =
1

2
και B · b =

1

2
(6.29)

µπορώ να ϑέσω αυθαίρετα : π.χ. a = 2
3 ,

1
2 ,

5
4 . . . και να υπολογίσω τις υπόλοιπες

σταθερές.

Αν επιλέξουµε a = 1
2 τότε ϑα είναι b = 1

2 και A = B = 1, δηλαδή:

yn+1 = yn +
1

2
(k1 + k2) (6.30)

όπου

k1 = hf (xn, yn) , k2 = hf (xn + h, yn + k1) (6.31)

Η σχέση που καταλήξαµε είναι ουσιαστικά η µέθοδος Euler­Heun.

Αν επαναλάβω την ίδια διαδικασία για ανάπτυγµα Taylor έως και h4, ϑα κα-

ταλήξω σε ένα σύστηµα 11 εξισώσεων µε 13 αγνώστους. Με κατάλληλη επιλογή,

των δύο από τις άγνωστες ποσότητες, µπορώ να καταλήξω στη µορφή:

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (6.32)

όπου

k1 = hf (xn, yn) (6.33)

k2 = hf

(

xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1

)

(6.34)

k3 = hf

(

xn +
1

2
h, yn +

1

2
k2

)

(6.35)

k4 = hf (xn + h, yn + k3) (6.36)

Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως Runge ­ Kutta τέταρτης τάξης µε τοπι-

κό σφάλµα: E ≈ 0(h5) και γενικό σφάλµα µετά από n ϐήµατα E ≈ 0(h4). Η

1 Εδώ έγινε χρήση τησ: f (xn + Ah, yn + Bhf (xn, yn)) ≈ (f + fxAh + fyBhf)
x=xn
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Runge­Kutta τέταρτης τάξης χρησιµοποιείται ευρύτατα αλλά υπάρχουν και ανώ-

τερης τάξης µέθοδοι Runge­Kutta, όπως, για παράδειγµα, η µέθοδος Runge­

Kutta­Fehlberg, που συνίστούµε ανεπιφύλακτα.

Η µέθοδος Runge­Kutta­Fehlberg δίνεται από τις παρακάτω σχέσεισ:

k1 = hf (xn, yn) (6.37)

k2 = hf

(

xn +
1

4
h, yn +

1

4
k1

)

(6.38)

k3 = hf

(

xn +
3

8
h, yn +

3

32
k1 +

9

32
k2

)

(6.39)

k4 = hf

(

xn +
12

13
h, yn +

1932

2197
k1 −

7200

2197
k2 +

7296

2197
k3

)

(6.40)

k5 = hf

(

xn + h, yn +
439

216
k1 − 8k2 +

3680

513
k3 −

845

4104
k4

)

(6.41)

k6 = hf

(

xn +
1

2
h, yn − 8

27
k1 + 2k2 −

3544

2565
k3 +

1859

4104
k4 −

11

40
k5

)

(6.42)

οπότε εύκολα υπολογίζουµε µια πρώτη εκτίµηση για την τιµή της yn+1

yn+1 = yn +

(

25

216
k1 +

1408

2565
k3 +

2197

4104
k4 −

1

5
k5

)

(6.43)

Το τοπικό σφάλµα είναι τάξης ≈ h5. Παρατηρούµε ότι δεν έχει χρησιµοποιηθεί η

τιµή k6, την οποία όµως ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια για τον υπολογισµό

ακριβέστερης τιµής µε τη σχέση

yn+1 = yn +

(

16

135
k1 +

6656

12825
k3 +

28561

56430
k4 −

9

50
k5 +

2

55
k6

)

(6.44)

µε τοπικό σφάλµα ≈ h6 και γενικό ≈ h5.

Παρόλο που το yn+1 της σχέσης (6.43) δεν έχει σχέση µε το yn+1 της σχέσης

(6.44), εν τούτοις αποτελεί σηµαντικό στοιχείο της µεθόδου. Πιο συγκεκριµένα,

είναι σύνηθες στην αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων να επανα-

λαµβάνουµε την ίδια διαδικασία δυο ϕορές, µια για ϐήµα h, και µια για ϐήµα

h/2. Αν η µέθοδος έχει σφάλµα ≈ hn την πρώτη ϕορά, τότε τη δεύτερη ϕορά το

σφάλµα ϑα είναι ≈ hn/2n. Εποµένως, αν το δεύτερο αποτέλεσµα εχει σφάλµα

µικρότερο κατά 1/2n, τότε έχουµε την πεποίθηση ότι η µέθοδος συγκλίνει, αυτή

η διαδικασία όµως είναι πολλές ϕορές χρονοβόρα.

Στη µέθοδο Runge­Kutta­Fehlberg, δεν επαναλαµβάνουµε την παραπάνω

διαδικασία, αντίθετα, συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα σε κάθε ϐήµα των σχέσεων

(6.43) και (6.44) και, αν το σχετικό σφάλµα τους είναι τάξης ≈ h, όπως προβλέπει

η ϑεωρία, τότε πιστεύουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει. Επίσης είναι εξαιρετικά

σηµαντικό για την ταχύτητα εκτέλεσης του προγράµµατος ότι τα k1, k2, . . . , k6

υπολογίζονται µια µόνο ϕορά και για τις δυο σχέσεις.
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Τέλος, για τη µέθοδο Runge­Kutta­Fehlberg υπάρχει και προσεγγιστική

σχέση για το σφάλµα. Το σφάλµα δίνεται από τη σχέση

E =
1

360
k1 −

128

4275
k3 −

2197

7524
k4 +

1

50
k5 +

2

55
k6 (6.45)

Επειδή τα k1, k2, ..., k6 είναι γνωστά σε κάθε ϐήµα, είναι δυνατό να εκτιµή-

σουµε άµεσα το σφάλµα και, αν είναι µεγαλύτερο από τη Ϲητούµενη ακρίβεια,

υποδιπλασιάζουµε το h, ωσότου να την πετύχουµε.

Η προαναφερθείσα διαδικασία ουσιαστικά αναδεικνύει τη Runge ­ Kutta ­

Fehlberg σε µέθοδο µεταβλητού ϐήµατος. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθό-

δου είναι ότι έχουµε τη δυνατότητα να αυξάνουµε ή να ελαττώνουµε το ϐήµα

ανάλογα µε την συµπεριφορά της αριθµητικής λύσης σε κάθε σηµείο, έτσι επι-

τυγχάνουµε ταχύτητα και, συγχρόνως, εξασφαλίζουµε τη Ϲητούµενη ακρίβεια.

6.2 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ

Οι µέθοδοι ενός ϐήµατος, που αναλύσαµε λίγο πριν, είναι αρκετά καλές και

αξιόπιστες αλλά έχουν ένα ϐασικό µειονέκτηµα: ΄Οταν υπολογίζουµε την τιµή

της yn+1, αυτό γίνεται µόνο µε χρήση της πληροφορίας που έχουµε στο ϐήµα n
για το σηµείο (xn, yn). Με αυτό τον τρόπο, χάνεται όλη η γνώση που αποκτήσαµε

στα προηγούµενα n− 1 ϐήµατα για τη συµπεριφορά της λύσης της διαφορικής

εξίσωσης.

Οι µέθοδοι πολλαπλού ϐήµατος έχουν το πλεονέκτηµα ότι χρησιµοποιούν

κατάλληλα την πληροφορία για την y (x) από τα προηγούµενα 3-5 ϐήµατα.

΄Ενα προφανές µειονέκτηµα αυτών των µεθόδων είναι η ανάγκη της γνώσης των

αρχικών ϐηµάτων, π.χ. των y1, y2, y3 για τον υπολογισµό του y4, οπότε είναι

αναγκαία η χρήση µιας από τις προηγούµενες µεθόδους ενός ϐήµατος στην

αρχή της διαδικασίας.

Η πλέον αξιόλογη και ευρύτατα χρησιµοποιούµενη µέθοδος πολλαπλών ϐη-

µάτων είναι η µέθοδος του Adams που παρουσιάζεται στη συνέχεια.

6.2.1 Μέθοδος Adams

Είναι από τις πλέον σηµαντικές σύγχρονες µεθόδους, γι΄ αυτό ϑα δείξουµε τον

τρόπο εύρεσης της αναδροµικής σχέσης της. 2

Αν δοθεί η διαφορική εξίσωση:

dy

dx
= f (x, y) τότε dy = f (x, y) dx (6.46)

ολοκληρώνοντας και τα δυο µέρη της παραπάνω ισότητας παίρνω:

2 Σηµειώνουµε ότι είναι η προκαθορισµένη µέθοδος που χρησιµοποιεί η Mathematica

όταν καλούµε την εντολή NDSolve.
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∫ xn+1

xn

dy = yn+1 − yn =

∫ xn+1

xn

f (x, y) dx (6.47)

Στη συνέχεια, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα προσεγγίζοντας την f (x, y) µε κα-

τάλληλης τάξης συµπτωτικό πολυώνυµο χρησιµοποιώντας τα 3, 4, 5,... προη-

γούµενα σηµεία. Εδώ, ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού,

που το υπολογίσαµε από τα τρία προηγούµενα σηµεία. Οπότε χρησιµοποιώντας

τη µέθοδο του Newton προς τα πίσω,

∫ xn+1

xn

dy = yn+1 − yn

=

∫ xn+1

xn

(

fn + s∆fn−1 +
(s+ 1) s

2
∆2fn−2 + σφάλµα

)

dx

= h

∫ s=1

s=0

(

fn + s∆fn−1 +
(s+ 1)s

2
∆2fn−2

)

ds

+h

∫ s=1

s=0

s(s+ 1)(s+ 2)

6
h3f ′′′(ξ)ds (6.48)

οπότε

yn+1 − yn = h

(

fn +
1

2
∆fn−1 +

5

12
∆2fn−2

)

+O
(

h4
)

= h

[

fn +
1

2
(fn − fn−1) +

5

12
(fn − 2fn−1 + fn−2)

]

+O
(

h4
)

(6.49)

και τελικά

yn+1 = yn +
h

12
[23fn − 16fn−1 + 5fn−2] +O

(

h4
)

(6.50)

Αν χρησιµοποιούσαµε συµπτωτικό πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού, ϑα οδηγούµαστε

στη σχέση:

yn+1 = yn +
h

24
[55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3] +O

(

h5
)

(6.51)

Παρατηρούµε ότι έχουµε δηµιουργήσει πολύ απλά µεθόδους υψηλής ακρίβειας,

που προγραµµατίζονται εξαιρετικά εύκολα (συγκρίνετε µε τη σχέση 6.44). Εν

τούτοις, επαναλαµβάνουµε ότι, απαιτείται η χρήση της µεθόδου Runge­Kutta­

Fehlberg για τον υπολογισµό των τιµών της y (x) στις ϑέσεις n − 3, n − 2,

n − 1 και n, αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση (6.51). Αν δεν είναι εύκολο να

προγραµµατίσουµε τη µέθοδο Runge­Kutta­Fehlberg, τότε µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε την απλοϊκή µέθοδο Euler, όµως µε σφάλµα ≈ h2 σε κάθε ϐήµα.

Αυτό όµως ϑα έχει ως αποτέλεσµα την ελάττωση της ακρίβειας για τον υπολο-

γισµό της y (x) στα τέσσερα πρώτα ϐήµατα. Θα µπορούσαµε να διορθώσουµε

αυτό το αδύνατο σηµείο της Euler µειώνοντας σηµαντικά το ϐήµα, οπότε το συ-

νολικό σφάλµα µετά από µεγαλύτερο προφανώς αριθµό ϐηµάτων να είναι της

τάξης ≈ h5.
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6.2.2 Μέθοδος Milne

Η µέθοδος του Milne χρησιµοποιείται ευρύτατα, αποτελεί αξιόλογη µέθοδο και

είναι απλή στο προγραµµατισµό της. Επίσης, όπως ϑα ϕανεί, είναι εξαιρετικά

ακριβής.

Για την εύρεση της αναδροµικής σχέσης ακολουθούµε παρόµοια διαδικασία

µε αυτή της µεθόδου Adams. Αν υποθέσουµε ότι η λύση είναι γνωστή στα σηµεία

xn, xn−1, xn−2 και xn−3, τότε η διαφορική εξίσωση:

dx

dy
= f (x, y) (6.52)

µπορεί να γραφεί κατά τα προηγούµενα ως

∫ xn+1

xn−3

dy = yn+1 − yn−3 =

∫ xn+1

xn−3

f (x, y) dx (6.53)

Αν τώρα αντικαταστήσουµε την f (x, y) µε ένα δευτεροβάθµιο συµπτωτικό πο-

λυώνυµο και ολοκληρώσουµε, καταλήγουµε στη σχέση

yn+1 = yn−3 +
4h

3
(2fn − fn−1 + 2fn−2) (6.54)

µε σφάλµα

E ≈ 28

90
h5y(5) (ξ) , xn−3 ≤ ξ ≤ xn+1 (6.55)

6.3 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ - ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ

Σ΄ αυτές τις µεθόδους, ο υπολογισµός της τιµής της yn+1 στο σηµείο xn+1 γίνεται

σε δυο ϐήµατα, δηλαδή υπάρχουν δυο σχέσεις για τον υπολογισµό των yn+1.

Τύπος Πρόβλεψης

yk+1 = Π (yk−m, yk−m+1, ..., yk) (6.56)

δηλ. στην πρώτη προσπάθεια χρησιµοποιούµε τα m προηγούµενα σηµεία.

Τύπος ∆ιόρθωσης

yk+1 = ∆ (yk−m, yk−m+1, ..., yk, yk+1) (6.57)

στη συνέχεια χρησιµοποιείται η πρόβλεψη yk+1 σε ένα τύπο που συνδυάζει

τις τιµές της συνάρτησης στα m προηγούµενα σηµεία (αυτό δεν είναι πάντα

υποχρεωτικό).

Αυτή η διαδικασία γίνεται επαναληπτικά, ωσότου οι δυο διαδοχικές τιµές

της yk+1 να είναι αρκετά κοντά:

∣

∣

∣y
(λ)
k+1 − y

(λ+1)
k+1

∣

∣

∣ < E, όπου λ είναι ο αριθµός

επαναλήψεων της διαδικασίας και E η Ϲητούµενη ακρίβεια.
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Στη συνέχεια, ϑα δείξουµε ένα τύπο διόρθωσης για τη µέθοδο Milne. Για τη

διαφορική εξίσωση
dx

dy
= f (x, y) (6.58)

µπορούµε, κατά τα γνωστά, να γράψουµε :

∫ xn+1

xn−1

dy = yn+1 − yn−1 =

∫ xn+1

xn−1

f (x, y) dx (6.59)

οπότε αντικαθιστώντας το ολοκλήρωµα του δεύτερου µέρους µε τον κανόνα του

Simpson δηµιουργούµε τη σχέση

yn+1 = yn−1 +
h

3
(fn+1 + 4fn + fn−1) (6.60)

µε σφάλµα

E ≈ h5

90
y(5) (ξ) όπου xn−1 < ξ < xn+1 (6.61)

Παρατηρούµε ότι το σφάλµα είναι µεν ≈ h5, όπως και στη Milne, αλλά κατά 28

ϕορές µικρότερο, που δείχνει την αποτελεσµατικότητα της διορθωτικής διαδι-

κασίας. Ανάλογα αποδεικνύεται και ο τύπος διόρθωσης για τη µέθοδο Adams.

Συνοπτικά έχουµε τους παρακάτω συνδυασµούς τύπων πρόβλεψησ-

διόρθωσης για διαφορικές εξισώσεις της µορφής y = f(x, y):

• ΜΕΘΟ∆ΟΣ Adams­Multon

ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ (xk−3 < ξ1 < xk+1)

yk+1 = yk +
h

24
(55fk − 59fk−1 + 37fk−2 − 9fk−3)+

251

720
h5y(5)(ξ1) (6.62)

ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ (xk−2 < ξ2 < xk+1)

yk+1 = yk +
h

24
(9fk+1 + 19fk − 5fk−1 + fk−2) −

19

720
h5y(5)(ξ) (6.63)

• ΜΕΘΟ∆ΟΣ Hamming

Μια επίσης συχνά χρησιµοποιούµενη µέθοδος πρόβλεψης - διόρθωσης είναι

η µέθοδος Hamming. Η απόδειξη των σχέσεων επαφίεται στον αναγνώστη.

ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ (xk−3 < ξ1 < xk+1)

yk+1 = yk−3 +
4h

3
(2fk−2 − fk−1 + 2fk) +

28

90
h5y(5)(ξ1) (6.64)

ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ (xk−2 < ξ2 < xk+1)

yk+1 =
1

8
(9yk − yk−2) +

3h

8
(−fk−1 + 2fk + fk+1) (6.65)
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• ΜΕΘΟ∆ΟΣ Milne

ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ (xk−3 < ξ1 < xk+1)

yk+1 = yk−3 +
4h

3
(2fk−2 − fk−1 + 2fk) +

28

90
h5y(5)(ξ1) (6.66)

ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ (xk−1 < ξ2 < xk+1)

yk+1 = yk−1 +
h

3
(fk−1 + 4fk + fk+1) −

1

90
h5y(5)(ξ2) (6.67)

Για τον υπολογισµό των αρχικών σηµείων χρησιµοποιείται συνήθως Runge­

Kutta τέταρτης τάξης ή καλύτερα Runge­Kutta­Fehlberg.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Οι µέθοδοι ενός ϐήµατος και πολλών ϐηµάτων µπορούν κατάρχάς να µας οδηγή-

σουν στη λύση µε την επιθυµητή ακρίβεια, εν τούτοις οι µέθοδοι πολλών ϐηµάτων

είναι ταχύτερες στην εκτέλεση διότι ο αριθµός των πράξεων που απαιτούνται σε

κάθε ϐήµα είναι σηµαντικά µικρότερος. Συγκρίνετε για παράδειγµα των αριθµό

πράξεων που απαιτούνται σε κάθε ϐήµα για τη µέθοδο Runge­Kutta­Fehlberg και

για τη µέθοδο Adams.

6.4 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Οι περισσότερες από τις διαφορικές εξισώσεις στη Φυσική δεν είναι πρώτης

τάξης, ωστόσο η µεθοδολογία που αναπτύχθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια

εφαρµόζεται εύκολα σε διαφορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης και συστήµατα

διαφορικών εξισώσεων.

Οι διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης είναι αυτές που συναντώνται ευρύ-

τερα, δηλαδή της µορφής :

d2y

dx2
= f (x, y, y′) (6.68)

οπότε απαιτείται η γνώση αρχικών συνθηκών, όχι µόνο για την y(x) αλλά και

για την παράγωγό της στην αρχική ϑέση x0. Το σύνηθες είναι να ορίζουµε µια

νέα συνάρτηση z (x) τέτοια, ώστε z (x) = y′. Οπότε η δεύτερης τάξης διαφορι-

κή εξίσωση ανάγεται σε δυο πρωτοβάθµιες µε τις ανάλογες αρχικές συνθήκες.

∆ηλαδή

dy

dx
= z (6.69)

dz

dx
= f (x, y, z) (6.70)

και
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y(x0) = y0 z(x0) = y′0 (6.71)

Το παραπάνω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων είναι ισοδύναµο µε την διαφορική

εξίσωση (6.68). Η διαδικασία αυτή µπορεί να ακολουθηθεί για κάθε ϐαθµού

διαφορική εξίσωση. Με όσα προαναφέρθηκαν είναι προφανής και ο τρόπος µε

τον οποίο µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι µέθοδοι Adams, Milne κλπ. για

συστήµατα διαφορικών εξισώσεων.

΄Εστω λοιπόν ότι έχουµε το παρακάτω σύστηµα

dy

dx
= zy + x µε y (0) = 1 (6.72)

dz

dx
= xz + y µε z (0) = 1 (6.73)

Αν χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Euler, το σύστηµα ϑα δίνεται από αναδροµι-

κές σχέσεις της µορφής

y′n+1 = yn + hy′n = yn + h (znyn + xn) (6.74)

z′n+1 = zn + hz′n = zn + h (xnzn + yn) (6.75)

Είναι προφανής λοιπόν η αναλογία της µεθόδου µε όσα αναφέραµε στην αρχή

του κεφαλαίου για τις µεθόδους Euler και κατ΄ επέκταση Taylor. Αντίστοιχα,

αν χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο Runge ­ Kutta, ϑα πρέπει να υπολογίσουµε

πέραν των k1, k2, . . . k6και τα l1, l2, . . . , l6. Εδώ, αναφέρουµε τη µέθοδο Runge

­ Kutta τέταρτης τάξης, οπότε και η επέκτασή της γίνεται αναλόγως.

Θα είναι λοιπόν για ένα σύστηµα y′ = f (x, y, z) και z′ = g (x, y, z)

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (6.76)

zn+1 = zn +
1

6
(l1 + 2l2 + 2l3 + l4) (6.77)

όπου

k1 = hf(xn, yn, zn) (6.78)

k2 = hf

(

xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1, zn +

1

2
l1

)

(6.79)

k3 = hf

(

xn +
h

2
, yn +

1

2
k2, zn +

1

2
l2

)

(6.80)

k4 = hf (xn + h, yn + k3, zn + l3) (6.81)

και

l1 = hg(xn, yn, zn) (6.82)

l2 = hg(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1, zn +

1

2
l1) (6.83)

l3 = hg

(

xn +
1

2
h, yn +

1

2
k2, zn +

1

2
l2

)

(6.84)

l4 = hg (xn + h, yn + k3, zn + l3) (6.85)
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6.5 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Ξρησιµοποιείστε µία από τις µεθόδους Euler, Euler­Heun, Runge­Kutta

και Runge­Kutta­Felberg για την αριθµητική επίλυση των παρακάτω δια-

ϕορικών εξισώσεων και συγκρίνετε µε τις ακριβείς τιµές :

α΄) y′ = xy1/3, µε y(1) = 1 (ακριβής λύση y =
(

x2+2
3

)3/2

).

Υπόδειξη : ολοκληρώστε από x = 1 ως x = 2

ϐ΄) y′ = −xy2 µε y (0) = 2 (ακριβής λύση y = 2
x2 )

Υπόδειξη : ολοκληρώστε από x = 0 ως x = 1

γ΄) y′ = −2xy µε y (1) = 1 (ακριβής λύση y = e−x2

)

Υπόδειξη : ολοκληρώστε από x = 0 ως x = 1

δ΄)

y′ =
y
(

1 − x2y4
)

x (1 + x2y4)
µε y(1) = 1 .

Υπόδειξη : ολοκληρώστε από x = 1 ως x = 2

ε΄)

y′ =
x− ex

y + ey
µε y(0) = 0

Βρείτε το y (1).

2. Χρησιµοποιήστε µία από τις µεθόδους πρόβλεψης διόρθωσης Milne, Ham­

ming και Adams­Multon για την επίλυση των προηγούµενων διαφορικών

εξισώσεων.

3. Αποδείξτε την πρόβλεψη µε τον τύπο του Nystrom

yk+1 = yk−1 + 2hy′k (6.86)

και στη συνέχεια χρησιµοποιήστε τη διόρθωση Euler ­ Heun

yk+1 = yk +
h

2

(

y′k + y′k+1

)

(6.87)

για τη λύση της διαφορικής εξίσωσης του παραδείγµατος 6.1.

4. Να λυθεί αριθµητικά το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων

x′ = 1195x− 1995y x (0) = 2

y′ = 1197x− 1997y y (0) = −2

Να ϐρεθούν : οι τιµές y (1), x (1) και οι τιµές y (−1), x (−1) Τι παρατηρείτε·

αν η ακριβής λύση είναι :

x (t) = 10e−2t − 8e−800t, y (t) = 6e−2t − 8e−800t



110 6 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

5. Να λυθούν τα συστήµατα:

y′ = yz + x y (0) = 0

z′ = y − x z (0) = 0

και

y′ = z y (0) = 0

z′ = −y z (0) = 1

6. Θεωρήστε τη µη-γραµµική ∆Ε

q′′(t) − aq′(t) + bq3(t) = 0

υποθέστε ότι b > 0 και a ϑετικό ή αρνητικό. Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή

ώς εξίσωση Duffing.

α΄) Λύστε αριθµητικά την ∆Ε και δηµιουργήστε τις γραφικές παραστάσεις

των q(t) και q′(t). ∆ώστε αρχικές τιµές π.χ. q(0) = 0 και q′(0) = 0.001.

Ψποθέστε για τις παραµέτρους τα παρακάτω Ϲεύγη τιµών (b = 0.05, a =
−1) (b = 0.05, a = 4). Τι παρατηρείτε για κάθε ένα απο τα Ϲεύγη των

παραµέτρων.

ϐ΄) ∆ηµιουργήστε διαγράµµατα ϕάσης για κάθε µια απο τις παραπάνω πε-

ϱιπτώσεις.

γ΄) ∆ηµιουργήστε προσοµοιώσεις των παραπάνω περιπτώσεων.

δ΄) (Προαιρετικό πρόβληµα) Θα µποροούσατε να δηµιουργήσετε γραφήµα-

τα του δυναµικού για την παραπάνω εξίσωση σαν συνάρτηση του q και

να εξετάσετε την εξάρτηση απο το a·

7. Θεωρήστε τη µη-γραµµική ∆Ε

q′′(t) = aq(t) − bq3(t) − γq′(t) +Q0 cos(ωt)

µε αρχικές συνθήκες q(0) = 0 q′(0) = 0.001. Υποθέστε a = 0.4, b = 0.5,

γ = 0.2 και ω = 1/8 και ϑεωρήστε δύο τροχίες µία για Q0 = 0 και µια για

Q0 = 0.1.

α΄) Να λύσετε αριθµητικά τις εξισώσεις κίνησης και για τις δύο παραπάνω

περιπτώσεις και να δηµιουγήσετε γραφικές παραστάσεις για τα q(t) και

q′(t).
ϐ΄) ∆ηµιουργήστε τα διαγράµατα ϕάσης, και χρησιµοποιήστε το µετασχη-

µατισµό Fourier για τον υπολογισµό της συχνότητας.
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ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε µεθόδους για την ανάλυση µεγάλου πλή-

ϑους δεδοµένων. Πιο συγκεκριµένα, ϑα προσπαθήσουµε να εκτιµήσουµε τη

συνολική συµπεριφορά µιας n-αδας σηµείων (xi, yi). Οι τεχνικές που ϑα εξετά-

σουµε είναι η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων και η προσέγγιση ελαχίστου-

µεγίστου. Στο τέλος ϑα εξετάσουµε και µια µέθοδο για τον υπολογισµό ‘συµ-

πτωτικών’ ϱητών συναρτήσεων.

7.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

΄Οταν ϑέλουµε να µελετήσουµε µεγάλο αριθµό σηµείων, τότε η προσέγγιση τους

µε συµπτωτικό πολυώνυµο είναι και δύσκολη αλλά και άνευ νοήµατος τις περισ-

σότερες ϕορές. Σ΄ αυτή την περίπτωση προσπαθούµε να ϐρούµε ένα πολυώνυµο

P (x) ή γενικότερα µια συνάρτηση f(x) µε συµπεριφορά παρόµοια µε αυτή της

οµάδας των σηµείων που διαθέτουµε και για την οποία η διαφορά yi − f (xi) να

είναι ελάχιστη.

Στην πράξη, Ϲητάµε την ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος

S =
n
∑

i=0

[yi − P (xi)]
2

(7.1)

όπου P (x) το Ϲητούµενο πολυώνυµο συγκεκριµένου ϐαθµού (συνήθως όχι µε-

γαλύτερου του τέταρτου ή πέµπτου).

7.1.1 Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων

Το Ϲητούµενο πολυώνυµο ελαχίστων τετραγώνων ϑα είναι πρωτοβάθµιο, δηλαδή:

P (x) = ax+ b. ΄Αρα, ϑα προσπαθήσουµε να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα:

S =

n
∑

i=0

[yi − axi − b]
2

(7.2)
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που ανάγεται στον προσδιορισµό των a και b ώστε το S να γίνει ελάχιστο.

Εφαρµόζοντας τη ϑεωρία εύρεσης µεγίστου ή ελαχίστου συναρτήσεων πολ-

λών µεταβλητών απαιτούµε να είναι :

∂S

∂a
= 0 και

∂S

∂b
= 0 (7.3)

Οπότε :

∂S

∂a
= −2

n
∑

i=0

xi (yi − axi − b) = 0

(7.4)

∂S

∂b
= −2

n
∑

i=0

(yi − axi − b) = 0

Οι σχέσεις αυτές µπορούν να γραφούν ως :

(n+ 1) b+
(

∑

xi

)

a =
∑

yi

(7.5)
(

∑

xi

)

b+
(

∑

x2
i

)

a =
∑

xiyi

και, αν ϑέσουµε

s0 = n+ 1 s1 =
∑

xi s2 =
∑

x2
i

(7.6)

u0 =
∑

yi u1 =
∑

xiyi

τότε το σύστηµα (7.5) απλοποιείται και ϐρίσκουµε :

s0b+ s1a = u0 και s1b+ s2a = u1

οπότε

a =
s0u1 − s1u0

s0s2 − s21
και b =

s2u0 − s1u1

s0s2 − s21
. (7.7)

Επιπλέον, αποδεικνύεται εύκολα ότι :

s0s2 − s21 = (n+ 1)
(

∑

x2
i

)

−
(

∑

xi

)2

=
∑

i<j

(xi − xj)
2
> 0 (7.8)

Για να είναι το S ελάχιστο για τις τιµές των a και b, ϑα πρέπει :

∆ =
∂2S

∂a2

∂2S

∂b2
−
(

∂2S

∂a∂b

)2

> 0 (7.9)
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και, επιπλέον, µια από τις ∂2S
∂a2 ,

∂2S
∂b2 να είναι µεγαλύτερη του µηδενός για τις

τιµές των a και b, που δίνονται από την εξίσωση (7.7). Εποµένως, ϐρίσκουµε

εύκολα ότι :

∂2S

∂a2
= 2s2 > 0,

∂2S

∂b2
= 2s0 > 0 και

∂2S

∂a∂b
= 2s1 (7.10)

εποµένως

∆ = 2s2 · 2s0 − (2s1)
2

= 4
(

s0s2 − s21
)

> 0 (7.11)

΄Αρα, οι τιµές που υπολογίζονται στις σχέσεις (7.7) είναι τα Ϲητούµενα ελάχιστα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Βρείτε ένα τύπο της µορφής P (x) = AeMx (όπου A και M είναι άγνωστες σταθε-

ϱές που πρέπει να υπολογισθούν) για τα δεδοµένα :

x 1 2 3 4

P (x) 7 11 17 27

Θέτω z = log(P ) και B = log(A) οπότε η Ϲητούµενη σχέση είναι η z =
B+Mx, εποµένως δηµιουργώ ένα νέο πίνακα στοιχείων για τα νέα Ϲεύγη (xi, zi)
δηλαδή

x 1 2 3 4

z 1.9459 2.3979 2.8332 3.2958

Οπότε εύκολα ϐρίσκουµε s0 = 4, s1 = 10, s2 = 30, v0 = 10.48 και v1 = 28.44
άραM ≈ 0.45,B = 1.5 και εποµένωςA = 4.48. Τελικά η Ϲητούµενη σχέση είναι :

P (x) = 4.48e0.45x.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

∆ίνονται τα παρακάτω Ϲεύγη σηµείων :

x 0.05 0.11 0.15 0.31 0.46 0.52 0.70 0.74 0.82

y 0.956 0.890 0.832 0.717 0.571 0.539 0.378 0.370 0.306

Να υπολογισθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων.

Είναι n = 9, s0 = 10, s1 =
∑

xi = 3.86, s2 =
∑

x2
i = 2.3252
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u0 =
∑

yi = 5.559, και u1 =
∑

xiyi = 1.82506

οπότε

a = −0.83496, και b = 0.97577

Εποµένως, P (x) = 0.97577− 0.83496x.

Σχήµα 7.1. Γραφική απεικόνιση της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων για το προηγούµενο

παράδειγµα.

7.1.2 Παραβολή ελαχίστων τετραγώνων

Η διαδικασία εύρεσης της παραβολής ελαχίστων τετραγώνων είναι παρόµοια µε

αυτή της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων. Εποµένως, ελαχιστοποιούµε το άθροι-

σµα:

S =

n
∑

i=0

(

yi − ax2
i − bxi − c

)2
(7.12)

Από τις σχέσεις για την ύπαρξη ακροτάτου ϑα είναι

∂S

∂a
=
∂S

∂b
=
∂S

∂c
= 0 (7.13)

και έτσι καταλήγουµε στο σύστηµα





s0 s1 s2
s1 s2 s3
s2 s3 s4



 ·





c
b
a



 =





u0

u1

u2



 (7.14)



7.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 115

όπου

s3 =
∑

x3
i , s4 =

∑

x4
i και u2 =

∑

x2
i yi

ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία s0, s1, s2, v0, v1 δίνονται από τις σχέσεις (7.6).

Στη γενική περίπτωση πολυωνύµου ελαχίστων τετραγώνων ϐαθµού n − 1
οι συντελεστές του πολυωνύµου προσδιορίζονται απο τη λύση του παρακάτω

συστήµατοσ:












s0 s1 ... ... sn

s1 s2 ... ... sn+1

: : :
: : :
sn sn+1 ... ... s2n













·













a0

a1

:
:
an













=













u0

u1

:
:
un













(7.15)

όπου τα sk και ukδίνονται από τις σχέσεις :

sk =
∑

xk
i uk =

∑

xk
i yi

και το πολυώνυµο είναι :

P (x) = a0 + a1x+ ...+ anxn.

Στο 2ο παράδειγµα της προηγούµενης ενότητας αν Ϲητούσαµε πολυώνυµο δεύ-

τερου ϐαθµού, τότε ϑα ϐρίσκαµε

P (x) = 0.996 − 0.995x+ 0.186x2

ενώ το πολυώνυµο ελαχίστων τετραγώνων τρίτου ϐαθµού ϑα είναι :

P (x) = 1.0 − 1.06x+ 0.37x2 − 0.14x3 .

7.1.3 Συνεχή δεδοµένα

Εστω η y (x) µια συνεχής συνάρτηση που επιθυµούµε να προσεγγίσουµε στο

διάστηµα [−1, 1] µε ένα πολυώνυµο της µορφής :

P (x) = amPm (x) + am−1Pm−1 (x) + ...+ a0P0 (x)

όπου Pk (x) το πολυώνυµο Legendre ϐαθµού k και τα ak σταθερές που πρέπει

να υπολογισθούν.1

Το τετραγωνικό σφάλµα αυτής της προσέγγισης ϑα είναι :

1 Τα πολυώνυµα Legendre δίνονται από τον τύπο του Rodrigues

Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
(x2 − 1)k

Τα πρώτα απο αυτά είναι : P0(x) = 1, P1(x) = x, P2 = 1
2
(3x2 − 1) κ.ο.κ.
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S =

1
∫

−1

[y (x) − amPm (x) − am−1Pm−1 (x) − ...− a0P0 (x)]
2
dx (7.16)

Οπότε αν ϑελήσω να ελαχιστοποιήσω το σφάλµα ϑα πρέπει να απαιτήσω:

∂S

∂ak
= 0

εποµένως ϑα είναι :

∂S

∂ak
=

1
∫

−1

[y (x) − amPm (x) − am−1Pm−1 (x) · · · − a0P0 (x)]Pk (x) dx = 0

Επειδή όµως τα πολυώνυµα Legendre είναι ορθογώνια, ισχύει :

1
∫

−1

Pm (x) · Pk (x)dx =





0 αν k 6= m

2
k+1 αν k = m

(7.17)

οπότε

∂S

∂ak
=

1
∫

−1

[y (x) − akPk (x)] Pk (x) dx = 0

και εύκολα αποδεικνύεται ότι οι συντελεστές ak δίνονται από τις σχέσεις :

ak =
2k + 1

2

1
∫

−1

y (x)Pk (x) dx (7.18)

Τέλος, αν το διάστηµα δεν είναι [−1, 1] αλλά τυχαίο [a, b], τότε χρησιµοποιώ

την αντικατάσταση:

x =
1

2
(b− a) t+

1

2
(b+ a) (7.19)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίστε την παραβολή που προσεγγίζει

τη συνάρτηση y(t) = sin(t) στο διάστηµα [0, π] .

Κατάρχάς αλλάζω το διάστηµα µε την εξής αλλαγή µεταβλητής : t = π
2 (x+1)

οπότε [0, π] → [−1, 1] άρα η νέα συνάρτηση είναι :

y = sin
[π

2
(x+ 1)

]

.

και οι Ϲητούµενοι συντελεστές ϑα είναι :
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a0 =
1

2

1
∫

−1

sin
[π

2
(x+ 1)

]

dx =
2

π

a1 =
3

2

1
∫

−1

sin
[π

2
(x+ 1)

]

· x · dx = 0

a2 =
5

2

1
∫

−1

sin
[π

2
(x+ 1)

]

· 1

2
(3x2 − 1) · dx =

10

π

(

1 − 12

π2

)

τελικά η Ϲητούµενη παραβολή είναι :

y(x) =
2

π
+

10

π

(

1 − 12

π2

)

1

2

(

3x2 − 1
)

οπότε αλλάζοντας µεταβλητή καταλήγω στην εξης συνάρτηση :

y =
2

π
+

10

π

(

1 − 12

π2

)[

6

π2

(

t− π

2

)2

− 1

2

]

7.2 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΕΛΑΧΙΣΤΟΥ – ΜΕΓΙΣΤΟΥ

΄Εστω ότι δίνεται µια συνάρτηση y (x) ή ένα σύνολο σηµείων (xi, yi) και Ϲητούµε

τον υπολογισµό µιας νέας προσεγγιστικής συνάρτησης y(x). Το κριτήριο επι-

λογής της συνάρτησης είναι ότι για αυτή τη συνάρτηση το µέγιστο σφάλµα

γίνεται ελάχιστο.

Το σφάλµα στην αντικατάσταση µιας συνάρτησης y(x) από µια προσεγγιστι-

κή συνάρτηση y(x) σε ένα τυχαίο σηµείο x είναι :

ε = |y (x) − y(x)| (7.20)

Για απλότητα ϑα δείξουµε τη διαδικασία για την εύρεση µιας γραµµικής συ-

νάρτησης y(x) = ax + b που ϑα ελαχιστοποιεί το µέγιστο σφάλµα, η ευθεία

αυτή ονοµάζεται ευθεία ίσων σφαλµάτων ή Chebyshev και η προσέγγιση ϑα

γίνει µόνο για τρία σηµεία (x0, y0), (x1, y1) και (x2, y2). Εποµένως το σφάλµα

στο τυχαίο σηµείο xi ϑα είναι :

|εi| = |yi − (axi + b)| (7.21)

΄Εστω ότι η εξίσωση για µια ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (x0, y0), και

(x2, y2) είναι :

y(1)(x) =
y2 − y0
x2 − x0

x+
y0x2 − y2x0

x2 − x0
(7.22)
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 x1

A

C'

C

A'

B

B'

x0 x2

y0

y1

y2

{ε1

y(1)(x)

y(2)(x)

Σχήµα 7.2. Γραφική απεικόνιση της µεθόδου εύρεσης της ευθείας ίσων σφαλµάτων.

Τα σφάλµατα για τα τρία σηµεία ϑα είναι :

ε0 = 0, για το (x0, y0)

ε1 = |y1 − y(1)(x1)| = |y1 − ax1 − b| για το (x1, y1)

ε2 = 0 για το (x2, y2) (7.23)

Αν µετατοπίσω την ευθεία παράλληλα έτσι, ώστε το σφάλµατα να είναι ε0 = ε1 =
ε2 ϑα σχηµατίσω µια νέα ευθεία, την

y(2) =
y2 − y0
x2 − x0

x+ c (7.24)

Η ποσότητα c είναι µια άγνωστη σταθερά που υπολογίζεται από τη σχέση AA′ =
BB′, δηλαδή:

y0 −
(

y2 − y0
x2 − x0

x0 + c

)

=

(

y2 − y0
x2 − x0

x1 + c

)

− y1 (7.25)

οπότε τελικά ϐρίσκουµε τη νέα ευθεία ίσων σφαλµάτων:

y(2)(x) =
y2 − y0
x2 − x0

x+
y0 (x1 + x2) + y1 (x2 − x0) − y2 (x0 + x1)

2 (x2 − x0)
(7.26)

Προφανώς τα σφάλµατα είναι ε0 = y0 − y
(2)
0 , ε1 = y1 − y

(2)
1 και ε2 = y2 − y

(2)
2

για τα οποία ισχύει ότι :

|ε0| = |ε1| = |ε2| (7.27)

ενώ το σφάλµα σε κάθε ένα από τα τρία σηµεία ϑα είναι :
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ε = y0 − y
(2)
0 =

y0 (x2 − x1) − y1 (x2 − x0) + y2 (x1 − x0)

2 (x2 − x0)
(7.28)

Αν έχω περισσότερα σηµεία τότε, παίρνω τρία τυχαία σηµεία υπολογίζω την

ευθεία ίσων σφαλµάτων για αυτά τα σηµεία και υπολογίζω στη συνέχεια τα

σφάλµατα των υπολοίπων σηµειών. Απο αυτά ϐρίσκω το σηµείο µε το µεγαλύτε-

ϱο σφάλµα, οπότε επαναλαµβάνω την ίδια διαδικασία κρατώντας τα δύο αρχικά

σηµεία και το νέο κ.ο.κ.

7.3 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΜΕ ΡΗΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Επιθυµούµε να προσεγγίσουµε µια συνάρτηση f(x) µε µια ϱητή συνάρτηση,

που ϑα είναι ο λόγος δυο πολυωνύµων n και m ϐαθµού. Εστω :

f (x) ≈ RN (x) ≈ a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

1 + b1x+ b2x2 + ...+ bmxm
(7.29)

όπου N = n +m και RN (x) είναι το ανάπτυγµα Maclaurin της f(x) (δηλαδή

οι RN (x) και f(x) ταυτίζονται και για τις N πρώτες παραγώγους τους). Οπότε

f(x) − RN (x) ≈
(

c0 + c1x+ ...+ cNx
N
)

− a0 + a1x+ ...+ anx
n

1 + b1x+ ...+ bmxm

=

(

c0 + c1x+ ...+ cNx
N
)

(1 + b1x+ ...+ bmx
m) − (a0 + a1x+ ...+ anx

n)

1 + b1x+ ...+ bmxm

για να είναι οι πρώτες N παράγωγοι των f (x) και RN (x) ίσες για x = 0,

ϑα πρέπει οι συντελεστές του πολυωνύµου στον αριθµητή ως και τάξης N να

είναι µηδέν. Αυτό έχει ως συνέπεια να υπάρχουν N + 1 εξισώσεις για τους

άγνωστους συντελεστές. Η πρώτη εξάγεται από την απαίτηση για x = 0 να

ισχύει f(0) = RN (0) οπότε c0 − a0 = 0 ενώ µέσω των παρακάτω N εξισώσεων

ϑα καθορισθούν οι υπόλοιποι N συντελεστές

b1c0 + c1 − a1 = 0

b2c0 + b1c1 + c2 − a2 = 0

b3c0 + b2c1 + b1c2 + c3 − a3 = 0

... (7.30)

bmcn−m + bm−1cn−m+1 + ...+ cn − an = 0

bmcn−m+1 + bm−1cn−m+2 + ...+ cn+1 = 0

bmcn−m+2 + bm−1cn−m+3 + ...+ cn+2 = 0

... (7.31)

bmcN−m + bm−1cN−m+1 + ...+ cN = 0

Απο τις σχέσεις αυτές λύνοντας το σύστηµα των N εξισώσεων για τους N αγνώ-

στους συντελεστές υπολογίζω τη ϱητή συνάρτηση. Προσέξτε ότι σε κάθε γραµµή
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οι δείκτες κάθε όρου έχουν άθροισµα N . Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή ως

προσέγγιση Padé.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να ϐρεθεί προσέγγιση Padé, R9(x), για τη συνάρτηση tan−1 (x) µε πολυώνυµο

πέµπτου ϐαθµού στον αριθµητή και τετάρτου στον παρονοµαστή2.

Το ανάπτυγµα Maclaurin της συνάρτησης tan−1(x) είναι :

tan−1 (x) = x− 1

3
x3 +

1

5
x5 − 1

7
x7 +

1

9
x9

οπότε

f (x) −R9 (x) =
(x− 1

3x3+ 1
5x5

−
1
7x7+ 1

9 x9)(1+b1x+b2x2+b3x3+b4x4)−(a0+a1x+a2x2+...+a5x5)
1+b1x+b2x2+b3x3+b4x4

Αρα καταλήγω στο παρακάτω σύστηµα εξισώσεων:

a0 = 0, a1 = 1, a2 = b1, a3 = −1

3
+ b2

a4 = −1

3
b1 + b3, a5 =

1

5
− 1

3
b2 + b4

1

5
b1 −

1

2
b3 = 0, −1

7
+

1

5
b2 −

1

3
b4 = 0

−1

7
b1 +

1

5
b3 = 0,

1

9
− 1

7
b2 +

1

5
b4 = 0 (7.32)

που δέχεται τις παρακάτω τιµές ως λύσεις :

a0 = 0, a1 = 1, a2 = 0
a3 = 7

9 , a4 = 0, a5 = 64
945

b1 = 0, b2 = 10
9 , b3 = 0, b4 = 5

21 .

∆ηλαδή η Ϲητούµενη ϱητή συνάρτηση είναι :

tan−1 x ≈ R9(x) =
x+ 7

9x
3 + 64

945x
5

1 + 10
9 x

2 + 5
21x

4

Αν τώρα ϑελήσουµε να εξετάσουµε την ακρίβεια της προσέγγισης µε την πα-

ϱαπάνω ϱητή συνάρτηση µπορούµε να ϑέσουµε µια τυχαία τιµή, έστω x = 1 στην

παραπάνω σχέση τότε η τιµή της R9(1) = 0.7856, η ακριβής τιµή είναι 0.7854

ενώ το ανάπτυγµα Maclaurin δίνει 0.8349!

Παρατηρούµε δηλαδή ότι ενώ χρησιµοποιήσαµε το ανάπτυγµα Maclaurin για τον

υπολογισµό της ϱητής συνάρτησης το τελικό αποτέλεσµα είναι πολύ ακριβέστερο.

2 Θα µπορούσε να γραφεί και ως R5,4(x) αν και η επιλογή µας είναι αυθαίρετη, Θα

µπορούσαµε για παράδειγµα να ϑεωρήσουµε πολυώνυµο 3ου ϐαθµού στον αριθµητή

και 6ου στον παρανοµαστή.
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7.3.1 Προσέγγιση µε ϱητή συνάρτηση για οµάδα σηµείων

Αν δεν έχουµε αναλυτική µορφή µιας συνάρτησης f(x) αλλά δίνεται ένας συγ-

κεκριµένος αριθµός σηµείων (xi, f(xi)), έστω k, τότε στην ουσία ϑα ακολου-

ϑήσουµε µια διαδικασία που είναι παρόµοια µε την εύρεση του πολυωνύµου

Lagrange στο Κεφάλαιο 3. ∆ηλαδή κατασκευάζουµε ένα σύστηµα k εξισώσεων

της µορφής :
a0 + a1xi + a2x

2
i + ...+ anx

n
i

1 + b1xi + b2x2
i + ...+ bmxm

i

= f (xi) (7.33)

µε k ≥ m+ n + 1. Που τελικά οδηγεί στην ανάγκη επίλυσης ενός συστήµατος

της µορφής :

a0 + a1x1 + ...+ anx
n
1 − (f1x1) b1 − ...− (f1x

m
1 ) bm = f1

::
a0 + a1xi + ...+ anx

n
i − (fixi) b1 − ...− (fix

m
i ) bm = fi

::
a0 + a1xk + ...+ anx

n
k − (fkxk) b1 − ...− (fkx

m
k ) bm = fk

δηλαδή k εξισώσεις για τις k άγνωστες ποσότητες a0,a1, ..., an και b1, b2, ..., bm.

Το σύστηµα αυτό λύνεται σχετικά εύκολα µε τις µεθόδους που αναπτύξαµε στο

2ο Κεφαλαίο.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να ϐρεθεί µια ϱητή συνάρτηση που να επαληθεύει τα παρακάτω σηµεία :

x -1 0 1

y 1 2 -1

Προφανώς ο ϐαθµός των πολυωνύµων στον αριθµητή και παρανοµαστή ϑα

πρέπει να είναι, αθροιστικά, το πολύ 3 (n+m+1 = 3). Οπότε αν υποθέσω γραµ-

µικά πολυώνυµα στον αριθµητή και παρανοµαστή ϑα έχω µια ϱητή συνάρτηση

της µορφής :

R1,1 (x) =
a0 + a1x

1 + b1x

ϑέτωντας τις τιµές του παραπάνω πίνακα δηµιουργώ τις τρείς εξισώσεις που ακο-

λουθούν :
a0 + (−1) a1 − (−1) b1 = 1
a0 + 0 · a1 − 0 · b1 = 2
a0 + 1 · a1 − (−1) b1 = −1







⇒
a0 = 2
a1 = −1
b1 = −2

Α`ρα η Ϲητούµενη ϱητή συνάρτηση ϑα είναι :

R1,1 (x) =
2 − x

1 − 2x
.
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Εναλλακτικά ϑα µπορούσα να οδηγηθώ και στην παρακάτω ϱητή συνάρτηση (εάν

είχα ϑεωρήσει δευτεροβάθµιο πολυώνυµο στον παρανοµαστή)

R0,2 (x) =
a0

1 + b1x+ b2x2
⇒ R (x) =

2

1 − 2x− x2

ενώ προφανώς για δευτεροβάθµιο πολυώνυµο στον αριθµητή οδηγούµαστε στο

συµπτωτικό πολυώνυµο:

R2,0 (x) =
a0 + a1x+ a2x

2

1
⇒ R2,0 (x) = 2 − x− 2x2 .

7.4 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Προσδιορίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων για τα παρακάτω σηµεία :

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9

yi 1.2 1.5 1.4 1.6 2.1 2.0 2.2 2.5 3.0

2. Προσδιορίστε την ευθεία µεγίστου-ελαχίστου (ίσων σφαλµάτων) για τα δεδο-

µένα του προηγούµενου προβλήµατος.

3. Προσδιορίστε την ευθεία µεγίστου-ελαχίστου (ίσων σφαλµάτων) για τα ση-

µεία (0, 0), (1, 0) και (2, 1).
4. Προσδιορίστε µια παραβολή ελαχίστων τετραγώνων που να προσεγγίζει τη

συνάρτηση y = e−x2/2.

5. Αν εξέλιξη ενός ϕαινοµένου ακολουθεί ένα νόµο της µορφής y(t) = keat2+bt

να ϐρεθούν οι τιµές των σταθερών k, a, b για τα δεδοµένα του παρακάτω

πίνακα:

t 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

y(t) 2.7 2.9 3.1 3.4 3.6 3.9 4.3 4.6 5.0 5.6

(Υπόδειξη : Λογαριθµήστε την δοθείσα σχέση και στη συνέχεια χρησιµοποιή-

στε παραβολή ελαχίστων τετραγώνων).

6. Υπολογίστε τη ϱητή προσεγγίση της συνάρτησης y = ex µε µια ϱητή συ-

νάρτηση R3,3(x) (δηλαδή 3ο ϐάθµιο πολυώνυµο σε αριθµητή και παρανο-

µαστή). Συγκρίνετε µε το ανάπτυγµα Maclaurin 6ης τάξης για x = 1. Τι

παρατηρείτε ;

7. Επαναλάβετε την παραπάνω διαδικασία για τις συναρτήσεις y = cos(x) και

y = sin(x) και να ϐρείτε το R3,5(x)) ενώ για την y = 1/x sin(x) να ϐρείτε το

R4,6(x).
8. Βρείτε µια ϱητή συνάρτηση που να επαληθεύει τις τιµές :
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0 1 2 4
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∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ

ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ

Πολλά σηµαντικά επιστηµονικά προβλήµατα στο χώρο της ϕυσικής περιγρά-

ϕονται από διαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους (∆ΕΜΠ). Συνήθως το

ϕυσικό ϕαινόµενο που µελετάµε παριστάνεται από µια συνάρτηση περισοτέρων

της µιας µεταβλητών που ικανοποιεί συγκεκριµένη µορφή εξίσωσης. Τα πε-

ϱισσότερα επιστηµονικά προβλήµατα µάλιστα περιγράφονταια από διαφορικές

εξισώσεις των οποίων η ανώτερης τάξης παράγωγος είναι δεύτερης τάξης. Για

παράδειγµα αν ψ είναι µια συνάρτηση δύο µεταβλητών x και y τότε υπάρχουν

τρείς µερικές παράγωγοι της δεύτερης τάξης

∂2ψ

∂x2
,

∂2ψ

∂x∂y
,

∂2ψ

∂y2
(8.1)

Με ϐάση τις τιµές των συντελεστών των παραγώγων δεύτερης τάξης κατατάσουµε

τις διαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους σε ελλειπτικές, παραβολι-

κές, υπερβολικές. Μια ∆ΕΜΠ δέυτερης τάξης είναι της µορφής

A
∂2ψ

∂x2
+B

∂2ψ

∂x∂y
+ C

∂2ψ

∂y2
+D

(

x, y, ψ,
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂x

)

= 0 (8.2)

Ανάλογα µε την τιµή της ποσότητας B2 − 4AC οι ∆ΕΜΠ κατατάσσονται ωσ:

• Ελλειπτικές, αν B2 − 4AC < 0
• Παραβολικές, αν B2 − 4AC = 0
• Υπερβολικές, αν B2 − 4AC > 0

Αν οι συντελεστές A, B και C είναι συναρτήσεις των x, y τότε είναι δυνατόν µια

∆ΕΜΠ να άλλαζει ‘κατηγορία’ σε διάφορες περιοχές του πεδίου ορισµού της.

∆υο κλασσικές διαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους η εξίσωση La­

place

∇2ψ = 0 (8.3)

και η εξίσωση Poisson

∇2ψ = f(x, y) (8.4)
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έχουν B = 0, A = C = 1, και εποµένως είναι πάντοτε ελλειπτικές.

Η κυµατική εξίσωση

∇2ψ − 1

c2
∂2ψ

∂t2
= 0 (8.5)

είναι κλασσική περίπτωση υπερβολικής ∆ΕΜΠ

Ενώ η εξίσωση της ϑερµότητας

σ∇2ψ − ∂ψ

∂t
= 0 (8.6)

είναι χαρακτηριστική περίπτωση παραβολικής ∆ΕΜΠ.

Για την επίλυση των παραπάνω προβληµάτων απαιτούνται κατ΄ αρχάς οι κα-

τάλληλες συνοριακές συνθήκες ή/και κατάλληλες αρχικές συνθήκες. Στη συ-

νέχεια υπάρχουν δίαφορες τεχνικές αναλυτικής, ηµι-αναλυτικής και αριθµητι-

κής επίλυσης τους. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε χαρακτηριστικά

προβλήµατα που συναντώνται στη Φυσική και περιγράφονται µε ∆ΕΜΠ. Θα

παρουσιάσουµε τεχνικές ηµι-αναλυτικής και αριθµητικής επίλυσης τους.

8.1 ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

8.1.1 Η Εξίσωση Laplace

Η εξίσωση Laplace σε δύο διαστάσεις

∇2u ≡ uxx + uyy = 0 (8.7)

είναι µια κλασσική εξίσωση της Φυσικής και απαντάται σε όλα τα προβλήµατα

που σχετίζονται µε πεδία και δυναµικά. Με ϐάση τους ορισµόυς που δώσαµε

στη αρχή του κεφαλαίου είναι µια ελλειπτική διαφορική εξίσωση µε µερικές

παραγώγους. Και όσα ϑα αναπτύξουµε µπορούν εύκολα να γενικευθούν στη

εξίσωση Poisson

∇2u ≡ uxx + uyy = g(x, y) (8.8)

είτε στην εξίσωση Helmoltz

uxx + uyy + f(x, y)u = g(x, y) (8.9)

όπου η g(x, y) και η f(x, y) είναι δοθείσες συναρτήσεις.

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε την αριθµητική επίλυση της εξί-

σωσης Laplace. Αριθµητική επίλυση σηµαίνει, αριθµητικό προσδιορισµό των

παραγώγων της u(x, y). Αν χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (4.18) τότε η uxx στο

σηµείο (xi, yj) ϑα γραφεί ώς

[uxx]i,j =
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
(8.10)

και αντίστοιχα η uyy
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ui+1,jui-1,j

-4ui,j

ui,j-1Σχηµα Laplace

ui,j+1

Σχήµα 8.1. Το σχήµα των πέντε σηµείων για την αριθµητική επίλυση της εξίσωσης

Laplace.

[uyy]i,j =
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2
(8.11)

οπότε η εξίσωση Laplace ϑα γραφεί ως

∇2u ≈ ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − 4ui,j

h2
= 0 (8.12)

όπου i = 2, ..., n − 1 και j = 2, ...,m − 1. Αυτή η σχέση είναι γνωστή ώς

τύπος των πέντε σηµείων για την εξίσωση Laplace, και δίνει αποτελέσµατα

µε σφάλµα της τάξης του ∼ h2. Η σχέση (8.12) συνδέει στη ουσία την τιµή

της συνάρτησης u(x, y) στη ϑέση (xi, yj) µε τα τέσσερα γειτονικά της σηµεία

(xi+1, yj), (xi−1, yj), (xi, yj−1) και (xi, yj+1), όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 8.1.

Βασικά, η σχέση (8.12) µπορεί να γραφεί και στη µορφή

ui,j =
1

4
(ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1) (8.13)

που σηµαίνει ότι η τιµή της u(x, y) στη ϑέση (xi, yj) είναι ο αριθµητικός µέ-

σος των τεσσάρων γειτονικών της σηµείων (xi+1, yj), (xi−1, yj), (xi, yj−1) και

(xi, yj+1).
Ας υποθέσουµε τώρα πως δίνονται οι συνοριακές τιµές στα ακόλουθα σηµεία

του πλέγµατος

u(x1, yj) = u1,j για 2 ≤ j ≤ m− 1

u(xi, y1) = ui,1 για 2 ≤ i ≤ n− 1



128 8 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ

u(xn, yj) = un,j για 2 ≤ j ≤ m− 1

u(xi, ym) = ui,m για 2 ≤ i ≤ n− 1 (8.14)

Με ϐάση τη γνώση των παραπάνω συνοριακών τιµών µπορούµε να υπολο-

γίσουµε όλες τις υπόλοιπες τιµές της συνάρτησης u(x, y), λύνοντας στην ουσία

ένα σύστηµα (n− 2) × (n− 2) εξισώσεων για (n− 2)2 αγώστους.

u5,4u4,4

u2,5

u3,4u2,4

u1,2

u1,3

u1,4

u2,3
u3,3 u4,3

u5,3

u2,2

u3,5 u4,5

u5,2

u4,2
u3,2

u4,1
u3,1u2,1

Σχήµα 8.2. Το 5 × 5 πλέγµα για την αριθµητική επίλυση της εξίσωσης Laplace.

Για παράδειγµα στο πρόβληµα του σχήµατος 8.2 έχουµε να υπολογίσουµε

τις 9 τιµές τις συνάρτησης u(x, y), δηλαδή τα u2,2, u2,3, u2,4, u3,2, u3,3, u3,4, u4,2,

u4,3 και u4,4. Αν εφαρµόσουµε τη σχέση (8.13) για κάθε ένα από τα παραπάνω

σηµεία καταλήγουµε σε ένα σύστηµα 9 εξισώσεων για τους 9 αγνώστους που

προαναφέραµε.

−4u2,2 +u3,2 +u2,3 = −u2,1 − u1,2

u2,2 −4u3,2 +u4,2 +u3,3 = −u3,1

u3,2 −4u4,2 +u4,3 = −u4,1 − u5,2

u2,2 −4u2,3 +u3,3 +u2,4 = −u1,3

u3,2 +u2,3 −4u3,3 +u4,3 +u3,4 = 0
u4,2 +u3,3 −4u4,3 +u4,4 = −u5,3

u2,3 −4u2,4 +u3,4 = −u2,5 − u1,4

u3,3 +u2,4 −4u3,4 +u4,4 = −u3,5

u4,3 +u3,4 −4u4,4 = −u4,5 − u5,4

(8.15)

Η λύση αυτού του συστήµατος ϑα µας δώσει τις Ϲητούµενες τιµές στα εσωτε-

ϱικά σηµεία του πλέγµατος.
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης Laplace ∇2u = 0 για την περιοχή {(x, y) : 0 ≤
x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4} όπου u(x, y) συµβολίζει τη ϑερµοκρασία στο σηµείο (x, y).
Οι συνοριακές τιµές είναι :

u(x, 0) = 20 και u(x, 4) = 180 για 0 < x < 4

u(0, y) = 80 και u(4, x) = 0 για 0 < y < 4

ΛΥΣΗ

Κατάρχάς δηµιουργούµε το πλέγµα του σχήµατος 3 απο όπου καταλήγουµε

εύκολα στο παρακάτω σύστηµα 9 εξισώσεων µε 9 αγνώστους

u5,4=0u
4,4

u2,5=180

u
3,4u

2,4

u1,2=80

u1,3=80

u1,4=80

u
2,3

u
3,3 u

4,3

u5,3=0

u
2,2

u3,5=180 u4,5=180

u5,2=0

u
4,2

u
3,2

u4,1=20u3,1=20u2,1=20

Σχήµα 8.3. Το 5 × 5 πλέγµα για το συγκεκριµένο παράδειγµα.

−4u2,2 +u3,2 +u2,3 = −100
u2,2 −4u3,2 +u4,2 +u3,3 = −20

u3,2 −4u4,2 +u4,3 = −20
u2,2 −4u2,3 +u3,3 +u2,4 = −80

u3,2 +u2,3 −4u3,3 +u4,3 +u3,4 = 0
u4,2 +u3,3 −4u4,3 +u4,4 = 0

u2,3 −4u2,4 +u3,4 = −260
u3,3 +u2,4 −4u3,4 +u4,4 = −180

u4,3 +u3,4 −4u4,4 = −180
(8.16)
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Η λύση του συστήµατος µας οδηγεί στη λύση:

u2,2 = 55.7143, u3,2 = 43.2143, u4,2 = 27.1429, u2,3 = 79.6429, u3,3 = 70.000,

u4,3 = 45.3571, u2,4 = 112.857, u3,4 = 111.786 και u4,4 = 84.2857.

2.5
5
7.5

10
12.5

i 2.5

5

7.5

10
12.5

j
0

50
100
150

uHi,jL

2.5
5
7.5

10
12.5

i

Σχήµα 8.4. Το γράφηµα της λύσης της εξίσωσης Laplace για το παράδειγµα. Εχει

χρησιµοποιηθεί πλέγµα 15 × 15.

Σηµαντική ϐελτίωση στην ακρίβεια της µεθόδου µπορεί να επιτευχθει µε την

αντικατάσταση των παραγώγων της εξίσωσης Laplace µε ϐάση τη σχέση (4.18).

Οπότε η εξίσωση Laplace ϑα γραφεί ως

∇2u ≈ ui−1,j+1 + 4ui,j+1 + ui+1,j+1 + 4ui−1,j − 20ui,j + 4ui+1,j + ui−1,j−1 + 4ui,j−1 + ui+1,j−1

6h2
= 0

(8.17)

όπου i = 2, ..., n− 1 και j = 2, ...,m− 1. Αυτή η σχέση είναι γνωστή ώς τύπος

των εννέα σηµείων για την εξίσωση Laplace, και δίνει αποτελέσµατα µε

σφάλµα της τάξης του ∼ h4.

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. Επιλύστε αριθµητικά την εξίσωση Laplace για ένα τετράγωνο µε συνοριακές

συνθήκες

u(0, y) = 0 όταν 0 ≤ y ≤ 1

u(1, y) = 0 όταν 0 ≤ y ≤ 1

u(x, 1) = 0 όταν 0 ≤ x ≤ 1
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u(x, 0) = x(1 − x) όταν 0 ≤ x ≤ 1

(Υπόδειξη : για πλέγµα 4×4 σηµείων η λύση είναι u2,2 = 1/12, u3,2 = 1/12,

u2,3 = 1/36, u3,3 = 1/36). Βρείτε τη λύση για πλέγµα 8 × 8 σηµείων.

2. Χρησιµοποιήστε τη σχέση (4.18) για να αποδείξετε το σχήµα 9 σηµείων,

δηλαδή την εξίσωση (8.17), για την επίλυση της εξίσωσης Laplace. Στη συ-

νέχεια να τη χρησιµοποιήστε για την επίλυση του λυµένου παραδείγµατος.

3. Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο των 9 σηµείων για την επίλυση του λυµένου

παραδείγµατος µε ένα πλέγµα 20 × 20 σηµείων.

4. Σε µια ορθωγώνια περιοχή 6cm× 8cm η συνάρτηση u(x, y) στα σύνορα της

είναι µηδέν (0) και υπακούει στο νόµο

∇2u+ 2 = 0.

Υπολογίστε τις τιµές της u(x, y), ανά 1cm στο εσωτερικό της περιοχής. (Ου-

σιαστικά εδώ λύνουµε την εξίσωση Poisson). Υπόδειξη : αν την λύνατε για

πλέγµα εύρους 2cm τότε ϑα ϐρίσκατε τις λύσεις u2,2 = u3,2 = u2,4 = u3,4 =
4.56 και u2,3 = u3,3 = 5.72

8.2 ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

8.2.1 Αριθµητική Επίλυση της Κυµατικής Εξίσωσης

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε µια ‘πλήρως ’ αριθµητική επίλυση της

κυµατικής εξίσωσης και για λόγους απλότητας ϑα περιορισθούµε σε ένα µονο-

διάστατο πρόβληµα. Πιο συγκεκριµένα ϑα µελετήσουµε την εξίσωση που περι-

γράφει µία παλλόµενη χορδή µήκους a µε πακτωµένα τα άκρα της. Η κίνηση

της περιγράφεται από την εξίσωση:

∂2u(x, t)

∂t2
= c2

∂2u(x, t)

∂x2
για 0 < x < a και 0 < t < b (8.18)

µε οριακές συνθήκες

u(0, t) = 0 και u(a, t) = 0 για 0 ≤ t ≤ b

u(x, 0) = f(x) για 0 ≤ x ≤ a (8.19)

ut(x, 0) = g(x) για 0 < x < a

Παρότι υπάρχει αναλυτική λύση της εξίσωσης µε ϐάση τη µέθοδο που χρησι-

µοποιήσαµε στην προηγούµενη ενότητα, µε χρήση των σειρών Fourier, εδώ ϑα

ακολουθήσουµε µια πλήρως αριθµητική τεχνική που αποτελεί ϐάση για τη µε-

λέτη και πλέον σύνθετων υπερβολικών ∆ΕΜΠ που δεν επιδέχονται αναλυτικών

λύσεων.
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∆ηµιουργία των εξισώσεων διαφορών

Ας διαµερίσουµε ένα ορθογώνιο µε πλευρές µήκους a και b σε (m−1)× (n−1)
υποδιαιρέσεις µήκους ∆x = h και ∆t = k όπως στη Σχήµα 8.5.

Προφανώς µε ϐάση τις αρχικές συνθήκες ισχύει u(xi, t1) = f(x1). Με ϐάση

την εξίσωση των κεντρικών διαφορών (4.18) οι δεύτεροι παράγωγοι utt και uxx

γράφονται

utt(x, t) =
u(x, t+ k) − 2u(x, t) + u(x, t− k)

k2
+ Ο(k2) (8.20)

uxx(x, t) =
u(x+ h, t) − 2u(x, t) + u(x− h, t)

h2
+ Ο(h2) (8.21)

και επειδή διαµέρίσαµε τα διαστήµατα (0, a) και (0, b) σε ίσα τµήµατα δηλαδή:

xi+1 = xi + h και tj+1 = tj + k γράφουµε την εξίσωση (8.18) ώς εξίσωση

διαφορών στη µορφή:

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

k2
= c2

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
(8.22)

που αποτελεί την προσεγγιστική µορφή της εξίσωσης (8.18). Για λόγους απλότη-

τας ϑα χρησιµοποιήσουµε την αντικατάσταση r = ck/h και η παραπάνω σχέση

γράφεται

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1 = r2 (ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j) . (8.23)

Η εξίσωση αυτή ϑα χρησιµοποιηθεί τώρα για τον υπολογισµό των τιµών της

u(x, t) στη γραµµή j+1 µε ϐάση την πληροφορία που έχουµε απο τις γραµµές j
και j−1, Σχήµα 8.6. Οπότε αναδιατάσσοντας την παραπάνω σχέση λαµβάνουµε :

ui,j+1 = 2(1 − r2)ui,j + r2 (ui+1,j + ui−1,j) − ui,j−1 για i = 2, 3, ..., n− 1
(8.24)

Εποµένως χρησιµοποιώντας την σχέση αυτή µπορούµε να υπολογίσουµε τις

τιµές της συνάρτησης u(x, t) στο ορθογώνιο R = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ t ≤ b}.

Στις αριθµητικές µεθόδους υπάρχουν ‘αστάθειες ’ µε αποτέλεσµα η λύ-

ση που υπολογίζουµε να µην αντιστοιχεί πάντα στην πραγµατική. Στη συγ-

κεκριµένη περίπτωση η συνθήκη που εξασφαλίζει αριθµητική ευστάθεια είναι

r = ck/h ≤ 1. Αυτό το κριτήριο ευστάθειας είναι γνωστό στη ϐιβλιογραφία ως

Courant­Friedrichs­Lewy κριτήριο ή πιο απλά κριτήριο Courant. Παρότι υπάρ-

χει µαθηµατική απόδειξη για το συγκεκριµένο κριτήριο ϑα προσπαθήσουµε

να το κατανοήσουµε µε ϐάση µια απλή ανάλυση. Πιο υγκεκριµένα, η ποσότητα

ui,j+1 υπολογίζεται απο την πληροφορία που έχουµε στα σηµεία (i−1, j), (i, j),
(i, j + 1) και (i, j − 1), µε άλλα λόγια µόνο απο αυτά τα σηµεία επιτρέπεται

να µεταφέρεται πληροφορία στο σηµείο ui,j+1. Αν παρατηρήσουµε προσεκτικά

αυτό που απαίτει το κριτήριο Courant είναι :

|c| ≤ ∆x

∆t
(8.25)
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Σχήµα 8.5. Ο τρόπος µε τον οποίο ‘ συνδέονται ’ τα 5 σηµεία της σχέσης

∆ηλαδή η ταχύτητα µε την οποία ταξιδεύει µια κύµανση (c) δεν ϑα πρέπει να

υπερβαίνει τη µέγιστη ταχύτητα διάδοσης που επιτρέπεται απο την διαµέριση

που επιλέξαµε. Αυτό αποτελεί ένα γενικό κριτήριο για την ευστάθεια των αριθµη-

τικών µεθόδων π.χ. δεν επιτρέπεται να επιλέγουµε µεγάλα αριθµητικά ϐήµατα

για να µελετήσουµε ϕαινόµενα που παρουσιάζουν σηµαντικές αλλαγές σε µι-

κρότερη χρονική κλίµακα. Ενα τέτοιο παραδειγµα ϑα αποτελούσε η αριθµητική

µελέτη της τροχιάς της Γης µε χρονικό ϐήµα µεγαλύτερο του ενός έτους, ή η

µελέτη της κίνησης ενός εκκρεµούς µε χρονικό ϐήµα µεγαλυτερο της περιόδου

του.

Οι αρχικές τιµές

Οπως προαναφέραµε απαιτούνται οι αρχικές τιµές της u(x, t) στις γραµµές j =
1 και j = 2. Επειδή όµως η δεύτερη γραµµή δεν δίνεται πάντα την υπολογίζουµε

µε ϐάση τις αρχικές συνθηκες. Αν χρησιµοποιήσουµε πρώτης τάξης ανάπτυγµα

Taylor της u(x, t) περι το σηµείο (xi, 0) λαµβάνουµε

u(xi, k) = u(xi, 0) + kut(xi, 0) +O(k2) (8.26)

Οπότε επειδή u(xi, 0) = f(xi) = fi και ut(xi, 0) = g(xi) = gi η παραπάνω

σχέση γράφεται

ui,2 = fi + kgi για i = 2, 3, ..., n− 1. (8.27)
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r2u
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Σχήµα 8.6. Η διαµέριση(πλέγµα) για την αριθµητική επίλυση της κυµατικής εξίσωσης

utt = c2uxx.

Προφανώς η παραπάνω σχέση είναι προσεγγιστική και το αριθµητικό σφάλµα

που υπεισέρχεται µέσω της παραπάνω σχέσης είναι τάξης O(k2) το οποίο διαδί-

δεται κατά την διάρκεια της αριθµητικής εξέλιξης της εξίσωσης και γιαυτό είναι

σηµαντικό να ϑέτουµε απο την αρχή αρκετά µικρή τιµή στο k.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ
Να λυθεί η κυµατική εξίσωση της παλλόµενης χορδής

utt(x, t) = 4uxx(x, t) για 0 < x < 1 και 0 < t < 0.5 (8.28)

µε οριακές συνθήκες

u(0, t) = 0 και u(1, t) = 0 για 0 ≤ t ≤ 0.5

u(x, 0) = f(x) = sin(πx) + sin(2πx) για 0 ≤ x ≤ 1 (8.29)

ut(x, 0) = g(x) = 0 για 0 < x < 1

ΛΥΣΗ

Για απλότητα ϑα χρησιµοποιήσουµε h = 0.1 και k = 0.05. Επειδή c = 2
λαµβάνουµε r = ck/h = 1, επίσης επειδή g(x) = 0 και r = 1 η σχέση (8.28)

γράφεται ωσ:

ui,2 =
fi−1 + fi+1

2
για i = 2, 3, ..., 9. (8.30)

Αντικαθιστώντας r = 1 στην εξίσωση (8.24) δηµιουργούµε την αρκετά απλή

αναδροµική σχέση

ui,j+1 = ui+1,j + ui−1,j − ui,j−1 (8.31)
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. Να λυθεί η κυµατική εξίσωση της παλλόµενης χορδής

utt(x, t) = 4uxx(x, t) για 0 < x < 1 και 0 < t < 0.5 (8.32)

µε οριακές συνθήκες

u(0, t) = 0 και u(1, t) = 0 για 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = f(x) =
5x

3
για 0 ≤ x ≤ 3

5

u(x, 0) = f(x) =
5(1 − x)

2
για

3

5
≤ x ≤ 1

ut(x, 0) = g(x) = 0 για 0 < x < 1

2. Να επιβεβαιωθεί αναλυτικά ότι η u(x, t) = sin(nπx) cos(cnπt) είναι λύση

της εξίσωσης utt(x, t) = c2uxx(x, t) για κάθε ϑετικό ακέραιο n = 1, 2, ...
3. Να λυθεί η κυµατική εξίσωση της παλλόµενης χορδής

utt(x, t) = uxx(x, t) για 0 < x < 1 και 0 < t < 1 (8.33)

µε οριακές συνθήκες

u(0, t) = 0 και u(1, t) = 0 για 0 ≤ t ≤ 1

u(x, 0) = f(x) = sin(πx) για 0 ≤ x ≤ 1

ut(x, 0) = g(x) = 0 για 0 < x < 1

4. ∆οκιµάστε στα παραπάνω προβλήµατα τιµές του r µεγαλύτερες και µικρό-

τερες του 1 για να µελετήσετε την ευστάθεια της µεθόδου.
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8.3 ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δώσουµε µια µέθοδο αναλυτικής επίλυσης µιας µονο-

διάστατης παραβολικής διαφορική εξίσωσης µε µερικές παραγώγους.

Εστω η ∆ΕΜΠ

∂u

∂t
= α2 ∂

2u

∂x2
για 0 ≤ x ≤ 1 και 0 ≤ t <∞ (8.34)

µε οριακές συνθήκες :

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 για 0 ≤ t <∞ (8.35)

και αρχικές συνθήκες :

u(x, 0) = φ(x), για 0 ≤ x ≤ 1 . (8.36)

8.3.1 Αριθµητική Λύση: Εξίσωση ∆ιαφορών

Ας υποθέσουµε ότι το διάστηµα 0 ≤ x ≤ 1 υποδιαιρείται σε n−1 υποδιαστήµατα

∆x = h και ας υποθέσουµε ότι στη χρονική διεύθυνση ότι ϑα λύσουµε τη ∆ΕΜΠ

έως τη χρονική στιγµή t = T οπότε ϑα ϑεωρήσουµε m − 1 υποδιαιρέσεις στο

διάστηµα 0 ≤ t ≤ T , Σχήµα 8.7. Αντικαθιστώντας τις µερικές παραγώγους ut

t
m

t
1

x
n

t
j+1

x
1

t
j

x
i+1

x
i

x
i-1

Σχήµα 8.7. Η διαµέριση(πλέγµα) για την αριθµητική επίλυση της παραβολικής εξίσωσης.

και uxx απο τις εξισώσεις διαφορών
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ut(x, t) =
u(x, t+ k) − u(x, t)

k
+ Ο(k) (8.37)

uxx(x, t) =
u(x+ h, t) − 2u(x, t) + u(x− h, t)

h2
+ Ο(h2) (8.38)

οπότε αντικαθιστούµε την εξίσωση (8.34) µε την εξίσωση διαφορών

ui,j+1 − ui,j

k
= α2 ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
(8.39)

οπότε αν ϑέσουµε r = α2k/h2 στην παραπάνω σχέση δηµιουργούµε την εξίσωση

διαφορών

ui,j+1 = (1 − 2r) ui,j + r (ui−1,j + ui+1,j) (8.40)

Η εξίσωση αυτή δίνει τις τιµές της συνάρτησης u(t, x) στην γραµµή j + 1 σαν

συνάρτηση των τιµών της συνάρτησης στη γραµµή j, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα

8.8.

r2ui+1,jr2ui-1,j
(1-2r)ui,j

ui,j+1

Σχήµα 8.8. Το αριθµητικό σχήµα για την αριθµητική επίλυση της παραβολικής εξίσω-

σης.

Το παραπάνω αριθµητικό σχήµα είναι εξαιρετικά απλό και ο προγραµµατι-

σµός του σε οποιαδήποτε γλώσσα σχεδόν τετριµµένος. Παρ΄ όλα ταύτα ϑα πρέπει

να εξετάσουµε την ευστάθειά του, πιο συγκεκριµένα το σχήµα είναι ευσταθές για

0 ≤ r ≤ 1/2. ∆ηλαδή, το χρονικό ϐήµα ϑα πρέπει να καθορίζεται από τη σχέση

k ≤ h2/(2α2). Ειδικά η επιλογή r = 1/2 απλοποιεί το αριθµητικό σχήµα (8.40)

που γράφεται στη µορφή:
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ui,j+1 =
ui−1,j + ui+1,j

2
(8.41)

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι το σχήµα που παρουσιάσαµε είναι πρώτης

τάξης, O(k), ως προς το χρόνο και δεύτερης τάξης, O(h2), ως προς το χώρο.

8.3.2 Αριθµητική Λύση: Μέθοδος Crank­Nicholson

Η µέθοδος των Crank και Nicholson είναι µια έµµεση µέθοδος αριθµητικής

επίλυσης παραβολικών ∆ΕΜΠ.

Σ΄ αυτήν τη µέθοδο η τιµή της συνάρτησης u(x, y) σε κάποιο σηµείο (xi, yj)
δεν υπολογίζεται απέυθείας αλλά µέσω της επίλυσης ενός γραµµικού συστή-

µατος εξισώσεων. Πιο συγκεκριµένα στην διακριτοποίηση της 2ης χωρικής πα-

ϱαγώγου της u(x, y) (δηλαδή της uxx) αντί να χρησιµοποιήσουµε τα στοιχεία

της γραµµής j που είνα γνωστά, χρησιµοποιούµε και τα άγνωστα στοιχεία της

γραµµής j + 1 όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 8.9. Για την ακρίβεια παίρνουµε το

µέσο όρο των διακριτοποιηµένων τιµών της uxx όπως ϕαίνεται στην παρακάτω

σχέση:

ui,j+1 − ui,j

k
=

1

2
α2

(

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
+
ui−1,j+1 − 2ui,j+1 + ui+1,j+1

h2

)

(8.42)

Είναι προφανές εποµένως ότι στη σχέση αυτή υπαρχουν τρεις άγνωστες ποσό-

τητες, τα ui−1,j+1, ui,j+1 και ui+1,j+1. Αν αναδιατάξουµε την παραπάνω σχέση

διατηρώντας απο αριστερά τις άγνωστες τιµές και από δεξιά τις γνωστές τιµές

καταλήγουµε στη σχέση:

−rui−1,j+1 + 2(1 + r)ui,j+1 − rui+1,j+1 = 2(1 − r)ui,j + r (ui−1,j + ui+1,j)
(8.43)

που σηµαίνει ότι για τον υπολογισµό u(x, y) στη χρονική στιγµή j · k ϑα πρέπει

να λύσουµε ένα σύστηµα n−2 τέτοιων εξισώσεων. Για απλότητα ϑα υποθέσουµε

ότι r = 1 οπότε η παραπάνω σχέση παίρνει την απλή µορφή:

−ui−1,j+1 + 4ui,j+1 − ui+1,j+1 = ui−1,j + ui+1,j (8.44)

που οδηγεί στο σύστηµα:





















4 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 0 0 0
0 0 ... 0 0 0 0
0 0 −1 4 −1 0 0
0 0 0 0 ... 0 0
0 0 0 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 4









































u2,j+1

u3,j+1

...
uk,j+1

...
un−2,j+1

un−1,j+1





















=





















2c1 + u3,j

u2,j + u4,j

...
uk−1,j + uk+1,j

...
un−3,j + un−1,j

un−2,j + 2c2





















(8.45)

του οποίου η λύση µας δίνει τις τιµές της u(x, y) για όλα τα xi τη χρονική στιγµή

j · k.
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ui+1,j+1ui-1,j+1 ui,j+1

ui-1,j ui+1,jui,j

Σχήµα 8.9. Το αριθµητικό σχήµα για την αριθµητική επίλυση της παραβολικής εξίσωσης

ut = α2uxx µε τη µέθοδο Crank­Nicholson.

Προφανώς, η διαδικασία αυτή είναι σηµαντικά πιο χρονοβόρα από αυτήν

που παρουσιάσαµε στην προηγούµενη ενότητα, αλλά είναι ευστάθης για κά-

ϑε τιµή, του r. Υπενθυµίζουµε, ότι στην προηγούµενη µέθοδο το κριτήριο ευ-

στάθειας επέτρεπε τιµές 0 < r < 1/2. Αρα µε την έµµεση µέθοδο των Crank­

Nicholson µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε σηµαντικά µεγαλύτερο χρονικό ϐή-

µα που επιταχύνει σηµαντικά την επίλυση του προβλήµατος.

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

∆ίνεται η παραβολική ∆ΕΜΠ

ut = uxx για 0 < x < 1 και 0 < t < 2

µε αρχικές συνθήκες

u(x, 0) = 4x(1 − x) για 0 ≤ x ≤ 1

και οριακές συνθηκες

u(0, t) = u(1, t) = 0 για 0 ≤ t ≤ 2 .

1. ∆ηµιουργήστε ένα κώδικα στη Mathematica για την αναλυτική λύση της

παραπάνω ∆ΕΜΠ.

2. Χρησιµοποιήστε το αριθµητικό σχήµα (8.40) για την επίλυση της παραπάνω

∆ΕΜΠ.

3. Χρησιµοποιήστε την έµµεση µέθοδο των Crank­Nicholson για την επίλυση

της παραπάνω ∆ΕΜΠ.





Α΄

ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ

Στην επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων µε χρήση των µεθόδων της Αριθµη-

τικής Ανάλυσης χρησιµοποιούµε προσεγγιστικές µεθόδους και οι λύσεις που

ϐρίσκουµε δεν είναι προφανώς ακριβείς. Η ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων

εξαρτάται από διάφορους παράγοντες, η κατανόηση των οποίων πολλές ϕορές

µας ϐοηθά στη δηµιουργία ακριβέστερων µεθόδων αλλά και στην εκτίµηση της

ακρίβειας του αριθµητικού αποτελέσµατος.

Ας υποθέσουµε ότι το p′ είναι µια προσεγγιστική τιµή της ακριβούς τιµής p,
τότε :

• Ως σφάλµα ϑα ορίσουµε την ποσότητα Ep = p− p′, δηλαδή τη διαφορά της

ακριβούς από την προσεγγιστική τιµή. και

• Ως σχετικό σφάλµα ϑα ορίσουµε την ποσότητα Rp = (p− p′)/p, δηλαδή το

ποσοστό του σφάλµατος σε σχέση µε την ακριβή τιµή (προφανώς υποθέτουµε

ότι p 6= 0).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

1. Η ακριβής τιµή του π είναι π = 3.14159... και έστω µια προσεγγιστική τιµή

του π′ = 3.14. Το σφάλµα είναι :

Eπ = π − π′ = 3.14159− 3.14000 = 0.00159

και το σχετικό σφάλµα:

Rπ =
π − π′

π
=

0.00159

3.14159
= 0.000506 .

2. Αν ακριβής τιµή είναι y = 1.000.000 και έστω µια προσεγγιστική τιµή y′ =
999.996. Το σφάλµα είναι :

Ey = y − y′ = 1.000.000− 999.996 = 4

και το σχετικό σφάλµα:
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Ry =
y − y′

y
=

4

1.000.000
= 0.000004 .

3. Αν ακριβής τιµή είναι x = 0.000012 και έστω µια προσεγγιστική τιµή x′ =
0.000009. Το σφάλµα είναι :

Ex = x− x′ = 0.000012− 0.000009 = 0.000003

και το σχετικό σφάλµα:

Rx =
x− x′

x
=

0.000003

0.000012
= 0.25 .

Στην πρώτη περίπτωση δεν υπήρχε σηµαντική διαφορά µεταξύ των Eπ και Rπ

και αµφότερα µπορού να χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση της ακρίβειας του π′.

Στη δεύτερη περίπτωση το σφάλµα Ey = 4 είναι µεγάλο αλλά η κοινή λογική

µας οδηγεί στην εκτίµηση ότι η προσέγγιση δέν είναι κακή και αυτό εκφράζεται

καλύτερα µέσω του σχετικού σφάλµατος Ry = 4 × 10−6. Τέλος στην τρίτη πε-

ϱίπτωση το σφάλµα είναι πολύ µικρό 3 × 10−6 αλλά το σχετικό σφάλµα είναι

µεγάλο και αντιστοιχεί στο 25% της ακριβούς τιµής. Από την παραπάνω συζήτηση

γίνεται προφανές ότι το σχετικό σφάλµα είναι ένας καλύτερος δείκτης της ακρίβειας

µιας προσέγγισης.

ΟΡΙΣΜΟΣ : Ενας αριθµός y′ προσεγγίζει µια ακριβή τιµή y µε d σηµαντικά

ψηφία αν, ο d είναι ο µεγαλύτερος αριθµός για τον οποίο ισχύει :

|y − y′|
|y| <

10−d

2
. (Α΄.1)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Θα υπολογίσουµε τα δεκαδικά ψηφία στις προσεγγίσεις του προηγούµενου πα-

ϱαδείγµατος

1. |π − π′|/|π| = 0.000506 ≈ 10−3/2 δηλαδή d = 3 (τρία σηµαντικά ψηφία).

2. |y − y′|/|y| = 0.000004 < 10−5/2 δηλαδή d = 5 (πέντε σηµαντικά ψηφία).

3. |x− x′|/|x| = 0.25 < 10−0/2 δηλαδή d = 0 (κανένα σηµαντικό ψηφίο).

Α΄.0.1 Σφάλµα αποκοπής

Τα σφάλµατα αποκοπής εισάγωνται όταν για λόγους ευκολίας αντικαθιστούµε

µια πιό σύνθετη µαθηµατική έκφραση µε µία απλούστερη. Για παράδειγµα το

ανάπτυγµα Taylor της συνάρτησης του ηµιτόνου :

sin(x) ≈ x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ...
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Εστω ότι Ϲητούµε να υπολογίσουµε το ορισµένο ολοκλήρωµα I =
∫ 1

0
arctan(x)dx.

Για τον υπολογισµό της τιµής του ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε το ανά-

πτυγµα Taylor της συνάρτησης arctan(x), δηλαδή

arctan(x) ≈ x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+
x9

9
− ...

οπότε αν διατηρήσουµε όρους ώς και O(x7) λαµβάνουµε

I ′ =

∫ 1

0

(

x− x3

3
+
x5

5
− x7

7

)

dx =

(

x2

2
− x4

12
+
x6

30
− x8

56

)∣

∣

∣

∣

1

0

=
121

280
= 0.4321428571 .

Η ακριβής τιµή είναι I = 0.4388245732, άρα το σχετικό σφάλµα είναι RI = (I −
I ′)/I = 0.0152264. Αν στην παραπάνω προσέγγιση διατηρούσαµε όρους ώς και

O(x9) τότε η προσεγγιστική τιµή του ολοκληρώµατος ϑα ήταν I ′ = 0.4432539683
και το σχετικό σφάλµα RI = −0.0100938. ∆ηλαδή όπως αναµενόταν η ακρίβεια

ϐελτιώθηκε.

Α΄.0.2 Σφάλµα στρογγύλεψης

Η ακρίβεια µε την οποία αποθηκεύεται ένας πραγµατικός αριθµός στη µνή-

µη του ΗΥ είναι συγκεκριµένη και εποµένως µόνο ένας συγκεκριµένος αριθµός

σηµαντικών ψηφίων του αριθµού διατηρήται. Τούτο έχει ως αποτέλεσµα οι εκτε-

λούµενες αριθµητικές πράξεις απο τιον ΗΥ να δίδουν αποτέλεσµα µε σκρίβεια

που είναι ανάλογη αυτής που αποθηκεύονται οι αριθµοί.

Α΄.0.3 Απώλεια σηµαντικών ψηφίων

Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης αριθµητικών πράξεων ελοχεύει ο κίνδυνος να απο-

λεσθούν σηµαντικά ψηφία. `Εστω δύο σχετικά ίσοι αριθµοί π.χ. x = 1.11112
και y = 1.11113 που δίδονται µε ακρίβεια 5 δεκαδικών ψηφίων. Θα αναµέναµε

ότι οι αριθµητικές πράξεις µεταξύ τους είναι της αυτής ακρίβειας, τούτο όµως

δεν είναι αληθές για την αφαίρεση τους διότι x − y = 0.00001 αλλά στον ΗΥ

αποθηκεύεται ως 0.1bbbb × 10−5. Οπότε για τον αριθµό που προέκυψε γνω-

ϱίζουµε µόνο ένα ψηφίο ενώ τα bbbb ψηφία είναι άγνωστα (και πιθανότατα ϑα

χρησιµοποιηθούν τυχαίες τιµές απο τον ΗΥ για αυτά). ∆ηλαδή, στη συνέχεια οι

πράξεις που ϑα χρησιµοποιούν την παραπάνω διαφορά ϑα έχουν ακρίβεια ένος

µόνο σηµαντικού ψηφίου.
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Ας εξετάσουµε το αριθµητικό αποτέλεσµα που ϑα πάρουµε συγκρίνοντας δύο ‘

γραφές ’ της ίδιας συνάρτησης. `Εστω λοιπόν οι συναρτήσεις

f1(x) = x2
(

√

(x+ 1) −
√

(x)
)

και f2(x) =
x2

√

(x+ 1) +
√

(x)

για x = 300 αν εκτελέσουµε την πράξη σε ένα ΗΥ που ‘ κρατά ’ 8 δεκαδικά

ψηφία ϑα πάρουµε f1(300) = 2596.0 και f2(300) = 2595.9147 οπότε η διαφορά

τους είναι f1(300) − f2(300) = 0.0853 δηλαδή αντί η διαφορά τους να είναι

της τάξης του 10−8 είναι περίπου 0.1 δηλαδή έχουµε απώλεια της τάξης των

7 σηµαντικών ψηφίων. Αντίστοιχα, αν οι πράξεις εκτελούνταν µε ακρίβεια 16

σηµαντικών ψηφίων τότε αντί ακρίβειας της τάξης του 10−16 το αποτέλεσµα είναι

f1(300)− f2(300) ≈ 4.7 × 10−11, δηλαδή απώλεια 5 σηµαντικών ψηφίων.

Α΄.0.4 Προσέγγιση τάξης O(hn)

Πολλές ϕορές στην αριθµητική επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων αντικαθι-

στούµε µια σύνθετη συνάρτηση f(h) µε µια απλούστερη (πχ ένα πολυώνυµο)

έστω την p(h) µε ένα µέγιστο σφάλµαM |hn|. Οπότε µπορούµε να χρησιµοποιή-

σουµε τον παρακάτω ορισµό :

ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν µια συνάρτηση f(h) προσεγγίζεται από τη συνάρτηση p(h)
και υπάρχει µια πραγµατική σταθερά M > 0 και ενας ακέραιος n τέτοιοι ώστε

|f(h) − p(h)|
|h|n ≤M όπου h≪ 1 (Α΄.2)

τότε λέµε ότι η p(h) προσεγγίζει την f(h) και η προσέγγιση αυτή είναι τάξης

O(hn) και γράφουµε :

f(h) = p(h) +O(hn) (Α΄.3)

ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν οι συναρτήσεις f(x) και g(x) µπορούν να γρφαούν ως :

f(h) = p(h) + O(hn) και g(h) = q(h) + O(hm) και υπάρχει p = min(m,n).
Τότε ϑα ισχύει :

f(h) + g(h) = p(h) + g(h) +O(hp) (Α΄.4)

f(h) · g(h) = p(h) · q(h) +O(hp) (Α΄.5)

f(h)

g(h)
=
p(h)

q(h)
+O(hp) εφόσονg(h) 6= 0 , q(h) 6= 0 (Α΄.6)

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Α΄.0.5 ∆ιάδοση σφάλµατος

Ας προσπαθήσουµε να εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο ένα σφάλµα διαδί-

δεται κατά τη διάρκεια επαναλαµβανόµενων επαναλήψεων. Ας ϑεωρήσουµε την



Α΄ ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ 145

πρόσθεση δύο αριθµών x και y. Προφανώς, στον ΗΥ αντί των ακριβών τιµών

ϑα γίνει πρόσθεση των προσεγγιστικών τους τιµών x′ και y′, που εµπεριέχουν

σφάλµα εx και εy αντίστοιχα. ∆ηλαδή, ϑα είναι x = x′ + εx και y = y′ + εy

οπότε το άθροισµα τους ϑα είναι

x+ y = (x′ + εx) + (y′ + εy) = (x′ + y′) + (εx + εx) . (Α΄.7)

`Αρα στην πράξη της πρόσθεσης το συνολικό σφάλµα ϑα είναι το άθροισµα των

επι µέρους σφαλµάτων.

Στον πολλαπλασιασµό η εκτίµηση του σφάλµατος είναι δυσκολότερη. Το

γινόµενο είναι

xy = (x′ + εx)(y′ + εy) = x′y′ + x′εy + y′εx + εxεx (Α΄.8)

Αν ισχύει ότι |x′| > 1 και |y′| > 1 τότε οι όροι x′εy και y′εx ϑα επαυξήσουν

τα αρχικά σφάλµατα, αλλά δεν είναι δυνατόν µάυτό τον τρόπο να γίνει ορθή

εκτίµηση του σφάλµατος. Αντ΄ αυτού είναι πιό αξιόπιστο κριτήριο η µελέτη του

σχετικού σφάλµατος. Η παραπάνω σχέση µπρορεί εύκολα να γραφεί ως

xy − x′y′

xy
=
x′εy + y′εx + εxεy

xy
=
x′εy

xy
+
y′εx

xy
+
εxεy

xy
. (Α΄.9)

Η σχέση αυτή µπορεί να απλοποιηθεί σηµαντικά αν υποθέσουµε ότι x′/x ≈ 1,

y′/y ≈ 1 και (εy/x)(εx/y) = RxRy ≈ 0. Οπότε καταλήγουµε στην απλοποιη-

µένη ορφή της παραπάνω σχέσης

xy − x′y′

xy
≈ εy

y
+
εx

x
= Rx +Ry . (Α΄.10)

Συνήθως έχουµε πολλές επαναλήψεις των απλών πράξεων, οπότε το Ϲητού-

µενο είναι τα οποιαδήποτε σφάλµατα στα αρχικά δεδοµένα µετά απο µια ακο-

λουθία αριθµητικών πράξεων να έχουν το µικρότερο δυνατό σφάλµα στο τελικό

αποτέλεσµα. Ενας αλγόριθµος που διατηρεί το σφάλµα µικρό κατά τη διαρκεια

των πράξεων και το συνολικό τελικό σφάλµα δεν αυξάνεται ϑα λέγεται ευστα-

ϑής, αλλοίως ϑα λέγεται ασταθής. Εποµένως, οι µέθοδοι που χρησιµοποιούµαι

ϑα πρέπει πέραν την ταχύτητας σύγκλισης στο ορθό αποτέλεσµα να είναι και

ευσταθείς.

ΟΡΙΣΜΟΣ : Ας παραστήσουµε µε E(n) την αύξηση του σφάλµατος µετά από

n ϐήµατα. Αν ισχύει ότι |E(n)| ≈ nε ϑα λέµε ότι η αύξηση του σφάλµατος είναι

γραµµική. Αν |E(n)| ≈ Knε τότε η αύξηση του σφάλµατος είναι εκθετική.

Προφανώς αν |K| > 1 το σφάλµα αυξάνεται χωρίς όρια καθώς n → ∞, ενώ αν

0 < |K| < 1 τότε το σφάλµα ελαχιστοποιείται καθώς n→ ∞.

Α΄.0.6 Αβεβαιότητα στα δεδοµένα

Πολλές ϕορές τα δεδοµένα που χρησιµοποιούµε σε δίαφορα προβλήµατα προέρ-

χονται από µετρήσεις µε περιορισµένη ακρίβεια ή υπάρχει αβεβαίοτητα ώς προς
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τις τιµές που ϑα χρησιµοποιηθούν. Σε αυτή την περίπτωση τα όποιαδήποτε αρθ-

µητικά αποτελέσµατα έχουν ακρίβεια µικρότερη ή ιση των αρχικών δεδοµένω.

Ως εκ΄τούτου ανεξάρτητα απο την ακρίβεια της µεθόδου που χρησιµοποιούµε

ϑα πρέπει να γίνεται χρήση των αποτελεσµάτων µε τόσα σηµαντικά ψηφία όσα

είναι των αρχικών δεδοµένων.
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