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Κεφάλαιο 5 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 
 
 

Η στρατηγική της αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι αντίστροφη µ’ αυτή της αριθµητικής 
παραγώγισης. ∆ηλαδή, εάν δίνονται τα σηµεία [ ]ii yx ,  από τα οποία διέρχεται η συνάρτηση, 
βρίσκουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο και στη συνέχεια το ολοκληρώνουµε. ∆ηλαδή:  

( )∫
β

α

dxxy  →  ( )∫
β

α
n dxxP        Εξ.  5.1 

Έτσι, χρησιµοποιώντας τον τύπο του Newton για το συµπτωτικό πολυώνυµο  
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λαµβάνουµε διάφορες µεθόδους προσεγγιστικού υπολογισµού της τιµής των ορισµένων 
ολκληρωµάτων. 
  
Ι. Για προσέγγιση µε συµπτωτικό πολυώνυµο 1ου βαθµού 
Βρίσκουµε: 
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∆ηλαδή τελικά: 
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0

ffhdxxf
x
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+=∫  

Είναι προφανές ότι έχουµε αντικαταστήσει στο διάστηµα ολοκλήρωσης από 0x έως 1x τη συνάρτηση 

)(xf  µε µια ευθεία που ενώνει τα σηµεία ))(,( 00 xfx  και ))(,( 11 xfx  και το αποτέλεσµα είναι να 
υπολογίζουµε το εµβαδό του τραπέζιου που σχηµατίζεται. 
 
ΣΦΑΛΜΑ 
 
Το σφάλµα στον υπολογισµό του ολοκληρώµατος λόγω της αντικατάστασης της ( )xf  µε το 

συµπτωτικό πολυώνυµο ( )xp  υπολογίζεται από την ολοκλήρωση του σφάλµατος, δηλαδή   
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όπου το  1ξ  είναι σηµείο του διαστήµατος 110 xξx ≤≤ . 
 



 60

ΙΙ. Για προσέγγιση µε συµπτωτικό πολυώνυµο 2ου βαθµού 
Βρίσκουµε: 
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fffh
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ΣΦΑΛΜΑ 
 
Αν ολοκληρώσουµε τον επόµενο όρο για τον υπολογισµό του σφάλµατος βρίσκουµε: 
 

( )( ) 0
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21
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=∫ dxf∆s-s-sx

x

 

το οποίο αποτελεί «ευτυχή σύµπτωση». Οπότε ολοκληρώνουµε το µεθεπόµενο όρο και το σφάλµα 
είναι: 

( )( )( ) ( ) == ∫ dxfhs-s-s-s )(
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ξ44
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1 ξfh−     Εξ.  5.5 

µε 210 xξx ≤≤ . 

 
ΙΙΙ. Για προσέγγιση µε συµπτωτικό πολυώνυµο 3ου βαθµού 

Με βάση τα προηγούµενα βρίσκουµε: 

( ) ( ) == ∫∫ dxxPdxxf
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33 ( )3210 33
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3 ffffh

+++     Εξ.  5.6 

µε σφάλµα 

 ( )1
45

80
3 ξfhE )(−−   310 xξx ≤≤      Εξ.  5.7 

∆ηλαδή, το σφάλµα είναι της αυτής τάξης  )( 5hO  µε την προηγούµενη µέθοδο. Η ακρίβεια 
βελτιώνεται στο επόµενο βήµα, δηλαδή για συµπτωτικό πολυώνυµο 4ου βαθµού, το οποίο έχει το ίδιο 
σφάλµα αν χρησιµοποιήσω συµπτωτικό πολυώνυµο 5ου βαθµού.  
  

Στη βιβλιογραφία, οι παραπάνω σχέσεις αναφέρονται ως ΤΥΠΟΙ NEWTON-COTES. 
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5.1 ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΡΑΠΕΖΙΟΥ 
 

Αν το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι µεγάλο, τότε ορίζουµε µια διαµέριση του διαστήµατος 
}{ bxxa n == +10 ,...,  σε 1+n  υποδιαστήµατα, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.1 

Στην ουσία παίρνουµε το άθροισµα των εµβαδών των επιµέρους τραπεζίων. Αν τα σηµεία είναι 
ισαπέχοντα, τότε µε βάση τα προηγούµενα: 
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Τελικά, καταλήγουµε στον γνωστό κανόνα του τραπεζίου. 
 

( ) ( )1210 222
2 ++++++=∫ nn

β

α

ff .... fffhdxxf    Εξ.  5.8 

 
ΣΦΑΛΜΑ 
 
Το συνολικό σφάλµα θα είναι το άθροισµα των σφαλµάτων σε κάθε ένα από τα υποδιαστήµατα 

),( 1+ii xx  

( ) ( ) ( )[ ]nξfξfξfhΕ ′′++′′+′′−= 21

3

12
    Εξ.  5.9 

αν όµως η ( )xf ′′  είναι φραγµένη και συνεχής στο [ ]nxx ,0 , τότε υπάρχει ένα κατάλληλο ξ  τέτοιο, 

ώστε το άθροισµα να γίνει  ( )ξfn ′′+ )1( . Οπότε: 
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     Εξ.  5.10 
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5.2 ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥ SIMPSON 
 

Αν το υπό ολοκλήρωση διάστηµα το χωρίσουµε σε τριάδες σηµείων, τότε για κάθε τριάδα 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (5.4) για την προσέγγιση της συνάρτησης µε συµπτωτικό 
πολυώνυµο 2ου βαθµού. Εποµένως, απαιτείται άρτιος αριθµός υποδιαιρέσεων του διαστήµατος 

),( ba . ∆ηλαδή 
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     ( )1154321 422424
3 +++++++++= nnn- fff...fffffh  Εξ.  5.11 

ΣΦΑΛΜΑ 
 
Θα είναι προφανώς το άθροισµα των επιµέρους σφαλµάτων, εποµένως το συνολικό σφάλµα θα είναι: 

( )ξ)(fhb-αΕ 44

180
−=   1n1 xξx +≤≤      Εξ.  5.12 

 
 

5.3 ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥ SIMPSON 3/8 
 
Κατ’ αναλογία µε την προηγούµενη µέθοδο, αν για κάθε τετράδα σηµείων δηµιουργήσω ένα 

συµπτωτικό πολυώνυµο τότε θα καταλήξω στον τύπο 
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 Εξ.  5.13 

που προφανώς θα ισχύει για  αριθµό υποδιαιρέσεων που διαιρείται µε το 3. 
 
ΣΦΑΛΜΑ 
 
Το συνολικό σφάλµα θα είναι: 

( )ξfhb-αΕ )( 44

80
−=   1n1 xξx +≤≤      Εξ.  5.14 
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5.4 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ROMBERG 
 

Αν µε τον κανόνα του τραπεζίου έχουµε υπολογίσει µια τιµή του ολοκληρώµατος, έστω 1I , για 

βήµα h και στη συνέχεια υπολογίσουµε µια νέα τιµή 2I  για βήµα hλ , τότε µπορούµε να κάνουµε 
µια πρόβλεψη για την ακριβή τιµή. 
 

Για παράδειγµα, αν χρησιµοποιούµε τη µέθοδο τραπεζίου µε βήµα h  θα υπολογίσουµε µια 
τιµή για το ολοκλήρωµα έστω την 1I , ενώ για βήµα hλ  µια νέα τιµή του ολοκληρώµατος έστω την 2I  , 
οπότε θα έχουµε ότι: 

 
για βήµα h :      Ακριβής Τιµή (ΑΤ) = 2

1 chI +  

για βήµα hλ :     Ακριβής Τιµή(ΑΤ) = 22
2 hcI λ+  

 
Με ΑΤ συµβολίζουµε την ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος ενω το c είναι µια σταθερά. ∆ηλαδή 
δηµιουργήσαµε ένα σύστηµα µε δύο αγνώστους τα ΑΤ και c , του οποίου η λύση είναι: 
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−
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λ

ΙΙλΑ.Τ.  και  
)λ(h

ΙΙc 22
12

1−
−

=  

Εποµένως η «ακριβής τιµή» καθορίζεται από τις τιµές των 1I , 2I  καιλ . Αν για παράδειγµα 
θέσουµε 2/1=λ , τότε 

  )Ι(ΙΙΑ.Τ. 122 3
1

−+=     Εξ.  5.15 

Γενικότερα, αν υποθέσουµε µέθοδο µε σφάλµα nh , ο παραπάνω τύπος για 2/1=λ  θα γραφεί:  
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+= n
ΙΙΙΑ.Τ.      Εξ.  5.16 

 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η µέθοδος Romberg  για τον κανόνα τραπεζίου µε 2/1=λ  είναι 
ισοδύναµη της µεθόδου Simpson. Πράγµατι, το ολοκλήρωµα 1I για βήµα hh 21 = και το ολοκλήρωµα 

2I  για βήµα h θα είναι: 
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οπότε η «ακριβής τιµή»  µέ βάση τα προηγούµενα θα είναι:  

( ) ( ) ( )210
2102

1
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3
2 fffhfffhffhΑ.Τ. ++=
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++−+
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που προφανώς αντιστοιχεί στη χρήση της µεθόδου Simpson , εξίσωση (5.4). 
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5.5 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ SPLINES ΣΤΗΝ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΚΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
 

Οι splines µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον αριθµητικό υπολογισµό παραγώγων και 
ολοκληρωµάτων. Η κυβική spline που προσεγγίζει µια συνάρτηση ( )xf  σε ένα διάστηµα 

1+≤≤ ii xxx  γράφεται:  

( ) ( ) ( ) ( ) iiiiiii dx-xcx-xbx-x αxf +++= 23     Εξ.  5.17 

και οι συντελεστές iii cba ,,  και id δίνονται από τις σχέσεις: 
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  Εξ.  5.18 

Ετσι, η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος σε κάποιο σηµείο ευρίσκονται αυτόµατα από τις σχέσεις  

( ) ( ) ( ) iiiii cx-xbx-xα xf ++=′ 23 2      Εξ.  5.19 

( ) ( ) iii bx-xα xf 26 +=′′       Εξ.  5.20 

Ενώ στα n+1  σηµεία ix οι παράγωγοι δίνονται πολύ απλά ως 

( ) ( ) iiii b xf cxf 2, =′′=′      Εξ.  5.21 

Είναι προφανές ότι η κυβική spline είναι ικανοποιητική µόνο για τον υπολογισµό παραγώγων πρώτης 
και δεύτερης τάξης. Για ανώτερης τάξης παραγώγους απαιτούνται ανώτερης τάξης splines. 

Το ολοκλήρωµα της ( )xf  µπορεί να προσεγγιστεί ως εξής: 
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αν ii x xh −= +1 , τότε: 
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  Εξ.  5.22 

ουσιαστικά, εποµένως, αρκεί να υπολογίσουµε τα παραπάνω αθροίσµατα για να έχουµε µια 
εξαιρετικά ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος.  

 
Προφανώς, η µέθοδος παρά την ακρίβειά της δεν είναι η βέλτιστη από άποψη αριθµού 

πράξεων, και τούτο διότι ο υπολογισµός των splines είναι χρονοβόρα διαδικασία. Εάν όµως οι 
συντελεστές iii cba ,,  και id έχουν ήδη υπολογισθεί, τότε η µέθοδος συνιστάται ανεπιφύλακτα.  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα (και οι παράγωγοι) της συνάρτησης ( ) )sin( xxf π= στο διάστηµα 
10 ≤≤ x  µε µια spline που χρησιµοποιεί τα σηµεία x = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0. 

 
Χρησιµοποιώντας τη συνθήκη 01 =S  και 05 =S  βρίσκουµε τους εξής συντελεστές: 

I X si αi bi cI dI 
1 0 0 -4.8960 0 3.1340 0 
2 0.25 -7.344 -2.0288 -3.6720 2.2164 0.7071 
3 0.5 -10.3872 2.0288 -3.1936 0 1.0 
4 0.75 -7.3440 4.8960 -3.6720 -2.2164 0.7071 

 
Οπότε το ολοκλήρωµα γίνεται:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )6366063620

4142225013403
2
250537612

3
2500

4
2516 2341

0

.ακριβής.

.......dxxf

=

++−+=∫  

Το σφάλµα θα είναι 0.0004≈ε , ενώ µε τη µέθοδο Simpson το σφάλµα  είναι: 0.0015-  
 
 
 
5.6 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ 
 
 

Γνωρίζουµε από τον Ολοκληρωτικό Λογισµό ότι υπάρχει µια κατάλληλη τιµή ξ στο διάστηµα 
ολοκλήρωσης ( )α,β  ούτως ώστε να είναι:  

( ) ( ) ( )ξfαβdxxf
β

α

−=∫   ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ   Εξ.  5.23 

Αν το γενικεύσουµε, θα µπορούσαµε να προσεγγίσουµε ένα διάστηµα µε ένα γραµµικό 
συνδυασµό τιµών της ( )xf  εντός του διαστήµατος ( )α,β . Επίσης, θα µπορούσαµε να συνδυάσουµε 
και παραγώγους της ( )xf  σ’ αυτό το διάστηµα. Στην πιο απλή περίπτωση, προσεγγίζουµε το 
ολοκλήρωµα µε δυο µόνο τιµές της συνάρτησης, την ( )af  και την ( )βf . Οπότε γράφουµε:  

( ) ( ) ( )βfcαfcdxxf
β

α
10 +≡∫      Εξ.  5.24 

Οι τιµές των 10 ,cc εξαρτώνται από την ( )xf  αλλά και από τις τιµές των α και β. 
 
Για να είναι αληθής η παραπάνω σχεση, θα πρέπει η )(xf  να είναι είτε σταθερή συνάρτηση είτε 
γραµµική ως προς x .  Οπότε, αν αντικαταστήσουµε µια φορά  1)( =xf  και στη συνέχεια  xxf =)( , 
τα ολοκληρώµατα υπολογίζονται ακριβώς και εποµένως θα δηµιουργήσουµε δύο εξισώσεις για τους 
δύο αγνώστους 0c  και 1c .  ∆ηλαδή: 
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Τελικά , εύκολα βρίσκουµε ότι: 

22 10
αβ cαβc −

=
−

=  

Άρα 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]βfαfαβdxxf
β

α

+
−

≡∫ 2
     Εξ.  5.25 

Ουσιαστικά, έχουµε δηµιουργήσει τον «κανόνα του τραπεζίου». Αν γράψω τη σχέση (5.24) για τρεις 
όρους, δηλαδή,  

( ) ( ) ( ) 





 +

++≡∫ 2210
βαfcβfcαfcdxxf

β

α

    Εξ.  5.26 

τότε η παραπάνω σχέση µπορεί να είνα ακριβής µόνο αν η )(xf  ήταν πολυώνυµο το πολύ 2ου 

βαθµού. Οπότε, θέτω xxf ,1)( = και 2x  και ολοκληρώνοντας για την κάθε µια συνάρτηση δηµιουργώ 

ένα σύστηµα τριών εξισώσεων για τους τρείς αγνώστους 10 ,cc  και 2c , από τη λύση του οποίου 
καταλήγω στην εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )







+






 +

+
−

=∫ βfβαfαfαβdxxf
β

α 26
        Εξ.  5.27 

που στην ουσία είναι ο κανόνας του Simpson για τρία σηµεία. 
 
Θα µπορούσαµε εύκολα να επεκτείνουµε την παραπάνω διακασία, προσθέτοντας και τις πρώτες 
παραγώγους, για παράδειγµα: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )βfcafcβfcαfcdxxf
β

α

′+′++=∫ 3210    Εξ.  5.28 

οπότε θα πρέπει να καταλήξω σε ένα σύστηµα µε τέσσερεις άγνωστες ποσότητες που θα µας οδηγήσει 
στη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )βfαfαββfαfαβdxxf
β

α

′−′−
++

−
=∫ 122

2

  Εξ.  5.29 

∆ηλαδή, θα υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα µόνο µε βάση τις τιµές της συνάρτησης και της 
παραγώγου της στα άκρα του διαστήµατος [ ]ba, . Η σχέση αυτή γενικεύεται στον τύπο των Euler – 
Maclaurin (πώς;) 
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++++=∫

   Εξ.  5.30 

που είναι µια εξαιρετικά ακριβής µέθοδος και στην ουσία βελτιώνει το αποτέλεσµα µε µόνο 6 
επιπλέον υπολογισµούς της 1ης, 3ης και 5ης παραγώγου της συνάρτησης στα άκρα του διαστήµατος. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler – Maclaurin  για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος  

∫=
2

0

π

ηµxdxΙ  

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (5.30) µόνο για δυο σηµεία βρίσκω: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ (ΜΕΘΟ∆ΟΣ FILON) 

Είναι χρήσιµη για ολοκληρώµατα της µορφής ( ) ( )∫
β

α

dxxxf sin , δηλαδή για ολοκληρώµατα µε 

συναρτήσεις που ταλαντώνονται. Ουσιαστικά, εφαρµόζουµε τη µέθοδο των προσδιοριστέων 
συντελεστών. Για παράδειγµα, γράφουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )πfΑπfΑfΑdxxxf 20sin 321

2

0

++≈∫
π

 

και ζητάµε να είναι ακριβής για ( ) ,xxf 1=  και 2x οπότε 
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Άρα ( ) ( ) ( )π-ffxdxxf
π

20sin
2

0

≈∫  

 
ΓΕΝΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ 
 
Ο γενικός τύπος για τη µέθοδο ολοκλήρωσης του Filon είναι:  

( ) ( )[ ]TCS BkbbΑykααAyhkxdxxy
b

α

⋅+⋅+−≈∫ cos)(cossin  Εξ.  5.31 
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5.7 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS 
 

Στη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών επιλέγαµε συγκεκριµένα σηµεία στο διάστηµα 
[ ]β,a  και στη συνέχεια υπολογίζαµε µόνο τους συντελεστές της συνάρτησης ( )xf  σ’ αυτά τα σηµεία. 
Αν όµως θεωρήσουµε ότι και τα σηµεία ix  πρέπει να προσδιοριστούν συγχρόνως µε τους 
συντελεστές, τότε έχουµε τη µέθοδο Gauss. 
 
Στην πιο απλή περίπτωση έχουµε: 

( ) ( ) ( )21

1

1

tbftαfdttf
-

+≈∫       Εξ.  5.32 

Οπότε, έχουµε τέσσερις αγνώστους 21,,, ttba  και θα απαιτήσουµε η µέθοδός µας να είναι ακριβής για 

πολυώνυµα έως και τρίτου βαθµού ( ) 32 ,,,1 ttttf = ,  οπότε δηµιουργούµε ένα σύστηµα τεσσάρων 
εξισώσεων µε τέσσερεις αγνώστους, δηλαδή: 
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Άρα 

( ) ( ) ( )5773057730
1

1

.f.-fdttf
-

+≈∫  

Για ( ) 3210 ,,,,nttf n == , η σχέση είναι ακριβής. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
Αν τα όρια ολοκλήρωσης δεν είναι [ ]1,1− , κάνουµε την αντικατάσταση 

( ) ( ) dtb-αdxαbtb-αx
22

1
2
1

=++=  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα: ∫
2

0

sin
π

xdx  

Κατ’αρχάς, αλλάζουµε τα όρια   

 dtπdx,
t

x
ππ

42
22 =

+
=  

και στη συνέχεια, για τα νέα όρια, το ολοκλήρωµα γράφεται: 

( ) ( ) ( )[ ]∫
−

=⋅⋅+⋅⋅=



 +=

1

1

998470394340sin01105660sin01
4

1
4

sin
4

.π....πdttππI π .  

Για σύγκριση αναφέρουµε ότι ο κανόνας τραπεζίου 2 σηµείων δίνει: 0.7854 και ο κανόνας Simpson 3 
σηµείων δίνει: 1.0023 
 
 
 
 
 



 69

 
ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ 
 
Η µέθοδος Gauss µπορεί να γενικευθεί για πάνω από δυο όρων ανάπτυγµα. ∆ηλαδή: 

( ) ( )i
n

i
i

-

tfwdttf ∑∫
=

≈
1

1

1

 για n σηµεία    Εξ.  5.33 

Οπότε δηµιουργείται ένα σύστηµα n2  εξισώσεων, αν απαιτήσουµε να είναι ακριβής για πολυώνυµα 
έως και βαθµού 12 −n , δηλαδή: 
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k    Εξ.  5.34 

Αποδεικνείεται ότι τα it  είναι ρίζες των πολυωνύµων Legendre βαθµού n. Τα πολυώνυµα Legendre 
δίνονται από τις αναδροµικές σχέσεις: 
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   Εξ.  5.35 

Οπότε τα iw  δίνονται από τις σχέσεις: 

( )
( )[ ]21

2

212

in-
i xLn

xw −
=        Εξ.  5.36 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Οι ρίζες των πολυωνύµων Legendre βρίσκονται πάντα εντός του διαστήµατος ( )1,1− . 

Εποµένως, αρκεί να υπολογισθούν µια φορά τα it  και iw  και στη συνέχεια χρησιµοποιούνται σε 

κάθε πρόβληµα. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τις τιµές των it  και iw  για 2=n  και 4=n  
 

n  
it  iw  

2 ± 0.57735027 1.0000000 
4 ± 0.86113631 0.34785485 
 ± 0.33948104 0.62214515 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο Gauss για 4 σηµεία: 
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Αντίστοιχα, η µέθοδος Simpson µε 32 σηµεία σηµεία δίνει:  1.0000003 και για 64 σηµεία:  
9.99999983. 
ΓΕΝΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ GAUSS 
 
Αν γράψουµε ένα ολοκλήρωµα στη µορφή:  

( ) ( ) ( )∑∫
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=
n

i
ii

β

α

xyΑdxxyxw
1

      Εξ.  5.37 

όπου ( )xw  είναι µια συνάρτηση βάρους, τότε µπορούµε να δηµιουργήσουµε τους τύπους: 
 
(1) Gauss – Legendre  

για συνάρτηση βάρους   ( ) 1=xw  (η προαναφερθείσα µέθοδος) 

(2) Gauss – Legendre 

για ολοκληρώµατα της µορφής ( ) ( )∑∫
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Tα ii Ax ,   δίνονται από πίνακες. 
 
(3) Gauss – Hermite  
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Tα ii Ax ,  δίνονται από πίνακες. 
 
(4) Gauss – Chebyshev 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
1. Με τη µέθοδο του τραπεζίου ολοκληρώστε τις συναρτήσεις x , )log(x , και x/1  µε βήµα 

1.0=h  και 05.0=h για το διάστηµα [ ]3.1,1 . Συγκρίνετε µε τα ακριβή αποτελέσµατα και επίσης 
πόσο µεταβάλλεται η ακρίβεια µε τον υποδιπλασιασµό του βήµατος. 

 
2. Στο προηγούµενο πρόβληµα εφαρµόστε τη µέθοδο Romberg και εξετάστε την βελτίωση των 

αποτελεσµάτων. 
 
3. Επαναλάβετε, την άσκηση 1 για τη µέθοδο του Simpson και συγκρίνετε την ακρίβειά της µε αυτή 

της µεθόδου του τραπεζίου. 

4. Υπολογίστε την τιµή του ολοκληρώµατος ∫
2/

0

sin
π

xdx  διαιρώντας το διάστηµα σε έξι υποδιαστήµατα, 

χρησιµοποιώντας τον κανόναα του τραπεζίου και στη συνέχεια τον κανόνα του Simpson. 
Συγκρίνετε το αποτέλεσµά σας µε το ακριβές και εξετάστε αν το σφάλµα είναι το αναµενόµενο. 

 
5. Εφαρµόστε τη µέθοδο Romberg στο παραπάνω πρόβληµα. 

6. Εαν θέλαµε να υπολογίσουµε την τιµή του ολοκληρώµατος  dxex∫
4.3

8.1

 χρησιµοποιώντας τον κανόνα 

του τραπεζίου, και απαιτούσαµε ακρίβεια 5 δεκαδικών ψηφίων, πόσο µικρό έπρεπε να είναι το 
βήµα h ; Υπολογίστε το θεωρητικά και στη συνέχεια εξετάστε αν συµφωνεί µε το αριθµητικό 
αποτέλεσµα. 

 
7. Επαναλάβετε το προηγούµενο πρόβληµα χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του Simpson. 
 

8. Υπολογίστε το ελλειπτικό ολοκλήρωµα ∫ −
2/

0

2sin1
π

dxxk  για 5.0=k   και 25.0=k  µε ακρίβεια 4 

δεκαδικά ψηφίων. 
 

9. Υπολογίστε το µήκος της περιφέρειας της έλλειψης 12516
22

=+ yx  µε ακρίβεια 6 δεκαδικών 

ψηφίων. 
 
10. Με τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών υπολογίστε τους συντελεστές στον 

τύπο )()()( 110011
2

110011 ybybybhyayayahdxxy
h

h

′+′+′+++= −−
−

−−∫  έτσι ώστε να είνα ακριβής για 

όσο το δυνατόν µεγαλύτερου βαθµού πολυώνυµο. 

11. Με τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών δείξτε ότι )(
24

)(
2

)( 10

3

0
10 yyhyyhdxxy

h

′′+′′−+=∫  για 

κάθε πολυώνυµο έως και 4ου βαθµού. 

12. Υπολογίστε µε τη µέθοδο του Filon το ολοκλήρωµα dxxe x )10sin(
2

0
∫ −
π

. Συγκρίνετε την ακρίβεια της 

µεθόδου µε την ακρίβεια της µεθόδου του Simpson στον ίδιο αριθµό σηµείων [η αναλυτική 

επίλυση δίνει )1(
101
10 10−− e ]. 

 
13. Εφαρµόστε τη µέθοδο Gauss-Legendre και κατόπιν τη µέθοδο Simpson-Romberg για τον 

υπολογισµό του ολοκληρώµατος ∫ +
2/

0

)1log(
π

dxx  (η ακριβής τιµή είναι 0.858690). Τι παρατηρείτε; 

 


