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Κεφάλαιο 6     ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
 

Οι περισσότεροι επιστηµονικοί νόµοι σε διάφορες επιστήµες γράφονται µε τη µορφή 
διαφορικών εξισώσεων. Οι κανονικές διαφορικές εξισώσεις αποτελούν σηµαντικό κεφάλαιο των 
µαθηµατικών και υπάρχει πλειάδα µεθόδων για την επίλυς;h τους. Εν τούτοις, στην πράξη, ένας 
µεγάλος αριθµός από χρήσιµες διαφορικές εξισώσεις δεν επιλύονται αναλυτικά και απαιτείται η 
αριθµητική τους επίλυση. ∆υστυχώς µάλιστα, ακόµη και πολύ απλά φυσικά µοντέλα, που 
χρησιµοποιούνται για την πρόβλεψη της εξέλιξης ενός φαινοµένου, δεν επιλύονται αναλυτικά.  

Ένα απλό παράδειγµα για τη σχέση διαφορικών εξισώσεων µε φυσικά φαινόµενα αποτελεί το 
µοντέλο «κυνηγού-θηράµατος». Έστω ότι ( )tx είναι ο αριθµός των κυνηγών και ( )ty ο αριθµός των 
θηραµάτων σε µια χρονική στιγµή. Τότε, κάτω από κατάλληλες (και απλουστευτικές) συνθήκες, η 
εξέλιξη των των δύο πληθυσµών θα δίνεται από το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων 

( )xbya
dt
dx

+=  

( )ydxc
dt
dy

+=  

όπου τα dcba ,,,  είναι σταθερές, που δίνονται από το µελετητή του συστήµατος. Η επίλυση τέτοιου 
είδους προβληµάτων θα αποτελέσει το αντικείµενο αυτού του κεφαλαίου. 

Στη συνέχεια, θα αναπτύξουµε τις παρακάτω µεθόδους για την αριθµητική επίλυση 
διαφορικών εξισώσεων και θα αναφέρουµε τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα της κάθε 
µεθόδου. 

 
• ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΝΟΣ ΒΗΜΑΤΟΣ 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΣΕΙΡΩΝ TAYLOR 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ EULER 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ RUNGE-KUTTA 

• ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ ADAMS 

• ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ – ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ MILNE 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ HAMMING 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ ADAMS – MULTON 

 
 
 
6.1 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΝΟΣ ΒΗΜΑΤΟΣ 
 

Οταν για τον υπολογισµό της τιµής µιας συνάρτησης που αποτελεί λύση µιας διαφορικής 
εξίσωσης στη θέση hxi +  (οπου h είναι ένα µικρό βήµα) χρησιµοποιούµε µόνο την πληροφορία για 

την τιµή της συνάρτησης στήν προηγούµενη θέση ix  τότε οι τεχνικές για την αριθµητική επίλυση των 
διαφορικών εξισώσεων κατατάσσονται ως µέθοδοι ενός βήµατος  
 
 
6.1.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΣΕΙΡΩΝ TAYLOR 
 

Η πλέον προφανής µέθοδος για την επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης είναι το 
ανάπτυγµα Taylor.  

Έστω, λοιπόν, µια διαφορική εξίσωση της µορφής 

( )yxfy ,=′  µε ( ) 00 yxy =  

τότε, για να υπολογίσουµε την τιµή της ( )xy  σε µια θέση hxx += 0 , θα χρησιµοποιήσουµε το 
ανάπτυγµα Taylor, δηλαδή: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ...xyhxyhxyhxy +′′+′+=+ 0

2

000 2
    Εξ.  6.1 

Επειδή όµως γνωρίζουµε την ( )yxfy ,=′ ,  µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε τις παραγώγους της 
( )xy οποιασδήποτε τάξης: 

( )yxfy ,′=′′ , ( )yxfy ,′′=′′′ ,  κοκ. 

άρα ο υπολογισµός της τιµής της ( )hxy +0  είναι µια απλή διαδικασία. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  6.1 
 
Έστω λοιπόν η διαφορική εξίσωση 

yxy +=′   

µε αρχικές τιµές ( ) 10 =y . Να βρεθεί η τιµή της )1(y  (η ακριβής λύση δίνεται για σύγκριση και είναι 

12 −−= xey x ). 
 
Για την επίλυσή της  βρίσκω τις παραγώγους έως και 4ης τάξης: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2011

2011
201111

1100

0
)4(4

0

0

0

=′+=′+=

=′+=′′′′+=′′′
=′+=′′′+=++=′+=′′

=+=′=′

yxyyy
yxyyy

yxyyyxyy
yxy

 

Οπότε, χρησιµοποιώντας την εξ. 6.1 βρίσκω: 

( ) ...
123

10
43

2 +++++=+
hhhhhy  

Το σφάλµα είναι προφανώς αυτό που προβλέπεται από το ανάπτυγµα Taylor, δηλαδή: 
( ) ( ) hξh

!
ξyE <<= 0

5
για5

5

 

 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

 
Στον παρακάτω πίνακα, οι τιµές της δεύτερης στήλης βρίσκονται, αν χρησιµοποιήσουµε βήµα 

1.0=h  την πρώτη φορά, 2.0=h  τη δεύτερη φορά, κοκ. Παρατηρούµε εποµένως ότι το σφάλµα 
αυξάνεται, καθώς αυξάνεται το h (4η στήλη).  

Αντίθετα, αν χρησιµοποιήσουµε σε κάθε βήµα τις τιµές που έχουµε υπολογίσει στο προηγούµενο 
βήµα, τότε η ακρίβεια παραµένει αρκετά καλή (5η στήλη). 

 
x  y  y  (ακριβές) Σφάλµα Σφάλµα* 
0 1    

0.1 1.110342 1.110342 1.7E-7  
0.2 1.24280 1.24281 5.5x10-6 3.7x10-7 
0.3 1.39968 1.39972 4.3x10-5 6.2x10-7 
0.4 1.383467 1.383649 1.8x10-4 9.1x10-7 

:     
1.0 3.416667 3.436564 2x10-2 4.2x10-6 
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6.1.2 ΜΕΘΟ∆ΟΙ EULER ΚΑΙ EULER – HEUN 
 

Η µέθοδος Euler αποτελεί ουσιαστικά περιορισµένη εφαρµογή της µεθόδου Taylor. 
∆ιατηρούµε όρους µόνο µέχρι 1ης τάξης ως προς h  . Είναι: 

( ) ( ) ( )000 xyhxyhxy ′+=+      Εξ.  6.2 

µε προφανές σφάλµα: 

( ) hξhξyE <<
′′

= 0
2

για2    Εξ.  6.3 

Αν πρόκειται να τη χρησιµοποιήσουµε για λίγα µόνο βήµατα, είναι αρκετά καλή και απλή στη 
χρήση. Για τη διαφορική εξίσωση στο Παράδειγµα 6.1 έχουµε: 

( ) ( ) ( )( )0000 xyxhxyhxy ++=+  

ή καλύτερα, σε µορφή αναδροµικής σχέσης: 

( )nnnn yxhyy ++=+1  

 
Η µέθοδος Euler-Heun αποτελεί µια απλή περίπτωση µεθόδου πρόβλεψης – διόρθωσης 

(κατηγορία µεθόδων που θα µελετήσουµε στη συνέχεια). Ουσιαστικά, χρησιµοποιούµε τη µέθοδο 
Euler (εξ. 6.2), για να υπολογίσουµε αρχικά την τιµή της ( )xy στη θέση ( )hxy +0 , δηλαδή την τιµή 

1y , και, στη συνέχεια, υπολογίζουµε την τιµή της 1y  αντικαθιστώντας την ( )0xy′  από το µέσο όρο 

των τιµών της παραγώγου στα σηµεία 0x  και hx +0 . ∆ηλαδή, χρησιµοποιώ για κάθε βήµα τις δύο 
σχέσεις: 

2
1

1

1

+
+

+

′+′
+=

′+=

nn
nn

nnn

yyhyy

yhyy
     Εξ.  6.4 

 
 
6.1.3   ΜΕΘΟ∆ΟΣ RUNGE – KUTTA 
 

Η µέθοδος Runge – Kutta είναι µια κλασική µέθοδος µε πολύ καλή ακρίβεια και 
χρησιµοποιείται ευρύτατα.  

Με τη µέθοδο Runge – Kutta προσπαθούµε να αντικαταστήσουµε τις παραγώγους ανώτερης τάξης 
που εµφανίζονται στη µέθοδο Taylor µε κατάλληλους συνδυασµούς των iii y,,yx ′ , τα οποία είναι 
γνωστά. Έτσι, αποφεύγουµε τον υπολογισµό των παραγώγων ανώτερης τάξης. Στη συνέχεια, 
αποδεικνύουµε τους τύπους για τη µέθοδο Runge – Kutta δεύτερης τάξης. 

Έστω ότι έχουµε µια διαφορική εξίσωση της µορφής: 

( )x,y=f
dx
dy

 

Μια αναδροµική σχέση για τον υπολογισµό του ny  είναι  

  +bk + ak = yy nn+ 211  όπου 
( )
( )12

1

BkAh,yx hf k
,yx hf k

nn

nn

++=
=

  Εξ.  6.5 

Ας προσπαθήσουµε να την ταυτοποιήσουµε µε µια σειρά Taylor δεύτερης τάξης: 

( ) ( ) ...,
2

,
2

1 +′++=+ nnnnnn yxfhyxhfyy  

Επειδή όµως 
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f+f=f
dx
dy+f=f

dx
df

yxyx  

θα είναι: 

( )
nxxyxnnn+ +fffh++hf=yy

=2

2

1  

Συγκρίνοντας µε την εξ. 6.5, που γράφεται: 

( ) ( )[ ]nnnnnnnn ,yxBhfAh,yxbhf,yxahfyy ++++=+1  

που την αναπτύσσω σε σειρά Taylor1: 

( ) ( )
nyxnnn BbffAbfhfahyy ++++=+

2
1 1  

καταλήγω στις  















=⋅

=⋅

=+

2
1
2
1
1

bB

bA

ba

 µπορώ να θέσω αυθαίρετα: π.χ. 
4
5

2
1

3
2 ,,a =  … 

Εδώ επιλέγω να θέσω 12
1

2
1 ===⇒= B,Aba , δηλαδή 

  +kk +  = yy nn+ )(
2
1

211  

όπου 

 
( )
( )12

1

kh,yx hf k
,yx hf k

nn

nn

++=
=

 

 (Η σχέση που βρήκαµε είναι ουσιαστικά η µέθοδος Euler-Heun). Αν επαναλάβω την ίδια διαδικασία 
για ανάπτυγµα Taylor έως και 4h , θα καταλήξω σε ένα σύστηµα 11 εξισώσεων µε 13 αγνώστους. Με 
κατάλληλη επιλογή, των δύο από τις άγνωστες ποσότητες, µπορώ να καταλήξω στη µορφή: 

( )43211 22
6
1 kkkkyy nn ++++=+      Εξ.  6.6 

όπου  

( )
( )
( )
( )34

22
1

2
1

3

12
1

2
1

2

1

kh,yxhfk
kh,yxhfk
kh,yxhfk

,yxhfk

nn

nn

nn

nn

++=

++=

++=

=

      Εξ.  6.7 

Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως Runge – Kutta τέταρτης τάξης µε τοπικό σφάλµα: ( )50 hE ≈  και 

γενικό σφάλµα µετά από n  βήµατα ( )40 hE ≈ . Η Runge – Kutta τέταρτης τάξης χρησιµοποιείται 
ευρύτατα αλλά υπάρχουν και ανώτερης τάξης µέθοδοι Runge – Kutta, όπως, για παράδειγµα, η 
µέθοδος Runge–Kutta–Fehlberg, που συνίστανται  ανεπιφύλακτα. 

 
Η µέθοδος Runge–Kutta–Fehlberg δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις: 

                                                           
1 Εδώ έγινε χρήση της ( )( ) ( )

nxxyxnnnn BhffAhffyxBhfAh,yxf ,
=

+++ +≈  
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( )nn ,yxhfk =1         Εξ.  6.8 

( )14
1

4
1

2 kh,yxhfk nn ++=       Εξ.  6.9 

( )232
9

132
3

8
3

3 kkh,yxfhk nn +++⋅=      Εξ.  6.10 

( )32197
7296

22197
7200

12197
1932

13
12

4 kkkh,yxfhk nn +−++⋅=    Εξ.  6.11 

( )44104
845

3513
3680

21216
439

5 8 kkkkh,yxfhk nn −+−++⋅=    Εξ.  6.12 

)( 540
11

44104
1859

32565
3544

2127
8

2
1

6 2 kkkkkh,yxfhk nn −+−+−+⋅=   Εξ.  6.13 

οπότε εύκολα υπολογίζουµε µια πρώτη εκτίµηση για την τιµή της 1+ny  

( )55
1

44104
2197

32565
1408

1216
25

1 kkkkyy nn −+++=+     Εξ.  6.14 

Το τοπικό σφάλµα είναι τάξης 5h≈ . Παρατηρούµε ότι δεν έχει χρησιµοποιηθεί η τιµή 6k , την οποία 
όµως θα χρησιµοποιήσουµ στη συνέχεια για τον υπολογισµό ακριβέστερης τιµής µε τη σχέση 

( )655
2

550
9

456430
28561

312825
6656

1135
16

1 kkkkkyy nn +−+++=+    Εξ.  6.15 

µε τοπικό σφάλµα 6h≈  και γενικό 5h≈ . 

 Παρόλο που το 1+ny  της σχέσης 6.14 δεν έχει σχέση µε το 1+ny  της σχέσης 6.15, εν τούτοις 
αποτελεί σηµαντικό στοιχείο της µεθόδου. Πιο συγκεκριµένα, είναι σύνηθες στην αριθµητική επίλυση 
των διαφορικών εξισώσεων να επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία δυο φορές, µια για βήµα h , και 
µια για βήµα 2h . Αν η µέθοδος έχει σφάλµα nh≈  την πρώτη φορά, τότε τη δεύτερη φορά το 

σφάλµα θα είναι nnh 2≈ . Eποµένως, αν το δεύτερο αποτέλεσµα εχει σφάλµα µικρότερο κατά n2/1 , 
τότε έχουµε την πεποίθηση ότι η µέθοδος συγκλίνει, αυτή η διαδικασία όµως είναι πολλές φορές 
χρονοβόρα.  

Στη µέθοδο Runge-Kutta-Fehlberg, δεν επαναλαµβάνουµε την παραπάνω διαδικασία, 
αντίθετα, συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα σε κάθε βήµα των σχέσεων 6.14 και 6.15 και, αν η διαφορά 
τους είναι τάξης h≈ , όπως προβλέπει η θεωρία, τότε πιστεύουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει. Επίσης 
είναι εξαιρετικά σηµαντικό για την ταχύτητα εκτέλεσης του προγράµµατος ότι τα 

621 ,,, kkk … υπολογίζονται µια µόνο φορά και για τις δυο σχέσεις.  
Τέλος, για τη µέθοδο Runge-Kutta-Fehlberg υπάρχει και προσεγγιστική σχέση για το σφάλµα. 

Το σφάλµα δίνεται από τη σχέση  

655
2

550
1

47524
2197

34275
128

1360
1 kkkkkE ++−−=     Εξ.  6.16 

Επειδή τα 621 ,...,, kkk είναι γνωστά σε κάθε βήµα, είναι δυνατό να εκτιµήσουµε άµεσα το σφάλµα και, 

αν είναι µεγαλύτερο από τη ζητούµενη ακρίβεια, υποδιπλασιάζουµε το h , ωσότου να την πετύχουµε. 
 Η προαναφερθείσα διαδικασία ουσιαστικά αναδεικνύει τη Runge - Kutta - Fehlberg σε 
µέθοδο µεταβλητού βήµατος. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι έχουµε τη δυνατότητα 
να αυξάνουµε ή να ελαττώνουµε το βήµα ανάλογα µε την συµπεριφορά της αριθµητικής λύσης σε 
κάθε σηµείο, έτσι επιτυγχάνουµε ταχύτητα και, συγχρόνως, εξασφαλίζουµε τη ζητούµενη ακρίβεια. 
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6.2 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ 
 
 

Οι µέθοδοι ενός βήµατος, που αναλύσαµε λίγο πριν, είναι αρκετά καλές και αξιόπιστες αλλά 
έχουν ένα βασικό µειονέκτηµα: Όταν υπολογίζουµε την τιµή της 1+ny , αυτό γίνεται µόνο µε χρήση 

της πληροφορίας που έχουµε στο βήµα n  για το σηµείο  ),( nn yx . Με αυτό τον τρόπο, χάνεται όλη η 

γνώση που αποκτήσαµε στα προηγούµενα 1−n  βήµατα για τη συµπεριφορά της συνάρτησης.  
Οι µέθοδοι πολλαπλού βήµατος έχουν το πλεονέκτηµα ότι χρησιµοποιούν κατάλληλα την 

πληροφορία για την ( )xy  από τα προηγούµενα 3-5 βήµατα. Ένα προφανές µειονέκτηµα αυτών των 

µεθόδων είναι η ανάγκη της γνώσης των αρχικών βηµάτων, δηλαδή των 321 ,, yyy  για τον υπολογισµό 

του 4y , οπότε είναι αναγκαία η χρήση µιας από τις προηγούµενες µεθόδους ενός βήµατος στην αρχή 
της διαδικασίας. 
 Η πλέον αξιόλογη και ευρύτατα χρησιµοποιούµενη µέθοδος πολλαπλών βηµάτων είναι η 
µέθοδος του Adams που παρουσιάζεται στη συνέχεια. 
 
 
6.2.1  ΜΕΘΟ∆ΟΣ ADAMS 
 

Είναι από τις πλέον σηµαντικές σύγχρονες µεθόδους, γι' αυτό θα δείξουµε τον τρόπο εύρεσης 
της αναδροµικής σχέσης της.  

Αν δοθεί η διαφορική εξίσωση: 

( ) ( )dxx,yfdyx,yf
dx
dy

== τότε  

ολοκληρώνοντας και τα δυο µέρη της παραπάνω ισότητας παίρνω: 

( )∫∫
++ =−= +

11

1
n

n

n

n

x

xnn

x

x
dxx,yfyydy     Εξ.  6.17 

Στη συνέχεια, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα προσεγγίζοντας την ( )x,yf  µε κατάλληλης τάξης 
συµπτωτικό πολυώνυµο χρησιµοποιώντας τα 3, 4, 5,… σηµεία. Εδώ, θα χρησιµοποιήσουµε ένα 
πολυώνυµο δευτέρου βαθµού, που το υπολογίσαµε από τα τρία προηγούµενα σηµεία. Οπότε 
χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του Newton προς τα πίσω, 

( )
∫∫

++







 +

+
+∆+=−= −−+

11

2
2

11 2
1n

n

n

n

x

x nnnnn

x

x
dxσφάλµαf∆ssfsfyydy  

( ) ( )( ) ( )dsξfhssshdsf∆ssfsfh
s

s

s

snnn ′′′++
+






 +

+∆+= ∫ ∫
=

=

=

=−−
31

0

1

0

σφάλµα

2
2

1 6
21

2
1

�� 
�� 	�
 

οπότε 

( )

( ) ( ) ( )421
1

4
2

2
11

12
25

2
1

12
5

2
1

hOffffffh

hOf∆∆ffhyy

nnn
nnn

nnnnn

+





 +−

+−+=

+





 ++=−

−−
−

−−+

 

και τελικά 

[ ] ( )4
211 51623

12
hOfffhyy nnnnn ++−+= −−+    Εξ.  6.18 

Αν χρησιµοποιούσαµε συµπτωτικό πολυώνυµο τρίτου βαθµού, θα οδηγούµαστε στη σχέση: 

[ ] ( )5
3211 9375955

24
hOffffhyy nnnnnn +−+−+= −−−+   Εξ.  6.19 
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Παρατηρούµε ότι έχουµε δηµιουργήσει πολύ απλά µεθόδους υψηλής ακρίβειας, που 
προγραµµατίζονται εξαιρετικά εύκολα (συγκρίνετε µε τις σχέσεις 6.13 και 6.15). Εν τούτοις, 
επαναλαµβάνουµε  ότι, απαιτείται η χρήση της µεθόδου Runge-Kutta-Fehlberg για τον υπολογισµό 
των τιµών της ( )xy  στις θέσεις 3−n , 2−n , 1−n  και n , αν χρησιµοποιήσουµε την εξ. 6.19. Αν δεν 
είναι εύκολο να προγραµµατίσουµε τη µέθοδο Runge-Kutta-Fehlberg, τότε µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε την απλοϊκή µέθοδο Euler, όµως µε σφάλµα 2h≈  σε κάθε βήµα. Αυτό όµως θα 
έχει ως αποτέλεσµα την ελάττωση της ακρίβειας για τον υπολογισµό της ( )xy  στα τέσσερα πρώτα 
βήµατα. Θα µπορούσαµε να διορθώσουµε αυτό το αδύνατο σηµείο της Euler ελαττώνοντας σηµαντικά 
το βήµα, οπότε το συνολικό σφάλµα µετά από µεγαλύτερο προφανώς αριθµό βηµάτων να είναι της 
τάξης 5h≈ . 
 
 
6.2.2   ΜΕΘΟ∆ΟΣ MILNE 
 

Η µέθοδος του Milne χρησιµοποιείται ευρύτατα, αποτελεί αξιόλογη µέθοδο και είναι απλή στο 
προγραµµατισµό της. Επίσης, όπως θα φανεί, είναι εξαιρετικά ακριβής. 
 

Για την εύρεση της αναδροµικής σχέσης ακολουθούµε παρόµοια διαδικασία µε αυτή της 
µεθόδου Adams. Αν υποθέσουµε ότι η λύση είναι γνωστή στα σηµεία 21,, −− nnn xxx  και 3−nx , τότε η 
διαφορική εξίσωση  

( )yxf
dy
dx ,=  

µπορεί να γραφεί κατά τα προηγούµενα ως 

( )∫∫
+

−

+

−

=−= −+
1

3

1

3

,31
n

n

n

n

x

xnn

x

x
dxyxfyydy  

Αν τώρα αντικαταστήσουµε την ( )yxf ,  µε ένα δευτεροβάθµιο συµπτωτικό πολυώνυµο και 
ολοκληρώσουµε, καταλήγουµε στη σχέση 

( )2131 22
3

4
−−−+ +−+= nnnnn fffhyy     Εξ.  6.20 

µε σφάλµα  ( ) ( ) 13
55 ,

90
28

+− ≤≤≈ nn xxyhE ξξ    Εξ.  6.21 

 
 
6.3 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ – ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ 
 

Σ’ αυτές τις µεθόδους, ο υπολογισµός της τιµής της 1+ny  στο σηµείο 1+nx  γίνεται σε δυο βήµατα, 

δηλαδή υπάρχουν δυο σχέσεις για τον υπολογισµό των 1+ny . 
 
1. ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ 

( )kkkk yyyy ,...,, 11 +−−+ Π= ρρ      Εξ.  6.22 

δηλ. στην πρώτη προσπάθεια χρησιµοποιούµε τα ρ προηγούµενα σηµεία  

2. ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ  
στη συνέχεια χρησιµοποιείται η πρόβλεψη 1+ky σε ένα τύπο που συνδυάζει τις τιµές της συνάρτησης 
στα ρ  προηγούµενα σηµεία (αυτό δεν είναι πάντα υποχρεωτικό) 

( )111 ++−−+ = kkρkρkk ,y,...,y,yy∆y      Εξ.  6.23 
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Αυτή η διαδικασία γίνεται επαναληπτικά, ωσότου οι δυο διαδοχικές τιµές της 1+ky  να είναι αρκετά 

κοντά. ( ) ( ) Eyy kk <− +
++

1
11

λλ , όπου λ  είναι ο αριθµός επαναλήψεων της διαδικασίας και E  η ζητούµενη 

ακρίβεια. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6.2 
 
Αποδείξτε ως άσκηση την πρόβλεψη µε τον τύπο του Nystrom  

kk- k yh   yy ′+=+ 211      Εξ.  6.24 

και στη συνέχεια χρησιµοποιήστε τη διόρθωση  Euler – Heun  

( )11 2 ++ ′+′+= kkk k yyh   yy     Εξ.  6.25 

για τη λύση της διαφορικής εξίσωσης του παραδείγµατος 6.1. 

 

Στη συνέχεια, θα δείξουµε ένα τύπο διόρθωσης για τη µέθοδο Milne. 
Για τη διαφορική εξίσωση  

( )yxf
dy
dx ,=  

µπορούµε, κατά τα γνωστά, να γράψουµε: 

( )∫∫
+

−

+

−

=−= −+
1

1

1

1

,11
n

n

n

n

x

xnn

x

x
dxyxfyydy     Εξ.  6.26 

οπότε αντικαθιστώντας το ολοκλήρωµα του δεύτερου µέρους µε τον κανόνα του  Simpson 
δηµιουργούµε τη σχέση 

( )1111 4
3 −+−+ +++= nnnnn fffhyy      Εξ.  6.27 

µε σφάλµα ( ) ( )ξ5
5

90
yhE ≈  όπου 11 +− 〈〈 nn xx ξ     Εξ.  6.28 

Παρατηρούµε ότι το σφάλµα είναι µεν 5h≈ , όπως και στη Milne, αλλά κατά 28 φορές µικρότερο, 
που δείχνει την αποτελεσµατικότητα της διορθωτικής διαδικασίας. Ανάλογα αποδεικνύεται και ο τύπος 
διόρθωσης για τη µέθοδο Adams. 
 
Συνοπτικά έχουµε τους παρακάτω συνδυασµούς τύπων πρόβλεψης διόρθωσης: 
 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ ADAMS – MULTON 
 
ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ 

( )3211 9375955
24 −−−+ ′−′+′−′+= nnnnnn yyyyhyy    Εξ.  6.29 

ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ 

( )2111 5199
24 −−++ ′+′−′+′+= nnnnnn yyyyhyy    Εξ.  6.30 
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ΜΕΘΟ∆ΟΣ HAMMING 
 
Μια επίσης συχνά χρησιµοποιούµενη µέθοδος πρόβλεψης - διόρθωσης είναι η µέθοδος Hamming. Η 
απόδειξη των σχέσεων επαφίεται στον αναγνώστη. 
 
ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ 

( )kkkk yyyhy ′+′−′+= −−−+ 22
3

4y 1231k     Εξ.  6.31 

ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ 

( ) ( )1121 2
8
39

8
1

+−−+ ′+′+′−+−= kkkkkk yyyhyyy    Εξ.  6.32 

 
 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ MILNE 
 
 
ΤΥΠΟΣ ΠΡΟΒΛΕΨΗΣ 

( )kkkk yyyhy ′+′−′+= −−−+ 22
3

4y 1231k  

  
ΤΥΠΟΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΗΣ 

( )1111 4
3 +−−+ ′+′+′+= kkkkk yyyhyy  

 
Για τον υπολογισµό των αρχικών σηµείων χρησιµοποιείται συνήθως Runge–Kutta τέταρτης τάξης ή 
καλύτερα Runge-Kutta-Fehlberg.   
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Οι µέθοδοι ενός βήµατος και πολλών βηµάτων µπορούν κατ’αρχάς να µας οδηγήσουν 
στη λύση µε την επιθυµητή ακρίβεια, εν τούτοις οι µέθοδοι πολλών βηµάτων είναι ταχύτερες στην 
εκτέλεση διότι ο αριθµός των πράξεων που απαιτούνται σε κάθε βήµα είναι σηµαντικά µικρότερος. 
Συγκρίνετε για παράδειγµα των αριθµό πράξεων που απαιτούνται σε κάθε βήµα για τη µέθοδο Runge-
Kutta-Fehlberg και για τη µέθοδο Adams. 
 
 
6.4 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
 

Οι περισσότερες από τις χρησιµοποιούµενες διαφορικές εξισώσεις δεν είναι πρώτης τάξης, 
ωστόσο η µεθοδολογία που αναπτύχθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια εφαρµόζεται εύκολα.  
 

Ευρύτατα συναντώνται οι διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης, δηλαδή 

( )yyxf
dx

yd ′= ,,2

2

       Εξ.  6.33 

οπότε απαιτείται η γνώση αρχικών συνθηκών, όχι µόνο για την ( )xy  αλλά και για την παράγωγό της  

στην αρχική θέση 0x . Το σύνηθες είναι να ορίζουµε µια νέα συνάρτηση ( )xz  τέτοια, ώστε ( ) yxz ′= . 
Οπότε η δεύτερης τάξης διαφορική εξίσωση ανάγεται σε δυο πρωτοβάθµιες µε τις ανάλογες αρχικές 
συνθήκες. ∆ηλαδή 

( )

( ) ( ) 00

00

,, yxzzyxf
dx
dz

yxyz
dx
dy

′==

==
    Εξ.  6.34 
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Το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 6.37 είναι  ισοδύναµο µε την  διαφορική εξίσωση  6.36. Η 
διαδικασία αυτή µπορεί να ακολουθηθεί για κάθε βαθµού διαφορική εξίσωση. Με όσα 
προαναφέρθηκαν είναι προφανής και ο τρόπος µε τον οποίο µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι 
µέθοδοι Adams, Milne κλπ. για συστήµατα διαφορικών εξισώσεων. 
 
Έστω λοιπόν ότι έχουµε το παρακάτω σύστηµα 

xzy
dx
dy

+=   ( ) 10 =y      Εξ.  6.35 

yxz
dx
dz

+=   ( ) 10 =z      Εξ.  6.36 

Αν χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Euler, το σύστηµα θα δίνεται από αναδροµικές σχέσεις της µορφής 

( )

( )nnnnnnn

nnnnnnn

yzxhzzhzz

xyzhyyhyy

++=′+=′

++=′+=′

+

+

1

1

    Εξ.  6.37 

Είναι προφανής λοιπόν η αναλογία της µεθόδου µε όσα αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου για τις 
µεθόδους Euler και κατ’ επέκταση Taylor. Αντίστοιχα, αν χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο Runge - 
Kutta,  θα πρέπει να υπολογίσουµε πέραν των 621 ,, kkk … και τα 621 ,,, lll … . Εδώ, αναφέρουµε τη 
µέθοδο Runge - Kutta τέταρτης τάξης, οπότε και η επέκτασή της γίνεται αναλόγως. 
  
Θα είναι λοιπόν για ένα σύστηµα ( )zyxfy ,,=′  και ( )zyxgz ,,=′  

( )

( )43211

43211

22
6
1

22
6
1

llllzz

kkkkyy

nn

nn

++++=

++++=

+

+

 

όπου 
( )nnn zyxhfk ,,1 =  

( )12
1

12
1

2
1

2 ,, lzkyhxhfk nnn +++=  

( )22
1

22
1

23 ,, lzkyxhfk nn
h

n +++=  

( )334 ,, lzkyhxhfk nnn +++=  
και  

( )nnn zyxhgl ,,1 =  

( )12
1

12
1

2
1

2 ,, lzkyhxhgl nnn +++=  

( )22
1

22
1

2
1

3 ,, lzkyhxhgl nnn +++=  

( )334 ,, lzkyhxhgl nnn +++=  
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3.6 ΣΦΑΛΜΑΤΑ 
 

Υπάρχει µια πληθώρα σφαλµάτων που υπεισέρχονται στη διαδικασία αριθµητικής επίλυσης µιας 
διαφορικής εξίσωσης. Ενδεικτικά, θα αναφέρουµε µερικά. 

 
1. Αρχικά σφάλµατα δεδοµένων: Εάν οι αρχικές τιµές δεν είναι ακριβώς γνωστές, π.χ. τις 

γνωρίζουµε µε συγκεκριµένη ακρίβεια, τότε το αρχικό σφαλµα διαδίδεται σε όλα τα βήµατα της 
ολοκλήρωσης. Έτσι, για παράδειγµα, είναι δυνατό να παρατηρήσουµε το χάος σε διάφορα 
δυναµικά συστήµατα. 

 
2. Σφάλµατα Στρογγυλοποίησης 

α.  Από τη συγκράτηση µόνο συγκεκριµένου αριθµού δεκαδικών ψηφίων 
β.  Βεβαιώνεται µε την αύξηση των δεκαδικών 
γ. Είναι εξαιρετικά σηµαντικό, όταν αφαιρούνται δυο λύσεις της ίδιας περίπου τάξης 

 
3. Σφάλµα αποκοπής 

α.  Από τη χρήση σειρών συγκεκριµένης τάξης 
β.  ∆ιορθώνεται µικραίνοντας το h . 

 
4. ∆ιάδοση Σφαλµάτων 

Τα παραπάνω σφάλµατα διαδίδονται από βήµα σε βήµα.  
Εστω για παράδειγµα µια τιµή ny που είναι η αληθής και nY αυτή που υπολογίζουµε µε κάποια 
από τις µεθόδους µας. ∆ηλαδή, το σφάλµα είναι: 

nnn Yye −=  
οπότε, για παράδειγµα, ας εξετάσουµε τη διάδοση του σφάλµατος στη µέθοδο Euler. Θα είναι: 
 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) n

nnynn
nn

nnnn
n

nnnnnnnnn

ehk

yxhfee
Yy

Yxfyxfhe

YxhfYyxhfyYye

+=

+=
−
−

+=

−−+=−= +++

1

,1,,
,,111

 

 
δηλαδή η διάδοση του σφάλµατος είναι γραµµική.  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Χρησιµοποιείστε Euler, Euler-Heun, Taylor τρίτης τάξης και Runge – Kutta τέταρτης τάξης για 
την αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων: 
 

α. 3
1

xyy =′ ,  ( ) 11 =y    (ακριβής 
2

3
2

3
2







 +
=

xy ) 

Υπόδειξη: ολοκληρώστε από 1=x  ως 2=x  
 

β. 2xyy −=′ ,  ( ) 20 =y     (ακριβής 2

2
x

y = ) 

Υπόδειξη: ολοκληρώστε από 0=x  ως 1=x  
 

γ. xyy 2−=′ ,  ( ) 10 =y    (ακριβής 
2xey −= ) 

Υπόδειξη: ολοκληρώστε από 0=x  ως 1=x  
 

δ. 
( )
( )42

42

1
1

yxx
yxyy

+
−

=′ ,  ( ) 11 =y      

Υπόδειξη: ολοκληρώστε από 1=x  ως 2=x  
 

 ε.  y

x

ey
exy

+
−

=′ , ( ) 00 =y   Βρείτε το ( )1y . 

 
2. Χρησιµοποιείστε Milne, Hamming και Adams-Multon για την προηγούµενη άσκηση. 
 
3. Να λυθεί αριθµητικά η διαφορική εξίσωση (σύστηµα) 

( )
( ) 2019971197

2019951195
−=−=′

=−=′

yyxy
xyxx

 

      Να βρεθούν: 
• οι τιµές  ( ) ( )1,1 xy  

• οι τιµές ( ) ( )1,1 −− xy  
      Τι παρατηρείτε, αν η ακριβής λύση είναι 

( ) ( ) tttt eetyeetx 80028002 86,810 −−−− −=−=  
 

4.  Να λυθούν τα συστήµατα 

α. 
( )
( ) 00

00
=−=′
=+=′

zxyz
yxyzy

  

β. 
( )
( ) 10

00
=−=′
==′

zyz
yzy

 

 
5. Αποδείξτε τον τύπο Adams – Bashforth δεύτερης τάξης 

[ ]11 3
2 −+ −+= nnnn ffhyy  

 
 


