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Κεφάλαιο 1 ΡΙΖΕΣ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
Κλασικό πρόβληµα των στοιχειωδών Μαθηµατικών είναι η εύρεση µιας τιµής r  τέτοιας, ώστε για µια συνάρτηση 
( ) ( )a,bx,xf ∈  να ισχύει: 

  ( ) 0=rf      Εξ.  1.1 

Η βασική διαδικασία για την εύρεση ριζών µη-γραµµικών εξισώσεων είναι η δηµιουργία µιας αναδροµικής 
σχέσης. Η διαδικασία αυτή θα ακολουθηθεί και στην εύρεση ριζών γραµµικών και µη-γραµµικών συστηµάτων, 
αλλά και στην αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Εποµένως, σε κάθε µέθοδο που θα αναπτύξουµε, 
στόχος µας είναι η εύρεση αναδροµικών σχέσεων της µορφής 

( )nn xx σ=+1      Εξ.  1.2 

που θα δίνει µια ακολουθία τιµών …… ,,x,,xx κ10  και στο όριο ∞→κ  να δίνει τη ρίζα της εξίσωσης (1.1). 
 

Τα βασικά ερωτήµατα που καλούµαστε να απαντήσουµε κατά την ανάπτυξη των διαφόρων µεθόδων είναι: 
 

I. Κάτω από ποιες συνθήκες συγκλίνει µια µέθοδος 
II. Αν συγκλίνει, πόσο γρήγορα συγκλίνει 
III. Πώς θα βρεθεί η αρχική τιµή 0x . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

 
Ένα κλασικό λογιστικό πρόβληµα είναι το εξής: 
 
Εάν ένας καταθέτης τοποθετεί κάθε µήνα στο τραπεζικό λογαριασµό του ένα σταθερό κεφάλαιο K , τότε πόσος 
χρόνος χρειάζεται, ώστε το κεφάλαιο του να γίνει F  δοθέντος ότι το επιτόκιο είναι x ; 
 
Ο κανόνας που χρησιµοποιούν οι τράπεζες είναι  
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όπου N είναι ο αριθµός των µηνών. Εύκολα µπορεί κανείς να οδηγηθεί στη λύση του προβλήµατος, αν 
λογαριθµήσει κατάλληλα τη σχέση 1.3. Θα µπορούσε όµως να ακολουθήσει και µια διαφορετική διαδικασία, 
δηλαδή να δοκιµάσει διάφορες τιµές του N , έως ότου επιτύχει το απαιτούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή µετά από 
K προσπάθειες να οδηγηθεί στην τιµή KN , για την οποία 
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εποµένως, ουσιαστικά να αναζητεί τη ρίζα της εξίσωσης ( ) 0=Νf . 
 
Το πρόβληµα, όπως το περιγράψαµε, ίσως δεν απαιτεί τη βοήθεια των µεθόδων εύρεσης ριζών που θα 
περιγράψουµε στη συνέχεια. Όµως, έστω ότι διαφοροποιούµε τη λογική του, δηλαδή θεωρούµε ότι ο καταθέτης 
γνωρίζει για πόσους  µήνες θα καταθέτει χρήµατα και αναζητά το κατάλληλο επιτόκιο. Σε αυτή την περίπτωση, 
αναγόµαστε στην εύρεση της ρίζας της εξίσωσης ( ) 0=xf . Οι µέθοδοι, που θα αναπτυχθούν στη συνέχεια, θα 
µας βοηθήσουν να επιλύσουµε το πρόβληµα µε ακρίβεια και ταχύτητα. 
 
 
1.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ   (Bolzano) 
 
Στο προηγούµενο παράδειγµα, ας προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε µια απλοϊκή ίσως διαδικασία. Υποθέτουµε 
ότι το κεφάλαιο που κατατίθεται κάθε µήνα είναι 1000 δρχ και το ποσό που έχουµε στόχο να συλλέξουµε σε 
διάστηµα 50 µηνών είναι 65000 δρχ.  

Αν δοκιµάσουµε λοιπόν για δυο τυχαίες (αλλά λογικές) τιµές του επιτοκίου, έστω 1001 .x = και 

1502 .x = , θα βρούµε: 

( )
( ) 83881150

43286100
..f

..f
−=

=
 



που σηµαίνει ότι µε επιτόκιο 0.10, υπολειπόµεθα του στόχου µας κατά 3286.4 δραχµές, ενώ µε επιτόκιο 0.15 
τον ξεπερνούµε κατά 3881.8 δραχµές. Εποµένως, η φυσική µας επιλογή θα είναι να δοκιµάσουµε για επιτόκιο 
0.125, δηλαδή µια τιµή στο µέσο του διαστήµατος (0.1, 0.15). Για επιτόκιο 12503 .x =  βρίσκουµε ότι 

( ) 51741250 ..f −=  
άρα απέχουµε από  το στόχο µας µόνο κατά 174.5 δρχ, ενώ φαίνεται πλέον πως η σωστή τιµή του επιτοκίου 
βρίσκεται στο διάστηµα (0.10, 0.125). Εποµένως, επιλέγοντας µια τιµή στο µέσο του διαστήµατος, 

1125.04 =x , βρίσκουµε ότι  

( ) 6158511250 ..f =  
Άρα η σωστή τιµή βρίσκεται στο διάστηµα (0.1125, 0.125), εποµένως µπορούµε να επιλέξουµε ένα νέο επιτόκιο, 
που θα είναι ( ) 11875021250112505 ...x =+= , και να επαναλάβουµε την παραπάνω διαδικασία. 

Μετά από µερικές ακόµη προσπάθειες, θα καταλήξουµε στην τιµή του κεφαλαίου που επιθυµούµε να 
συγκεντρώσουµε µετά από καταθέσεις 50  µηνών. 

 
Η “απλοϊκή” µέθοδος που χρησιµοποιήσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα αποτελεί µια από τις 

κλασικές µεθόδους εύρεσης ριζών εξισώσεων και ονοµάζεται µέθοδος διχοτόµησης  ή µέθοδος του Bolzano. 
Η διαδικασία που ακολουθούµε µπορεί να κωδικοποιηθεί ως ακολούθως: 
 
Αν µια ρίζα βρίσκεται στο διάστηµα [ ]00,βa , τότε ( ) ( ) 000 <⋅ βfaf .  

Αν ( )000 2
1 βµ += a ,  

τότε:   είτε   Ι. ( ) ( ) 000 <⋅ aff µ  

είτε  ΙΙ. ( ) ( ) 000 <⋅ βµ ff  

είτε ΙΙΙ. ( ) 00 =µf  
Αν ισχύει η ΙΙΙ, τότε τελειώνουµε, αλλιώς ορίζω νέο διάστηµα 
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ΣΧΗΜΑ 1.1  Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο διχοτόµησης. 



 
 

ΚΡΙΤΙΚΗ ∆ύο στοιχεία κάνουν την µέθοδο ελάχιστα ελκυστική 
   Ι. Αργή σύγκλιση 

  ΙΙ. Επικίνδυνη, όταν υπάρχουν ασυνέχειες 
 

ΣΦΑΛΜΑ 
Ως σφάλµα ορίζουµε την «απόσταση» nn xr −=ε  της τιµής nx  από τη ρίζα r της εξίσωσης. Για τη 

µέθοδο διχοτόµησης το σφάλµα είναι µικρότερο απο το µισό του διαστήµατος στο οποίο περικλείεται η ρίζα  
 

n

nn ba

ε

−≤
2
1σφάλµα   

Σε κάθε βήµα το σφάλµα µειώνεται στο µισό του προηγουµένου 
 

1
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nn
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υπάρχει εποµένως η δυνατότητα να υπολογίσουµε από την αρχή τον αριθµό των βηµάτων που απαιτούνται για 
την επίτευξη  µιας δεδοµένης ακρίβειας στην εύρεση της ρίζας.  Έστω εποµένως οτι E  είναι η ζητούµενη 
ακρίβεια τότε η προγούµενη σχέση µας οδηγεί στο ζητούµενο:  

 

E
n 0

2log ε
=  

 
 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ    ΓΙΑ ΤΗ  ΜΕΘΟ∆Ο ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ 
 

REPEAT 
set ( ) 2xxx 213 +=                                                                       
IF ( ) ( ) 013 <⋅ xfxf  

set 32 xx =  
ELSE set 31 xx =  

ENDIF 
UNTIL ( )Exx 21 <−  OR ( ) 0xf 3 =  

 
 
 
1.2 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ (regula falsi) 
 
 
Όπως διαπιστώσαµε, η µέθοδος της διχοτόµησης συγκλίνει στην ακριβή τιµή της ρίζας αρκετά αργά. Για το λόγο 
αυτό, έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι µε τις οποίες επιτυγχάνεται ταχύτερη σύγκλιση. Αρκετά δηµοφιλής είναι η 
µέθοδος της γραµµικής παρεµβολής. 
 
Βασίζεται στην εξής λογική: 
Αν στο διάστηµα [ ]21,xx  υπάρχει µία ρίζα της ( )xf , δηλαδή 0)()( 21 <⋅ xfxf , τότε φέρνω την ευθεία που 

διέρχεται από τα  σηµεία ( )( )11, xfx  και ( )( )22, xfx  µε εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )1
21

21
1)( xx

xx
xfxfxfxy −

−
−

+=     Εξ.  1.5 

η οποία τέµνει τον άξονα χ έστω στο σηµείο 3x : 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )12

12

2
2

21

2112
3 xx

xfxf
xfx

xfxf
xfxxfxx −

−
−=

−
−

=   Εξ.  1.6 

Εποµένως στην πράξη αντικαθιστώ στο διάστηµα [ ]21,xx  την συνάρτηση  ( )xf  µε µία ευθεία και θεωρώ 
προσεγγιστικά ότι η τοµή αυτής της ευθείας µε τον άξονα των  χ  είναι η ζητούµενη ρίζα.  Το νέο σηµείο είναι  



ΣΧΗΜΑ  1.2  Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο της γραµµικής παρεµβολής. 
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πλησιέστερα στην ρίζα και ώς εκ τούτου µπορω να χρησιµοποιήσω τη σχέση (1.6)  ξανά για την αναζήτηση µιας 
νέας τιµής που να βρίσκεται πλησιέστερα στη ρίζα r.  Για να χρησιµοποίησουµε όµως τη σχέση (1.6) απαιτείται η 
κατάλληλη επιλογή ενός εκ των δύο αρχικών σηµείων. Μια απλή (αλλά όχι µοναδική) διαδικασία επιλογής είναι 
να φροντίζουµε το ζεύγος των σηµείων που χρησιµοποιούµε να περικλείει τη ρίζα: 

 
είτε    Ι. ( ) ( ) 3231 0 xxxfxf =⇒<⋅  

είτε   ΙΙ. ( ) ( ) 3132 0 xxxfxf =⇒<⋅  

είτε  ΙΙΙ. ( ) 03 =xf  
 
 

ΑΝΑ∆ΡΟΜΙΚΗ ΣΧΕΣΗ: 
 
Η σχέση (1.6)  µε κατάλληλους δείκτες είναι η ζητούµενη αναδροµική σχέση 

( )
( ) ( ) ( )nn

nn

n
nn xx

xfxf
xfxx −
−

−= +
+

+
++ 1

1

1
12    Εξ.  1.7 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: 
 
Ας εφαρµόσουµε στο παράδειγµα (λογιστικό πρόβληµα) της προηγούµενης µεθόδου τη γραµµική παρεµβολή, θα 
βρούµε για 1.01 =x  και 15.02 =x  ότι 

1229.03 =x  και ( ) 1.1223 =xf  
δηλαδή, ήδη από το πρώτο βήµα έχουµε επιτύχει εξαιρετικά ακριβές αποτέλεσµα και, αν επαναλάβουµε ακόµη µια 
φορά τη διαδικασία, καταλήγουµε πρακτικά στο ζητούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή: 

12375.04 =x  και ( ) 4.44 =xf  



επαναλήψεις 
1x  2x  3x  ( )3xf  

1 0.10 0.15 0.1229 122.114 
2 0.1229 0.15 0.12375 4.361 
3 0.12375 0.15 0.1237787 0.156 
4 0.12378 0.15 0.1237798 0.00571 

Πίνακας 1.1 

Στο πρόβληµα που περιγράψαµε, η σύγκλιση είναι ταχύτατη, γιατί η µορφή της καµπύλης στην περιοχή της ρίζας 
είναι γραµµική, και ως εκ τούτου, η προσέγγισή της µε µια ευθεία είναι πολύ καλή.  
 

ΚΡΙΤΙΚΗ:   
Ι.  Συγκλίνει ταχύτερα από τη µέθοδο διχοτόµησης 

 ΙΙ. ∆εν είναι υποχρεωτικό η ρίζα να εσωκλείεται µεταξύ των δύο αρχικών τιµών.  
 
 
Η διαδικασία εύρεσης  της ρίζας µε την µεθοδολογία που αναπτύξαµε περιγράφεται από τον ακόλουθο 
αλγόριθµο: 
 

 
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ  (Ι)   ΓΙΑ ΤΗΝ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΉ 

 
Υποθέτει ότι η ρίζα περικλείεται στο αρχικό διάστηµα ( )21 x,x  

REPEAT 

set ( ) ( ) ( )12

12
223 xfxf

xxxfxx
−
−

⋅−=  

IF ( ) ( ) 0xfxf 13 <⋅  
set 32 xx =  

ELSE set 31 xx =  
ENDIF 

UNTIL  ( ) Exf 3 <   
 
 
Στη διαδικασία που µόλις περιγράψαµε υπάρχει κάποιο αδύνατο σηµείο, γιατί, όπως γίνεται αντιληπτό από τον 
πίνακα 1.1, η τιµή µιας εκ των 1x  ή 2x  παραµένει σταθερή. Άρα πλησιάζουµε τη ρίζα “µονόπλευρα” και αυτό 
έχει ως συνέπεια, µερικές φορές, η σύγκλιση να είναι αρκετά αργή, βλ. Σχήµα 1.2 
 
Υπάρχουν δυο εναλλακτικές διαδικασίες για τη διόρθωση της µονόπλευρης σύγκλισης. Η πρώτη διαδικασία 
αλλάζει την επιλογή των τιµών για το επόµενο βήµα, δηλαδή, αν από δυο τιµές 21,xx  έχουµε υπολογίσει µε τη 

χρήση της εξ. 1.6 µια 3x , χρησιµοποιούµε για το επόµενο βήµα την 3x  και αυτήν από τις 21,xx , για την 

οποία η ( )xf είναι µικρότερη. Εποµένως, ο τροποποιηµένος αλγόριθµος θα είναι: 

 
 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ (ΙΙ) ΓΙΑ ΤΗΝ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ 
 
H ρίζα δεν  περικλείεται στο αρχικό διάστηµα ( )21 x,x  

REPEAT 

set ( ) ( ) ( )12

12
223 xfxf

xxxfxx
−
−

⋅−=  

IF ( ) ( ) ||| 21 xfx f| <  
set 32 xx =  

ELSE set 31 xx =  
ENDIF 

 
UNTIL  ( ) Exf 3 <   

 
 
 



Η δεύτερη διαδικασία που βελτιώνει την ακρίβεια είναι η αντικατάσταση της τιµής της ( )xf  στο σταθερό 

σηµείο 2x  µε την τιµή ( )
2

2xf  κοκ. Η διαδικασία αυτή περιγράφεται στον παρακάτω τροποποιηµένο 

αλγόριθµο: 
 
 
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ (II)  (ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ) 
 

( )11 xfF =  

( )22 xfF =  

( )1xfS =  
REPEAT 

set 
12

12
223 FF

xxFxx
−
−

⋅−=  

 
IF ( ) 0Fxf 13 <⋅  

set 32 xx =  
set ( )32 xfF =  

IF ( ) 0xf S3 >⋅  

 set 2
FF 1

1 =  
ENDIF 
 
ELSE  

set 31 xx =  
 set ( )31 xfF =  
 IF ( ) 0xf S3 >⋅   

   set 2
FF 2

2 =  
ENDIF 

ENDIF 
 
  set ( )3xfSAVE =  

 
UNTIL  ( ) Exf 3 <   

 
 
 

ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
 

Έστω ξ  η ακριβής ρίζα της εξίσωσης. Αν θεωρήσουµε ότι nn x−= ξε  είναι το σφάλµα στην εύρεση της ρίζας 

της ( ) 0=xf  για nxx = , τότε η µέθοδος της γραµµικής παρεµβολής συγκλίνει µε βάση τη σχέση  

618.1
1 nn k εε ⋅=+  

Η απόδειξη αυτής της σχέσης, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ώς βάση γαι τον υπολογισµό της ταχύτητας 
σύγκλισης και άλλων µεθόδων αυτού του κεφαλαίου.    
 
Εστω η αναδροµική σχέση  

( )
( ) ( ) ( )nn

nn

n
nn xx

xfxf
xfxx −
−

−= +
+

+
++ 1

1

1
12  

τότε 

nnx εξ +=  όπου ( ) 0=ξf  



δηλαδή nε είναι η ¨απόσταση¨ (το σφάλµα) της nx  από την ακριβή ρίζα της εξίσωσης ξ .  Εποµένως αν 

θεωρήσουµε ένα ανάπτυγµα Taylor της µορφής για κάθε µιά από τις τρείς τιµές 1x , 2x  και 3x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξεξεξεξ ffffxf i
iii ′′+′+=+=

2

2

 

και αντικαταστήσουµε τα αναπτύγµατα στην αρχική σχέση βρίσκουµε  
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η σχέση αυτή  µετά από µερικές απλοποιήσεις οδηγεί στην: 
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η οποία συνδέει το σφάλµα στο βήµα n+2 µε τα σφάλµατα στα βήµατα n+1  και n. 
 

Το ζητούµενο όµως είναι µια σχέση της µορφής m
nn k εε ⋅=+1 όπου τα k  και m ειναι άγνωστες 

σταθερές.  Τα σφάλµατα στις επαναλήψεις n+1  και n+2  είναι 
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οπότε αντικαθιστώντας και το 1+nε  οδηγούµε σε µια σχέση µόνο για το nε  από την οποία θα προσπαθήσουµε να 

υπολογίσουµε τις τιµές του k και m . 
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Οποτε τελικά καταλήγουµε στη ζητούµενη σχέση: 
 

618.1
1 nn k εε ⋅=+  

 
Παρατηρούµε ότι η σύγκλιση της µεθόδου δεν είναι γραµµική αλλά περίπου τετραγωνική και προφανώς η 
εύρεση της ρίζας µιας εξίσωσης απαιτεί σηµαντικά µικρότερο αριθµό αριθµητικών πράξεων. 



 
1.3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ MULLER 
 
Η µέθοδος Muller βασίζεται στην προσέγγιση της συνάρτησης µε ΠΑΡΑΒΟΛΗ. 
Αν δοθούν τρεις αρχικές τιµές iii xxx ,, 12 −− , τότε η επόµενη προσέγγιση 1+ix βρίσκεται ως η ρίζα της παραβολής  

0Γ2 =++ BxAx  

όπου  
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ΑΝΑ∆ΡΟΜΙΚΗ ΣΧΕΣΗ 
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Το σηµείο του παρονοµαστή επιλέγεται ούτως ώστε να γίνεται το κλάσµα µικρότερο απολύτως. 
 

ΣΦΑΛΜΑ 
84.1

1 nn κεε =+  
δηλαδή η συγκλιση είναι σηµαντικά καλύτερη από τη µέθοδο της γραµµικής παρεµβολής. 
 

ΣΥΓΚΛΙΣΗ  
Τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου είναι 

1. Συγκλίνει ταχύτατα 
  2. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την εύρεση µιγαδικών ριζών. 
 
 
 
 

1.4 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ( )xgx =  

 
Στα Μαθηµατικά, ονοµάζουµε σταθερό σηµείο µιας συνάρτησης ( )xg  έναν πραγµατικό αριθµό τέτοιον, ώστε 

( )pgp = . Η ακολουθία ( )nn pgp =+1  για ...,1,0=n  καλείται ακολουθία σταθερού σηµείου. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ: Έστω µια συνεχής συνάρτηση ( )xg  και µια ακολουθία np , που δηµιουργείται από µια 

αναδροµική σχέση σταθερού σηµείου. Αν ppnn
=

∞→
lim , τότε το p  είναι ένα σταθερό σηµείο της ( )xg  

 
Αν δοθεί µια συνάρτηση ( )xf  της οποίας ζητάµε τη ρίζα ( ) 0=xf και είναι δυνατό να βρεθεί µια γραφή 

( )xgx =  τέτοια, ώστε, αν ( ) 0=rf  να είναι ( )rgr = , τότε η ακολουθία ( )nn xgx =  οδηγεί στη ρίζα της 
εξίσωσης. 
 
Εποµένως, προσπαθούµε να βρούµε µια σχέση της µορφής  

( )nn xgx =+1  

ούτως ώστε  

ρίζαxnn
=

∞→
lim  

 
 



ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν σε ένα διάστηµα ( )εε +−= rrI ,  περιέχεται µια απλή ρίζα r της εξίσωσης ( ) 0=xf  και, 

αν η εξίσωση αυτή µπορεί να γραφεί στη µορφή ( )xgx =  µε ( ) 1<≤′ rxg  (όπου ( ) dxxdgxg /)(=′ ), τότε 

η ακολουθία που προκύπτει µε Ix ∈0  συγκλίνει και δίνει τη ρίζα r στο όριο ∞→n . Επιπλέον, αυτή είναι 

µοναδική ρίζα της ( )xf  στο διάστηµα I . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  
 
Αν Ixn ∈ , τότε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )rxgrx
rx

rgxgrgxgrx nnn
n

n
nn −′=−

−
−

=−=−+ ξ1  

όπου χρησιµοποιήσαµε το θεώρηµα µέσης τιµής και nξ είναι µια µέση τιµή στο διάστηµα ),( rxn . 

Επειδή ( ) 1<≤′ rxg n ,  

rxrxrrx nnn −<−≤−+1  

µετά από n βήµατα 

0lim0 =−⇒−≤−
∞→

rxrxrrx nn

n
n  

Τέλος, αν r ′  µια άλλη ρίζα, τότε 
( ) ( ) ( )( )rrgrr

rr
rgrgrr ′−=−

−
′−

=′− ξ')'(
'

 

Εποµένως επειδή ( ) 1<≤′ rg ξ  οδηγούµαστε στο συµπέρασµα 

''' rrrrrrr −<−≤−  αδύνατο 

Αρα η r είναι η µοναδική ρίζα στο διάστηµα I . 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Μια προφανής γραφή της σχέσης 1.4, για να χρησιµοποιηθεί για την παρούσα µέθοδο, είναι: 

( )











−






 +==+ 1

12
112

1

N
n

nn
x

F
kxgx  

∆υστυχώς όµως, αυτή η αναδροµική σχέση δε συγκλίνει, διότι  ( ) 1>′ xg  για τιµές του [ ]15.0,05.0∈x  , 

δηλαδή στην περιοχή της ρίζας. 
Μια άλλη γραφή όµως, στη µορφή  

( )















−






 −==+ 11
12

12

1

11
Nn

nn k
Fxxgx  

συγκλίνει (αλλά αργά) διότι ( ) 11 <′ xg  (π.χ. για ( ) 108.0,1.0 1 ≈′= xgx ), βλ. Πίνακα 1.2. 

 
επαναλήψεις 

nx  ( ) rrxn −  
1 0.1  
2 0.1043 -0.157 
3 0.1080 -0.1275 
4 0.1111 -0.1028 
5 0.1136 -0.0825 
. ….  

29 0.12376 -0.000135 
                                                                  Πίνακας 1.2 

 
 
 
 
 



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ 
 
 Στα παρακάτω σχήµατα 1.3 και 1.4 είναι προφανής η διαδικασία σύγκλισης της µεθόδου.  

Για το σχήµα 1.3  έχει επιλεγεί ( ) 1<′ xg  ενώ για το σχήµα 1.4 είναι ( ) 1>′ xg . 

ΣΧΗΜΑΤΑ 1.3 και 1.4   Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο y=g(x) µε ( ) 1<′ xg  (1.3) και 

( ) 1>′ xg  (1.4). 



 
ΣΦΑΛΜΑ 

 
Μετά από n βήµατα το σφάλµα θα είναι nn xr −=ε , οπότε: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) nnnnn gxrgxgrgxr εξξε '11 =−′=−=−= ++  
 
Αν η ( )ξg ′  µεταβάλλεται ΑΡΓΑ, τότε ( ) ( )rgy ′=′ ξ . 

 
∆ηλαδή το ο ρυθµός ελλάτωσης του σφάλµατος σε κάθε βηµα είναι γραµµικός και δίνεται από τη σχέση: 
 

( ) nn erge ′=+1  

 
Εποµένως επιδίωξή µας θα είναι η δηµιουργία µιας τέτοιας αναδροµικής σχέσης για την οποία η παράγωγος 

)(' xg  να είναι κατα το δυνατόν µικρότερη. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Να εφαρµοσθεί η µέθοδος για την εύρεση µιας ρίζας της εξίσωσης ( ) ( ) 0ln =+= xxxf  στο διάστηµα [0.1, 1]. 
 
∆οκιµάζουµε δίαφορες γραφές της εξίσωσης: 
 
α. ( )nn xx ln1 −=+   

Αλλά ( ) 11
≥=′

x
xg  στο διάστηµα [0.1, 1]    ΟΠΟΤΕ ∆ΕΝ ΣΥΓΚΛΙΝΕΙ 

β. nx
n ex −
+ =1 οπότε 

 

( ) 19.0' 1.0 <≈≤= −− eexg x  ΑΡΑ ΣΥΓΚΛΙΝΕΙ 

 
Αλλές δυνατές γραφές  είναι οι εξής: 
 

γ. ( ) 316.01
2
11

2
1

2
1 =−≤−=′⇒

+
= −−

−

eexgexx x
x

  ΑΡΑ ΣΥΓΚΛΙΝΕΙ 

 

δ. ( ) 03.021
3
121

3
1

3
2 1 =−≤−=′⇒

+
= −−

−

eexgexx x
x

  ΑΡΑ ΣΥΓΚΛΙΝΕΙ 

 
Προφανώς θα επιλέξουµε  την τελευταία γραφή και η αναδροµική σχέση θα είναι:  

3
2

1

nx
n

n
exx
−

+
+

=  

 
 
 
1.5 ΒΕΛΤΙΩΣΗ AITKEN 
 

Όταν η σύγκλιση µιας µεθόδου είναι γραµµική, όπως στην προηγούµενη µέθοδο, όπου είχαµε 
( ) nn rg εε ′=+1 , τότε, για ∞→n , η µέθοδος είναι δυνατόν να επεκταθεί, για να επιτύχουµε ακριβέστερο 

αποτέλεσµα χωρίς επιπλέον πράξεις. 
 Το σφάλµα µετά από n εφαρµογές της σχέσης )('1 nn xgx =+  είναι: 

( )( )nn xrrgxr −′≈− +1  

και µετά από n+1 εφαρµογές είναι: 

( )( )12 ++ −′≈− nn xrrgxr  



οπότε διαιρώντας κατά µέλη βρίσκουµε ότι 
( )( )
( )( )12

1

++

+

−′
−′

=
−
−

n

n

n

n

xrrg
xrrg

xr
xr

 

και λύνοντας ως προς r  βρίσκουµε: 
 

( )
nnn

nn
n xxx

xxxr
+−

−
−=

++

++
+

12

2
12

2 2
 

 
Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως “βελτίωση του Aitken”. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 

Αν στα αποτελέσµατα του πίνακα 2 της µεθόδου ( )xgx =  χρησιµοποιήσουµε ως 

1136.0,1111.0,1080.0 210 === xxx , τότε η βελτίωση Aitken δίνει 1240.0=r  µε σχετικό σφάλµα 
00024.0 . Χωρίς τη βελτίωση Aitken, η ακρίβεια αυτή επιτυγχάνεται µόνο µετά από 25 εφαρµογές της µεθόδου 

( )xgx = . 
 
 
 
1.6 ΜΕΘΟ∆ΟΣ  NEWTON – RAPHSON 
 

Αν στην περιοχή µιας ρίζας r  της συνάρτησης ( )xf  η ( )xf ′  και η ( )xf ′′  είναι συνεχείς, τότε 

µπορούµε να αναπτύξουµε αλγορίθµους, οι οποίοι συγκλίνουν στη ρίζα της εξίσωσης ( ) 0=xf  ταχύτερα από 
όλες τις µεθόδους που εξετάσαµε ως τώρα. 
 Η µέθοδος Newton-Raphson είναι ευρύτατα διαδεδοµένη και η δηµοφιλέστερη από όλες τις 
προηγούµενες µεθόδους. 
 
Έστω ένα σηµείο 0x , το οποίο θεωρούµε ως την πρώτη προσέγγιση στη ρίζα. Παίρνοντας την εφαπτοµένη της 

καµπύλης στο σηµείο ( )( )00, xfx  προσδιορίζουµε ένα νέο σηµείο 1x  από την τοµή της εφαπτοµένης µε τον 

άξονα χ (άρα 0)( 1 =xf ). Οπότε, από το ορθογώνιο τρίγωνο Axx 01 , βρίσκουµε 

( ) ( )
01

0
0'

xx
xfxf
−

==εφϑ  

το οποίο οδηγεί στην αναδροµική σχέση: 

( )
( )0

0
01 xf

xfxx
′

−=       Εξ.  1.8 

Αυτή η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί για το 1x  κοκ. 
 

επαναλήψεις 
0x  1x  ( )1xf  

1 0.15 0.1247 -132.475 
2 0.1247 0.1237810 -0.01681 
3 0.12378 0.1237798 -0.00101 

Πίνακας 1.3 Εφαρµογή της µεθόδου Newton-Raphson για το λογιστικό πρόβληµα 

 
Ας προσπαθήσουµε τώρα να δηµιουργήσουµε τη σχέση 1.8 µε πιο αυστηρό τρόπο. Ας υποθέσουµε ότι 1+nx  

είναι η ακριβής λύση της εξίσωσης και µια τιµή nx  βρίσκεται σχετικά κοντά στην 1+nx  και έστω 

nnn xx ε+=+1 . Τότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +′′+′+=+=+ n
n

nnnnnn xfxfxfxfxf
2

2

1
ε

εε  



Αλλά, επειδή υποθέσαµε ότι η 1+nx  είναι ρίζα της ( )xf , θα ισχύει ( ) 01 =+nxf , και έτσι αναγόµαστε στη 
σχέση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnnnnn xfxxxfxfxf ′−+=′+= +10 ε  

οπότε καταλήγουµε στην αναδροµική σχέση: 
 

( )
( )n

n
nn xf

xfxx
′

−=+1  

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ 
 
Η γραφική παράσταση στο Σχήµα 1.5 δείχνει τον τρόπο λειτουργίας της µεθόδου.  

 
ΣΧΗΜΑ 1.5  Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο Newton-Raphson. 
 
 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ 
 

Έστω ξ  η ρίζα της εξίσωσης ( ) 0=xf . Τότε nnx εξ +=  και 11 ++ += nnx εξ , οπότε: 

( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( )ξεξ

ξεξεξ
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εξ
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nn
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Επειδή όµως ( ) 0=ξf και ( )
( )

( )
( )ξ
ξε

ξ
ξε f

f

f
f n

n
′
′′

−=

′
′′+

1
1

1
, καταλήγουµε στη σχέση 

 
( )
( )

2
1 2 nn f

f ε
ξ
ξε ⋅
′
′′

−=+  

 
Όπως παρατηρείτε, η σύγκλιση της µεθόδου είναι “τετραγωνική” , καλύτερη από κάθε άλλη µέθοδο που 
χρησιµοποιήσαµε ως τώρα. 
 
 



ΚΡΙΤΙΚΗ: 
 

Η µέθοδος Newton-Raphson είναι η απλούστερη από όλες τις άλλες µεθόδους και συνίσταται η χρήση 
της όταν είναι δυνατό να υπολογίσουµε την παράγωγο της συνάρτησης.  

Γενικα τα αξίζει να θυµόµαστε ότι:   
  I ΕΧΕΙ ΓΡΗΓΟΡΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 

   ΙΙ ΑΠΑΙΤΕΙ ΓΝΩΣΗ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
  ΙΙΙ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΗ ΘΕΩΡΗΤΙΚΑ ΜΕ ΤΗΝ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Εύρεση τετραγωνικής ρίζας αριθµού 
 
Αν 

( ) ( ) xxfaxxf 22 =′−=  
 
τότε αντικαθιστώντας στην αναδροµική σχέση Newton-Raphson καταλήγω στην αναδροµική σχέση: 
 

n

n
nn x

axxx
2

2

1
−

−=+  

ή καλύτερα 
 

 







+=+

n
nn x

axx
2
1

1  

 
 
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 
 
 
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ NEWTON – RAPHSON 
 

COMPUTE ( ) ( )11 xf,xf ′  
 
SET 12 xx =  
 
IF ( )( )0xf 1 ≠  AND ( )( )0xf 1 ≠′  

 
REPEAT 
SET 21 xx =  
SET ( ) ( )1112 xfxfxx ′−=  
 
UNTIL ( )Exx 21 <−  OR ( )( )Exf 2 ′<  

ENDIF 
 

 
 
 
1.6.1 ∆ΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ NEWTON – RAPHSON (Μέθοδος Halley) 
 

Θα δοκιµάσουµε µια βελτίωση της µεθόδου Newton-Raphson προσπαθώντας να επιτύχουµε ταχύτερη 
σύγκλιση. 
 

Αν nn xxε −= +1 , τότε 

( ) ( ) ( ) ( ) …+′′+′+=+=+ nnnnn xfxfxfxfxf
2

)(
2

1
εεε  

οπότε, αν θεωρήσουµε ότι ( ) 01 ≈+nxf , τότε 



( ) ( ) ( ) 0
2

=



 ′′+′+ nnn xfεxfεxf  

οπότε λύνοντας ώς προς το πρώτο από τα ε στην παραπάνω σχέση 
 

)("
2

)(

)(

nn

n

xfxf

xf
εε

+
−=  

 
και αντικαθιστώντας από την 1ης τάξης Newton – Raphson που αναπτύξαµε προηγουµένως το δεύτερο ε  
δηλαδή: 

( )
( )n

n

xf
xf

ε
′

−≈  

καταλήγουµε στη σχέση: 
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nn xfxfxf

xfxfx

xf
xfxfxf

xfxx
⋅′′−′

′
−=

′
⋅′′

−′
−=+ 2

1

1 2
2

2

 

 
Η µέθοδος αυτή αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως µέθοδος του Halley.  
 
ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
 

Η σύγκλιση της µεθόδου Halley είναι εντυπωσιακή και επιτυγχάνει “κυβική”  σύγκλιση (να αποδειχθεί 
ως άσκηση). 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

 
Να αποδείξετε ότι η τετραγωνική ρίζα ενός αριθµού a δίνεται από τη σχέση 
 

ax
axxx

n

nn
n +

+
=+ 2

3

1 3
3

 

 
Αν θέσω ( ) axxf −= 2 τότε xxf 2)(' = και 2)(" =xf  οπότε αντικαθιστώντας στην αναδροµική σχέση Halley 
καταλήγω στη ζητούµενη αναδροµική σχέση. 
 

Ας χρησιµοποιήσουµε τις δύο σχέσεις για να υπολογίσουµε την ρίζα του 9! Αρα θα βρούµε τις ρίζες της εξίσωσης 
( ) 092 =−= xxf . Ας θεωρήσουµε µιά αρχική τιµή 150 =x , ο παρακάτω πίνακας µας δείχνει τα αποτελέσµατα 

από τις δύο µεθόδους. 
 
Newton-Raphson Σφάλµα Halley Σφαλµα  
15  15  
7.8 4.8 5.526 2.5 
4.477 1.477 3.16024 0.16 
3.2436 0.243 3.00011 1.05x10-4 

3.0092 9.15x10-3 3.0000000 3.24x10-14 

3.00001 1.39x10-5 3.0000000 0.0 
 
 
 
 
 
 
 



  
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Να βρεθεί η ρίζα της εξίσωσης ( ) 0sin =− xe x  ( )1830630123.r −= . Αν το αρχικό διάστηµα είναι 

[ ]34 −− , , πόσες εφαρµογές της µεθόδου διχοτόµησης απαιτούνται, για να επιτύχουµε ακρίβεια τεσσάρων 

δεκαδικών ψηφίων (δηλαδή 000050.<− rxn );  

2. Υπολογίστε το σηµείο τοµής των καµπυλών xey =  και 12 += xy  µε ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων 
µε τη µέθοδο της διχοτόµησης. 

 
3. Εφαρµόστε τη µέθοδο της γραµµικής παρεµβολής στη λύση του προβλήµατος 1. Πόσες επαναλήψεις 

απαιτούνται για την επίτευξη της ακρίβειας των τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων; 
 
4. Επαναλάβετε την άσκηση 2 µε τη χρήση γραµµικής παρεµβολής. 
 
5. Εφαρµόστε τη µέθοδο Muller στις ασκήσεις 1  και 2. 
 

6. Βρείτε τις τρεις ρίζες της 02 2 =− xe x , µε κατάλληλη χρήση της µεθόδου ( )xgx = . 
 

7. Να βρεθούν οι ρίζες της xexx −− )sin(3  µε τη µέθοδο της γραµµικής παρεµβολής και τη µέθοδο 
Newton-Raphson. 

 

8. Βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης  0322 =−− xx  (προφανώς είναι 3 και –1) δοκιµάσετε τις κατάλληλες 
γραφές για να επιτύχεται σύγκλιση. 

 
9. Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton-Raphson στις ασκήσεις 1 και 2. 
 
10. Να βρεθεί η n-οστή ρίζα  ενός αριθµού (αναδροµική σχέση) 
 
11. Να βρεθεί η 3η ρίζα ενός αριθµού 
 
12. Να βρεθεί η ιδιοτιµή λ  της εξίσωσης 0'' =+ yy λ  µε οριακές συνθήκες 0)0( =y  και  ).1(')1( yy =  
 
13. Γνωρίζουµε ότι  αν η  )(xf  έχει διπλή ρίζα στο rx =  τότε .0)(' =rf  Επίσης αν η )(xf  έχει µια ρίζα 

µε πολλαπλότητα m  στο rx =  τότε  ,0)( =if  για .1,...,2,1 −= mi   Με βάση τα προηγούµενα  να 

δειχθεί ότι αν )('),( xfxf  και )(" xf  είναι συνεχείς και φραγµένες σ’ένα διάστηµα που περιέχει µια ρίζα 

πολλαπλότητας m  δηλαδή είναι 0)(...)(')( )1( ==== − rfrfrf m  αλλά 0)()( ≠rf m  τότε η  

)('
)(

1
n

n
nn xf

xfmxx −=+  συγκλίνει τετραγωνικά. 

 
14. Να βρεθεί ο αντίστροφος ενός αριθµού χωρίς χρήση διαίρεσης. 
 

15. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο )(xgx =  να βρεθεί µια ρίζα του πολυωνύµου 05242 23 =−−+ xxx  
κοντά στο 1. Χρησιµοποιείστε τουλάχιστον δύο διαφορετικές αναδιατάξεις του πολυωνύµου και συγκρίνετε το 
αποτέλεσµα. Τέλος χρησιµοποιήστε τη µέθοδο Aitken για τη βελτίωση του τελικού αποτελέσµατος. 

 
 

16. Να βρεθεί αριθµητικά η τιµή του a/1  
 

17. Η 03)( 2 =−= xexf x έχει τρείς ρίζες. Αν γραφεί στη µορφή 3/xex ±=  να βρεθούν οι ρίζες της, 
όσες είναι δυνατόν, και αν δεν µπορεί να βρεθεί κάποια µε αυτό το σχήµα τότε δοκιµάστε εναλακτικά 
σχήµατα.  

 
 
 
 
 
 



1.7    ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
Οι τεχνικές που αναπύξαµε στις προηγούµενες ενότητες αυτού του Κεφαλαίου για τη λύση µη-
γραµµικών εξισώσεων µπορούν να εφαρµοστούν και στη λύση συστηµάτων µη-γραµµικών εξισώσεων. 
Στη συνέχεια θα αναπτύξουµε δύο µεθόδους για την αριθµητική επίλυση συστηµάτων που βασίζονται 
στη λογική της µεθόδου Newton-Raphson και της µεθόδου )(xgx = . 
 
Ένα παράδειγµα συστήµατος µη-γραµµικών εξισώσεων είναι το εξής. Έστω δύο συναρτήσεις: 
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yxyxg
yeyxf x

 

 
Ζητούµε τα πιθανά σηµεία για τα οποία ταυτοχρόνως ικανοποιούνται οι σχέσεις 
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Προφανώς οι εξισώσεις ( ) 0, =yxf  και ( ) 0, =yxg  ορίζουν καµπύλες στο επίπεδο xy και η τοµή 
τους είναι η ζητούµενη λύση του παραπάνω συστήµατος (βλ. Σχήµα 1.6). 

ΣΧΗΜΑ 1.6  Γραφική απεικόνιση των λύσεων ενός µη-γραµµικού συστήµατος. 
 
 
1.7.1   ΜΕΘΟ∆ΟΣ NEWTON 
 

Συστήµατα 2 εξισώσεων 
 
Έστω το σύστηµα  
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Εάν εφαρµόσουµε µια επαναληπτική διαδικασία που συγκλίνει σε µια από τις πιθανές λύσεις του 
συστήµατος, τότε µετά από 1+n  επαναλήψεις το σηµείο ( )11, ++ nn yx  µπορεί να θεωρηθεί ότι 

προσεγγίζει ικανοποιητικά σε µία λύση του συστήµατος, δηλαδή 0),( 11 ≅++ nn yxf  και 

0),( 11 ≅++ nn yxg .  Εάν θεωρήσουµε ότι στο προηγούµενο βήµα ( )nn yx ,  το σφάλµα προσέγγισης της 



λύσης είναι τέτοιο ώστε ε+=+ nn xx 1  και δ+=+ nn yy 1 , τότε αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor γύρω 
από τη λύση, βρίσκουµε:  
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και λύνοντας το παραπάνω σύστηµα ως προς ταε καιδ καταλήγουµε στις σχέσεις 
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Από τον ορισµό των ε καιδ , καταλήγω στις παρακάτω σχέσεις που αποτελούν γενίκευση της µεθόδου 
Newton-Raphson για συστήµατα 2 µη-γραµµικών εξισώσεων: 
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Συστήµατα Ν εξισώσεων 
 
Η παραπάνω µέθοδος µπορεί εύκολα να γενικευθεί και για συστήµατα N  εξισώσεων:  
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µε N αγνώστους ),...,,( 21 Nxxx . Αν θεωρήσουµε ότι οι τιµές ),...,,( 1
2

1
1

1
N
nnn xxx +++  προσεγγίζουν 

ικανοποιητικά µια πιθανή λύση του συστήµατος, τότε µε βάση τα προηγούµενα θα υπάρχει µια N -
αδα τιµών ),...,,( 21 N

nnn xxx  για τις οποίες θα ισχύουν οι σχέσεις 
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Αρα µπορούµε να θεωρήσουµε αναπτύγµατα της µορφής: 
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Οπότε, τα i

nx∆  (όπου  Ni ...1= ) θα υπολογισθούν από τη λύση του γραµµικού συστήµατος 
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µε αγνώστους τις N τιµές i

nx∆ . 

Άρα, εάν ξεκινήσουµε µε µια N -άδα αρχικών τιµών ),...,,( 0
2
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1
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Nxxx , τότε από τη λύση του παραπάνω 

συστήµατος θα υπολογίσουµε µια νέα N -άδα τιµών ),...,,( 1
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Nxxx  από τις σχέσεις 
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Εφ΄όσον συγκλίνει, η παραπάνω διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί όσες φορές απαιτείται ώστε να 
επιτευχθεί η ζητούµενη ακρίβεια, για παράδειγµα έως ότου Exi

n <∆ ||max  όπου E µια δοθείσα 
επιθυµητή ακρίβεια. 
 
 
1.7.2 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΥΠΟΥ ( )xgx =  
 
Αποτελεί επέκταση της µεθόδου που µελετήσαµε στην ενότητα 1.4. 

 
Έστω το σύστηµα των N εξισώσεων 
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Εάν είναι δυνατόν το σύστηµα να γραφεί στη µορφή: 
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τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε την µεθοδολογία που αναπτύχθηκε για τη µέθοδο )(xgx = . 
Υπάρχουν δύο διαδικασίες για την εύρεση λύσεων του συστήµατος: 
 

Α’ ΜΕΘΟ∆ΟΣ 
 
Στο αρχικό βήµα, δίνω N  αρχικές τιµές ( )01 ,, Nxx …  στο δεξιό µέλος όλων των εξισώσεων συγχρόνως 

και υπολογίζω µια νέα N -άδα τιµών ( )11 ,, Nxx … από το αριστερό µέλος των εξισώσεων. 

Επαναλαµβάνω τη διαδικασία για τη νέα N -άδα τιµών και υπολογίζω µια καλύτερη προσέγγιση της 
λύσης κ.ο.κ. 
 
 
 
 



Β’ ΜΕΘΟ∆ΟΣ 
 
∆ίνω N  αρχικές τιµές ( )01 ,, Nxx …  στο δεξιό µέλος της πρώτης εξίσωσης µόνο και υπολογίζω (από το 

αριστερό της µέλος) τη νέα τιµή ( )11x . Στη συνέχεια, στο δεξιό µέλος της δεύτερης εξίσωσης δίνω τις 

τιµές ) (( )0211 ,,, Nxxx …  και υπολογίζω τη νέα τιµή ( )12x . Στη τρίτη εξίσωση 

δίνω ) (( )03121 ,,,, Nxxxx …  κ.ο.κ. 
 
ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ 
 
Το σύστηµα ( )Nii xxxfx ,,, 21 …=  µε Ni ,,1…= θα συγκλίνει σε σε µια περιοχή γύρω από µια λύση, 
αν ικανοποιούνται τα κριτήρια σύγκλισης 
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Τα κριτήρια αυτά αποτελούν επέκταση του κριτηρίου που ισχύει για τη σύγκλιση στη ρίζα µίας µη-
γραµµικής εξίσωσης, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο )(xgx = . Είναι προφανές, πόσο σύνθετη γίνεται 
πλέον η µελέτη της σύγκλισης µε αυτή τη µέθοδο, στην περίπτωση ενός συστήµατος εξισώσεων. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Εστω το σύστηµα 
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422

=−

=+
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του οποίου οι ακριβείς λύσεις είναι (1.5595,1.2522) και (-1.9793,-0.2873) (σχήµα 1.6). Το σύστηµα 
µπορεί να γραφεί στη µορφή 
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(όπου επιλέξαµε το πρόσηµο  - στην πρώτη εξίσωση). Αν χρησιµοποιήσουµε την πρώτη µέθοδο, µε 
αρχικές τιµές (-1,0), δηµιουργούµε την παρακάτω ακολουθία σηµείων: 
 
n 0 1 2 3 4 5 
x -1 -2 -1.9884 -1.9791 -1.9792 -1.9793 
y 0 -0.2107 -0.2882 -0.2877 -0.2873 -0.2873 
 
η οποία µετά από 5 επαναλήψεις έχει προσεγγίσει ικανοποιητικά τη µία από τις ρίζες της εξίσωσης. 
 
Αν χρησιµοποιήσω τη δεύτερη µέθοδο, τότε 
 
n 0 1 2 3 
x -1 -2 -1.9791 -1.9793 
y 0 -0.2882 -0.2873 -0.2873 
 
∆ηλαδή, για το συγκεκριµένο σύστηµα, ο αριθµός των επαναλήψεων που απαιτείται για την επίτευξη 
της παραπάνω ακρίβειας είναι περίπου ο µισός απ’ ότι µε την πρώτη µέθοδο. 
 



Ας προσπαθήσουµε τώρα να και βρούµε τη δεύτερη λύση του συστήµατος, που θα προκύψει απο τη 
λύση του συστήµατος  
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(επιλέγοντας, αυτή τη φορά, το πρόσηµο + στη πρώτη εξίσωση). Ας ξεκινήσουµε από µια τιµή που 
είναι αρκετά κοντά στην ακριβή λύση, έστω λοιπόν 5.10 =x  και 10 =y . Η ακολουθία τιµών θα είναι: 
 
n 0 1 2 3 4 5 
x 1.5 1.7321 1.2630 1.8126 1.0394 1.9050 
y 1 1.5507 0.8453 1.7087 0.6092 1.9064 
 
Παρατηρούµε ότι αποκλίνουµε από τη λύση του συστήµατος, και τούτο διότι, άν εφαρµόσουµε τα 
κριτήρια σύγκλισης στην περιοχή της λύσης, θα παρατηρήσουµε ότι δεν ικανοποιούνται. 
 
Αν όµως γράψουµε το σύστηµα στη µορφή 
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τότε η ακολουθία τιµών που δηµιουργούµε συγκλίνει (αλλά αργά) στην δεύτερη λύση του συστήµατος 
µετά από µεγάλο αριθµό επαναλήψεων. 
 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
1. Να γίνουν δύο βήµατα µε τη µέθοδο Newton-Raphson για το παρακάτω σύστηµα, µε αρχικές τιµές 

(0,1): 
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2. Με αρχικές τιµές (0,0,1) να γίνει ένα βήµα µε τη µέθοδο Newton-Raphson για το σύστηµα 
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Να εξηγηθεί το αποτέλεσµα. 

 
3. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα µε χρήση και των δύο προαναφερθέντων µεθόδων. 
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Κεφάλαιο 2           ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 
 

Η λύση συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων απαντάται σε µια πλειάδα προβληµάτων κάθε 
επιστηµονικού κλάδου. Σε πολλές περιπτώσεις, χρειάζεται να λύσει κανείς γραµµικά συστήµατα πολύ 
µεγάλου µεγέθους, π.χ. 10,000 χ 10,000 συντελεστών. Η λύση ενός τέτοιου συστήµατος απαιτεί ένα 
πολύ µεγάλο αριθµό πράξεων. Ακόµη και µε τη χρήση γρήγορου υπολογιστή, η λύση µπορεί να είναι 
χρονοβόρα και να απαιτεί µεγάλη υπολογιστική µνήµη. Επίσης, όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός των 
βηµάτων, τόσο αυξάνει το συνολικό σφάλµα στρογγύλευσης των αριθµητικών πράξεων στη µνήµη του 
υπολογιστή.  

Οι µέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες: στις άµεσες 
µεθόδους και στις επαναληπτικές µεθόδους. Οι άµεσες µέθοδοι µπορούν να οδηγήσουν σε ακριβή 
λύση του συστήµατος, ενώ οι επαναληπτικές µέθοδοι ξεκινούν µε κάποια αρχική εκτίµηση της λύσης 
και βελτιώνουν την εκτίµηση µέχρι κάποια επιθυµητή ακρίβεια. Για πολύ µεγάλα γραµµικά 
συστήµατα, οι επαναληπτικές µέθοδοι είναι ασύγκριτα πιο γρήγορες απ’ ότι οι άµεσες µέθοδοι. Για 
ορισµένους τύπους γραµµικών συστηµάτων π.χ. για συστήµατα που ανάγονται σε συµµετρικό πίνακα 
ή σε πίνακα µε διαγώνια δοµή, έχουν αναπτυχθεί ειδκές µέθοδοι που επιτυγχάνουν την επίλυση του 
συστήµατος µε λιγότερες πράξεις απ’ ότι µε τη χρήση γενικών µεθόδων.  

Τα προβλήµατα που συνήθως πρέπει να λύσουµε είναι: 
 

I. Nα λυθεί το σύστηµα: BxA =⋅ , όπου  
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II. Να βρεθεί ο 1−A (αντίστροφος πίνακας) 
III. Να βρεθεί η ορίζουσα του  A  
IV. Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A  

 
 
 
 

2.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS 
 

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουµε µια βασική µέθοδο για την επίλυση γραµµικών 
συστηµάτων Ν εξισώσεων µε Ν αγνώστους. Το βασικό βήµα είναι η µετατροπή του συστήµατος σε ένα 
άνω-τριγωνικό σύστηµα οπότε στη συνέχεια η διαδικασία υπολογισµού των λύσεων είναι απλή. 

Υπενθυµίζουµε ότι στα γραµµικά συστήµατα επιτρέπονται οι παρακάτω πράξεις που δεν 
αλλοιώνουν τις λύσεις του αρχικού συστήµατος. 
• Αλλαγή της σειράς δύο εξισώσεων 
• Πολλαπλασιασµός µιας εξίσωσης µε µία µη-µηδενική σταθερά 
• Μια εξίσωση µπορεί να αντικατασταθεί από το άθροισµα αυτής της εξίσωσης και ένα πολλαπλάσιο 

κάποιας από τις υπόλοιπες.  
  
Έστω το σύστηµα BxA =⋅  µε ( ) 0det ≠A . 
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ΒΗΜΑ 1ο 
Πολλαπλασιάζω την πρώτη εξίσωση µε 1121 aa και την αφαιρώ από τη δεύτερη εξίσωση. 

Οµοίως, πολλαπλασιάζω την πρώτη µε 1131 aa και την αφαιρώ από την τρίτη κ.ο.κ., οπότε λαµβάνω: 
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όπου, για παράδειγµα, είναι 22
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ΒΗΜΑ 2ο 
Η πρώτη γραµµή και η πρώτη στήλη παραµένουν οπότε πολλαπλασιάζω αντίστοιχα τη 

δεύτερη εξίσωση µε )()( αα 1
22

1
32  και την αφαιρώ από την τρίτη εξίσωση κ.ο.κ., οπότε 
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Αντίστοιχα, για παράδειγµα, είναι ( )
( ) ( )

( )
( )1
331

22

1
33

1
322

33 a
a

aaa −= . 

 
Μετά από N - 1 βήµατα καταλήγω στο σύστηµα 
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Το σύστηµα (IV) είναι τριγωνικό και η λύση του µπορεί να δοθεί από τις παρακάτω σχέσεις. 
Προφανώς για τον Ν-οστό όρο ισχύει: 
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ενώ και για τους υπόλοιπους όρους: 
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Ο∆ΗΓΗΣΗ (PIVOTING) 
 

Για τη βελτίωση της ακρίβειας των υπολογισµών φροντίζουµε στο σύστηµα (Ι) το 11a  να είναι 

το απολύτως µεγαλύτερο στοιχείο. Αντίστοιχα, στο σύστηµα (ΙΙ) το )(α 1
22  πρέπει να είναι το απολύτως 

µεγαλύτερο στοιχείο κ.ο.κ.  
Το pivoting µας προφυλάσσει και από µια πιθανή παθολογική συµπεριφορά της µεθόδου 

Gauss. Η παθολογική συµπεριφορά οφείλεται στην ιδιότητα της µεθόδου Gauss σύµφωνα µε την 
οποία διαιρούµε σε κάθε βήµα µε το στοιχείο NNa , εποµένως, αν κάποιο από αυτά τα διαγώνια 
στοιχεία είναι µηδέν ή γενικά ένας πολύ µικρός αριθµός, η ακρίβεια της µεθόδου είναι πολύ κακή. 
Με το pivoting αποφεύγουµε τέτοιες παθολογικές καταστάσεις. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 

Εστω ότι, µετά από τη χρήση της µεθόδου  Gauss στη λύση ενός NN ×  συστήµατος, οι δυο 
τελευταίες εξισώσεις, η 1−N  και η N  είναι: 
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Προφανώς, έχουν λύση: 11 ==− NN xx .  Αλλά, λόγω σφαλµάτων αποκοπής, το σύστηµα θα είναι: 
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οπότε συνεχίζοντας στο τελευταίο βήµα θα πάρουµε: 
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Παρατηρούµε δηλαδή, πως το 1−Nx  είναι απροσδιόριστο, γιατί αποτελεί το λόγο δυο µικρών αριθµών, των 
οποίων η ακρίβεια εξαρτάται από την ακρίβεια µε την οποία εκτελεί τις πράξεις ο Η/Υ. 
Στη συνέχεια, ο όρος 1−Nx  θα χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό των 21 ,, −Nxx …  µε καταστροφικά 
αποτελέσµατα. 
 
Όµως,  αν χρησιµοποιηθεί οδήγηση, το σύστηµα γράφεται: 
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οπότε  η λύση του είναι  01.xN ≈  και .01
2

3
1 .

x
x N

N ≈
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=−  



2.2 ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS-JORDAN 
 

Η µέθοδος Gauss-Jordan αποτελεί παραλλαγή της µεθόδου Gauss. Η βασική της διαφορά 
έγκειται στο ότι το τελικό σύστηµα, δεν είναι τριγωνικό αλλά πρακτικά διαγωνιοποιείται ο πίνακας A  
και η λύση του συστήµατος είναι προφανής.  

 
Η µέθοδος βασίζεται στην εξής λογική:  
Σε κάθε βήµα απαλείφουµε κι έναν όρο από την πρώτη εξίσωση. ∆ηλαδή, στο σύστηµα (ΙΙ) του 

προηγούµενου κεφάλαιου, πολλαπλασιάζω τη δεύτερη εξίσωση µε )(αα 1
2212  και την αφαιρώ από την 

πρώτη, οπότε το σύστηµα (ΙΙΙ) γράφεται: 
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στο επόµενο βήµα θα απαλειφθούν οι όροι µε συντελεστές )2(
13a  και )1(

23a  κ.οκ. Οπότε τελικά µετά από 
n βήµατα καταλήγω στο σύστηµα: 
 

)(N-
NN

)(N
NN

)(N-)(

)(N

bxα

bxα
bxα

11

1
22

1
22

1
1111

=

=
=

−

−

 

 
του οποίου η λύση του δίνεται από την προφανή σχέση  
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2.3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ “ L-U ”  
 
 

Προηγουµένως είδαµε πόσο εύκολα µπορεί να λυθεί ένα άνω-τριγωνικό σύστηµα. Εδώ θα 
εξετάσουµε τη διαδικασία της «παραγοντοποίησης» ενός πίνακα Α . Κάθε πίνακας Α  µπορεί να 
γραφεί ως γινόµενο δυο πινάκων που περιέχουν τη διαγώνιο και τα πάνω ή κάτω απ’ αυτή στοιχεία 
του πίνακα. Για παράδειγµα: 
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Στόχος µας είναι ο υπολογισµός των στοιχείων των πινάκων  L  και U . Αυτό θα γίνει µε τη λύση ενός 
συστήµατος NN × εξισώσεων, στη συγκεκριµένη περίπτωση ενός συστήµατος 16 εξισώσεων. 
 

Πολλαπλασιάζοντας τις γραµµές του L  µε την πρώτη στήλη του U , λαµβάνουµε: 

 

4141313121211111 alalalal ====  

 
∆ηλαδή, η πρώτη στήλη του L  είναι η ίδια µε την πρώτη στήλη του Α . Στη συνέχεια, 
πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή του L  µε τις στήλες του U ,  οπότε λαµβάνουµε: 
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Άρα και η πρώτη γραµµή του U  υπολογίστηκε. Συνεχίζοντας υπολογίζουµε τη δεύτερη στήλη του L . 
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Όπως παρατηρούµε, τα 413121 ,, lll  και 12u έχουν ήδη υπολογισθεί, εποµένως και η δεύτερη στήλη 
του πίνακα L  υπολογίσθηκε. Με ανάλογο τρόπο, οι σχέσεις  
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µας δίνουν τα υπόλοιπα στοιχεία των δυο πινάκων U  και L . 
 
 
 



ΓΕΝΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ ΓΙΑ  “ L-U ”ΑΝΑΛΥΣΗ 
 
Με βάση τα προηγούµενα οδηγούµαστε στη δηµιουργία ενός «κανόνα» υπολογισµού των στοιχείων των 
δύο πινάκων L  και U.  
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Για 1=j  ο κανόνας για τα 1il  είναι 11 ii al =  ενώ 

για 1=i ο κανόνας για τα ju1  είναι  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

 

Εστω ο πίνακας  
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οπότε τελικά οι ζητούµενοι πίνακες είναι: 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ  για τη µέθοδο LU 
 
INPUT  Ν, ija  

OUTPUT (αναµενόµενο) ijl , iju  
STEP 1 

1111 al =  IF  011 =l  STOP (Αδύνατη η εφαρµογή της LU) 
 
STEP 2 
FOR j=2,…,Ν    SET  1111 / lau jj =   (υπολογισµός της πρώτης σειράς του U) 

                           SET  11 jj al =            (υπολογισµός της πρώτης στήλης του L) 
STEP 3 
FOR I=2,…,Ν-1   DO   STEPS 4 & 5 
 
           STEP 4 
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k
kiikiiii ulal                     



                          IF  0=iil   STOP     (αδύνατη η εφαρµογή της LU) 
 
            STEP 5 
                       FOR   j=i+1, …., Ν 

                       SET    )(1 1
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STEP 6 

            SET     ∑
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k
kNNkNNNN ulal              (Αν 0=NNl  τότε ULA ⋅= αλλά είναι singular) 

STEP 7 
            OUTPUT  ijl , iju  

 
 
2.3  Εφαρµογή της  “ L-U ” στα γραµµικά συστήµατα 
 

Με τη µέθοδο UL −  ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής bxA =⋅ ανάγεται στο σύστηµα  

bxUL =⋅⋅  

Λύνουµε πρώτα το κάτω-τριγωνικό σύστηµα bL =⋅ 'b σύµφωνα µε τον κανόνα:  
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οπότε αποµένει να λύσουµε το τριγωνικό σύστηµα bxU ′=⋅  µε τις σχέσεις που δόθηκαν στη 
µέθοδο Gauss, για την επίλυση τριγωνικών συστηµάτων. Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται όταν 
έχουµε να λύσουµε ένα µεγάλο αριθµό γραµµικών συστηµάτων που διαφέρουν µόνο στο διάνυσµα b. 
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Αν το διάνυσµα b  είναι 
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Άρα καταλήγουµε ότι: 
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δηλ. 3,1,2 123 === xxx . 



 
2.4 ΜΕΘΟ∆ΟΣ JACOBI (Επαναληπτική)  
 
 

Είναι γενίκευση της ( )xgx =  που έχουµε χρησιµοποιήσει για την εύρεση ριζών µη-
γραµµικών εξισώσεων (κεφάλαια 1.4 και 1.7). 

 
Έστω το σύστηµα των Ν εξισώσεων µε Ν αγνώστους 
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αυτό µπορεί να γραφεί στη µορφή: 
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µε αυτό τον τρόπο το αντιµετωπίζουµε όπως τα µη γραµµµικά συστήµατα του κεφαλαίου 1.7, µε τη 
διαφορά ότι στο απουσιάζουν µη-γραµµικοί όροι. Πρακτικά κάθεµια από τις  Ν  εξισώσεις θα γραφεί 
στη µορφή:  
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και στη συνέχεια δίνοντας Ν “αυθαίρετες” αρχικές τιµές )0()0(
2

)0(
1 ,, N,xxx … ,  δηµιουργώ µια 

γενικευµένη αναδροµική σχέση της  µορφής ),...,( )()(
1

)1( k
N

k
i

k
i xxgx =+ .  

 
Ικανή συνθήκη σύγκλισης είναι η:  
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που αν ικανοποιείται η σύγκλιση είναι βέβαιη και ανεξάρτητη από τις αρχικές τιµές )0()0(
2

)0(
1 ,, N,xxx … . 

Σε µορφή πινάκων η αναδροµική σχέση µπορεί να γραφεί ως εξής: 

(k)-1-11)(k CXDΒDx −=+  

όπου CDA +=  δηλ. ο D  περιέχει τα διαγώνια στοιχεία του A  και o C  όλα τα υπόλοιπα στοιχεία 
έχοντας θέσει 0 τα διαγώνια.  
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Από το σύστηµα 
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(που έχει λύσεις 3,4,2 === zyx ) µπορώ να δηµιουργήσω τις αναδροµικές σχέσεις: 
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και θέτoντας ως αρχικές τιµές ( )221 ,,  παίρνω την ακολουθία τιµών  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )001.3,995.3,994.10.3,977.3,991.1

963.2,925.3,963.1025.3,875.3,844.13,375.3,75.12,2,1
→→

→→→  

∆ηλαδή, απαιτήθηκαν 5 συνολικά επαναλήψεις, για να βρούµε τη λύση του συστήµατος µε ακρίβεια 3 
δεκαδικών ψηφίων. 
 
 
 
 
 
2.5  ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS – SEIDEL  
 

Είναι βελτίωση της µεθόδου  Jacobi.  
 
Αν έχω κάποιες αρχικές τιµές για το διάνυσµα ix  έστω τις )(

ix 0  υπολογίζω από την πρώτη 

εξίσωση το )(x 1
1  και στη συνέχεια το χρησιµοποιώ στην δεύτερη εξίσωση µαζί µε τα αρχικά 
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2 Nxxx  για τον υπολογισµό του )1(

2x  και συνεχίζω και στις υπόλοιπες Ν-2 εξισώσεις µε 
τον ίδιο τρόπο. 

Στη γενική περίπτωση για τον υπολογισµό του 1x  µετα από k  επαναλήψεις θα χρησιµοποιώ 
µια σχέση της µορφής: 
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στη δεύτερη εξίσωση από την οποία θα υπολογίζω το 2x  µετά από k επαναλήψεις αντικαθιστώ το 
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οπότε στην τρίτη εξίσωση θέτω ( )(k)
N

(k))(k)(k  , x, , x,xx …3
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Άρα, ο γενικός τύπος θα είναι: 
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Και εδώ, η συνθήκη σύγκλισης είναι: 
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Σε µορφή πινάκων η παραπάνω διαδικασία µπορεί να γραφεί ως: 

( )(k)1)(k-11)(k UXLXBDx −−= ++  

όπου 
upperdiagonallower
UDLΑ ++= , o πίνακας L περιέχει τα στοιχεία του πίνακα Α που βρίσκονται κάτω 

από τη διαγώνιο, ο πίνακας D µόνο τα διαγώνια στοιχεία του Α και τέλος ο πίνακας U τα στοιχεία του 
πίνακα A που βρίσκονται πάνω από τη διαγώνιο.    
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Εφαρµόστε την µέθοδο  Gauss-Seidel  στο παράδειγµα της προηγούµενης  παραγράφου  και συγκρίνετε 
την ταχύτητα σύγκλισης. Πρακτικά οι προηγούµενες αναδροµικές σχέσεις θα γραφούν ως  
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Παίρνω την ακολουθία τιµών:  

( ) ( ) ( ) ( )999.2,996.3,996.199.2,97.3,95.195,2,75.3,75.12,2,1 →→→  

δηλαδή, σε τρεις επαναλήψεις υπολογίστηκαν οι ακριβείς λύσεις του συστήµατος, που είναι ( )3,4,2 . 
Σηµειώστε ότι µε τη µέθοδο Jacobi απαιτήθηκαν 5 συνολικά επαναλήψεις, για να επιτευχθεί η ίδια 
ακρίβεια, δηλαδή η µέθοδος Gauss-Seidel απαιτεί σχεδόν τα µισά βήµατα, για να συγκλίνει στην 
ακριβή  λύση µε την ίδια ακρίβεια. 
 



2.6  Η ΟΡΙΖΟΥΣΑ ΚΑΙ Ο ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΕΝΟΣ ΠΙΝΑΚΑ 
 
2.6.1  Η Ορίζουσα 
 

Η ορίζουσα ενός πίνακα υπολογίζεται εύκολα, αν έχουµε ήδη εφαρµόσει τη µέθοδο Gauss σε 
έναν πίνακα. Τότε η ορίζουσα θα είναι το γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων του πίνακα. 

Για παράδειγµα: 
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2.6.2  Αντίστροφος Πίνακας 
 

Ο υπολογισµός του αντίστροφου ενός πίνακα διαστάσεων NN × , απαιτεί ουσιαστικά την 
επίλυση N  γραµµικών συστηµάτων.  

∆ηλαδή, αν δοθεί ο πίνακας 
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 και 
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yx

 είναι ο αντίστροφός του.  

Τότε προφανώς θα είναι: 
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και για τον υπολογισµό των αγνώστων zyx ,,  και w  θα πρέπει να λυθούν τα παρακάτω δύο 
συστήµατα:  
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Παρατηρούµε όµως ότι αν εφαρµόσουµε τον κανόνα Gauss-Jordan για το ένα σύστηµα, δεν 
χρειάζεται να το επαναλάβουµε και για το δεύτερο. Το µόνο που αλλάζει είναι οι πράξεις που γίνονται 
στις αντίστοιχες στήλες του µοναδιαίου πίνακα. Οπότε, στην ουσία,  προσπαθούµε να κάνουµε στο 
µοναδιαίο πίνακα τις ίδιες ακριβώς πράξεις που κάνουµε και στο δοθέντα πίνακα. ∆ηλαδή θα 
γράψουµε (σχηµατικά) τους πίνακες ως εξής: 
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και θα εφαρµόσω στον πίνακα I ακριβώς τις ίδιες πράξεις που απαιτεί ο κανόνας Gauss – Jordan για 
τη διαγωνοποίηση του πίνακα Α.   
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Οπότε τελικά καταλήγω στο να έχουµε στην αριστερή πλευρά τον µοναδιαίο πίνακα και δεξιά τον 
αντίστροφο του Α. 
 
 
 



2.7  Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ  ΚΑΙ  Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 

Έστω ένας NN × πίνακας (τα στοιχεία του οποίου µπορεί να είναι και µιγαδικοί αριθµοί) και 
έστω λ  ένας πραγµατικός (ή και µιγαδικός) αριθµός, για τον οποίο η εξίσωση 

xxA λ=⋅      Εξ.  0.1 

έχει µια µη τετριµµένη λύση (δηλαδή, 0x ≠ ). Η τιµή λ ορίζεται ως µια ιδιοτιµή του πίνακα A . 
Ένα µη µηδενικό διάνυσµα x , που ικανοποιεί την εξίσωση 2.7.1, ονοµάζεται ιδιοδιάνυσµα του A , 
που αντιστοιχεί στην τιµή λ . 

Για παράδειγµα, στην εξίσωση 
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   Εξ.  0.2 

το διάνυσµα ( )2,1,21 −=ν είναι ένα ιδιοδιάνυσµα και 11 −=λ  η αντίστοιχη ιδιοτιµή του A . 
Η συνθήκη 2.7.1 είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη 

( ) 0det =− IA λ      Εξ.  0.3 

οπότε, λύνοντας την 2.7.3, που ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση, µπορούµε να υπολογίσουµε 
τις ιδιοτιµές του πίνακα A . Για παράδειγµα, αν την εφαρµόσουµε στον πίνακα της εξίσωσης 2.7.2, 
δηµιουργούµε την εξίσωση 

0935
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det 23 =++−=
−

−−
−

λλλ
λ

λ
l   Εξ.  0.4 

Το πολυώνυµο 0935 23 =++− λλλ  ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο και οι ρίζες του 
3,3,11 −=λ  είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα A . 

 
Αυτή η κλασική διαδικασία εύρεσης των ιδιοτιµών, και στη συνέχεια, των ιδιοδιανυσµάτων 

ενός πίνακα συνίσταται µόνο για πίνακες µε µικρό αριθµό στοιχείων. Για πίνακες µε πολλά στοιχεία, 
το χαρακτηριστικό πολυώνυµο θα είναι µεγάλου βαθµού και οι συντελεστές του θα έχουν υπολογιστεί 
µε ακρίβεια που θα ελαττώνεται, καθώς θα αυξάνεται η τάξη του πίνακα. Όµως οι ρίζες των 
πολυωνύµων είναι πολύ ευαίσθητες έστω και σε µικρά σφάλµατα των συντελεστών του, εποµένως, η 
ακρίβεια, µε την οποία θα υπολογιστούν οι ιδιοτιµές, θα είναι περιορισµένη. Για το λόγο αυτό, θα 
παρουσιάσουµε στη συνέχεια µια διαδικασία κατάλληλη για τον ακριβή υπολογισµό των ιδιοτιµών 
των πινάκων.  

 
 

2.7.1 Η µέθοδος των δυνάµεων 
 
Η µέθοδος των δυνάµεων και οι διάφορες παραλλαγές της έχουν σχεδιασθεί ειδικά για τον 

υπολογισµό των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων µε τη χρήση Η/Υ. Η µέθοδος εφαρµόζεται αν υπάρχει 
µια ιδιοτιµή 1λ  που είναι απολύτως µεγαλύτερη από όλες τις υπόλοιπες, δηλ.  

Nλλλλ ≥≥≥> 321     Εξ.  0.5 

και επίσης, αν κάθε διάνυσµα x  µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των Ν ιδιοδιανυσµάτων 
( ) ( ) ( ){ }Nuuu ,,, 21 … . ∆ηλαδή, για κάθε ( )iu  ισχύει: 

( ) ( ) ( )NiuAu i
i

i ≤≤= 1λ     Εξ.  0.6 

και  
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1     Εξ.  0.7 

Αν πολλαπλασιάσω και τα δυο µέλη της 2.7.7 µε τον πίνακα A , θα έχω: 
( ) ( ) ( )N

nn uauauax λλλ +++=⋅ 2
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11A    Εξ.  0.8 

Αν πολλαπλασιάσω k  φορές την 2.7.7 µε τον πίνακα A , θα καταλήξω σε µια σχέση της µορφής 
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  Εξ.  0.9 

λόγω όµως της 2.7.5, οι όροι ( )κλλ 1j  τείνουν στο  µηδέν, καθώς το ∞→κ . 

Άρα, για ∞→κ  
( )1

11 uax κκ λ≈Α       Εξ.  0.10 
εποµένως, ο λόγος 
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τείνει στην τιµή 1λ , καθώς ∞→κ .  Παρατηρούµε όµως ότι από την 2.7.10 υπολογίζουµε και το 

αντίστοιχο ιδιοδυανύσµα ( )1u . 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Έστω ο πίνακας 
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A  µε ιδιοτιµές 4142.31 =λ , 22 =λ , 5858.03 =λ  και αντίστοιχα 

ιδιοδιανύσµατα ( ) ( )8918.0,1,3694.01 =u , ( ) ( )0,1,02 =u  και ( ) ( )3204.0,1,7735.03 −=u . 

Εστω για παράδειγµα το διάνυσµα ( )1,2,1=x , οπότε, για παράδειγµα,  είναι:  
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3960164
42832136
164068

5A  και ( ) ( )560,628,23255 == xx A  

Ανάλογα, 















=

13520560
148464532
5600232

6A  και ( ) ( )1912,2144,79266 == xx A  οπότε, µε βάση τη σχέση 

2.7.11, 
( )

( ) 4140.3
628
2144

5

6

1 ≈==
x
xλ  

 
Αντίστοιχα, το ιδιοδιάνυσµα ( )1u  θα είναι ίσο µε το ( )6x , που µε κανονικοποίηση (διαιρούµε µε το 
µεγαλύτερο στοιχείο του) γίνεται ( )8918.0,1,3694.0 . ∆ηλαδή, έχουµε υπολογίσει τη µεγαλύτερη 
ιδιοτιµή µε ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα µε ακρίβεια τεσσάρων 
δεκαδικών ψηφίων. 



 
 
2.7.1  Επιτάχυνση Aitken 
 

Ο λόγος κr  της σχέσης 2.7.11 αποτελεί µια προσέγγιση στην ακριβή τιµή 1λ  και το σφάλµα 

θα είναι 1λε κκ −= r . Αντίστοιχα, για το 1+κr  θα ισχύει 111 λε κκ −= ++ r . Επειδή η σύγκλιση της 
µεθόδου είναι γραµµική,  δηλαδή 

κκ εε A=+1  

µπορώ να εφαρµόσω τη µέθοδο του Aitken για την επιτάχυνση της σύγκλισης. ∆ηλαδή, στην ουσία, 
τη σχέση του κεφαλαίου 1.5 που µας οδηγεί σε µια τιµή για το 1λ , που είναι συνάρτηση των 

21,, ++ κκκ rrr . Η σχέση είναι 
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     Εξ.  0.12 

 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

 
Στο προηγούµενο παράδειγµα, είναι 413.3,414.3 45 == rr  και 407.33 =r . Εφαρµόζοντας 

την επιτάχυνση Aitken υπολογίζουµε ότι 4142.31 =λ  , που είναι ακριβέστερο κατά δυο δεκαδικά 
ψηφία από το 5r . 
 
 
2.7.2 Αντίστροφη µέθοδος των δυνάµεων 
 
Η µέθοδος αυτή βασίζεται στη µέθοδο των δυνάµεων και µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουµε 
την απολύτως µικρότερη ιδιοτιµή. Αυτό είναι δυνατόν λόγω του παρακάτω θεωρήµατος: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 
Αν λ  είναι µια ιδιοτιµή ενός πίνακα A , τότε η  1−λ  είναι µια ιδιοτιµή του 1−A . 
Απόδειξη 
Έστω ( )0, ≠= xxx λA . Τότε ( ) xxx 11 −− == AA λλ . Οπότε, xx 11 −− = λA , άρα, η τιµή 1−λ είναι 

ιδιοτιµή του πίνακα 1−A . 
 

Εποµένως, εάν ένας πίνακας A  έχει N  ιδιοτιµές 0121 >>≥≥ − NN λλλλ , τότε, οι 

ιδιοτιµές του 1−A  είναι οι τιµές 1−
iλ , για τις οποίες θα ισχύει: 

01
1

1
1

1 >≥≥> −−
−

− λλλ NN  

Εποµένως, µπορούµε να υπολογίσουµε την ιδιοτιµή 1−
Nλ  εφαρµόζοντας τη µέθοδο των 

δυνάµεων στον 1−A . Η λογική διαδικασία θα ήταν να εφαρµόσουµε για τον 1−A  τη διαδικασία της 
µεθόδου δυνάµεων αλλά, όπως αναφέραµε στην παράγραφο 2.6, η αντιστροφή ενός πίνακα είναι 
αρκετά χρονοβόρα διαδικασία για τον Η/Υ. Έτσι, είναι προτιµότερο για τον υπολογισµό του 

( )( )
x

11 +− κA  να λύσουµε µε χρήση της µεθόδου Gauss το σύστηµα ( ) ( )κκ xx =⋅ +1A , όπου µε ( )κx  
συµβολίζουµε το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού κ-φορές του πίνακα A  µε ένα διάνυσµα x , 
δηλαδή, ( ) xx κκ A= . Πιο συγκεκριµένα, για ένα αρχικό διάνυσµα ( )0x , θα πάρουµε ( ) ( )011 xx −= A . 
Άρα, ( ) ( )01 xx =A . Εποµένως, η λύση του συστήµατος αυτού  καθορίζει την  τιµή του ( )1x . Με αυτή 
τη διαδικασία, για το διάνυσµα ( )1+κx  θα ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )κκκκ xxxx =⇒= +−+ 111 AA  
 

 
 



 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Έστω ο πίνακας 
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A  του προηγούµενου παραδείγµατος και ένα αρχικό διάνυσµα 

( ) ( )1,2,10 =x , τότε θα πρέπει να λύσουµε το σύστηµα ( ) ( )01 xx =A  µε τη µέθοδο του Gauss. Εύκολα 

υπολογίζουµε ότι ( ) ( )0,,1 2
31 =x . Συνεχίζουµε λύνοντας το σύστηµα ( ) ( )12 xx =A  µε ( ) ( )2

1
2
32 ,2, −=x  

κ.ο.κ. Τελικά µπορούµε να σχηµατίσουµε το λόγο 
( )

( ) 70707.16

7

6 ≈=
x
xr , οπότε απολύτως µικρότερη 

ιδιοτιµή του A  θα είναι 5858.07070707.113 ==λ . 

 
 
2.7.3  Μέθοδος της µετάθεσης 
 

Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται συµπληρωµατικά των δυο προηγούµενων µεθόδων των 
δυνάµεων, η εφαρµογή των οποίων µας οδήγησε στην εύρεση της απολύτως µικρότερης και 
µεγαλύτερης ιδιοτιµής. Με τη µέθοδο της µετάθεσης, θα υπολογίσουµε τις ενδιάµεσες ιδιοτιµές. 

 
Η εφαρµογή της µεθόδου βασίζεται στην ιδιότητα των πινάκων που περιγράφεται από το 

παρακάτω θεώρηµα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν οι Ν τιµές  ( )Nii ,,1…=λ  είναι ιδιοτιµές ενός ΝxΝ πίνακα A , τότε δοθέντος ενός 

µιγαδικού αριθµού µ  ο πίνακας ΙΑ µ−  ( :Ι  µοναδιαίος πίνακας) θα έχει ως ιδιοτιµές τις 

( )µλ −i  ( )Ni …,1= . 
 
 

Εποµένως, ας θεωρήσουµε στο διάστηµα ( )1,λλN  ένα σηµείο µ  τέτοιο, ώστε για µια ιδιοτιµή 

κλ  να ισχύει εµλκ <−<0  και όλες οι άλλες ιδιοτιµές να ικανοποιούν την ανισότητα εµλ >−i  . 

Τότε, λόγω του θεωρήµατος, η µλκ −  θα είναι η απολύτως µικρότερη ιδιοτιµή του ΙΑ µ− , 
εποµένως, µπορώ να την υπολογίσω χρησιµοποιώντας την αντίστροφη µέθοδο των δυνάµεων. 
Υπενθυµίζουµε ότι συνίσταται ο υπολογισµός των ( )1+κx  από τη λύση του συστήµατος 
( ) ( ) ( )κκµ xx =− +1ΙΑ . Οπότε, τελικά, αν υπολογίσουµε το κr , η ιδιοτιµή iλ  θα είναι:  

µλ
κ

+=
ri
1

 

Αναλόγως, µπορούµε να υπολογίσουµε την ιδιοτιµή iλ , για την οποία η απόσταση  να είναι µέγιστη. 
Σ’ αυτήν την περίπτωση, υπολογίζουµε µε τη µέθοδο των δυνάµεων την τιµή µλκ −= jr , οπότε 

µλ κ += rj . 

ΑΣΚΗΣΗ 
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ΒΑ , να βρεθούν η ( )Adet , ο 1−A  αφού πρώτα 

λυθεί το σύστηµα BxA =⋅ . Στη συνέχεια να υπολογισθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του 
Α. 
 


