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Κεφάλαιο 3 ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ – ΠΡΟΒΛΕΨΗ 
 
 

Υπάρχει µια ολόκληρη κατηγορία µαθηµατικών προβληµάτων αλλά και προβληµάτων της 
καθηµερινής ζωής στα οποία απαιτείται από συγκεκριµένα δεδοµένα µιας παρατήρησης να 
προβλέψουµε την εξέλιξη µιας διαδικασίας (ΠΡΟΒΛΕΨΗ) ή να εκτιµήσουµε πια ήταν η κατάσταση 
ενός φαινοµένου στο ενδιάµεσο διάστηµα δύο µετρήσεων (ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ). Για παράδειγµα αν ένας 
µετεωρολογικός σταθµός καταγράφει τη µεταβολή της θερµοκρασίας κάθε µια ώρα θα µπορούσαµε 
να υπολογίσουµε  ποιά είναι η θερµοκρασία σε µια τυχαία χρονική στιγµή (π.χ. στις 12:15) ή να 
προβλέψουµε ποιά θα είναι η θερµοκρασία στις 20:00 αν έχουµε µετρήσεις µόνο ως τις 19:00. 

Στα µαθηµατικά πολλές φορές απαιτείται ο υπολογισµός µιας συνάρτησης (στην ουσία ενός 
κανόνα) που να ακολουθούν ζεύγη δοθέντων σηµείων. Αλλά ακόµη και αν γνωρίζουµε τη µορφή µιας 
πολύπλοκης συνάρτησης προτιµούµε να την αντικαταστήσουµε  µε µια απλούστερη συνάρτηση την 
οποία στη συνέχεια µπορούµε ευκολότερα να χρησιµοποιήσουµε στους υπολογισµούς µας π.χ. για 
ολοκληρώσεις ή παραγωγίσεις κλπ. Φυσικά, θα πρέπει η νέα και απλή συνάρτηση να αποτελεί κατά 
το δυνατόν σωστή αναπαράσταση της ακριβούς, και γι’ αυτό σε κάθε περίπτωση είναι σηµαντικό να 
γνωρίσουµε το σφάλµα αυτής της αντικατάστασης. Η απλούστερη συνάρτηση είναι το πολυώνυµο και 
γι’ αυτό όλες οι µέθοδοι που θα αναπτυχθούν σε αυτό το Κεφάλαιο θα έχουν ως σκοπό τον 
προσδιορισµό ενός πολυωνύµου το οποίο θα υπακουεί σε συγκεκριµένους κανόνες που θα ορίσουµε. 
  
 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ 
 

Οι µέθοδοι που θα αναπτύξουµε χαρακτηρίζονται από το είδος της αρχικής πληροφορίας που 
θα είναι διαθέσιµη. Έτσι, συνοπτικά αναφέρουµε τις παρακάτω µεθοδους που θα αναπτυχθούν στη 
συνέχεια διεξοδικά: 

 
• ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ LAGRANGE: δοθείσης µιας n -άδας ζευγών σηµείων ),( ii yx , όπου τα 

iii xxx −=∆ +1  δεν είναι κατ’ ανάγκη ίσα, θα υπολογίσουµε ένα πολυώνυµο n-1 βαθµού, που 
θα διέρχεται από αυτά τα n  σηµεία. Το πολυώνυµο αυτό ονοµάζεται συµπτωτικό πολυώνυµο. 
 

• ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΓΙΑ ΙΣΑΠΕΧΟΝΤΑ ix : η προηγούµενη διαδικασία απλοποιείται 
σηµαντικά αν τα n  σηµεία ισαπέχουν και τα συµπτωτικά πολυώνυµα υπολογίζονται µε 
στοιχειώδεις πράξεις.  
 

• ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ: Στην ουσία εδώ υπολογίζουµε ένα πολυώνυµο απο µια n -άδα 
τριάδων ),,( iii yyx ′ . Το πολυώνυµο αυτό είναι βαθµού 12 −n .  
 

• ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ TAYLOR: πρόκειται για το γνωστό πολυώνυµο Taylor µε το οποίο αντικαθιστούµε 
µια συνάρτηση µε ένα πολυώνυµο βαθµού n , απαιτώντας το πολυώνυµο και η συνάρτηση, όπως 
επίσης και οι παράγωγοί του µέχρι τάξης n  να ταυτίζονται σε ένα δοθέν σηµείο. 
 

• ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES: µια εξαιρετική µέθοδος συνδυασµού των παραπάνω µεθόδων. Στην 
ουσία, για µια n -άδα ζευγών ),( ii yx  δηµιουργούµε 1−n  τριτοβάθµια πολυώνυµα (κυβική 

spline), ένα για κάθε ζεύγος σηµείων ),(),( 11 ++− iiii yxyx  αντί ενός )1( −n -βάθµιο πολυώνυµο 
που διέρχεται από τα n  σηµεία.   
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3.1 ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ LAGRANGE 
 

Όπως προαναφέραµε, το συµπτωτικό πολυώνυµο ορίζεται ως ένα πολυώνυµο βαθµού 
1−n  που διέρχεται από n  σηµεία. 

Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο 3ου βαθµού που διέρχεται 
από τα σηµεία: 
 

 x0 x1 x2 x3 x4 
x 3.2 2.7 1.0 4.8 5.6 

f(x) 22.0 17.8 14.2 38.3 51.7 
 f0 f1 f2 f3 f4 

 
Προφανώς, πρέπει να επιλέξουµε τέσσερα από τα πέντε σηµεία που δίνονται, έστω λοιπόν τα τέσσερα 
πρώτα. Αν το πολυώνυµο έχει τη µορφή P(x)dcx bxαx =+++ 23 , τότε δηµιουργούµε 4 εξισώσεις 
µε 4 αγνώστους, άγνωστοι προφανώς είναι τα α, b, c, d. Λύνοντας το σύστηµα µε τις µεθόδους του 
προηγούµενου κεφαλαίου βρίσκουµε: α = -0.5275, b = 6.4952, c = -16.117 και d = 24.3499. ∆ηλαδή, 
το συµπτωτικό πολυώνυµο είναι το: 
 

24.3499 16.117x6.4952x0.5275xP(x) 23 +−+−=  
 

οπότε, αν ζητηθεί, για παράδειγµα, η τιµή της  f(3) βρίσκουµε ότι  f(3) = 20.21. 
 
Το πολυώνυµο Lagrange δίνει απ’ ευθείας το συµπτωτικό πολυώνυµο, χωρίς  τη λύση συστήµατος. 
Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, θα είναι: 
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Εξ.  3.1 

το οποίο εύκολα προγραµµατίζεται και επόµενως για κάθε τιµή ix  θα βρίσκουµε αµέσως την τιµή 

της )( ixf . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΤΥΠΟΥ LAGRANGE 
 
Η απόδειξη θα γίνει µε χρήση της επαγωγικής µεθόδου, δηλαδή: 
 
Ι. Το πολυώνυµο 0 (µηδενικού) βαθµού είναι η σταθερή συνάρτηση  

P0(x) = α0 = f1  
για όλα τα x , δηλαδή µια ευθεία παράλληλη στον άξονα x που διέρχεται από το (x1,f1). 
 
II. Το πολυώνυµο 1ου βαθµού είναι: 

P1(x) = α0 + α1x 
Για το οποίο ισχύει:  

P1(x1) = α0 + α1x1 = f1 
P1(x2) = α0 + α1x2 = f2 

οπότε λύνοντας το σύστηµα βρίσκουµε: 
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όπου 
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Για τα )(xLi  (που ονοµάζονται συντελεστές Lagrange) ισχύει προφανώς 
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Στη γενική περίπτωση λόγω της παραπάνω θα είναι: 
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( jkδ είναι το δέλτα του Kronecker) οπότε ένα πολυώνυµο βαθµού 1−n  θα βρεθεί από τη σχέση 
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ΣΦΑΛΜΑ 
Το σφάλµα που γίνεται στον υπολογισµό µιας τιµής )(xf  για κάποιο δοθέν x  µπορεί να εκτιµηθεί 
από τη σχέση: 

                                       
)!(n

(ξf)x) .... (x-)(x-x (x-xΕ(x) 
n

n 1
)1

10 +
=

+

                                    (Εξ. 3.1) 

όπου n  o βαθµός του συµπτωτικού πολυωνύµου και το ξ  είναι κατάλληλο σηµείο µεταξύ των 

nxx ,...,0 . 
Απόδειξη 
∆ηµιουργώ µια νέα βοηθητική συνάρτηση 

)()()()( xCxPxyxF π⋅−−=  
όπου C είναι µια σταθερά και 

))...()()(()( 210 nxxxxxxxxx −−−−=π  

Εποµένως, επειδή )()( ii xPxf =  η )(xF  θα µηδενίζεται για κάθε τιµή του ixx = . Αν επιλέξω την 

σταθερά C  να είναι: 
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όπου t  είναι µια τυχαία τιµή τότε θα είναι και 0)( =tF  άρα η )(xF  έχει 2+n  τουλάχιστον ρίζες. 
Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Rolle η )(xF ′  έχει 1+n  ρίζες µεταξύ των ριζών της )(xF , η )(xF ′′  

έχει n  ρίζες µεταξύ των ριζών της  )(xF ′  κοκ. Συνεχίζοντας έτσι συµπεραίνουµε ότι η )()1( xF n+  έχει 

τουλάχιστον  µία ρίζα σε ένα σηµείο ξ=x . Επειδή όµως η 0)()1( =+ xp n  θα έχουµε 
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και κατα συνέπεια:  
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Επειδή όµως το t ήταν ένα τυχαίο σηµείο διάφορο των nxxx ,...,, 10  η παραπάνω σχέση θα ισχύει 
για κάθε x . Αρα 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.1 
Να προσεγγισθεί η συνάρτηση y = cos(π.x) µε ένα τριτοβάθµιο συµπτωτικό πολυώνυµο που παίρνει τις 
ίδιες τιµές µε την y για x0 = 0, x1 = 0.5, x2 = 1. Να µελετηθεί το σφάλµα. 
 
Προφανώς ο πίνακας τιµών είναι: 
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άρα 
12)2()1()(4.0)132(1)( 222 +−=−⋅−+−⋅−+−⋅= xxxxxxxxP  

 
το πολυώνυµο τελικά δεν είναι δευτεροβάθµιο αλλά πρωτοβάθµιο, το Σχήµα 3.1 δείχνει τις δύο 
συναρτήσεις. Το σφάλµα θα είναι 

!3
)sin()1()5.0()(

3 πξπ
−⋅−⋅= xxxxE  και για 25.0=x είναι: 24.0)25.0( ≤E  
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3.2 ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΓΙΑ ΙΣΑΠΕΧΟΝΤΑ ix  
 

Όταν οι τιµές των ix  ισαπέχουν, τότε η εύρεση του συµπτωτικού πολυωνύµου απλοποιείται, 
αν χρησιµοποιήσουµε κατάλληλα τους τελεστές διαφοράς και τους πίνακες διαφορών. 
 
Ορίζουµε ώς τελεστή διαφοράς προς τα εµπρός τον τελεστή ∆ , µε την εξής ιδιότητα 

iii fff −=∆ +1 . Αναλόγως µπορώ να ορίσω ως συντελεστή διαφοράς προς τα πίσω τον τελεστή 

1−−=∇ iii fff  
 
Μπορούν να οριστούν ως διαφορές 1ης τάξης τα  
 

ii ff, ... ,fff, ff∆f −=∆−=∆−= +1i121010 f  
 
ως διαφορές 2ης τάξης τα 
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ως διαφορές 3ης τάξης τα 
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και τέλος ώς διαφορές n τάξης 
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Με βάση τα παραπάνω, είναι έυκολο να δηµιουργήσουµε πίνακες διαφορών για κάθε n -

άδα σηµείων ),( ii yx . Οι πίνακες διαφορών διευκολύνουν σηµαντικά την εύρεση του συµπτωτικού 
πολυωνύµου. Για παράδειγµα, παραθέτουµε το παρακάτω πίνακα: 
 

x f(x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x) ∆4f(x) ∆5f(x) 
0.0 0.000 0.203     

0.2 0.203 
0.220 

0.017 
0.024 

  

0.4 0.423 
0.261 

0.041 
0.044 

0.020 
0.032 

0.6 0.684 
0.246 

0.085 
0.096 

0.052  

0.8 1.030 
0.527 

0.181 
 

  

1.0 1.557 
 

 
 

  

 
 
 
 
 

 
Θα αποδείξουµε τώρα ότι το συµπτωτικό πολυώνυµο n βαθµού θα δίνεται από τη σχέση: 
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όπου hsxxs ⋅+= 0 . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 
Για s = 0 και s = 1 ο τύπος ισχύει. Έστω ότι ισχύει και για  
s = m, δηλαδή: 
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θα δείξουµε ότι ισχύει για s = m + 1 
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Στη παραπάνω απόδειξη χρησιµοποιήθηκε η σχέση 
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ΤΥΠΟΙ ΓΙΑ ΙΣΑΠΕΧΟΝΤΑ xi 
 

Newton – Gregory προς τα µπρός (από το σηµείο nxx →0 ) 
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Newton – Gregory προς τα πίσω (από το σηµείο 0xx n →− ) 
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Gauss προς τα µπρος (από το σηµείο 




 +

−



−

→
2
1

2
nn xx ) 

 

[ ]




−

−−−

⋅
+

⋅
+

⋅
+

⋅⋅







+

+





+






+






+






+=

−

2

2
4

1
3

1
2

00

n
n

n

f∆

...f∆f∆f∆∆f f(x) P

n
s

4
1s

3
1s

2
s

1
s

21)(n
 

Stirling (από 
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Για να χρησιµοποιήσετε τις παραπάνω σχέσεις επιλέξτε ένα 0x  και υπολογίστε το s , στη συνέχεια 
αντικαταστήτε στην κατάλληλη σχέση. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  3.2 
 
∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας διαφορών, να υπολογισθούν τα συµπτωτικά πολυώνυµα Newton-Gregory, 
Gauss και Stirling.  

 
x F(x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x) ∆4f(x) 

0.2 1.06894 0.11242    

0.5 1.18136 
0.12425 

0.01183 
0.00123 

 

0.8 1.30561 
0.13731 

0.01306 
0.00138 

0.00015 

1.1 1.44292 
0.15175 

0.01444 
0.0152 

0.00014 

1.4 1.59467 
0.16771 

0.01596 
 

 

1.7 1.76238 
 

 
 

 

 
 

• Newton – Gregory προς τα µπρός για τα σηµεία από 4.15.0 =→= xx , δηλαδή  5.00 =x  
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• Newton – Gregory προς τα πίσω για τα σηµεία από 2.01.1 =→= xx , δηλαδή 1.10 =x  

32 x.0075930x.054330x.333740.999960

6/)2()1(00123.02/)1(01306.013731.044292.1
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ssssss
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2
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0.001230.01306s0.137311.44292  (x)Pn

 

 
• Gauss προς τα µπρος για τα σηµεία από 1.15.0 =→= xx , δηλαδή 8.00 =x  
 

2072560363380105781 x.x..

0.01306s0.137311.30561  (x)P
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• Stirling για τα σηµεία από  4.12.0 =→= xx , δηλαδή 8.00 =x  

32 008056006772040715022141 x.x.x..
2

0.001380.00123
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22

0.137310.124251.30561  (x)P
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3.3  ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ 
 
 
Είναι δυνατόν ένα συµπτωτικό πολυώνυµο να µοιάζει κάπως παραπάνω σε µια δοθείσα συνάρτηση ή 
ένα σύνολο τιµών, εφόσον απαιτηθεί και οι παράγωγοι του πολυωνύµου να παίρνουν τις ίδιες τιµές µε 
τη συνάρτηση ή το σύνολο τιµών στα σηµεία επαφής.  
 
Εποµένως, αν απαιτήσουµε το πολυώνυµο µε τη συνάρτηση ή το σύνολο τιµών να παίρνουν τις ίδιες 
τιµές σε n σηµεία, όπως και οι παράγωγοί του 

)()(
)()(
xyxP

xyxP
′=′

=
 για  nxxx ,...,2,1  

καταλήγουµε σε n2  εξισώσεις, οι οποίες καθορίζουν ένα πολυώνυµου το πολύ 12 −n βαθµού. Το 
πολυώνυµο αυτό δίνεται από τον τύπο του Hermite. 

∑∑
==

− ′+=
n

i
ii

n

i
iin yxByxAxP

11
12 )()()(  

όπου  

[ ] [ ]
[ ]2

2

)()()(

)())((21)(

xLxxxB

xLxxxLxA

iii

iiiii

⋅−=

⋅−′⋅−=
 

)(xLi  είναι οι συντελεστές Lagrange. 
 
ΣΦΑΛΜΑ 
Το σφάλµα προφανώς θα είναι ισοδύναµο µε αυτό ενός συµπτωτικού πολυωνύµου βαθµού 12 −n  

[ ]221

)12(

))....()((
)!12(
)()()( n
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xxxxxx
n

yxpxy −−−
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
Να υπολογισθεί το εφαπτόµενο πολυώνυµο για τα εξής δεδοµένα 
 
k xk yk y’k 
0 0 0 0 
1 4 2 0 
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Αρα: 
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Εποµένως: 
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3.4  ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES 
 
 
Πολλές φορές το συµπτωτικό πολυώνυµο δεν αποτελεί την πλέον ιδανική αναπαράσταση της 
συνάρτησης που αντιπροσωπεύει ένα σύνολο σηµείων, ειδικότερα όταν υπάρχουν τοπικές 
“ασυνέχειες” στα δεδοµένα. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  3.4 
 
Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση: 











≤≤
<<−−
−≤≤−

=
0.12.00
2.02.0||51
2.010

)(
x
xx

x
xf  

Αν υποθέσουµε ότι βρίσκουµε στο διάστηµα (-1,1) τα συµπτωτικά πολυώνυµα δεύτερου, τέταρτου, 
έκτου και όγδοου βαθµού τότε βλέπουµε ότι δεν αποτελούν σωστή αναπαράσταση της συνάρτησης. 
 
Γίνεται προφανής η ανάγκη αλγορίθµου που να παίρνει υπόψη του τις τοπικές “ασυνέχειες”. Για να 
το επιτύχουµε αυτό, εµφυτεύουµε ένα κατάλληλο πολυώνυµο σε κάθε ζεύγος σηµείων. 

 
Στη συνέχεια, θα προσπαθήσουµε να εµφυτεύσουµε ένα πολυώνυµο 3ου βαθµού για κάθε 

ζεύγος σηµείων ),( ii yx  και ),( 11 ++ ii yx , αυτό απαιτεί πληροφορία από 4 σήµεια, εποµένως για να το 
επιτύχουµε, απαιτείται, για παράδειγµα, η κλίση και η καµπυλότητα των πολυωνύµων δεξιά και 
αριστερά του σηµείου ),( ii yx  να ταυτίζονται. 

 
Έστω το τριτοβάθµιο πολυώνυµο που διέρχεται από τα σηµεία ),( ii yx  και ),( 11 ++ ii yx  

iiiiiii d)x(xc)x(xb)x(xay +−⋅+−⋅+−⋅= 23  
 

Επειδή διέρχεται από τα δυο άκρα του διαστήµατος, θα είναι: 
 

iiiiiiiiiiii dd)x(xc)x(xb)x(xay =+−⋅+−⋅+−⋅= 23  
και 

iiiiiii

iiiiiiiiiii

dhchbha
d)x(xc)x(xb)x(xay

+++=

+−⋅+−⋅+−⋅= ++++

23
1

2
1

3
11  

όπου iii xxh −= +1 . 
 
Χρειαζόµαστε και την πρώτη και δεύτερη παράγωγο, για να συσχετίσουµε τις κλίσεις και 
καµπυλότητες των πολυωνύµων, δηλαδή: 

 
iii

iiiii

b)x(xay
c)x(xb)x(xay

26
23 2

+−⋅=′′
+−⋅+−⋅=′

 

 
Έστω iS η δεύτερη παράγωγος στο ix και 1+iS  στο 1+ix . Τότε: 
 

iiiiiiii

iiiiii

bhab)x(xaS
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Άρα 
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οπότε  

iiii
i

i
i

ii
i yhchSh
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1 26
 

εποµένως  
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Αν απαιτήσουµε τώρα οι κλίσεις από δεξιά και αριστερά του σηµείου ix  να είναι ίσες, τότε επειδή  
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καταλήγουµε στη σχέση:  
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και απλοποιώντας καταλήγω 
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Αν έχουµε 1+n σηµεία, η παραπάνω σχέση µπορεί να εφαρµοσθεί στα 1−n  εσωτερικά σηµεία του 
διαστήµατος ),( 0 nxx . Άρα, θα έχουµε ένα σύστηµα 1−n  εξίσωσεων για τους  1+n αγνώστους iS . 

Οπότε  πρέπει να ορίσω δύο  “αυθαίρετες” συνθήκες για τα 0S  και nS στα άκρα του συστήµατος.  
 
ΕΠΙΛΟΓΗ ΣΥΝΘΗΚΩΝ ΣΤΑ ΑΚΡΑ 
 
`Οπως προαναφέραµε υπάρχει µια ελευθερία στον υπολογισµό των συνθηκών στα άκρα του 
διαστήµατος. Υπάρχουν όµως µερικές επιλογές που είναι αρκετά αξιόπιστες και χρησιµοποιούνται 
ευρύτατα. 
 
Ι.  00 =S  και 0=nS   
Αυτή η επιλογή είναι ισοδύναµη µε την υπόθεση ότι στα άκρα του διαστήµατος η κυβική spline που 
µελετάµε να είναι γραµµική (στη βιβλιογραφία αναφέρεται ως ΦΥΣΙΚΗ SPLINE) 
 
ΙΙ. 10 SS =  και 1−= nn SS    
Η επιλογή αυτή είναι ισοδύναµη µε την υπόθεση ότι στα άκρα έχουµε παραβολική προσέγγιση. 
 
ΙΙΙ. Προβλέποντας την τιµή του 0S από τα 21,SS  και του nS από τα 21, −− nn SS , δηλαδή υποθέτουµε 

οτι η κλίση της iS  είναι ίδια µεταξύ των σηµείων 0x  και 1x  
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και µεταξύ των σηµείων 1−nx  και nx  
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IV. Εξαναγκασµός των κλίσεων στα άκρα να πάρουν συγκεκριµένες τιµές. Εστω Axf =′ )( 0  και 

Bxf n =′ )(  








 −
−=+









−

−
=+

−

−
−−

1

1
11

0

01
1100

62

62

n

nn
nnnn h

yyBShSh

A
h

yyShSh
 

 
 
Το σύστηµα των 1+n εξισώσεων γράφεται γενικά ως:  
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∆ηλαδή, έχω ένα σύστηµα 1−n  εξισώσεων για τους 1+n  αγνώστους iS . Αν όµως αφαιρέσω τα 0S  

και nS  έχω ένα σύστηµα n-1 εξισώσεων µε n-1 αγνώστους που λύνεται.  Τα 0S  και nS   υπολογίζονται 
από τις προηγούµενες συνθήκες: 
 
ΕΠΙΛΟΓΗ Ι: 00 =S  και 0=nS , δηµιουργούµε τον παρακάτω σύστηµα: 
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ΕΠΙΛΟΓΗ ΙΙ: 10 SS =  και 1−= nn SS , δηµιουργούµε τον παρακάτω πίνακα συντελεστών:  
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ΕΠΙΛΟΓΗ ΙΙI  τα 0S και nS  υπολογίζονται µε γραµµική πρόβλεψη οπότε δηµιουργούµε τον παρακάτω 
πίνακα συντελεστών: 
 



























++−

+
+

−++

−

−−−−

−

−−

2

2121

2

2
1

2
2

3322

2211

1

2
0

2
1

1

1010

)2)((
........

)(2
)(2

)2)((

n

nnnn

n

nn

h
hhhh

h
hh

hhhh
hhhh

h
hh

h
hhhh

 

τα 0S και nS υπολογίζονται µετά τη λύση του συστήµατος. 
 

ΕΠΙΛΟΓΗ ΙV : όπου Axf =′ )( 0 , Bxf n =′ )(  
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Μετά τη λύση του συστήµατος υπολογίζουµε τους συντελεστές iiii dcba ,,,  για τα τριτοβάθµια 
πολυώνυµα σε κάθε διάστηµα από τις σχέσεις:  
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 
Η επιλογή Ι πλαταίνει την καµπύλη στα άκρα. 
Η επιλογή ΙΙΙ δηµιουργεί µεγάλη καµπυλότητα στα άκρα. 
Η επιλογή ΙV είναι πιθανότατα καλύτερη, αν υπολογίσουµε σωστά τις κλίσεις στα άκρα.  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.5 
 
Να προσαρµοσθεί µια κυβική spline στα δεδοµένα  

x 0 1 2 3 4 
y -8 -7 0 19 56 

(τα δεδοµένα προέρχονται από τη συνάρτηση y = x3-8)   
  
ΛΥΣΗ 
Θα εξετάσουµε το πρόβληµα και για τις τέσσερεις συνθήκες για τα άκρα. 
 
ΣΥΝΘΗΚΗ Ι: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα 
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ΣΥΝΘΗΚΗ ΙΙ: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα 
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ΣΥΝΘΗΚΗ ΙΙΙ: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα 
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ΣΥΝΘΗΚΗ IV: ∆ηµιουργούµε το σύστηµα 
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Παρατηρήστε ότι οι τιµές των iS  ταυτίζονται µε αυτές της 2ης παραγώγου της 83 −= xy  οταν 
χρησιµοποιήθηκαν οι συνθήκες ΙΙΙ και IV. 
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3.5 ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ TAYLOR 
 

Μέχρι τώρα προσπαθούσαµε να υπολογίσουµε πολυώνυµα )(xP  τα οποία ταυτιζόταν σε ένα 
αριθµό σηµείων µε µια συνάρτηση )(xf  (συµπτωτικό πολυώνυµο) ή επιπλέον είχαν και «επαφή» 
δηλαδή ταυτιζόταν και η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης µε τις τιµές του πολυωνύµου στα κοινά 
σηµεία (εφαπτόµενο πολυώνυµο). Το πολυώνυµο Taylor έχει την ιδιότητα να ταυτίζεται σέ ένα µόνο 
σηµείο 0x  µε τή δοθείσα συνάρτηση, αλλά, επιπλεόν, εάν είναι βαθµού n , τότε και οι πρώτοι 
παράγωγοί τους µέχρι τάξης n θα ταυτίζονται σε αυτό το σηµείο, δηλαδή: 

 
)()( 0

)(
0

)( xfxP ii =   για  ni ,...,1,0=  
 
Το πολυώνυµο Taylor µπορεί να γραφεί: 
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ΣΦΑΛΜΑ 
Το σφάλµα του «µοιάζει» µε το σφάλµα του συµπτωτικού πολυωνύµου και δίνεται (όπως είναι γνωστό 
από το διαφορικό λογισµό) από τη σχέση: 

1
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xx
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yxpxy ξ    Εξ.  3.2 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
Να βρεθεί ένα πολυώνυµο που µαζί µε τις πρώτες n  παραγώγους του παίρνει στο 00 =x  τις τιµές που 

παίρνουν οι αντίστοιχες ποσότητες της συνάρτησης xe . 
 
ΛΥΣΗ 
Όλες οι παράγωγοι της xe  είναι προφανώς xe , οπότε 

1... )(
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και εποµένως 
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Το σφάλµα θα είναι:  
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Μπορούµε στη συνέχεια να επεκτείνουµε το ερώτηµα και να  ζητήσουµε να υπολογίσουµε πόσους όρους 
πρέπει να κρατήσουµε στο ανάπτυγµα Taylor ώστε να επιτύχουµε ακρίβεια 6 δεκαδικών ψηφίων ή 
καλύτερα σφάλµα µικρότερο του 7105 −×  για ]1,0[∈x .  Οπότε, επειδή η µεγαλύτερη δυνατή τιµή του 
σφάλµατος είναι για 1=x  θα έχουµε  

1
00000005.0

+
≤=

n
eE  

οπότε η ανισότητα θα ικανοποιείται για 10≥n . ∆ηλαδή, θα πρέπει να χρησιµοποιήσω τουλάχιστον 10 
όρους στο ανάπτυγµα για να επιτύχω τη ζητούµενη ακρίβεια. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Προσεγγίστε τη συνάρτηση ( ) xxy

2
sin π=  µε ένα δευτεροβάθµιο πολυώνυµο (συµπτωτικό), το 

οποίο παίρνει τις ίδιες τιµές µε τη συνάρτηση για x , x . ,= =0 051 x 2 1= . Να µελετηθεί το 

σφάλµα ( ) ( )xpxy − . 

2. Προσεγγίστε τη συνάρτηση ( ) )1log( += xxy  µε ένα δευτεροβάθµιο πολυώνυµο (συµπτωτικό), το 

οποίο παίρνει τις τιµές µε τη συνάρτηση για ,,xx 40 1 == 92 =x . Να µελετηθεί το σφάλµα 

( ) ( )xpxy − . 

3. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Lagrange βρείτε ένα συµπτωτικό πολυώνυµο τρίτου βαθµού για τα 
παρακάτω ζεύγη kk yx , . 

kx  0 1 4 6 

ky  1 -1 1 -1 

      Μετά, υπολογίστε τις τιµές του πολυωνύµου για 5,3,2=x . 

4. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Lagrange βρείτε ένα συµπτωτικό πολυώνυµο τετάρτου βαθµού για 
τα παρακάτω ζεύγη kk yx , . 

kx  0 1 4 5 6 

ky  0 16 48 88 0 

      Μετά, υπολογίστε τις τιµές του πολυωνύµου για 2=x  και 3=x . 

5. Εφαρµόζοντας τον τύπο του Newton προσδιορίστε ένα συµπτωτικό πολυώνυµο τετάρτου βαθµού, 
που παίρνει τις τιµές: 

kx  1 2 3 4 5 

ky  1 -1 1 -1 1 

6. Να βρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο δευτέρου βαθµού, που να παίρνει τις ίδιες τιµές µε την 
( ) 4xxy =  για 2,1,0=x . 

7. Να βρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο δευτέρου βαθµού, που να παίρνει τις ίδιες τιµές µε τη 
συνάρτηση ( ) xxy =  για 4,1,0=x . 

8. Να βρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο τετάρτου βαθµού, που να παίρνει τις τιµές: 

kx  2 4 6 8 10 

ky  0 0 1 0 0 

9. Να βρεθεί ένα συµπτωτικό πολυώνυµο εβδόµου βαθµού, που να παίρνει τις τιµές: 

kx  0 1 2 3 4 5 6 7 

ky  1 2 4 7 11 16 22 29 
 
10. Από τον τύπο του Hermite βρείτε ένα εφαπτόµενο πολυώνυµο 3ου βαθµού για τα δεδοµένα: 

kx  ky  ky′  
0 0 0 
1 1 1 



 53

Απ. ( ) 322 xxxp −=  
11. Από τον τύπο του Hermite βρείτε ένα εφαπτόµενο πολυώνυµο µε δεδοµένα: 

kx  ky  ky′  
0 0 0 
1 1 0 
2 0 0 

Απ. ( ) 234 44 xxxxp +−=  
12. Βρείτε ένα εφαπτόµενο πολυώνυµο τρίτου βαθµού για τα δεδοµένα: 

kx  ky  ky′  
0 1 -2 
1 1 4 

Απ. ( ) 123 +−= xxxp  

13. Βρείτε δυο πολυώνυµα δευτέρου βαθµού, το ένα µε ( ) ( ) 000 11 =′= pp  και το άλλο µε ( ) 242 =p  

και ( ) 042 =′p , που να περνούν και τα δυο από το σηµείο ( )1,2 . ∆είξτε ότι ( ) ( )22 21 pp ′=′ . Τι σηµαίνει 
αυτό; 
 
14. Βρείτε τα πολυώνυµα Taylor βαθµού n  για τις συναρτήσεις xsin  και xcos , µε 00 =x . Για ποιο 
n το πολυώνυµο Taylor προσεγγίζει αυτές τις συναρτήσεις σωστά µέχρι και το τρίτο δεκαδικό ψηφίο, 

για ( )2,0 π∈x ; 

 
15. Ενας µεταβλητός αστέρας παρουσιάζει τις εξής µεταβολές φαινοµένου µεγέθους ως συνάρτηση 
του χρόνου 

ΧΡΟΝΟΣ 
       (sec) 

0.0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 1.0 

ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ 
ΜΕΓΕΘΟΣ 

0.302 0.185 0.106 0.093 0.24 0.579 0.561 0.468 0.302 

Ποιο είναι το φαινόµενο µέγεθος τη χρονική στιγµή t = 0.35; Χρησιµοποιείστε splines για να 
συµπληρώσετε τον πίνακα ώστε να γνωρίζουµε την τιµή του φαινοµένου µεγέθους κάθε 0.05sec. 
 
16. Ο παρακάτω πίνακας δίνει το µήκος του τόξου ενός λεπτού της µοίρας στο γεωγραφικό 
παράλληλο (προσέξτε ότι στον ισηµερινό αντιστοιχεί στο ναυτικό µίλι) και την σταθερά της βαρύτητας 
σε διάφορα γεωγραφικά πλάτη. 
 
Γεωγραφικό 
Πλάτος 

Μήκος  1’ της µοίρας  
στον  γεωγραφικό 
παράλληλο 

Σταθερά  
της βαρύτητας g 

00 1855.4 m 9.7805 m/sec2 

150 1792.0 m 9.7839 m/sec2 
300 1608.2 m 9.7934 m/sec2 
450 1314.2 m 9.8063 m/sec2 

600   930.0 m 9.8192 m/sec2 
750   481.7 m 9.8287 m/sec2 
900     0.0   m 9.8322 m/sec2 
 
Να βρεθεί πόσο είναι το µήκος 1’ της µοίρας στο γεωγραφικό πλάτος της Θεσ/νίκης  (400 37’) και 
ποία είναι η τοπική τιµή της σταθεράς της βαρύτητας g. 


