
Κεφάλαιο 7    ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ 
 
 

Σ’αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε µεθόδους για την ανάλυση µεγάλου 
πλήθους δεδοµένων. Πιο συγκεκριµένα, θα προσπαθήσουµε να εκτιµήσουµε τη 
συνολική συµπεριφορά µιας n -αδας σηµείων ( )ii yx , . Οι τεχνικές που θα εξετάσουµε 
είναι η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων και η προσέγγιση ελαχίστου-µεγίστου. Στο 
τέλος θα εξετάσουµε και µια µέθοδο για τον υπολογισµό “συµπτωτικών” ρητών 
συναρτήσεων. 
 
 
7.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 
 

Όταν θέλουµε να µελετήσουµε µεγάλο αριθµό σηµείων, τότε η προσέγγιση τους 
µε συµπτωτικό πολυώνυµο είναι και δύσκολη αλλά και άνευ νοήµατος τις περισσότερες 
φορές. Σ’ αυτή την περίπτωση προσπαθούµε να βρούµε ένα πολυώνυµο ή γενικότερα 
µια συνάρτηση µε συµπεριφορά παρόµοια µε αυτή της οµάδας των σηµείων που 
διαθέτουµε και για την οποία η διαφορά ( )ii xfy −  να είναι ελάχιστη. 
 Στην πράξη, ζητάµε την ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος  
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όπου ( )xp  το ζητούµενο πολυώνυµο συγκεκριµένου βαθµού (συνήθως όχι 
µεγαλύτερου του τέταρτου ή πέµπτου). 
 
 
7.1.1   ΕΥΘΕΙΑ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ  
 

Το ζητούµενο πολυώνυµο θα είναι πρωτοβάθµιο, δηλαδή: ( ) βxαxp +⋅= . 
Άρα, θα προσπαθήσουµε να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα: 
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Το ζητούµενο είναι να προσδιορίσουµε τα a  και β ώστε το S να γίνει ΕΛΑΧΙΣΤΟ. 
 Εφαρµόζοντας τη θεωρία εύρεσης µεγίστου ή ελαχίστου συναρτήσεων πολλών 
µεταβλητών απαιτούµε να είναι: 

0=
∂
∂

a
S

  και  0=
∂
∂
β
S

     Εξ.  7.3 

Οπότε: 
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Οι σχέσεις αυτές µπορούν να γραφούν ως: 
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και, αν θέσω  
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τότε το σύστηµα 7.5 απλοποιείται και βρίσκουµε: 
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Επιπλέον, αποδεικνύεται εύκολα ότι: 
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Για να είναι το S ελάχιστο για τις τιµές των a  και β , θα πρέπει: 
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και, επιπλέον, µια από τις 2
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 να είναι µεγαλύτερη του µηδενός για τις τιµές 

των a  και β , που δίνονται από την εξ. 7.7. 
 

Εποµένως, βρίσκουµε εύκολα ότι: 
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Άρα, οι τιµές που υπολογίζονται στην εξ. 7.7 είναι τα ζητούµενα ελάχιστα. 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7.1 
 
Βρείτε ένα τύπο της µορφής ( ) MxAexP =  (όπου A και m είναι άγνωστες σταθερές που 
πρέπει να υπολογισθούν) για τα δεδοµένα: 

x  1 2 3 4 
)(xP  7 11 17 27 

 
Θέτω )log(Pz =  και )log(AB =  οπότε η ζητούµενη σχέση είναι η MxBz += , 

εποµένως δηµιουργώ ένα νέο πίνακα στοιχείων για τα νέα ζεύγη ),( ii zx  δηλαδή 
x  1 2 3 4 
z  1.9459 2.3979 2.8332 3.2958 

Οπότε βρίσκουµε: 
48.10,30,10,4 0210 ==== vsss  και 44.281 =v  

άρα 



45.0≈M , 5.1=B  και εποµένως 48.4=A . Τελικά η ζητούµενη σχέση είναι: 
xexP 45.048.4)( = . 

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7.2 
 
∆ίνονται τα παρακάτω ζεύγη σηµείων: 

x  0.05 0.11 0.15 0.31 0.46 0.52 0.70 0.74 0.82 
y  0.956 0.890 0.832 0.717 0.571 0.539 0.378 0.370 0.306 

Να υπολογισθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων. 

Είναι  ∑∑ ====== 3252.2,86.3,10,9 2
210 ii xsxssn  

∑∑ ==== 8250615595 10 .yxυ,.yυ iii  

97577.083496.0 =−= βa  

Εποµένως, ( ) xxp 83496.097577.0 −=   
 

 
 
 



 
7.1.2   ΠΑΡΑΒΟΛΗ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ  
 

Η διαδικασία εύρεσης της παραβολής ελαχίστων τετραγώνων είναι παρόµοια µε 
αυτή της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων.  

Εποµένως, ελαχιστοποιούµε το άθροισµα  

( )∑
=

−−−=
n

i
iii xaxyS

0

22 γβ  

 
Από τις σχέσεις για την ύπαρξη ακροτάτου θα είναι 
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και έτσι καταλήγουµε στο σύστηµα 
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όπου 
  ∑∑∑ === iiii yxxsxs 2
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ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία 10210 ,,,, vvsss δίνονται από τις σχέσεις 7.6. 
 

Στη γενική περίπτωση πολυωνύµου ελαχίστων τετραγώνων βαθµού 1−n  οι 
συντελεστές του πολυωνύµου προσδιορίζονται απο τη λύση του παρακάτω συστήµατος: 
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όπου τα ks  και kv δίνονται από τις σχέσεις:  
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και το πολυώνυµο είναι:  
( ) nn xaxaaxP +++= ...10 . 

 
Στο παράδειγµα 7.2 της προηγούµενης παραγράφου αν ζητούσαµε πολυώνυµο 
δεύτερου βαθµού, τότε θα βρίσκαµε 

( ) 2186099509960 x. x . .  xp ⋅+⋅−=  

και το πολυώνυµο τρίτου βαθµού είναι: 

( ) 32 14037006101 x.  x. x ..  xp ⋅−⋅+⋅−=  

 



 
7.2 ΕΛΑΧΙΣΤΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΑ ΓΙΑ ΣΥΝΕΧΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ 
 
 

Εστω η ( )xy  µια συνεχής συνάρτηση που επιθυµούµε να προσεγγίσουµε στο 

διάστηµα [ ]1,1−  µε ένα πολυώνυµο της µορφή: 
 

( ) ( ) ( ) ( )xPaxPaxPaxP mmmm 0011 ...+++= −−  
 
όπου ( )xPk  το πολυώνυµο Legendre βαθµού k και τα ka  σταθερές που πρέπει να 
υπολογισθούν.1 

 
Το τετραγωνικό σφάλµα αυτής της προσέγγισης θα είναι: 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
−

−− −−−−=
1

1

2
0011 ... dxxPaxPaxPaxyS mmmm  

 
Οπότε αν θελήσω να ελαχιστοποιήσω το σφάλµα θα πρέπει να απαιτήσω 
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εποµένως θα είναι:  
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Επειδή όµως τα πολυώνυµα Legendre είναι ορθογώνια, ισχύει: 
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οπότε 
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και εύκολα αποδεικνύεται ότι οι συντελεστές ka δίνονται από τις σχέσεις: 
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Τέλος, αν το διάστηµα είναι τυχαίο [ ]β,a , τότε χρησιµοποιώ την αντικατάσταση: 

                                                           
1 Τα πολυώνυµα Legendre δίνονται από τον τύπο του Rodrigue 
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Τα πρώτα απο αυτά είναι: 1)(0 =xP ,  xxP =)(1 , )13(
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7.3 
 
Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίστε την παραβολή που προσεγγίζει τη 
συνάρτηση )sin()( tty =  στο διάστηµα [ ]π,0 . 
 
Κατ’αρχάς αλλάζω το διάστηµα µε την εξής αλλαγή µεταβλητής: 
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άρα η νέα συνάρτηση είναι: 
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Οι ζητούµενοι συντελεστές θα είναι: 
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και τελικά η ζητούµενη παραβολή είναι: 
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και αλλάζοντας µεταβλητή καταλήγω στην εξης συνάρτηση: 
 

)
2
1)

2
(6)[121(102 2

22 −−−+=
π

ππππ
ty



 
7.3 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΕΛΑΧΙΣΤΟΥ – ΜΕΓΙΣΤΟΥ  
 
 

Έστω ότι δίνεται µια συνάρτηση ( )xy ή ένα σύνολο σηµείων ( )ii yx ,  και ζητώ να 

βρω µια νέα προσεγγιστική συνάρτηση ( )xy . Απαιτώ για αυτή τη συνάρτηση να 
ελαχιστοποιήσω το µέγιστο σφάλµα.  

Το σφάλµα σέ ένα σηµείο x  είναι: 

( ) ( )xyxy −=ε  

Για απλότητα θα δείξουµε τη διαδικασία για την ευθεία ( ) β+= axxy  και µόνο για 

τρία σηµεία ( )00 , yx  ( )11, yx  ( )22 , yx . Εποµένως το σφάλµα  στο τυχαίο σηµείο ix  θα 
είναι: 

( )βε +−= iii axy  
 
Έστω ότι µια ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ( )00 , yx , ( )22 , yx , η εξίσωση της 
είναι: 
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Τα σφάλµατα για τα τρία σηµεία θα είναι: 
00 =ε  

( ) || 11111 baxyxyy −−=−=ε  

02 =ε  
 
Αν µετατοπίσω την ευθεία παράλληλα έτσι, ώστε το σφάλµατα να είναι ε0 = ε1 = ε2 θα 
σχηµατίσω µια νέα ευθεία, την 
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Το C είναι µια άγνωστη σταθερά που υπολογίζεται από τη σχέση BBAA ′=′ , δηλαδή 
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οπότε τελικά βρίσκουµε τη νέα ευθεία ίσων σφαλµάτων: 
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Προφανώς τα σφάλµατα είναι: 

222111000 ,, yyyyyy −=−=−= εεε  
και 

210 εεε ==  
 
Το σφάλµα σε κάθε ένα από τα τρία σηµεία θα είναι: 
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Αν έχω πολλά σηµεία παίρνω τρία τυχαία υπολογίζω την ευθεία ίσων σφαλµάτων 

και υπολογίζω στη συνέχεια τα σφάλµατα των υπολοίπων σηµειών. Απο αυτά βρίσκω το 
σηµείο µε το µεγαλύτερο σφάλµα, οπότε επαναλαµβάνω την ίδια διαδικασία κρατώντας 
τα δύο αρχικά σηµεία και το νέο κ.ο.κ. 



 
7.4  ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΜΕ ΡΗΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 

Επιθυµούµε να προσεγγίσουµε µια συνάρτηση ( )xf  µε µια ρητή συνάρτηση, 
που θα είναι ο λόγος δυο πολυωνύµων n και m βαθµού. Εστω: 
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όπου ( )xRN  είναι το ανάπτυγµα Maclaurin της ( )xf  (δηλαδή οι ( )xRN  και ( )xf  

ταυτίζονται και για τις N  πρώτες παραγώγους τους). Οπότε 
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για να είναι οι πρώτες N  παράγωγοι των ( )xf  και ( )xRN  ίσες για χ = 0, θα πρέπει οι 

συντελεστές του πολυωνύµου στον αριθµητή ως και τάξης N  να είναι µηδέν. Αυτό έχει 
ως συνέπεια να υπάρχουν N εξισώσεις για τους άγνωστους συντελεστές 
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Απο τις σχέσεις αυτές λύνοντας το σύστηµα των N εξισώσεων για τους N αγνώστους 
συντελεστές υπολογίζω τη  ρητή συνάρτηση. Προσέξτε ότι σε κάθε γραµµή οι δείκτες 
κάθε όρου έχουν άθροισµα N . Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή ως προσέγγιση Pade. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ   7.4  
Να βρεθεί το ( ) ( )xRx 9

1tan ≈− . Για πολυώνυµο πέµπτου βαθµού στον αριθµητή και 

τετάρτου στον παρονοµαστή (θα µπορούσε να γραφεί και ως )(4,5 xR ) 2. 
 
Το ανάπτυγµα Maclaurin είναι:  

( ) 97531
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2 Η επιλογή µας είναι αυθαίρετη, θα µπορούσαµε για παράδειγµανα θεωρήσουµε πολυώνυµο 3ου 
βαθµού στον αριθµητή και 6ου στον παρανοµαστή. 



οπότε  
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Αρα καταλήγω στο παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 
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που έχει ως αποτέλεσµα: 
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δηλαδή η ρητή συνάρτηση που ζητάµε είναι: 
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Αν τώρα θελήσουµε να εξετάσουµε την ακρίβεια της  ρητής συνάρτησης 

µπορούµε να θέσουµε µια τυχαία τιµή, έστω 1=x  στην παραπάνω σχέση τότε το 
αποτέλεσµα είναι 0.7856, η ακριβής τιµή είναι 0.7854 ενώ το ανάπτυγµα Maclaurin 
δίνει 0.8349. Παρατηρούµε δηλαδή ότι ενώ χρησιµοποιήσαµε το ανάπτυγµα Maclaurin 
για τον υπολογισµό της ρητής συνάρτησης το τελικό αποτέλεσµα είναι πολύ ακριβέστερο.  
 
 
 
7.4.1  ΡΗΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΑΠΟ ∆ΟΘΕΝΤΑ ΣΗΜΕΙΑ 
 
Αν η ( )xf  δίνεται σε ένα συγκεκριµένο αριθµό σηµείων k , τότε θα πρέπει: 
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οπότε αναγόµαστε στη λύση ενός συστήµατος της µορφής: 
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δηλαδή k εξισώσεις για τις k άγνωστες ποσότητες naaa ,...,1,0 ,  mbbb ,...,, 21 . 
Το σύστηµα αυτό λύνεται σχετικά εύκολα µε τις µεθόδους του 2ου Κεφαλαίου. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7.5 
 
Να βρεθεί µια ρητή συνάρτηση που να επαληθεύει τα παρακάτω σηµεία: 
x -1 0 1  
y 1 2 -1  

 
Προφανώς ο βαθµός των πολυωνύµων στον αριθµητή και παρανοµαστή θα πρέπει να 
είναι το πολύ 3 )31( =++mn . Οπότε αν υποθέσω γραµµικά πολυώνυµα στον 
αριθµητή και παρανοµαστή θα έχω µια ρητή συνάρτηση της µορφής: 
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θέτωντας τις τιµές του πίνακα δηµιουργώ τις τρείς παρακάτω εξισώσεις: 
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άρα η ζητούµενη ρητή συνάρτηση θα είναι: 
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εναλακτικά θα µπορούσα να οδηγηθώ και στην παρακάτω ρητή συνάρτηση, εάν είχα 
θεωρήσει δευτεροβάθµιο πολυώνυµο στον παρανοµαστή 

 ( ) ( ) 2
21

0

21
2

1 xx
xR

xbxb
axR

−−
=⇒

++
=  

ενώ προφανώς για δευτεροβάθµιο πολυώνυµο στον αριθµητή οδηγούµαστε στο 
συµπτωτικό πολυώνυµο, δηλαδή 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
1 Υπολογίστε τη ρητή προσεγγίση της συνάρτησης xey = µε µια ρητή συνάρτηση 

)(3,3 xR   (δηλαδή 3ο βάθµιο πολυώνυµο σε αριθµητή και παρανοµαστή). 

Συγκρίνετε µε το ανάπτυγµα Maclaurin 6ης τάξης για 1=x . Τι παρατηρείτε; 
 
2 Επαναλάβετε την παραπάνω διαδικασία για τις συναρτήσεις )cos(xy =  και 

)sin(xy = (βρείτε το )(5,3 xR ) και για την )sin(
1

xxy =  (βρείτε το )(6,4 xR ). 

 
3 Βρείτε µια ρητή συνάρτηση που να επαληθεύει τις τιµές: 

0 1 2 4 
0.83 1.06 1.25 4.15 

 
 
4 Προσδιορίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων για τα παρακάτω σηµεία: 
 

ix  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

iy  1.2 1.5 1.4 1.6 2.1 2.0 2.2 2.5 3.0 

 
5 Προσδιορίστε την ευθεία µεγίστου-ελαχίστου για τα δεδοµένα του προηγούµενου  

προβλήµατος. 
 

6 Προσδιορίστε µια παραβολή ελαχίστων τετραγώνων που να προσεγγίζει τη  

συνάρτηση .2/2xey −=  
 

7 Αν εξέλιξη ενός φαινοµένου ακολουθεί ένα νόµο της µορφής btatkety +=
2

)(  να 
βρεθούν οι τιµές των σταθερών bak ,,  για τα δεδοµένα του πίνακα  

t  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
)(ty  2.7 2.9 3.1 3.4 3.6 3.9 4.3 4.6 5.0 5.6 

(Υπόδειξη: Λογαριθµήστε την δοθείσα σχέση και στη συνέχεια χρησιµοποιήστε 
παραβολή ελαχίστων τετραγώνων). 


