
 54

Κεφάλαιο 4   ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ 
 

Η αριθµητική παραγώγιση είναι ιδιαίτερα χρήσιµη, καθώς πολλά φυσικά µεγέθη  
αντιπροσωπεύουν τη χρονική ή χωρική παράγωγο κάποιου µετρήσιµου µεγέθους. Για παράδειγµα, σ΄ 
ένα πείραµα µπορεί να µετρήσουµε τη θέση ενός αντικειµένου σε διάφορες χρονικές στιγµές. Για να 
υπολογίσουµε και την ταχύτητα του αντικειµένου στις διάφορες χρονικές στιγµές, θα πρέπει να 
βρούµε την παράγωγο των µετρήσεων της θέσης ως προς το χρόνο, µε κάποια αριθµητική µέθοδο. 
Άλλες εφαρµογές των µεθόδων που θα αναπτυχθούν στο παρόν Κεφάλαιο περιλαµβάνουν την 
ανάπτυξη αλγορίθµων για τη λύση προβληµάτων οριακών τιµών, την ανάπτυξη µεθόδων για την 
επίλυση διαφορικών εξισώσεων κλπ. 

Γενικά, η αριθµητική παράγωγος χρησιµοποιείται όταν δεν είναι γνωστή η αναλυτική µορφή 
µιας συνάρτησης ( )xyy =  και γνωρίζουµε µόνο τις τιµές της συνάρτησης σε συγκεκριµένα σηµεία. 
 

4.1 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ 
 

Η πλέον προφανής διαδικασία είναι ο υπολογισµός του συµπτωτικού πολυωνύµου και στη 
συνέχεια η παραγώγισή του. Για παράδειγµα, αν χρησιµοποιήσουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο 
Newton προς τα εµπρός, σε κάποιο σηµείο shxx += 0  
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και στη συνέχεια το παραγωγίσουµε, θα πάρουµε: 
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 (Εξ. 4.2) 

Εποµένως, αν θελήσουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο στη θέση 0x , αρκεί να θέσουµε στην 

παραπάνω σχέση 0=s , για τη θέση 1x , αρκεί να θέσουµε στην παραπάνω σχέση 1=s  κ.ο.κ., άρα:  
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και ανάλογα µε τον αριθµό των όρων που θέλουµε να συµπεριλάβουµε, έχουµε τις παρακάτω 
σχέσεις: 
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......... 

Ανάλογα µπορώ να υπολογίσω και τη δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης ( )xy  στη θέση  0x . Είναι: 
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οπότε: 
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και 

( ) )(4521 2
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κ.ο.κ. 
Το σφάλµα υπολογίζεται εύκολα από τον τύπο του σφάλµατος του συµπτωτικού πολυωνύµου. 

∆ηλαδή, γνωρίζουµε από την σχέση (3.1) ότι το σφάλµα του συµπτωτικού πολυωνύµου n  βαθµού 
(που προκύπτει από  1+n  σηµεία) είναι: 
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οπότε το σφάλµα της παραγώγου του συµπτωτικού πολυωνύµου για τη θέση π.χ. 0xx =  
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   (Εξ. 4.7) 

οπότε το σφάλµα στη σχέση 4.4a θα είναι )(hO , στην 4.4b θα είναι )( 2hO  και στην 4.4c, )( 3hO . 

Ανάλογα, το σφάλµα στη δεύτερη παράγωγο θα είναι ( ))( 1−nhO  (βλ. άσκηση 4.1). Εποµένως, στη σχέση 

4.5a θα είναι )(hO και στην 4.5b, )( 2hO . 
Αντίστοιχες σχέσεις µπορώ να δηµιουργήσω και µε τη χρήση του πολυωνύµου Newton προς 

τα πίσω, οπότε υπολογίζω την παράγωγο µιας συνάρτησης στο τέλος του διαστήµατος π.χ. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Υπολογίστε τη δεύτερη παράγωγο µιας συνάρτησης στη θέση 1xx =  χρησιµοποιώντας τις τιµές 210 ,, yyy  

και 3y .  
 
ΛΥΣΗ 
 
Θα χρησιµοποιήσουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο Lagrange υποθέτοντας όµως ότι τα σηµεία …,210 ,, xxx  
είναι ισαπέχοντα. Το πολυώνυµο Lagrange είναι: 
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οπότε παραγωγίζοντας δυο φορές και αντικαθιστώντας καταλήγω: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]2103
0

303
2

3203
1

3213
0

6
2

2
2

2
2

6
2

xxxxxx
h
yxxxxxx

h
y

xxxxxx
h
yxxxxxx

h
yxP

` −+−+−+−+−+−
−

+

−+−+−+−+−+−
−

=′′
 



 56

και θέτοντας  1xx =  καταλήγω στη σχέση  

( ) 2
210

1
2
h

yyyxP +−
=′′      (Εξ. 4.10) 

Ο όρος 3y , αν και είχε χρησιµοποιηθεί, απουσιάζει από την τελική σχέση, παρ’ όλα αυτά η ακρίβεια της 

µεθόδου είναι )( 2hO , όπως προβλέπεται από τη χρήση συµπτωτικού πολυωνύµου για τέσσερα σηµεία. 
Στη συνέχεια, θα δούµε ότι η παραπάνω σχέση µπορεί να δηµιουργηθεί και µε τη χρήση της τεχνικής των 
κεντρικών διαφορών. 
 
ΑΚΡΙΒΕΙΑ 
 
Θα πρέπει να επισηµανθεί ότι γενικά το συµπτωτικό πολυώνυµο µπορεί να προσεγγίζει µε 
ικανοποιητική ακρίβεια µια συνάρτηση και συµπίπτει µε αυτήν σε ορισµένα σηµεία, δεν  συµβαίνει 
όµως συνήθως το ίδιο και µε την παράγωγό του. Οπως φαίνεται από το Σχήµα 4.1 είναι προφανές το 
σφάλµα στον υπολογισµό της ( )xy ′  µε τη χρήση του ( )xP ′ . 
 

4.2 ΤΥΠΟΙ ΚΕΝΤΡΙΚΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΩΝ 
 
 

Μια κατηγορία σχέσεων για τον υπολογισµό αριθµητικών παραγώγων είναι αυτή των 
κεντρικών διαφορών. Εδώ, η παράγωγος στη θέση χ0 υπολογίζεται ως συνάρτηση των σηµείων 
εκατέρωθεν της θέσης συµµετρικά. Τέτοιες σχέσεις είναι οι παρακάτω: 
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Στη συνέχεια θα δούµε πώς αποδεικνύονται µερικές από τις παραπάνω σχέσεις. Αν πάρω τα 
αναπτύγµατα Taylor  δεξιά και αριστερά του σηµείου 0x , τότε θα έχω 
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Οπότε αφαιρώντας την 4.16 από την 4.15 λαµβάνω τη σχέση 4.11a, ενώ προσθέτοντας έχω τη σχέση 
4.12a, την οποία είχαµε αποδείξει νωρίτερα µε τη χρήση του συµπτωτικού πολυωνύµου Lagrange, 
σχέση 4.10.  

Ενεργώντας ανάλογα και πολλαπλασιάζοντας την 4.15 και την 4.16 µε 8 και δηµιουργώντας 
στη συνέχεια τη σχέση  

( )1122 8 −− −+− yyyy  

δηµιουργώ τη σχέση (4.11b) . Με ανάλογο τρόπο δηµιουργώ και τις υπόλοιπες σχέσεις. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Μια συνάρτηση ( )xf  παίρνει τις εξής τιµές: 

x  0.90 1.00 1.11 
( )xf  2.4596 2.7183 3.0344 

Να βρεθεί η ( )1f ′ . (Η συνάρτηση είναι η ( ) xexf = . 
 
Λύση 
 
Παρατηρούµε ότι τα τρία σηµεία δεν ισαπέχουν, οπότε θα πρέπει να δηµιουργήσουµε µια σχέση µε βάση 
την προηγούµενη θεωρία. Θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν δυο διαφορετικές µέθοδοι. Η προφανής 
επιλογή είναι να υπολογίσουµε µε τον τύπο του Lagrange το δευτεροβάθµιο συµπτωτικό πολυώνυµο και, 
στη συνέχεια, να το παραγωγίσουµε. Η άλλη επιλογή είναι να χρησιµοποιήσουµε µια παραλλαγή της 
µεθόδου των κεντρικών διαφορών, όπως θα δείξουµε και στη συνέχεια.  
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Είναι ( ) ( )11.010 +=+ yhxy  και ( ) ( )1.0110 −=− yhxy . Γενικά, θα ισχύει: 
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οπότε 
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Θέτοντας τις κατάλληλες τιµές ( 11.0=h και 1.01 =h ), βρίσκουµε 7233.20 =′y  , η ακριβής τιµή είναι 
2.7183. 
 
 
 
 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
1. Να βρεθεί ο τύπος του σφάλµατος για τη δεύτερη παράγωγο του συµπτωτικού πολυωνύµου. 
 
2. Αποδείξτε τις σχέσεις  (4.12b), (4.13)  και (4.14) 
 
3. Με τη χρήση ΗΥ υπολογίστε την )(' 0xf  και  )('' 0xf , για )(tan)( 1 xxf −=  και  20 =x .  

Χρησιµοποιήστε τις σχέσεις (4.11a) και (4.10) µε βήµα 1.0=h  
 


