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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η αστροφυσική ασχολείται µε την ερµηνεία των αστρονοµικών παρατηρήσεων
αξιοποιώντας τα µαθηµατικά, τους νόµους της ϕυσικής και τους
ηλεκτρονικούς υπολογιστές. Πολλά από τα παρατηρούµενα ϕαινόµενα στο Με τι

ασχολείται
η αστροφυσική;

σύµπαν συνδέονται µε την δυναµική των ϱευστών και τον ηλεκτροµαγνητισµό.
Φαινόµενα, όπως η µεταβλητότητα της λαµπρότητας των αστέρων, η γένεση και
ο ϑάνατος των αστέρων, ο εντεκαετής κύκλος µεταβολής των ηλιακών κηλίδων,
οι σχετικιστικές ϱοές ύλης από τους συµπαγείς αστέρες, η ϱαδιοφωνική
εκποµπή από τους γαλαξίες, αποτελούν ένα µικρό δείγµα από τα ϑέµατα που
ερµηνεύονται µε ϐάση την ϱευστοµηχανική και την µαγνητοϋδροδυναµική.

Στις σηµειώσεις αυτές ϑα µελετήσουµε επιλεκτικά µερικά ϑέµατα που
ενδιαφέρουν την αστροφυσική. Θα ασχοληθούµε µε τα πρότυπα των αστέρων,
την δηµιουργία τους, τους αστρικούς ανέµους και τις σχετικιστικές ϱοές
και τους δίσκους προσαύξησης γύρω από µια µελανή οπή ή έναν αστέρα
νετρονίων.

Τα µαθηµατικά που ϑα χρησιµοποιήσουµε ϑα προσπαθήσουµε να είναι
όσο το δυνατόν απλοποιηµένα, ενώ οι εξισώσεις ϑα προσαρµοστούν στο
αστροφυσικό αντικείµενο που ϑα αναλύουµε κάθε ϕορά.

Ο αστροφυσικός προτείνει και αναπτύσσει πρότυπα για να προσηµειώσει
τις αστρονοµικές παρατηρήσεις. Για παράδειγµα προτείνει και επεξεργάζεται Ποιά είναι η δουλειά

του αστροφυσικού;το πρότυπα του περιστρεφόµενου µαγνητικού διπόλου για να ερµηνεύσει την
περιοδική εκποµπή ϱαδιοφωνικής ακτινοβολίας από τους πάλσαρς, µελετά το
τρόπο δηµιουργίας αστέρων από τα µεσοαστικά νέφη ή το ϑάνατο ενός αστέρα
όταν τελειώσουν τα πυρηνικά του καύσιµα ή την εξέλιξη ενός συστήµατος δύο
αστέρων κλπ.

Στούς πίνακες που ακολουθούν παραθέτουµε µερικές χαρακτηριστικές
σταθερές.
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Πίνακας 1.1: Μερικές τυπικές τιµές χρήσιµων παραµέτρων (ταχύτητα του
ήχου, πυκνότητα, συχνότητα συγκρούσεων).

Αέρας ΄Ηλιος (επιφάνεια) ΄Ηλιος (κέντρο) Γαλαξίας
cad
s [ms−1] 344 104 3× 105 104...5

ρ [kgm−3] 1.21 10−3 10+5 10−21

ν [m2s−1] 1.5× 10−5 10+2 10−2 1017

Πίνακας 1.2: Μερικές χρήσιµες µονάδες που χρησιµοποιούνται στην
αστροφυσική και οι µετατροπές τους στο σύστηµα µονάδων SI.

1 Mm = 106m
1 AU = 1.5× 1011 m
1 pc = 3.1× 1016 m
1M¯ = 2.0× 1030 kg
1 yr = 3.2× 107 s
1 Myr = 106 yr

Μερικές µονάδες χρησιµοποιούνται µόνο σε σχέση µε συγκεκριµένα
αστρονοµικά σώµατα. Για παράδειγµα χρησιµοποιούµε την µονάδα 1AU
(τη µέση απόσταση Γής-΄Ηλιου) για τη µέτρηση αποστάσεων µέσα στο Ηλιακό
σύστηµα. Για την µέτρηση αποστάσεων µέσα στο Γαλαξία µας χρησιµοποιούµε
το kiloparsec (kpc). Για παράδειγµα η απόσταση του ΄Ηλιου από το κέντρο του
γαλαξία µας είναι 10Kpc, ενώ, για τη µέτρηση αποστάσεων µεταξύ γαλαξιών,
την απόσταση που διανύει το ϕως σε ένα χρόνο (light year). Για τη µέτρηση
του χρόνου χρησιµοποιούµε το έτος (1yr = 3.16 × 107s) και για τη µέτρηση
της µάζας τη µάζα του Ηλίου (M¯ = 2× 1030kgr).

Είναι πολύ διαδεδοµένο στην αστρονοµία, αλλά και γενικά στην
επιστηµονική κοινότητα να χρησιµοποιούνται µερικές συντοµογραφίες για να
επιταχύνουµε την επικοινωνία. Μερικές από αυτές παρατίθενται στη συνέχεια

AGN Ενεργοί Γαλαξιακοί πυρήνες
SN Υπερκαινοφανείς
BH Μελανές Οπές
WD Λευκός Νάνος (συµπαγείς, εκφυλισµένοι αστέρες)
CV Cataclysmic Variable (ασταθείς δίσκοι γύρω απο WD )
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Πίνακας 1.3: Ακτίνες µερικών αστρονοµικών αντικειµένων.

Γη 6 Mm
∆ίας 70 Mm
΄Ηλιος 700 Mm
Ασταθής ∆ίσκος (CV) 10− 1000 Mm
Γαλαξίας 15 kpc

Πίνακας 1.4: Χρήσιµες σταθερές.

Σταθερά Σύµβολο τιµή µονάδες
Σταθερά του Νεύτωνα G 6.673× 10−11 m3 kg−1 s−2

Σταθερά Stefan-Boltzmann kB 5.67× 10−8 kg s−3 K−4

Παγκόσµια σταθερα των αερίων R 8, 314 m2 s−2 K−1

Ταχύτητα του ϕωτός c 3× 108 m s−1

Σταθερά επαγωγής µ0 4π × 10−7 V s A−1 m−1

1.1 Υδροδυναµική

Η ϱευστοµηχανική περιγράφει τη συλλογική κίνηση ενός µεγάλου αριθµού
σωµατιδίων. Η ϱοή του νερού σε ένα ποτάµι, τα επιφανειακά κύµατα στη
ϑάλασσα, η κίνηση των ατµοσφαιρικών ϱευµάτων και ο άνεµος αποτελούν
µόνο µερικά από τα αντικείµενα έρευνας της ϱευστοµηχανικής. Η
ϱευστοµηχανική αποτελεί ειδικό ερευνητικό κλάδο για τους ϕυσικούς και τους
µηχανικούς.

Στην αστροφυσική δεν συναντάµε µόνο ουδέτερα σωµατίδια (άτοµα,
µόρια), αλλά και ιονισµένα αέρια (πλάσµα) και οι δυνάµεις που καθορίζουν
την κίνηση τους δεν είναι µόνο οι µεταξύ τους συγκρούσεις αλλά και η δύναµη
της ϐαρύτητας και η ηλεκτροµαγνητική δύναµη (γνωστή ως δύναµη Lorentz ).

Μια ενδιαφέρουσα ερώτηση είναι : Πότε µπορούµε να µελετήσουµε µια
συλλογή από διακριτά σωµατίδια (ένα αέριο ή πλάσµα) ως συνεχές µέσο
(ϱευστό); Η απάντηση είναι : όταν η µέση ελεύθερη διαδροµή ` των σωµατιδίων
είναι πολύ µικρότερη από τη χαρακτηριστική διάσταση (L) του συστήµατος
που µελετάµε (` << L). Στη περίπτωση αυτή µπορούµε να ορίσουµε ένα
στοιχείο E του ϱευστού (ένα στοιχειώδη όγκο ∆V << L3) που ϑα περιγράφει
την κίνηση του ϱευστού. Η ταχύτητα ενός σωµατιδίου ~v = ~w +~u, όπου ~u είναι
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Σχήµα 1.1: Οι συχνές συγκρούσεις αναγκάζουν το σωµατίδιο να εκτελεί τυχαίο
ϐηµατισµό γύρω από τη τροχιά του στοιχείου E του ϱευστού

.

η ταχύτητα του στοιχείου E και ~w τυχαία απόκλιση του κάθε σωµατιδίου από
τη µέση ταχύτητα ~u(~x, t). (ϐλέπε Σχ. (1.1) )

Η µέση ελεύθερη διαδροµή ` υπολογίζεται από τη σχέσηΜέση ελευθέρα
διαδροµή

` = (nσ)−1

όπου n είναι η αριθµητική πυκνότητα των σωµατιδίων και σ η ενεργός διατοµή
για τις ελαστικές συγκρούσεις. Το σ ∼ 10−15cm2 και για το αέριο στο δωµάτιο
µας η αριθµητική πυκνότητα ειναι n ∼ 1019cm−3, άρα ` ∼ 10−4cm. Η
πυκνότητα για τα µεσοαστρικά νέφη είναι n ∼ 10cm−3 και η µέση ελεύθερη
διαδροµή ` ∼ 1014cm (περίπου ίση µε την απόσταση Ηλίου-∆ια), αλλά οι
διαστάσεις των µεσοαστρικών νεφών ξεπερνούν τα 1019cm. Συµπεραίνουµε
λοιπόν οτι η µηχανική των ϱευστών αποτελεί µια πολύ καλή προσέγγιση
για πολλά αστροφυσικά αντικείµενα και αξίζει να κατανοήσουµε µερικά
ϐασικά της συµπεράσµατα πριν µελετήσουµε συγκεκριµένα αστροφυσικά
αντικείµενα.

1.2 Υδροδυναµική

1.2.1 Εισαγωγικές έννοιες

Η υδροδυναµική αποτελεί ισχυρό εργαλείο στα χέρια του αστροφυσικού για
την ανάλυση πολλών αστρονοµικών ϕαινοµένων. Η κατανόηση της δυναµικής
κατάστασης ενός ϱευστού απαιτεί την ταυτόχρονη γνώση της χωροχρονικής
εξέλιξης των µακροσκοπικών παραµέτρων του (της πυκνότητας ρ(~x, t), της
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πίεσης P (~x, t), της ϑερµοκρασίας T (~x, t), και της ταχύτητας ~u(~x, t) του
ϱευστού.

Υπάρχουν δύο συστήµατα συντεταγµένων για την περιγραφή της εξέλιξης
του ϱευστού. Οι συντεταγµένες Euler αναφέρονται σε έναν ακίνητο
παρατηρητή σε συγκεκριµένη ϑέση (~x = ~x0) µέσα στο ϱευστό, ενώ αντίθετα
οι συντεταγµένες Langrange (που είναι και οι περισσότερο εύχρηστες)
αναφέρονται σε κινούµενο µε το ϱευστό παρατηρητή. ΄Αρα η αρχή
συντεταγµένων του συστήµατος κινείται στο χώρο (~x(t)). Η ολική µεταβολή
µίας από τις µακροσκοπικές ποσότητες που αναφέραµε ήδη ϑα είναι για το
σύστηµα συντεταγµένων του Euller

dQ

dt
=

(
∂Q

∂t

)

~x0

(1.1)

ενώ στο σύστηµα συντεταγµένων του Langrange
DQ(~x(t), t)

Dt
=

(
∂Q

∂t

)

~x0

+ ~u · ∇Q(~x(t), t). (1.2)

Η παράγωγος αυτή είναι γνωστή και ως µεταφορική παράγωγος (convective
derivative).

Πρόβληµα 2.1: ∆είξτε ότι η χρονική µεταβολή του στοιχειώδους
όγκου ∆V = ∆x∆y∆z όταν κινείται µε το υγρό είναι

D(∆V )
Dt

= (∇ · ~u)∆V. (1.3)

Αν το υγρό είναι ασυµπίεστο (∆V =σταθ.), τότε η µεταβολή του όγκου
είναι µηδέν και

∇ · ~u = 0.

Πρόβληµα 2.2: ∆είξτε επίσης οτι αν το ϱευστό κινείται κατά µήκος
µια ευθείας (Ox) ϑα ισχύει η σχέση

∇× ~u = 0.

και ϑα ονοµάζεται αστρόβιλο.

1.2.2 Βασικές έννοιες από την Κινητική Θεωρία και τη
Θερµοδυναµική

Η πίεση ενός ϱευστού ορίζεται ως το µέτρο της ορµής που µεταφέρουν τα
σωµατίδια όταν προσπίπτουν σε µια τυχαία επιφάνεια µέσα στο ϱευστό.
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Σχήµα 1.2: Σωµατίδια µάζας m συγκρούονται συνεχώς µε τα τοιχώµατα
µεταφέροντας ορµή 2mvx.

΄Ενας απλός τρόπος να υπολογίσουµε την πίεση, διατηρώντας ταυτόχρονα
και τη ϕυσική της σηµασία, ϑα ήταν να υπολογίσουµε την ορµή που
µεταφέρεται στην επιφάνεια (yz) ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου από
τα σωµατίδια που κινούνται κατά µήκος του άξονα x. Η αλλαγή της ορµής
ενός σωµατιδίου µάζας m ϑα είναι 2px, ενώ η ορµή που µεταφέρεται ανά
µονάδα χρόνου ϑα είναι (2pxn0vx), όπου n είναι η αριθµητική πυκνότητα
των σωµατιδίων και vx ή µέση ταχύτητα του σωµατιδίου (ϐλέπε Σχ. (1.2)
). Η διεύθυνση x είναι µία από τις 6 δυνατές διευθύνσεις που µπορούν να
κινηθούν τα σωµατίδια, άρα µπορούµε να γενικεύσουµε το αποτέλεσµα µας
αν διαιρέσουµε το (2pxn0vx) µε το 6,

P =
2nmv2

x

6
=

nmv2
x

3
.

Αν ορίσουµε την ϑερµοκρασία ως µέτρο της µέσης κινητικής ενεργείας των
σωµατιδίων τότε

3
2
kBT =

mv2

2

άραΗ καταστατική
εξίσωση αερίων

PV = NkBT, (1.4)

όπου N = nV είναι ο συνολικός αριθµός των σωµατιδίων µέσα στον όγκο
V και kB η σταθερά του Boltzmann . Η εξίσωση αυτή µας είναι γνωστή ως
η καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων. Η καταστατική εξίσωση µπορεί
επίσης να συνδεθεί µε την πυκνότητα ρ = M/V = Nm/V
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P =
ρ

m
kBT (1.5)

αν το αέριο αποτελείται από ένα µίγµα αερίων (Υδρογόνου, Ηλίου και
`µέταλλα΄) ο τύπος αυτός γενικεύεται

P =
ρ

µm
kBT =

R
µ

ρT (1.6)

όπου µ είναι το µέσο µοριακό ϐάρος και R η παγκόσµια σταθερά των αερίων. Μέσο µοριακό
ϐάροςΤο µέσο µοριακό ϐάρος ορίζεται ως η συνολική µάζα (σε ατοµικές µονάδες)

των σωµατιδίων του µείγµατος στη µονάδα του όγκου, διαιρεµένη µε την
αριθµητική πυκνότητα n. Αν το αέριο αποτελείται από ένα στοιχείο και είναι
πλήρως ιονισµένο (πλάσµα) το µοριακό ϐάρος ορίζεται από τη σχέση

µ =
A

Z + 1

όπου Α είναι το ατοµικό ϐάρος και Ζ ο ατοµικός αριθµός.

Πρόβληµα 2.3: Αν ενα γραµµάριο ενός µείγµατος ιονισµένου αερίου
που αποτελείται από X γραµµάρια υδρογόνου, Y γραµµάρια ηλίου
και Z γραµµάρια από `µέταλλα΄ (Am = 2Zm, Zm >> 1) τότε δείξτε
ότι το µέσο µοριακό ϐάρος υπολογίζεται από τη σχέση

µ =
1

2X + 3Y
4 + Z

2

.

Στοιχεία στατιστικής µηχανικής

Στην καταστατική εξίσωση µπορούµε να ϕτάσουµε ακολουθώντας έναν
διαφορετικό δρόµο. Ας ϑεωρήσουµε ότι ένα ιδανικό αέριο σωµατιδίων µάζας
m είναι αναγκασµένο να κινείται σε µία διάσταση. Ο Maxwell, κάνοντας
χρήση της συνάρτησης κατανοµής του Boltzman υπολόγισε ότι η πιθανότητα
να έχει ένα σωµατίδιο του αερίου ταχύτητα στο διάστηµα vx και vx + dvx όταν
ϐρίσκεται σε ϑερµοδυναµική ισορροπία (ϐλέπε [;, ΒΕΡ]ια τον ακριβή ορισµό
της ϑερµοδυναµικής ισορροπίας) είναι (το σύστηµα είναι χωρικά οµογενές και
άπειρο) Η συναρτηση

κατανοµής ταχυτήτων
Maxwell-BoltzmannfM (vx) =

(
m

2πkBT

)1/2

exp
[−mv2

x

2KT

]
. (1.7)
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Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συνάρτηση κατανοµής ταχυτήτων.
Ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση fM για όλες της πιθανές ταχύτητες πρέπει να
ϐρίσκουµε

∫ ∞

−∞
fM (vx)dvx = 1.

Η πιθανότητα να πάρει το ένα σωµατίδιο ταχύτητα µεταξύ του µηδενός και του
απείρου είναι ϐεβαιότητα. Η πίεση µε τη ϐοήθεια της συνάρτησης κατανοµής
υπολογίζεται από τη σχέση

P =
∫ ∞

−∞
2nv2

xfM (vx)dvx = nkBT =
N

V
kBT. (1.8)

Μπορούµε να γενικεύσουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα στις τρεις
διαστάσεις χρησιµοποιώντας την συνάρτηση κατανοµής ταχυτήτων

fM (v) =
(

m

2πkBT

)3/2

e
−

(
mv2

2kBT

)
. (1.9)

Η µέση τετραγωνική ταχύτητα < v2 >=< v2
x + v2

y + v2
z >= 3 < v2

x >
υπολογίζεται από τη σχέση

< v2 >=
∫

v2fM (v)d3v = 4π

∫ ∞

0
v2fM (v2dv)

=
3kBT

m

άρα η µέση κινητική ενέργεια (εσωτερική ενέργεια) του αερίου είναι

U =
1
2
mn < v2 >=

3
2
nkBT.

Η ενεργός ταχύτητα του αερίου ορίζεται από τη σχέση

Vrms =
√

< v2 > =
(

3kBT

m

)1/2

.

Η πιθανότερη ταχύτητα των σωµατιδίων είναιΘερµική ταχύτητα

Vm =

√
2kBT

m
. (1.10)
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(η ταχύτητα Vm είναι γνωστή και ώς ϑερµική ταχύτητα του αερίου) ενώ η µέση
ταχύτητα ορίζεται από τη σχέση

< v >= 4π

∫ ∞

0
vfm(v)(v2dv) =

(
8kBT

πm

)1/2

.

Στοιχεία Θερµοδυναµικής

Το πρώτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα µπορεί να διατυπωθεί ως εξής : ‘Η ϑερµότητα
είναι µια µορφή ενέργειας, και η ενέργεια διατηρείται.’ Αν σε ένα αέριο
προσθέσουµε ϑερµότητα dQ τότε, στη γενικότερη περίπτωση, ϑα αυξηθεί
ταυτόχρονα και η εσωτερική του ενέργεια κατά dU και ϑα µεταβληθεί ο όγκος
του κατά dV καταναλώνοντας ενέργεια dW = −PdV . ∆είξαµε ήδη ότι το
U = 3

2NkBT άρα dU = (3/2)NkBdT.
Το πρώτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα µε ϐάση τα παραπάνω µπορεί να

περιγραφεί από την εξίσωση Το πρώτο
ϑερµοδυναµικό αξίωµα

dU = dQ + dW = dQ− PdV. (1.11)

Ορίζουµε ως ειδική ϑερµότητα υπό σταθερό όγκο ενός ιδανικού του αερίου την
ποσότητα

CV =
(

∂U

∂T

)

V

=
(

∂Q

∂T

)

V

=
3
2
NkB.

και την ειδική ϑερµότητα υπό σταθερή πίεση τη ποσότητα

CP =
(

∂Q

∂T

)

P

.

Η εξίσωση (1.11) µπορεί να εκφρασθεί ως

(
∂Q

∂T

)

P

= CV + P

(
∂V

∂T

)

P

= CV + NkB (1.12)

ή

CP = CV + NkB.

Η ϑερµότητα dQ συνδέεται µε την εντροπία S, µε τη σχέση dQ = TdS.
Θα ονοµάζουµε µια µεταβολή αδιαβατική όταν το αέριο δεν ανταλλάσσει Αδιαβατική µεταβολή



10 Εισαγωγή

ϑερµότητα µε το περιβάλλον (dS = dQ = 0).
Με ϐάση όλα τα παραπάνω µπορούµε να υπολογίσουµε την σχέση πίεσης

και πυκνότητας για µια αδιαβατική µεταβολή του ιδανικού αερίου όταν
ϐρίσκεται στην κατάσταση της ϑερµοδυναµικής ισορροπίας. Συνδυάζοντας
το πρώτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα και την καταστατική εξίσωση έχουµε

CV dT = −PdV = NkBT
dV

V
. (1.13)

Ολοκληρώνοντας την Εξ. (1.13) έχουµε ln(TCV V NK)=σταθερό ή

TV
NkB
CV = TV γ−1 = σταθ. (1.14)

όπου γ = CV +NkB
CV

= CP
CV

= 5/3. Κάνοντας χρήση της καταστατικής εξίσωσης
για µια ακόµα ϕορά η Εξ. (2.13) µετατρέπεται στην σχέση

P = kργ . (1.15)

Αν η µεταβολή είναι ισόθερµη το γ = 1, ενώ για τα πολυτροπικά αέρια η τιµή
του γ πρέπει να ορισθεί προσεκτικά.

Μία ακόµα χρήσιµη παράµετρος που ϑα εµφανίζεται συχνά στη συνέχεια
είναι η ταχύτητα του ήχου

c2
s =

∂P

∂ρ
. (1.16)

Αν η µεταβολή του ϱευστού είναι αδιαβατική τότε c2
s = γP/ρ, ενώ, αν

χρησιµοποιήσουµε την καταστατική εξίσωση, c2
s = RT/µ = P/ρ.

Στη συνέχεια προς χάριν της απλότητας ϑα µελετήσουµε µοντέλα από
µονατοµικά αέρια κοντά στην ϑερµοδυναµική ισορροπία και οι µεταβολές τους
ϑα υποθέσουµε ότι είναι ‘αδιαβατικές’.

1.3 Βασικές εξισώσεις της υδροδυναµικής

Από την καθηµερινή µας εµπειρία γνωρίζουµε ότι, αν ένα ϱευστό είναι χωρικά
ανοµοιογενές, ϑα κινηθεί προς την κατεύθυνση της χαµηλής πίεσης για
να εξοµαλύνει την ασυνέχεια, δηλαδή, η απλούστερη εξίσωση κίνησης του
ϱευστού έχει την µορφή

ρ
D~u

Dt
= −∇P.
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Η παρουσία µιας εξωτερικής δύναµης ~F (για παράδειγµα της ϐαρύτητας)
ϑα αναγκάσει µαζί µε την κλίση της πίεσης το ϱευστό να κινηθεί άρα η εξίσωση
κίνησης γενικεύεται

ρ
D~u

Dt
= −∇P + ~F (1.17)

και µας είναι γνωστή ως εξίσωση του Euler Οι δυνάµεις που συναντάµε
συνήθως στην αστροφυσική παρουσιάζονται στον πίνακα 1.5,

Πίνακας 1.5: Πίνακας µε τις γνωστότερες δυνάµεις επηρεάζουν την κίνηση
του στιχειώδους όγκου ∆V του ϱευστού όταν αποτελείται από µόρια µάζας
m, ηλεκτρικού ϕορτίου q, ακτίνας r, όγκου V , παρουσία της ϐαρύτητας ~g,
µαγνητικού πεδίου ~B, και περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ~Ω, παρουσία
δυναµικής τριβής µ, και πυκνότητας ρK .

ϐαρύτητα ~Fg = m~g

δύναµη Lorentz ~Fm = q~u× ~B/c

Coriolis FC = −2m~Ω× ~u
κεντροµόλος Fcf = −mΩ2r

αντίσταση τριβής ~FD = −6πµρK~u

άνωση ~Fb = −∆ρV ~g

Στη συνέχεια ϑα συζητήσουµε τη δύναµη της ϐαρύτητας και ϑα
αναφέρουµε µερικές απλές εφαρµογές των δυνάµεων της δυναµικής τριβής
και της άνωσης. Για τη δύναµη Lorentz, την ϕυγόκεντρο και την Coriolis ϑα
µιλήσουµε στις παραγράφους που ακολουθούν.

Η δύναµη της ϐαρύτητας για ένα σφαιρικά συµµετρικό ϱευστό πυκνότητας
ρ(r) ϑα έχει τη µορφή

~F = −Gm(r)ρ(r)
r2

êr = −ρ∇Ug (1.18)

όπου Ug είναι το δυναµικό της ϐαρύτητας,

m(r) =
∫ r

0
4πr2ρ(r)dr

και r η απόσταση από το την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων.
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1.3.1 Νόµοι διατήρησης

• ∆ιατήρηση µάζας: Η µάζα ∆m = ρ∆V που περικλείει ο στοιχειώδης
όγκος ∆V παραµένει σταθερά κατά τη κίνηση του ϱευστού, αν το ϱευστό
είναι µη σχετικιστικό (η ταχύτητα του ϱευστού είναι πολύ µικρότερη από
τη ταχύτητα του ϕωτός),

D(ρ∆V )
Dt

= ρ
D(∆V )

Dt
+ (∆V )

Dρ

Dt
= 0

ή κάνοντας χρήση της Εξ. (1.3) έχουµε

(∆V )
Dρ

Dt
+ (∆V )∇ · ~u = 0

και τέλοςΕξίσωση
συνέχειας

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0. (1.19)

Η Εξ. (1.19) είναι γνωστή ως εξίσωση συνέχειας.

• ∆ιατήρηση ενέργειας: Τέλος ϑα δείξουµε ότι η ολική ενέργεια της
στοιχειώδους µάζας dm = ρ∆V διατηρείται. Πολλαπλασιάζουµε
εσωτερικώς την Εξ. (1.17) µε το (∆V ~u) και έχουµε

(∆V )ρ~u
D~u

Dt
= (~F · ~u− ~u · ∇P )∆V

ή

D

Dt
(
1
2
ρu2∆V ) = (~F · ~u− ~u · ∇P )∆V.

Επειδή

D(P∆V )
Dt

= (∆V )
DP

Dt
+ P

D(∆V )
Dt

= (∆V )
(

∂P

∂t
+ ~u · ∇P

)
+ P (∇ · ~u)∆V

συνδυάζοντας τα παραπάνω ϑα καταλήξουµε στη σχέση

D

Dt

[
1
2
ρu2 + P

]
=

(
~F · ~u +

∂P

∂t
+ P∇ · ~u

)
. (1.20)
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Αν το υγρό είναι ασυµπίεστο και το πεδίο δυνάµεων συντηρητικό ~F =
−ρ∇Ug τότε

D

Dt

[
1
2
ρu2 +

P

ρ
+ ρUg

]
=

(
∂P

∂t
− ρ

∂Ug

∂t

)
. (1.21)

Η πίεση και το δυναµικό της ϐαρύτητας σε πολλές εφαρµογές δεν
εξαρτώνται άµεσα από το χρόνο, τότε η ποσότητα

(
1
2
u2 +

P

ρ
+ Ug)ρ = σταθ. (1.22)

και είναι ο γνωστός νόµος του Bernouli.

1.3.2 ΄Ανωση και Τριβή: Εφαρµογές

Η άνωση και το παράδειγµα του ϑερµού µπαλονιού

Η κίνηση των αερίων στην ατµόσφαιρα της Γης πολλές ϕορές οφείλεται από την
άνωση. ΄Ενα απλό και ενδιαφέρον παράδειγµα είναι η κίνηση ενός µπαλονιού
γεµάτο µε ϑερµό αέρα. Η άνωση οφείλεται στη διαφορά της πυκνότητας µέσα
και έξω από το µπαλόνι. Η άνωση είναι

Fb = ∆ρg

όπου g ∼ 10m/s2 είναι η σταθερά της ϐαρύτητας και ∆ρ = ρi − ρe είναι η
διαφορά της πυκνότητας µέσα και έξω από το µπαλόνι. Αν υποθέσουµε ότι η
πίεση είναι περίπου σταθερή µέσα και έξω από το µπαλόνι τότε

∆ρ

ρ
= −∆T

T
.

Αν η διαφορά της ϑερµοκρασίας είναι 60oC και η εξωτερική ϑερµοκρασία
300K τότε ∆ρ/ρ = 0.2. Η πυκνότητα του αέρα είναι περίπου ρ ∼ 1kgrm−3 Αν
υποθέσουµε ότι το µπαλόνι είναι σφαιρικό, τότε η άνωσης ϑα είναι 4π

3 R3∆ρg
ενώ το ϐάρος του Mg άρα για να σηκώσει η δύναµη της άνωσης ένα µπαλόνι
ϐάρους 500kgr ϑα πρέπει

4π

3
R3∆ρ = M

ή ακτίνα του µπαλονιού να είναι

R =
(

3M

4π∆ρ

)1/3

= 9m.
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∆υναµική τριβή και η πτώση της ηφαιστειακής λάβας στην επιφάνεια
της γης µετά από την έκρηξη

Θα µελετήσουµε το χρόνο που χρειάζεται ένας κόκκος άµµου να πέσει
στο έδαφος από ένα ύψος 100Km. Το πρόβληµα αυτό προκύπτει, όταν
ένα ηφαίστειο εκτοξεύσει σε ανάλογο ύψος τη λάβα (η λάβα έχει υψηλή
ϑερµοκρασία και η άνωση ϑα την σηκώσει αρχικά σε µεγάλα ύψη) και στη
συνέχεια η λάβα αρχίζει σταδιακά να πέφτει στην επιφάνεια της Γης από την
έλξη της ϐαρύτητας. ΄Εχει παρατηρηθεί ότι 10 χρόνια µετά την έκρηξη του
ηφαιστείου Krakatau, σύννεφα σκόνης παρατηρούνται στο ηλιοβασίλεµα. Ο
λόγος που καθυστερεί να πέσει η λάβα τόσο πολύ είναι η τριβή που υφίστανται
οι κόκκοι σκόνης. Αν δεν υπήρχε η τριβή ο χρόνος πτώσης της σκόνης ϑα
ήταν t =

√
2H
g = 140s. Η παρουσία της τριβής ϑα αλλάξει σηµαντικά το χρόνο

πτώσης. Η εξίσωση κίνησης του κόκκου είναι

m
dv

dt
= −mg − FD.

αν η δύναµη της τριβής προσεγγιστεί από τη σχέση FD = 6πµρKv, όπου
µ = 2 × 10−5kgm−1s−1 είναι η δυναµική τριβή για τον αέρα, ρK είναι η
ακτίνα των κόκκων, m η µάζα τους και v η ταχύτητα τους. Ο κόκκος στην
αρχή ϑα επιταχυνθεί και σιγά-σιγά ϑα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα άρα

0 = −4π

3
r3
Kρpg − 6πµρKv

όπου ρp = 4 × 103Kgm−3 είναι η πυκνότητα του υλικού από το οποίο
αποτελείται η λάβα. Η ακτίνα του κόκκου ρK = 1µm και η ταχύτητα

v =
2ρ2

Kρpg

9µ
≈ 4× 10−4m/s.

Υπολογίζουµε ότι ο χρόνος για να πέσει στην επιφάνεια της γης ο κόκκος είναι
t = H/v = 10 χρόνια.

1.3.3 Περιστρεφόµενα συστήµατα συντεταγµένων

Σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα συντεταγµένων ισχύει η Αρχή της
σχετικότητας : ‘Οι εξισώσεις κίνησης ενός µηχανικού συστήµατος
παραµένουν αναλλοίωτες σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα
συντεταγµένων’. Στην αστροφυσική συναντάµε πολλές ϕορές συστήµατα
που περιστρέφονται γύρω από έναν άξονα µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα.
Στα συστήµατα αυτά ϕυσικά δεν ισχύει η αρχή της σχετικότητας που
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µόλις αναφέραµε. Ο µετασχηµατισµός απο το µη περιστρεφόµενο στο
περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων δηµιουργεί νέους όρους στην
εξίσωση κίνησης τους οποίους ϑα υπολογίσουµε στη συνέχεια.

Αν υποθέσουµε ότι ο άξονας περιστροφής είναι ο Oz τότε ϑα ορίσουµε
ως (x, y, z) τις συντεταγµένες του υλικού σηµείου στο περιστρεφόµενο
σύστηµα και (x′, y′, z′) στο ακίνητο. Ο µετασχηµατισµός από το ακίνητο στο
περιστρεφόµενο σύστηµα γράφεται

x = x′ cosα + y′ sinα

y = −x′ sinα + y′ cosα

z = z′

όπου α είναι η γωνία περιστροφής. Παραγωγίζοντας αυτές τις παραπάνω
εξισώσεις και υποθέτοντας ότι α̇ = Ω (~Ω = (0, 0, Ω)) και ότι ẋ′, ẏ′, ż′

είναι οι προβολές της ταχύτητας του σωµατιδίου στο αδρανειακό σύστηµα
µετασχηµατιζόµενες στο περιστρεφόµενο ϑα τις ονοµάσουµε ẋ′rot, ẏ

′
rot, ż

′
rot

ẋ′rot = ẋ + (~Ω× ~r)x

ẏ′rot = ẏ + (~Ω× ~r)y

ż′rot = ż.

Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί εύκολα να γραφεί πάρει τη µορφή

~̇r′rot = ~̇r + ~Ω× ~r.

Είναι γνωστό ότι το τετράγωνο της ταχύτητας παραµένει αµετάβλητο και
ανεξάρτητο από το σύστηµα συντεταγµένων

(ṙrot)2 = (ẋ′rot)
2 + (ẏ′rot)

2 + (ż′rot)
2)

= (ẋ′)2 + (ẏ′)2 + (ż′)2 = (ṙ′)2.

Η συνάρτηση Lagrange στο νέο σύστηµα είναι

L =
m

2
(ṙ′)2 − Ug =

m

2
(ṙrot)2 − Ug =

m

2
(ṙ2 + ~Ω× ~r)2 − Ug,

αναλύοντας την σε καρτεσιανές συντεταγµένες έχουµε

L =
m

2
[(ẋ− Ωy)2 + (ẏ − Ωx) + ż2]− Ug (1.23)
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όπου Ug είναι το δυναµικό της ϐαρύτητας. Οι εξισώσεις κίνησης του
σωµατιδίου στο περιστρεφόµενο σύστηµα υπολογίζονται µε τη ϐοήθεια της
συνάρτησης Langrange και γράφονται

m(ẍ− Ωẏ)−mΩ(ẏ + Ωx)−mΩ̇y +
∂Ug

∂x
= 0 (1.24)

m(ÿ + Ωẋ) + mΩ(ẋ− Ωy) + mΩ̇x +
∂Ug

∂y
= 0 (1.25)

mz̈ +
∂Ug

∂z
= 0 (1.26)

Οι Εξ.(1.24)-(1.26) ) µπορούν να παρασταθούν µε τη διανυσµατική εξίσωση

m~̈r = m~r × ~̇Ω + 2m~̇r × ~Ω + m~Ω× (~r × ~Ω)− ∂Ug

∂~r
. (1.27)

Ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος της Εξ. (1.27) συνδέεται µε την πιθανή χρονική
µεταβολή της γωνιακής συχνότητας, εµφανίζονται επίσης δύο νέες δυνάµεις,
η δύναµη Coriolis (FC = 2m~̇r × ~Ω) και η ϕυγόκεντρος δύναµη (Fcf = m~Ω×
(~r× ~Ω). Οι δυνάµεις αυτές οφείλονται στο ότι το σύστηµα συντεταγµένων είναι
περιστρεφόµενο άρα µη αδρανειακό. (Περισσότερα για τα µη αδρανειακά
συστήµατα και τις δυνάµεις που συνδέονται µε αυτά µπορείτε να διαβάσατε
στο ϐιβλίο της Μηχανικής [;]).

Οι εξισώσεις συνέχειας (Εξ. (1.19) ) και κίνησης του ϱευστού (Εξ. (1.17)
µπορούν να µετασχηµατιστούν από το καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων
(x, y, z) σε περιστρεφόµενο σύστηµα κυλινδρικών συντεταγµένων (r, θ, z)
(ϐλέπε Σχ. (1.3) ).

Είναι ϕανερό οτι για πολλά προβλήµατα οι συµµετρίες του ϕυσικού
συστήµατος είναι τέτοιες ώστε ο µετασχηµατισµός αυτός να απλοποιεί
σηµαντικά τις παραπάνω εξισώσεις. Για παράδειγµα, για να µελετήσουµε
τη δυναµική ενός σπειροειδούς γαλαξία ή ενός δίσκου προσαύξησης που
σχηµατίζεται γύρω από ένα υπέρπυκνο αντικείµενο (µελανή οπή ή αστέρα
νετρονίων).

Αν ορίσουµε την επιφανειακή πυκνότητα σ(r, θ) ενός δίσκου που
περιστρέφεται γύρω από τον άξονα z µε γωνιακή ταχύτητα Ω και την ταχύτητα
της στοιχειώδους µάζας του ϱευστού u(r, θ) = ur(r, θ)êr + (uθ(r, θ) + rΩ)êθ

τότε η έκφραση

v · ∇σ = ur
∂σ

∂r
+ (uθ + rΩ)

1
r

∂σ

∂θ
.

Ο τελεστής ∇ µετασχηµατίζεται στις νέες συντεταγµένες και έχει τη µορφή
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Σχήµα 1.3: Περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων

∇ = êr
∂

∂r
+

êθ

r

∂

∂θ
.

Υπολογίζουµε επίσης τη σχέση

σ∇ · ~u = σ
∂ur

∂r
+

σ

r

∂

∂θ
(uθ + rΩ) +

urσ

r

ο τελευταίος όρος προκύπτει από την παραγώγιση της διανυσµατικής µονάδας
êr ως προς θ. δηλαδή ισχύει η σχέση (∂êr/∂θ = êθ). Με ϐάση όλα τα
παραπάνω η εξίσωση συνέχειας στο νέο σύστηµα ϑα είναι

∂σ

∂r
+

1
r

∂

∂r
(rurσ) +

1
r

∂

∂θ
(σ(uθ + rΩ)) = 0 (1.28)

΄Οµοια µετασχηµατίζουµε σε κυλινδρικές συντεταγµένες τον όρο

~u · ∇~u = ur
∂~u

∂r
+

uθ + rΩ
r

∂~u

∂θ

(ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στην παραγώγιση των διανυσµατικών
µονάδων). Οι συνιστώσες ϑα είναι

[~u · ∇~u]r = ur
∂ur

∂r
+

(uθ + rΩ)
r

∂ur

∂θ
− (uθ + rΩ)2

r
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και

[~u · ∇~u]θ = ur
∂((uθ + rΩ)

∂r
+

ur(uθ + rΩ)
r

+
(uθ + rΩ)

r

∂(uθ + rΩ)
∂θ

Οι συνιστώσες της εξίσωσης κίνησής του ϱευστού στο περιστρεφόµενο σύστηµα
(r, θ, z) γράφονται

∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+

(uθ + rΩ)
r

∂ur

∂θ
− (uθ + rΩ)2

r

= Fr − ∂P

∂r
(1.29)

και
∂uθ

∂t
+ ur

∂((uθ + rΩ)
∂r

+
ur(uθ + rΩ)

r

+
(uθ + rΩ)

r

∂uθ

∂θ
= Fθ − 1

r

∂P

∂θ
(1.30)

υποθέντοτας ότι το rΩ είναι ανεξάρτητο του θ.

1.4 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω καταλήγουµε σε ένα κλειστό σύστηµα
µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων που περιγράφει την εξέλιξη ϱευστού
παρουσία εξωτερικών δυνάµεων.

1. Εξίσωση συνέχειας (Εξ. 1.19 )
∂ρ

∂t
+∇(ρ~u) = 0.

2. Εξίσωση κίνησης (Εξ. 1.17)

ρ
D~u

Dt
= −∇P + ~F .

3. Η πίεση συνδέεται µε την πυκνότητα µε τη σχέση (αν υποθέσουµε οτι οι
µεταβολές είναι αδιαβατικές)

P = Cργ

ή απλά από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων P = RT
µ ρ.



Κεφάλαιο 2

Πρότυπα αστέρων

Οι αστέρες περνούν το µεγαλύτερο µέρος της Ϲωής τους στην κύρια ακολουθία
(ϐλέπε Σχ. 2.1) σε κατάσταση ισορροπίας. Οι παρατηρήσεις µπορούν να
προσδιορίσουν πολλά χαρακτηριστικά των αστέρων π.χ. την ενέργεια που
ακτινοβολούν ανά µονάδα χρόνου ( LS ), την επιφανειακή ϑερµοκρασία, την
ακτίνα και τη µάζα. Το ϕάσµα των αστέρων µας δίνει πληροφορίες για τη
χηµική σύταση της επιφάνειάς τους.

Σχήµα 2.1: Η κύρια ακολουθία

19
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Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε τους ϕυσικούς νόµους που περιγράφουν
την ισορροπία των αστέρων.

2.1 Υδροστατική ισορροπία

Οι αστέρες της κύριας ακολουθίας ϐρίσκονται σε κατάσταση ισορρόπιας,
περιστρέφονται αργά και η δυναµική τους κατάσταση περιγράφεται από την
εξίσωση,

∇P = ~Fg, (2.1)

δηλαδή η κλίση της πίεσης είναι παντού ίση µε τη δύναµη της ϐαρύτητας.

2.1.1 Θερµοκρασία και πίεση στο κέντρο του ΄Ηλιου

Πρόβληµα 2.1: Αν υποθέσουµε ότι ο ΄Ηλιος είναι σφαιρικά
συµµετρικός και η πυκνότητά του στο εσωτερικό είναι σταθερή
ρ0 = 1.4gr/cm3 να υπολογιστεί η πίεση και η ϑερµοκρασία στο
κέντρο του.

Ξεκινώντας από την εξίσωση της υδροδυναµικής ισορροπίας και
υποθέτοντας ότι ο ΄Ηλιος είναι σφαιρικά συµµετρικός, τότε

dP

dr
= −GM¯ρ0

R2¯

dP |0Pc
= −GM¯ρ0

R2¯
dr |R¯0

Pc = G
M¯ρ0

R¯
= 2.7× 1015dynes/cm2

Χρησιµοποιώντας ακριβέστερους υπολογισµούς ϐρίσκουµε ότι Pc = 1.4×
1017dynes cm−2. Η διαφορά είναι σηµαντική, αλλά η προσεγγιστική τιµή
πλησιάζει την πραγµατικότητα. Χρησιµοποιώντας την καταστατική εξίσωση
των ιδανικών αερίων ϑα έχουµε (ϐλέπε εξ. 1.5)

Pc =
(

ρ0kB

µm

)
Tc (2.2)
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και ϑεωρώντας ότι το αέριο είναι πλήρως ιονισµένο (µ=0.62) καταλήγουµε στον
υπολογισµό της ϑερµοκρασίας

Tc = 1.4× 107K.

2.1.2 Ισόθερµη ατµόσφαιρα

Μια ενδιαφέρουσα εφαρµογή της εξίσωσης υδροστατικής ισορροπίας (Εξ. (2.1»
είναι η µελέτη της ισόθερµης ατµόσφαιρας των αστέρων. Η δύναµη ϐαρύτητας
κοντά στην επιφάνεια του αστέρα έχει τη µορφή ~Fg = ρ~g, όπου ~g είναι η
επιτάχυνση της ϐαρύτητας. Η εξ. (2.1) παίρνει τη µορφή

dP

dz
= −ρg

αν υποθέσουµε ότι η πίεση P = c2
sρ τότε

c2
s

dρ

dz
= −gρ

ή

1
ρ

dρ

dz
= −g/c2

s

άρα

ρ(z) = ρ0e
−z/H (2.3)

όπου H = c2
s/g.

2.1.3 Σχέση µάζας-ακτίνας

Αν προσπαθήσουµε να ϕτιάξουµε ένα απλοϊκό µοντέλο ‘αστέρα’ από µια
ισόθερµης και οµογενή σφαίρα, τότε η πίεση που ασκεί η δύναµη της
ϐαρύτητας ϑα είναι

Pg =
Fg

4πr2
= −

∫ R

0
G

(4πr2ρ0dr)(4
3πr3ρ0)

4πr2r2

= −2
3
πGρ2R2 = − 3

8π

GM2

R4
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ενώ η ϑερµική πίεση του αερίου στο εσωτερικό του αστέρα (ϑεωρούµε ότι
αποτελείται από υδρογόνο ϑερµοκρασίας Τ)θα δίνεται από τη σχέση

P = nkBT =
MkBT

4
3πR3mH

.

Αν εξισώσουµε τις δύο πιέσεις

3
8π

GM2

R4
=

MkBT
4
3πR3mH

έχουµε

M ∼ 2kBT

GmH
R (2.4)

και για τον ΄Ηλιο ϑα είναι M = 2 × 1033gr ∼ M⊙. Παρατηρούµε ότι η µάζα
συνδέεται µε την ακτίνα του αστέρα όταν ϐρίσκεται σε ισορροπία.

2.1.4 Μη οµογενή πρότυπα αστέρων

Οι πραγµατικοί αστέρες αποκλίνουν αρκετά από το µοντέλο της ισόθερµης
και οµογενούς σφαίρας. Η παραγωγή ϑερµοπυρηνικής ενέργειας στο κέντρο
τους και η διάδοση ενέργειας δηµιουργούν ανοµοιογένειες στη πυκνότητα,
την πίεση και τη ϑερµοκρασία στο εσωτερικό του αστέρα. Αν υποθέσουµε ότι
ένα σφαιρικό κέλυφος του αστέρα έχει πάχος dr, απόσταση από το κέντρο r
και πυκνότητα ρ(r), τότε η ϐαρύτητα από τα εσωτερικά στρώµατα ϑα έλκει το
συγκεκριµένο κέλυφος προς το κέντρο µε δύναµη

m(r)G
r2

4πr2ρ(r)dr

ενώ η πίεση που υποβαστάζει το σφαιρικό κέλυφος ϑα είναι

4πR2dP

όπου dP η διαφορά πίεσης κατά µήκος του κελύφους. Θεωρώντας οτι αυτές
οι δύο δυνάµεις είναι ίσες έχουµε

dP

dr
= −Gm(r)

r2
ρ, (2.5)

όπου

m(r) =
∫ r

0
4π(r′)2ρ(r′)dr′. (2.6)
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Αν υποθέσουµε ότι η πυκνότητα µεταβάλλεται γραµµικά µε την ακτίνα

ρ = ρce

(
1− r

Rc

)

όπου ρce είναι η πυκνότητα στο κέντρο του αστέρα.
Από την εξ. (2.6) υπολογίζουµε

m(r) =
4π

3
r3ρce − πr4

Rc
ρce (2.7)

και η ολική µάζα του αστέρα ϑα είναι

M = m(Rc) =
πR3

c

3
ρce

άρα

m(r) = M

[
4r3

R3
c

− 3r4

R4
c

]
. (2.8)

Αν εισάγουµε το m(r) στην εξ. (2.5) και ολοκληρώσουµε έχουµε

P = Pce − πGρ2
ce

[
2
3
r2 − 7

9
r3

Rc
+

r4

4R2
c

]
(2.9)

όπου Pce είναι η πίεση στο κέντρο και επειδή P (Rc) = 0 έχουµε

Pce =
5
36

πGρ2
ceR

2
c =

5M2G

4πR4
c

.

Η πίεση στο σηµείο r είναι

P (r) =
5πGρ2

ceR
2
c

36

[
1− 24r2

5R2
c

+
28r3

5R3
c

− 9r4

5R4
c

]
. (2.10)

αγνοώντας την πίεση της ακτινοβολίας που διαδίδεται στο εσωτερικό του αστέρα
και ϑεωρώντας ότι το αέριο είναι ιδανικό (P (r) = nkbT (r)) υπολογίζουµε την
ϑερµοκρασία στο σηµείο r

T (r) =
µmHP (r)
kBρ(r)

=
5π

36
GµmH

kB
ρceR

2

[
1 +

r

R
− 19r2

5R2
+

9r3

5R3

]
.

Για να ολοκληρωθεί το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν
τη δοµή στο εσωτερικό του αστέρα ϑα πρέπει να συµπληρώσετε τις εξ. (2.5)
και (2.6) µε τις εξισώσεις παραγωγής και διάδοσης ενέργειας (ϐλέπε το ϐιβλίο
Bowers and Deeming, Vol. 1, Chapter 7 για περισσότερες πληροφορίες).
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2.2 Ακουστικές ταλαντώσεις αστέρων

Αν διαταράξουµε ελαφρά την υδροστατική ισορροπία ενός αστέρα ϑα τον
αναγκάσουµε να πάλλεται µε συχνότητα ω = csk (ακουστικές ταλαντώσεις).
Χρησιµοποιώντας την εξίσωση κίνησης και υποθέτοντας ότι (P = P0+εP1, ρ =
ρ0 + ερ1, u = εu1 και ∇P0 = ~F ϑα έχουµε από την εξίσωση συνέχειας

∂ρ1

∂t
+ ρ0∇ · u1 = 0 (2.11)

και απο την εξίσωση κίνησης

∂u1

∂t
+

1
ρ0
∇P1 = 0. (2.12)

Αν η µεταβολή είναι αδιαβατική P = c2
sρ

∇P1 =
(

dP

dρ

)

0

∇ρ1 = c2
s∇ρ1 (2.13)

Συνδυάζοντας τις εξ. (2.11), (2.12) και (2.13) έχουµε

∂2ρ1

∂t2
− c2

s∇2ρ1 = 0 (2.14)

που είναι η γνωστή εξίσωση κύµατος. Τα κύµατα διαδίδονται µε την ταχύτητα
του ήχου cs. Αναζητώντας λύσεις της µορφής

ρ1 = ρ10e
i(~k·~r−ωt)

καταλήγουµε στην σχέση διασποράς
.

ω = csk (2.15)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο αστέρας αν διαταραχθεί από ένα εξωτερικό παλµό
ϑα αρχίσει να πάλλεται γύρω από την ισορροπία µε συχνότητα ω (ακουστικές
ταλαντώσεις). Η ταχύτητα του ήχου υπολογίζεται από τη σχέση (αν η µεταβολή
είναι αδιαβατική)

cad
s =

(
5P

3ρ

)1/2

=
(

5kBT

3µmH

)1/2

(2.16)

και η αριθµητική τιµή της ταχύτητας του ήχου είναι cs = 10
(

T
104K

)1/2 Km
s .
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2.3 Πηγές ενέργειας των αστέρων

2.3.1 ∆υναµική ενέργεια αστέρα

΄Εχουµε ήδη υπολογίσει την δυναµική ενέργεια ενός σφαιρικού και
οµογενούςς αστέρα (ϐλέπε Εξ. 6.18)

W = −16π2ρ2
0G

3

∫ R

0
r4dr = −3

5
GM2

R
.

Πρόβληµα 2.2: Με ϐάση την εξίσωση 6.18 και το ϑεώρηµα
Virial, µπορούµε να υπολογίσουµε το ϱυθµό µε τον οποίο πρέπει
να συστέλλεται ο ΄Ηλιος για να ακτινοβολεί µε τη σηµερινή του
ϕωτεινότητα L¯ = 3.0× 1033ergs/sec.

Η µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας λόγω συστολής ϑα είναι

dW

dt
∼ 3

5
GM2

R2

dR

dt

και από το ϑεώρηµα Virial έχουµε ότι W = −2U , άρα

dW

dt
∼ 3

5
GM2

R2

dR

dt
∼ 2L

(αν υποθέτουµε ότι η µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας (U ) είναι ανάλογη
της ϕωτεινότητας (L) και συµπεραίνουµε ότι

dR

dt
∼ 2.38× 10−5cm/sec

Η µεταβολή είναι πολύ µικρή, αλλά µπορεί να παρατηρηθεί. Οι σηµερινές
παρατηρήσεις ωστόσο δεν δείχνουν συστηµατική συστολή στον ΄Ηλιο, άρα
πρέπει να αναζητήσουµε αλλού την πηγή της ενέργειας που ακτινοβολεί ο
΄Ηλιος.

Πρόβληµα 2.3: Αν ο ΄Ηλιος δηµιουργήθηκε από ένα νέφος ακτίνας
R0 >> R¯ και η ενέργεια που ακτινοβολεί όλο αυτό το διάστηµα
είναι σταθερή και ίση µε το αποτέλεσµα της αρχικής του συστολής
από R0 σε R¯, ποιά ϑα πρέπει να είναι η ηλικία του ΄Ηλιου;
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Η ολική ενέργεια ενός νέφους είναι το άθροισµα της εσωτερικής και της
ϐαρυτικής ενέργειας E = W +U , αλλά από το ϑεώρηµα Virial γνωρίζουµε ότι
W = −2U , άρα E = −U . ΄Η

∆U = −1
2
∆W =

1
2

(
3
5

GM2

R

)
∼ 1048ergs

άρα

tk =
1048ergs

1033ergs/sec
∼ 107yrs

Η ηλικία του ΄Ηλιου είναι µεγαλύτερη από την ηλικία της Γης, που από τον
υπολογισµό της ηλικίας των πετρωµάτων ϕαίνεται να ξεπερνά τα 109 χρόνια.

2.3.2 Θερµοπυρηνική σύντηξη

Αν υποθέσουµε ότι η καύση του υδρογόνου στο κέντρο του αστέρα είναι ο
ϐασικός µηχανισµός παραγωγής ενέργειας των αστέρων, τότε προέρχεται από
την µετατροπή του υδρογόνου σε ήλιο

41H
1 −→2 He4 + 2e+ + 2νe + Energy.

Γνωρίζουµε ότι41H
1 −→ 4(1.0078amu) και 2He4 −→ 4.0026amu (1 amu

(atomic mass unit)=1/12 της µάζας του ατόµου του 12C). Παρατηρούµε ότι
υπάρχει ένα έλλειµµα µάζας ∆M = 0.0286amu, άρα από τη συνολική µάζα
του ΄Ηλιου το

0.0286
4.0312

= 0.71%

µεταφέρεται στην ακτινοβολία. Με ϐάση τα παραπάνω και επειδή οι
αντιδράσεις συµβαίνουν στον πυρήνα του αστέρα (0.1M¯)

E¯ = 0.71× (0.1M¯)c2 = 1.27× 1051ergs

άρα ο χρόνος Ϲωής του ΄Ηλιου είναι tn = t0
L¯ = 1010yrs που είναι συγκρίσιµος

µε τα δεδοµένα των παρατηρήσεων από την ανάλυση των πετρωµάτων της Γης.
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2.4 Πρότυπα αστέρων

Αξίζει να ανακεφαλαιώσουµε στο σηµείο αυτό τις ϐασικές εξισώσεις που
καθορίζουν τα πρότυπα των αστέρων

Υδροστατική ισορροπία

Αν ϑεωρήσουµε ένα µικρό όγκο σε απόσταση r από το κέντρο ενός σφαιρικά
συµµετρικού αστέρα µε διαστάσεις δV = δr × δS τότε

[P (r + δr)− P (r)] δS +
GM(r)ρ(r)δSδr

r2
= 0

΄Αρα καταλήγουµε στην υδροστατική ισορροπία που αναφέραµε ήδη

dP (r)
dr

= −Gm(r)
r2

ρ(r).

∆ιατήρηση µάζας

Η µάζα στο εσωτερικό του αστέρα

M(r + δr)−M(r) = 4πr2ρ(r)δr

ή

dM

dr
= 4πr2ρ(r)

Μια πολύ σηµαντική ιδιότητα των αστέρων είναι ότι έχουν ¨αρνητική ολική
ενέργεια¨ και ϑερµαίνονται όταν η ολική τους ενέργεια ελαττώνεται. Η ολική
ενέργεια

E = U + Ug

και από το ϑεώρηµα Virial 2U + Ug = 0 άρα

E = −U =
Ug

2
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∆ιάδοση ενέργειας µε ακτινοβολία

Οι αστέρες ακτινοβολούν µεγάλα ποσά ενέργειας άρα πρέπει ή ενέργεια αυτή
να αναπληρώνεται για να διατηρούνται σε ισορροπία. Αν υποθέσουµε ότι ο
ϱυθµός απώλειας ενέργειας dL(r)

dr αναπληρώνεται από την εσωτερική καύση
του υδρογόνου 4πr2ρ(r)ε(r), για ένα στοιχειώδη δακτύλιο ϑα έχουµε

dL(r)
dt

= 4πr2ρ(r)ε(r)

Αν ϑεωρήσουµε έναν ϕλοιό στο εσωτερικό του αστέρα σε απόσταση r από
το κέντρο, επιφάνειας A = 4πr2 και ακτίνας δr και επειδή η πίεση της
ακτινοβολίας είναι Prad = 1

3αT 4, τότε ο ϱυθµός εναπόθεσης ενέργειας ϑα
είναι

−dPrad

dr
dr4πr2

Αν η διαφάνεια του υλικού είναι κ[m2/kgr] τότε η απορρόφηση ϑα είναι
L(r)/cκρdr. Για να είναι ο αστέρας σε ισορροπία

L(r)cκρdr = −dPrad

dr
dr4πr2

L(r) = 4πr2 4αc

3κρ
T 3 dT

dr
(2.17)

∆ιάδοση ενέργειας µε µεταφορά

Υποθέτουµε ότι αρχικά µια νοητή σφαίρα του υλικού από το οποίο αποτελείται
ο αστέρας µεταφέρεται από τι ϑέση 1 στη ϑέση 2 (ϐλέπε Σχ. 2.2). Η σφαίρα
έχει πυκνότητα ρ1(r) και πίεση P1(r) στη ϑέση 1 και ανέρχεται µια απόσταση
r+δr, όπου η πυκνότητα και η πίεση στη νέα ϑέση είναι ρ2(r), P2(r). Η πίεση
και η πυκνότητα στο περιβάλλον είναι ρ(r), P (r). Εαν η σφαίρα εκτονωθεί
αδιαβατικά

P2 = P1(
ρ2

rho1
)γ

(γ ο συντελεστής αδιαβατικής εκτόνωσης). Τότε
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Σχήµα 2.2: Η αδιαβατική εκτόνωση της ϕυσαλίδας

P2 = P2 = P (r + δr) ' P1 +
(

dP

dr

)
dr

ρ2 = ρ1

(
P2

P1

) 1
γ

' ρ1

(
1 +

1
P

dP

dr
dr

) 1
γ

ρ2 ' ρ1 +
ρ1

γP

dP

dr
dr

Για να µη συρρικνωθεί η σφαίρα ϑα πρέπει ρ2 − ρ̄2 > 0 ή

ρ

γρ

dP

dr
− dρ

dr
> 0. (2.18)

Αν υποθέσουµε ότι το αέριο στο εσωτερικό του αστέρα είναι ιδανικό (P =
ρkT/µmp) και ϑεωρώντας ότι µ=σταθερό ϑα έχουµε

P

T

dT

dP
<

γ − 1
γ

.

Η συνθήκη αυτή πρέπει να ελέγχεται στο εσωτερικό του αστέρα γιατί καθορίζει
το τρόπο που µεταφέρεται η ενέργεια (ακτινοβολία η µεταφορά ύλης) στα
διάφορα στρώµατα. Στον ΄Ηλιο, αν κινηθούµε ακτινικά από το κέντρο, µετά το
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πυρήνα συναντάµε τη Ϲώνη ακτινοβολίας και στη συνέχεια τη Ϲώνη µεταφοράς
(ϐλέπε Σχ. 2.3).

Η προσεγγιστική ϑεωρία που παρουσιάσαµε δεν µπορεί να ϑεωρηθεί
πλήρης εξήγηση για το ϕαινόµενο της µεταφοράς στους αστέρες. Μια
σειρά από ανοιχτά προβλήµατα παραµένουν (αξίζει να ασχοληθείτε µε αυτά
περισσότερο).

Σχήµα 2.3: Το εσωτερικό του ΄Ηλιου

Οι ϐασικές εξισώσεις

Οι ϐασικές εξισώσεις που περιγράφουν τα πρότυπα αστέρων είναι :

dP (r)
dr

= −GM(r)ρ(r)
r2

dM(r)
dr

= 4πr2ρ(r)

dL(r)
dr

= 4πr2ρ(r)ε(r)

dT (r)
dr

= −3κ(r)L(r)ρ(r)
16παcr2T (r)
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Η τελευταία εξίσωση ϑα αντικατασταθεί απο την εξίσωση

dT (r)
dr

=
γ − 1

γ

(
T

P

)(
dP (r)

dr

)

όταν η διάδοση της ενέργειας γίνεται µε µεταφορά µάζας.
Οι συναρτήσεις P (r), κ(r), ε(r) συνδέονται µε την πυκνότητα και τη

ϑερµοκρασία και προκύπτουν από την ανάλυση των ϕυσικών διεργασιών
στο εσωτερικό του αστέρα. Συνολικά έχουµε ένα σύστηµα τεσσάρων µη-
γραµµικών εξισώσεων (και τριών σχέσεων) που συνδέουν τους επτά αγνώστους
ρ(r), T (r), P (r), ε(r), κ(r), L(r).

2.5 Συµπεράσµατα

Μελετήσαµε τους αστέρες της κύριας ακολουθίας, αστέρες που ϐρίσκονται σε
υδροστατική ισορροπία και δείξαµε ότι µπορούµε

1. Να υπολογίσουµε προσεγγιστικά (για οµογενή και σφαιρικά συµµετρικό
αστέρα) τη ϑερµοκρασία και πίεση στο κέντρο του αστέρα

2. Να δηµιουργήσουµε απλά (µη οµογενή) πρότυπα αστέρων

3. Να δηµιουργήσουµε ένα µοντέλο για την ισόθερµη ατµόσφαιρα των
αστέρων

4. Να ϐρούµε µια απλή σχέση µάζας-ακτίνας

5. Να δείξουµε ότι η δυναµική ενέργεια δεν είναι αρκετή για να ερµηνεύσει
τη µακροβιότητα των αστέρων στην κύρια ακολουθία και χρειαζόµαστε
τη ϐοήθεια της ϑερµοπυρηνικής σύντηξης του υδρογόνου σε ΄Ηλιο.

6. Να παρουσιάσουµε τις ϐασικές εξισώσεις που περιγράφουν τα πρότυπα
των αστέρων.

2.6 Ασκήσεις

1. Υπολογίστε, όχι προσεγγιστικά, τη δυναµική ενέργεια ενός αστέρα όταν
η πυκνότητά του δίνεται(α) από τη σχέση ρ =< ρ > και (ϐ) από τη
σχέση ρ = 4 < ρ > (1− r/R¯). Πόσο διαφέρουν τα αποτελέσµατα των
περιπτώσεων (α) και (ϐ) (ι)συναρτησιακά (ιι) αριθµητικά
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2. (α)Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f(r) = P (r) + GM2(r)/8πr4

(όπου P (r) είναι η πίεση σε απόσταση r και M(r) η µάζα που περιέχεται
σε σφαίρα ακτίνας r) είναι γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση στο εσωτερικό
ενός σφαιρικά συµµετρικού και µη περιστρεφόµενου αστέρα. (ϐ) Με
τη ϐοήθεια του παραπάνω αποτελέσµατος να υπολογίσετε την ελάχιστη
δυνατή πίεση στο κέντρο του ΄Ηλιου.

3. Υποθέτουµε ότι στα πρώτα στάδια εξέλιξης του ΄Ηλιου η πυκνότητά του
παραµένει σταθερή αλλά η ακτίνα του µεταβάλλεται µε το χρόνο εξ
αιτίας της συστολής του, µε ταχύτητα dr/dt = −5r4. Αν η ενέργεια
της συστολής ήταν η µοναδική πηγή ενέργειάς του, να εκφραστούν, ως
συναρτήσεις του χρόνου, (α) η δυναµική του ενέργεια (ϐ) η ενέργεια
η οποία απελευθερώνεται ανά µονάδα χρόνου (γ) η ϑερµοκρασία του
΄Ηλιου.

4. Αν ο ΄Ηλιος ήταν αρχικά οµογενής σφαίρα ακτίνας ίσης µε το
µεγάλο άξονα της τροχιάς του Πλούτωνα (39.52AU ) και συστελλόταν
παραµένοντας πάντοτε οµογενής, πόση ενέργεια ϑα είχε παραχθεί
µέχρις ότου ϕτάσει στις σηµερινές του διαστάσεις·

5. Αν ο ΄Ηλιος µάζας M¯ περιβαλλόταν από σφαιρικό νέφος σκόνης
πυκνότητας ρ0=σταθ., ποιά ϑα ήταν η ένταση του πεδίου ϐαρύτητας στο
εσωτερικό του νέφους·

6. (α) Να αποδειχθεί ότι όταν το δυναµικό εξαρτάται µόνο από την
απόσταση, V = V (r) τότε η εξίσωση Poisson παίρνει τη µορφή

1
r2

d

dr

(
r2 dV

dr

)
= 4πGρ

ή ισοδύναµα
1
r

d2

dr2
(rV ) = 4πGρ

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω τύπους να ϐρεθεί το δυναµικό
οµογενούς σφαιρικής κατανοµής της πυκνότητας (ϱ=σταθ.) (γ)
Επαναλάβετε το (ϐ) αν ρ = rho0e

−αr, α=σταθ. Ποιά ϑα είναι η συνολική
µάζα αν η ύλη επεκτείνεται στο άπειρο·



Κεφάλαιο 3

∆ηµιουργία πρωτοαστέρων

΄Ενα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα της αστροφυσικής είναι η δηµιουργία
πρωτοαστέρων από µεσοαστρικά νέφη. Οι πρωτοαστέρες δηµιουργούνται
συνεχώς στις σπείρες των γαλαξιών ή σε περιοχές που σχηµατίζονται απότοµες
συµπυκνώσεις µοριακών νεφών π.χ από εκρήξεις υπερκαινοφανών.

Στη συνέχεια ϑα αναλύσουµε µερικά ϐασικά χαρακτηριστικά από
την αρχική συστολή αστρικών νεφών για τη δηµιουργία στη συνέχεια
πρωτοαστέρων.

3.1 Η ελεύθερη πτώση

΄Ενα σφαιρικό και οµογενές νέφος µε αρχική ακτίνα Rc αρχίζει να συστέλλεται
όταν η δύναµη της ϐαρύτητας γίνεται µεγαλύτερη από την κλίση της πίεσης.
Υποθέτουµε επίσης οτι το µαγνητικό πεδίο είναι αµελητέο και ότι το νέφος δεν
περιστρέφεται. Είναι ενδιαφέρον να υπολογίσουµε το χρόνο που ϑα χρειαστεί
για να σχηµατιστεί ένας νέος πρωτοαστέρας µε ακτίνα πολύ µικότερη από την
ακτίνα του νέφους.

Η εξίσωση ακτινικής κίνησης της στοιχειώδους µαζας στα εξωτερικά
στρώµατα ϑα είναι

r̈ = −GM

r2
(3.1)

όπου r είναι η απόσταση από το κέντρο του σφαιρικού νέφους,

M =
4π

3
R3

cρ0

33
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η µάζα του και ρ0 η σταθερή πυκνότητά του. Κανονικοποιώντας την εξ. (3.1)
έχουµε

r̈

Rc
= −4π

3
Gρ0

(
r

Rc

)−2

. (3.2)

Αν χρησιµοποιήσουµε αδιάστατες µονάδες (ξ = r/Rc, τ = t/t0, t0 =
[(4π/3)Gρ0]−1/2) τότε

d2ξ

dτ2
= −ξ−2. (3.3)

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε ξ̇ και ολοκληρώνοντας
έχουµε

1
2
ξ̇2 = ξ−1 − 1. (3.4)

Η σταθερά της ολοκλήρωσης είναι ίση την µονάδα γιατί ξ̇ = 0 όταν ξ = 1.
Απλουστεύεται σηµαντικά η λύση της εξ. (3.4) αν αλλάξουµε µεταβλητές,
ξ = cos2 θ οπότε η εξίσωση κίνησης (3.2) παίρνει τη µορφή

2θ̇2 cos2 θ − cos−2 θ = 0. (3.5)

Ολοκληρώνοντας την εξ. (3.5) έχουµε

1
2
θ +

1
4

sin 2θ = 2−1/2τ. (3.6)

Στο Σχ. (3.1) παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της λύσης της Εξ. (3.6).
Ο χρόνος της ελεύθερης πτώσης υπολογίζεται από την Εξ. (3.6) για θ = π/2
(ξ = 0)

tff =
√

3π

32Gρ0
. (3.7)

Είναι ενδιαφέρον ότι ο χρόνος tff δεν εξαρτάται από την αρχική ακτίνα αλλά
µόνο από την αρχική πυκνότητα. Για νέφη µε χαρακτηριστική πυκνότητα
ρ ∼ 2×10−20Kgr/m3, ο χρόνος ϐαρυτικής συστολής του νέφους είναι περίπου
tff ∼ 106 χρόνια.

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε το χρόνο της ελεύθερης πτώσης και
µε ένα απλούστερο τρόπο. Η εξ. (3.1) µπορεί επίσης να γραφεί
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Σχήµα 3.1: Γραφική παράσταση της λύσης της εξ. (3.6).

Rc

t2ff

∼ 4πGρ0

3
Rc

άρα Ο χρόνος
ϐαρυτικής συστολής

tff ∼
√

R3
c

GM
. (3.8)

που αποτελεί µια καλή προσέγγιση της Εξ. (3.7).

3.2 Αστάθεια Jeans

΄Ενας εύκολος τρόπος για να µελετήσουµε την ευστάθεια ενός µεσοαστρικού
νέφους είναι να διαταράξουµε τις εξισώσεις της υδροδυναµικής γύρω από µια
λύση ισορροπίας. Αν υποθέσουµε οτι αρχικά το νέφος είναι σε ισορροπία
και η πίεση, η πυκνότητα, το δυναµικό ϐαρύτητας και η ταχύτητα, έχουν
τιµές P0, ρ0,Φ0, u0 = 0 αντίστοιχα (Το µαγνητικό πεδίο ϑεωρούµε ότι είναι
αµελητέο). ∆ιαταράσσουµε τις παραπάνω τιµές

P = P0 + εP1

ρ = ρ0 + ερ1

u = εu1

Φ = Φ0 + εΦ1

όπου ε << 1. Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις της υδροδυναµικής τις
παραπάνω τιµές και κρατώντας όρους γραµικούς ως πρός ε έχουµε
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ρ0∇ · ~u1 = −∂ρ1

∂t
(3.9)

∂~u1

∂t
= −∇(Φ1 + P1/ρ0) (3.10)

∇2Φ1 = 4πGρ1 (3.11)
P1 = c2

sρ1 (3.12)

Παραγωγίζοντας τις εξισώσεις (3.9), (3.10) έχουµε

∂

∂t
(∇ · ~u1) = −∇2Φ1 −

(
c2
s

ρ0

)
∇2ρ1 (3.13)

∂

∂t
(∇ · ~u1) = − 1

ρ0

∂2ρ1

∂t2
. (3.14)

Αν αντικαταστήσουµε τον όρο ∇2Φ1 από την Εξ. (3.11) και συνδυάζοντας τις
εξισώσεις (3.13) και (3.14) έχουµε

(
∇2 − 1

c2
s

∂2

∂t2
+

4πGρ0

c2
s

)
ρ1 = 0. (3.15)

Η Εξ. (3.15) αποτελεί µια γενίκευση της κυµατικής εξίσωσης

(
∇2 − 1

c2
s

∂2

∂t2

)
ρ1 = 0 (3.16)

που προκύπτει από τη διαταραχή των εξισώσεων της υδροδυναµικής αν
ϑεωρήσουµε ότι όλες οι δυνάµεις είναι µηδέν ∇P0 = ~F . Αν από τις εξισώσεις
3.15 και 3.16 αναζητήσουµε λύσεις της µορφής

ρ1 = ρ10e
i(~k·~r−ωt)

(αναζητούµε λύσεις επιπέδου κύµατος µε κυµατάρυθµο ~k και συχνότητα ω)
τότε η εξ. (3.15) παίρνει τη µορφή

D(~k, ω) = ω2 − k2c2
s + 4πGρ0 = 0 (3.17)

ενώ η εξ. (3.16)

D(~k, ω) = ω2 − k2c2
s = 0. (3.18)
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Σχήµα 3.2: Η γραφική παράσταση των ταλαντώσεων του µεσοαστρικού
νέφους. Για k ≤ kJ το νέφος αρχίζει να συστέλεται ενώ για k > kJ ταλαντεύεται
µε χαρακτηριστική συχνότητα ω = kcs.

Η συνάρτηση D(~k, ω) είναι γνωστή ως συνάρτηση διασποράς και οι
λύσεις της εξίσωσης D(~k, ω) = 0 προσδιορίζουν τις συχνότητες ταλάντωσης
του νέφους. ∆ιαπιστώνουµε από την εξ. (3.17) ότι, άν k2 < 4πGρ0/c2

s τότε το
ω2 < 0 και άρα η συχνότητα είναι ϕανταστική (ω = ±iγ) και η δε ταλάντωση
της πυκνότητας ϑα έχει τη µορφή

ρ1 = ρ10e
γtei~k·~r.

Συµπεραίνουµε οτι µε το πέρασµα του χρόνου οι ταλαντώσεις µε µήκος
κύµατος Αστάθεια Jeans

λJ =
2πcs√
4πGρ0

=
2π

kJ
(3.19)

είναι πιθανόν να οδηγήσουν το νέφος σε συστολή. Για νέφη µε πυκνότητα
10−20Kgr/m3, cs = 1Km/s το λJ = 20pc.

Στο Σχ. (3.2) διακρίνουµε δύο περιοχές ταλάντωσης του νέφους (1) για
k << kj η διαταραχή οδηγεί το νέφος σε αστάθεια και πιθανή συστολή για
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τη δηµιουργία πρωτοαστέρων, (2) για k >> kJ η διαταραχή ϑα αναγκάσει το
νεφος να πάλλεται µε χαρακτηριστική συχνότητα ω = kcs.

3.3 Περιστροφή του νέφους

Τα µεσοαστρικά νέφη πριν αρχίσουν να συστέλλονται για να δηµιουργήσουν
πρωτοαστέρες συµµετέχουν στην διαφορική περιστροφή VR(r) του δίσκου του
γαλαξία (ϐλέπε Σχ. (3.3). Το νέφος ϑα ξεκινήσει τη συστολή του µε γωνιακή
ταχύτητα

ω =
VR(R + r)− VR(R− r)

r
.

Για το δικό µας γαλαξία και για νέφος που απέχει R = 150pc από το κέντρο

Σχήµα 3.3: Το νέφος πρίν αρχίσει να συστέλλεται συµµετέχει στη διαφορική
περιστροφή V (R) του γαλαξία. Τα σηµεία που είναι πλησιέστερα στο κέντρο
του γαλαξία περιστρέφονται µε µεγαλύτερη γωνιακή ταχύτητα.

του γαλαξία, η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής είναι ω = 2 × 10−15sec−1.
Η ϕυγόκεντρος δύναµη Fc = mω2r µπορεί να εµποδίσει την έναρξη της
συστολής του, αν η δύναµη της ϐαρύτητας γίνει ίση µε την ϕυγόκεντρο

GMc

R2
c

∼ ω2Rc
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ή

ω =
(

McG

R3
c

)1/2

(3.20)

Αν υποθέσω ότι το νέφος είναι σφαιρικό η Εξ. (3.20) µας οδηγεί σε έναν
περιορισµό για την πυκνότητα

ρ >
3ω2

4πG
= ρc = 3.6× 106ω2gr/cm3

που πρέπει να έχει το νέφος για να αρχίσει τη συστολή. ΄Αρα νέφη µε Συστολή
περιστρεφόµενου νέφουςπυκνότητα µικρότερη από τη ρc = 10−23g/cm3 δεν ϑα συσταλθούν να

δηµιουργήσουν πρωτοαστέρες. Η πυκνότητα αύτή είναι 5 ϕορές µεγαλύτερη
από την µέση πυκνότητα του µεσοαστρικού αερίου στον γαλαξία µας (ρ ∼
2 × 10−24g/cm3). Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι η συστολή του µεσοαστρικού
νέφους είναι δυνατή µόνο αν η πυκνότητα του είναι 5-10 ϕορές µεγαλύτερη
από την µέση µεσοαστρική πυκνότητα.

Αν επιστρέψουµε στην ελεύθερη πτώση του νέφους που µελετήσαµε ήδη
στην παράγραφο 3.1 και επαναλάβουµε την ανάλυση υποθέτοντας οτι το νέφος
περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω η κεντροµόλος δύναµη είναι Fc = mω2r
και η εξίσωση κίνησης έχει τη µορφή

d2r

dt2
= −GM

r2
+

L2

r3
(3.21)

όπου L = ωr2=σταθερά είναι η στροφορµή της στοιχειώδους µάζας και
παραµένει σταθερά. Στο Σχ. (3.4) παρουσιάζουµε τη λύση της εξ. (3.21)
για L2/(GMcRc) = 0.1

Η γραφική παράσταση των λύσεων της Εξ. (3.4) για την κατάρρευση
χωρίς περιστροφή ή της ισορροπίας req = L2/GMc παρουσιάζονται επίσης
για σύγκριση στο Σχ. (3.4).
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Σχήµα 3.4: Η ελεύθερη πτώση ενός αποµονωµένου νέφους όταν περιστρέφεται
µε γωνιακή ταχύτητα ω.

Πρόβληµα 3.1: Υποθέτουµε ότι ο Ηλιος είναι µια οµογενής σφαίρα,
η οποία συστέλλεται αργά και χωρίς να µεταβάλλεται η στροφορµή
της, για να καταλήξει σε ένα υπέρπυκνο αστέρα ακτίνας 10Km. Να
υπολογισθεί η τελική περίοδος περιστροφής του, αν η αρχική του
είναι 25 ηµέρες.

Λύση: Η στροφορµή, L = Iω, ενός στερεού το οποίο περιστρέφεται
µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω και η ϱοπή αδράνειας του είναι

I =
2
5
MR2

και επειδή η στροφορµή δέν µεταβάλλεται

2
5
MR2ω =

2
5
MR2

fωf

άρα

Tf =
(

Rf

R

)2

T = 0.1msec. (3.22)
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3.4 Η ϐαρυτική συστολή ενός αποµονωµένου νέφους

Ας ϑεωρήσουµε ότι ένα ‘ψυχρό’ και ‘πυκνό’ νέφος µε πυκνότητα ρ′ και
ϑερµοκρασία T ′ ϐρίσκεται µέσα σε µεσοαστρικό αέριο πυκνότητας ρ και
ϑερµοκρασίας Τ.

Σχήµα 3.5: Ενα πυκνό και ψυχρό σφαιρικό αποµονωµένο νέφος ϐρίσκεται
µέσα στο µεσοαστρικό αέριο

Υποθέτουµε επίσης, για να απλουστευτούν οι υπολογισµοί, ότι το νέφος
δεν περιστρέφεται, είναι σφαιρικό µε ακτίνα Rc, και ότι το µαγνητικό πεδίο
του είναι αµελητέο. Χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα Virial (ϐλέπε Εξ. (6.16) ),

1
2

d2I

dt2
= 2U + Ug − 4πR3Pext (3.23)

για να µελετήσουµε την εξέλιξη του. Η δυναµική ενέργεια

Ug = −3M2
c G

5Rc

έχει ήδη υπολογισθεί (ϐλέπε Εξ. (6.18). Η πίεση που ασκείται στην επιφάνεια
του νέφους είναι ίση µε την εξωτερική πίεση του µεσοαστρικού αερίου (Pext). Η
πυκνότητα του αερίου µέσα στο νέφος είναι ρc = Mc/(4πR3

c) και η εσωτερική
του ενέργεια

U =
3
2

MkBT

µmH
.
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Η συστολή ϑα ξεκινήσει αν
1
2

d2I

dt2
= 0

άρα από την εξ. (3.23) έχουµε

Pext(R) =
3kBTMc

4πmHR3
c

− 3M2
c G

20πR4
c

. (3.24)

Στο Σχ. (3.6) παρουσιάζουµε τη γραφική παράσταση της εξωτερικής πίεσης ως

Σχήµα 3.6: Η σχέση πίεσης ακτίνας για ένα µεσοαστρικό νέφος σε ισορροπία
µε το περιβάλλον του

συνάρτησης της ακτίνας Rc. Η πίεση γίνεται µεγίστη όταν η ακτίνα προσεγγίζει
την τιµή

RJ =
[

3
π

15
16

kBT

µmHρcG

]1/2

(3.25)

Η ακτίνα αυτή είναι συγκρίσιµη µε το µήκος Jeans. Αν η ακτίνα του
αρχικού νέφους είναι R > RJ και η πίεση στο περιβάλλον αυξηθεί, το νέφος
ϑα οδηγηθεί σε συστολή µέχρι η ακτίνα του να ϕτάσει στην τιµή RJ . Αν το
νέφος συνεχίσει να συστέλλεται, η πίεση ϑα συνεχίσει να ελαττώνεται και ϑα
αποµονωθεί ϐαρυτικά από το περιβάλλον του.

Η ολική ενέργεια του νέφους είναι

W = U + Ug =
3MckBT

2µmH
− 3M2

c G

5Rc
(3.26)
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Η ενέργεια του γίνεται αρνητική (δυναµική αποµόνωση) όταν R < Rcr =
(2/
√

3)RJ . Αν στην εξ. (3.24) ϑέσουµε την ακτίνα Rcr τότε υπολογίζουµε την
µεγίστη πίεση για να είναι το νέφος σε ισορροπία

Pmax ∼ 3.14
(

kBT

µmH

)4 (
1

M2
c G2

)
. (3.27)

Το νέφος ϑα αρχίσει να συστέλλεται αν η πίεση στο περιβάλλον υπερβεί την
τιµή Pmax. Η δυναµική εξέλιξη της αρχικής συστολής µπορεί να περιγραφεί
και από τη λύση της εξ. (3.23), αν η πίεση στο περιβάλλον του νέφους υπερβεί
την τιµή Pext > Pmax.

Η ενέργεια που παράγει η ϐαρυτική συστολή ενός µεσοαστρικού νέφους
έίναι

∆Ug =
3
5
GM2

[
1

Rf
− 1

R

]
.

Η ενέργεια αυτή µετατρέπεται εν µέρει σε εσωτερική ϑερµική ενέργεια και µαζί
µε την αύξηση της πίεσης ϑα δηµιουργήσουν τις συνθήκες για την έναρξη των
πυρηνικών αντιδράσεων στο κέντρο του πρωτοαστέρα.

3.5 Συµπεράσµατα

Τα πρότυπα που χρησιµοποιήσαµε µέχρι τώρα σε αυτό το κεφάλαιο για
την δηµιουργία των πρωτοαστέρων αλλά και για τους αστέρες σε ισορροπία
είναι προσεγγιστικά. Μας δίνουν µόνο µερικές ποιοτικές πληροφορίες για
το τι συµβαίνει στα αστρικά νέφη πριν αρχίσουν να συστέλλονται για να
δηµιουργήσουν πρωτοαστέρες αλλά και για τη δοµή της ατµόσφαιρας και
του εσωτερικού των αστέρων.

Οι µέσες τιµές της µεσοαστρικής ύλης είναι : Πυκνότητα ρ0 = 10−24g/cm3,
µαγνητικό πεδίο B = 3µG και γωνιακή ταχύτητα ω = 8 × 10−16 − 2 ×
10−15sec−1. Με ϐάση όλα τα παραπάνω καταλήξαµε σε µερικά χρήσιµα
συµπεράσµατα

1. Υπολογίσαµε ότι ο χρόνος δηµιουργίας ενός (ή περισσοτέρων)
πρωτοαστέρα είναι περίπου ένα εκατοµµύριο χρόνια.

2. Υπολογίσαµε την χαρακτηριστική πυκνότητα, ακτίνα, µάζα και πίεση
που ϑα απαιτηθούν για να ξεκινήσει η συστολή ενος µεσοαστρικού
νέφους.
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3. Υπολογίσαµε τα χαρακτηριστικά της ισόθερµης ατµόσφαιρας ενός
αστέρα σε ισορροπία

4. Μελετήσαµε µερικά απλά µοντέλα αστέρων

5. ∆είξαµε οτι αστέρες σε υδροστατική ισορροπία πάλλονται µε
χαρακτηριστική συχνότητα ω = kcs (ακουστικές ταλαντώσεις).

Απουσιάζει ακόµα και σήµερα µια ολοκληρωµένη ϑεωρία για την
δηµιουργία αστέρων από την µεσαοαστρική ύλη. Η πρόοδος είναι
µεγαλύτερη στη έρευνα για τη δηµιουργία αστρικών προτύπων αλλά και εκεί
παραµένουν πολλά προβλήµατα ανοιχτά. Η ανάπτυξη τα τελευταία χρόνια της
υπολογιστικής αστροφυσικής είναι ϱαγδαία και πιστεύουµε οτι σύντοµα ϑα
µάθουµε πολλά από την προσοµοίωση στον υπολογιστή ϱεαλιστικών προτύπων
για τη δηµιουργία πρωτοαστέρων και τη δοµή των αστέρων.

3.6 Ασκήσεις

1. Υπολογίστε το δυναµικό χρόνο συστολής tff = [3π/32Gρ0]1/2 για
αρχική πυκνότητα του νέφους ρ0 = 2 × 10−24grcm−3 και 4 ×
10−23grcm−3. Να συζητήσετε δύο τουλάχιστον ϕαινόµενα που δεν
έχουν χρησιµοποιηθεί στον υπολογισµό του tff και προσπαθήστε να
υπολογίσετε την επιρροή που ϑα είχαν στα αποτελέσµατα.

2. Θα µπορούσε ο ΄Ηλιος να έχει προέλθει από τη συστολή µεσοαστρικού
νέφους αρχικής ακτίνας r = 0.1pc, πυκνότητας ρ = 4 × 10−23grcm−3

και αρχικής γωνιακής ταχύτητας ω = 2× 10−15s−1· Πόσο ϑα πρέπει να
ελαττωθεί η γωνιακή του ταχύτητα για να ϕτάσει τις σηµερινές τιµές της
ταχύτητας περιστροφής στον ισηµερινό του ΄Ηλιου (30Kms−1)

3. Να ϐρεθεί η ακτίνα ενός σφαιρικού και ισόθερµου νέφους για την οποία
η ολική του ενέργεια είναι E = U + W είναι µηδέν και δείξτε ότι
συνδέεται µε την ακτίνα Jeans µε τη σχέση

R2
c = (4/3)R2

J

4. (α) ΄Ενα γιγάντιο σε µέγεθος µεσοαστρικό νέφος υδρογόνου
ϑερµοκρασίας T = 50K και πυκνότητας ρ0 = 8.4 × 10−22grcm−3. Θα
συσταλθεί το νέφος για να δηµιουργηθεί αστέρας (ϐ) Το αρχικό νέφος
αποτελείται από µικρότερους πυρήνες ϑερµοκρασίας T = 150K και
πυκνότητας ρ0 = 2× 10−16grcm−3. Ποιά ϑα είναι κατά τη γνώµη σας η
τύχη αυτών των πυρήνων, ϑα αποτελέσουν τα λίκνα νέων άστρων·



Κεφάλαιο 4

Αστρικοί ΄Ανεµοι και σφαιρική
πρόσπτωση µάζας

4.1 Εισαγωγή

Το πρόβληµα της απώλειας µάζας από τους αστέρες είναι αρκετά σύνθετο.
Οι γενικές αρχές που µετατρέπουν µια ϱοή από υποηχητική σε υπερηχητική
(χωρίς τις εµφανίσεις κρουστικού κύµατος) έχει εξαιρετικό ενδιαφέρον. Ο
τρόπος που οι ϱοές ανέµων ξεκινούν από την επιφάνεια των αστέρων µε
ταχύτητα κοντά στο µηδέν και σταδιακά µετατρέπονται σε υπερηχητικές
έχει εφαρµογή και στους αστροφυσικούς πίδακες (jets) που εµφανίζονται
συγχρόνως µε τους δίσκους προσαύξησης. Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των
πιδάκων είναι η µεγάλη συγκέντρωση της ϱοής γύρω από τον άξονά της,
που πιστεύουµε σήµερα ότι οφείλεται στα µαγνητικά πεδία. Η σχετικιστική
παραλλαγή των ανέµων και πιδάκων έχει ενδιαφέρον και εµφανίζεται στους
Ενεργούς Γαλαξίες και στις αναλαµπές ακτίνων-γ (Gamma Ray Bursts) .

4.2 Ισόθερµοι αστρικοί άνεµοι

Ας υποθέσουµε ότι ένας αστέρας µάζας Μ και ακτίνας R περιβάλλεται από
χαµηλής πυκνότητας ατµόσφαιρα. Η ατµόσφαιρα µπορεί να µην είναι σε
ισορροπία και ύλη να ϱέει συνεχώς από την επιφάνεια του αστέρα.

Υπάρχουν αρκετοί τρόποι για να δείξουµε πώς δηµιουργούνται οι αστρικοί
άνεµοι. Ας δούµε δύο από αυτούς :

1. Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής ταχυτήτων των ϕορτίων στην
ατµόσφαιρα του αστέρα είναι f(v). Μπορούµε να υπολογίσουµε τον αριθµό
των σωµατιδίων που έχουν ταχύτητα µεγαλύτερη από v > v∞, όπου v∞ είναι

45
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η ταχύτητα διαφυγής. Το ϱεύµα που ϱέει στην ατµόσφαιρα του αστέρα ϑα
είναι

J =
1
2
n0(t)

∫ ∞

v∞
f(v)v(v2dv) (4.1)

Αν η κατανοµή ταχυτήτων είναι Maxwellian και η v∞ πλησιάζει τη ϑερµική
ταχύτητα, σχετικά µεγάλα ποσά µάζας ϑα διαφύγουν από την ατµόσφαιρα του
αστέρα. Παρατηρούµε δηλαδή ότι ο µηχανισµός ϑέρµανσης της ατµόσφαιρας
µπορεί να παίξει σοβαρό ϱόλο στη δηµιουργία ή όχι ισχυρών ή µη ανέµων από
την επιφάνεια του αστέρα, αν για παράδειγµα:

kT∗ =
GM

R
(4.2)

όπου T∗ η µέση ϑερµοκρασία της ατµόσφαιρας, τότε η ϑερµική ταχύτητα
γίνεται ίση µε την ταχύτητα διαφυγής. Για τον ΄Ηλιο είναι T∗ ∼ 107K, άρα το
στέµµα έχει ϑερµοκρασία ∼ 106K και µόνο ένα µικρό ποσοστό των ϕορτίων
ϑα έπρεπε να διαφεύγει.

2. Υποθέτοντας σφαιρική συµµετρία και ότι η ατµόσφαιρα είναι σε
υδροστατική ισορροπία

dP (r)
dr

= −GM

R
ρ(r) (4.3)

Αν η ατµόσφαιρα είναι ισόθερµη τότε P = nkBT = ρ
mpµkBT

dP (r)
dr

= −GM

R

mpµ

kBT
P

άρα

dP (r)
dr

= −λP

όπου λ = (GMmp/kBTR) και

P (r) = P0e
−λ(1−R/r) (4.4)

για r →∞, P = P0e
−λ και εφαρµόζοντας τα παραπάνω στον ΄Ηλιο ϑα έχουµε

P (r →∞) = 10−5dynes/cm2 που είναι πολύ µεγαλύτερη από την πίεση στον
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µεσοαστρικό χώρο Pc = 10−12dynes/cm2. Η κλίση της πίεσης ϑα αναγκάσει
την ατµόσφαιρα να ϱέει µακριά από την επιφάνεια του ΄Ηλιου µε µεγάλες
ταχύτητες (Ηλιακός άνεµος)

Είναι εύκολο να υπολογίσουµε το ϱυθµό µε τον οποίο χάνει µάζα ο ΄Ηλιος
από τον ηλιακό άνεµο από την εξίσωση διατήρησης της µάζας,

dM = 4πr2ρ(r)dr

ή

Ṁ = 4πr2v(r)ρ(r)

Γνωρίζουµε ότι σε απόσταση 1AU το n0 = 7 πρωτόνια ανά cm3, ρ0 = n0mp και
ότι v(r = 1AU) = 400km/sec άρα Ṁ = 3×10−14M¯/χρόνο. Συµπεραίνουµε
λοιπόν ότι ο ηλιακός άνεµος δεν επηρεάζει σηµαντικά την εξέλιξη του ΄Ηλιου.

4.3 ∆υναµική της ισόθερµης ϱοής

Επιστρέφουµε στις γνωστές µας εξισώσεις

1. Συνέχεια µάζας

∂ρ

∂t
+∇(ρ~u) = 0 (4.5)

2. ∆ιατήρηση ορµής

ρ

(
∂

∂t
+ ~u · ∇~u

)
~u = −∇P − ρ∇Ug (4.6)

3. ∆ιατήρηση της ενέργειας

∂

∂t
(ρE) +∇

[
ρ~u

(
E +

γ

γ − 1
P

ρ
− GM

R

)]
= 0 (4.7)

όπου E = 1
2v2, ϑεωρώντας ότι δεν έχουµε άλλες µορφές απώλειας ενέργειας

εκτός από την εκτόνωση του ανέµου και η εσωτερική ενέργεια παραµένει
σταθερή.

Υποθέτουµε ότι ο άνεµος είναι µία ανεξάρτητη από το χρόνο ϱοή και έχει
σφαιρική συµµετρία. Τότε οι ϐασικές εξισώσεις διατήρησης µάζας, διατήρησης
ορµής και ενέργειας γράφονται
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1
r2

d

dr
(r2vρ) = 0 (4.8)

v
dv

dr
= −c2

s

dlnρ

dr
− GM

r2
(4.9)

Από την εξίσωση (4.8) έχουµε

dlnρ

dr
= −2

r
− dln|v|

dr

και συνδυάζοντάς την µε την (5.2)

(v2 − c2
s)

dln|v|
dr

=
2c2

s

r
− GM

r2

Η ταχύτητα του ανέµου µετατρέπεται σε υπερηχητική όταν v > cs στο
σηµείο

r∗ =
GM

2c2
s

(Για τον ΄Ηλιο r∗ = 0.1AU . Η εξίσωση (4.7) περιγράφει τη διατήρηση της
ενέργειας (διαιρεµένης µε την πυκνότητα)

B(r) =
1
2
v2(r) +

γ

γ − 1
c2
s −

GM

r
(4.10)

Στο σηµείο r = r∗, v(r∗) = cs και GM/r∗ = 2c2
s, άρα η ενέργεια ϑα είναι

(για γ = 5/3), B(r = r∗) = c2
s. Στην επιφάνεια του αστέρα η ενέργεια είναι

B(r = R) = −GM/R και στο άπειρο (υποθέτοντας ότι v(r → ∞) >> cs) ϑα
είναι B(r →∞) = v2

0/2, άρα ∆B = B(r →∞)−B(r = R) = 1/2v2
0 +GM/R

Μια σειρά από ενδιαφέροντα προβλήµατα µπορούν να µελετηθούν µε τις
ϐασικές εξισώσεις της υδροδυναµικής ή της µαγνητοϋδροδυναµικής. Για
παράδειγµα, το πώς ϑα συµπεριφέρεται ο αστρικός άνεµος αν υπάρχει κλίση
στη ϑερµοκρασία ή αν το µαγνητικό πεδίο παίζει σοβαρό ϱόλο στην εξέλιξή
του. Τα προβλήµατα αυτά ξεφεύγουν από τα πλαίσια των µαθηµάτων αυτών
αλλά αποτελούν ενδιαφέροντα ϑέµατα για εργασίες.
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4.4 Φωτεινότητα από τη σφαιρική συσσώρευση

Αν υποθέσουµε ότι η ατµόσφαιρα γύρω από ένα σφαιρικό συµπαγές
αντικείµενο (compact object ) δηλαδή αστέρα νετρονίων ή µελανή οπή, αρχίζει
να ϱέει ακτινικά. Είναι ϕανερό ότι για να διατηρηθεί σταθερός ο ϱυθµός
προσαύξησης

Ṁ = 4πr2ρ(r)v(r) = const. (4.11)

ϑα πρέπει η πυκνότητα ρ(r) = (mp + me)n0 (όπου n0 είναι η αριθµητική
πυκνότητα) και η ταχύτητα του πλάσµατος v(r) να αυξάνουν όσο πλησιάζουµε
το συµπαγές αντικείµενο.

Η ακτινοβολία που εκπέµπει το πλάσµα λόγω των συγκρούσεων
ηλεκτρονίων και ιόντων (ϕαινόµενο σκέδασης) είναι ανάλογη του τετραγώνου
της αριθµητικής πυκνότητας και η ϕωτεινότητα του όγκου V ϑα είναι

L = V n2
0Λ (4.12)

όπου Λ = ασT mec
2( α, σT σταθερές) είναι ο συντελεστής µετατροπής της

ενέργειας των ηλεκτρονίων σε ϕωτόνια λόγω σκέδασης.
Η ταχύτητα πρόσπτωσης του πλάσµατος υπολογίζεται από τη σχέση

1
2
v2(r) =

GM

r
(4.13)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.11) και (4.13) υπολογίζουµε το n0

n0 =
Ṁ

4πr2(me + mp)(2GM/r)1/2

και από την εξίσωση (4.12) ϑα έχουµε (mp >> me),

L =
(

4
3
πr3

)[
Ṁ2

(4πr2)2m2
p

2GM
r

]
σT αmec

2 =
Ṁ2σT αmec

2

12πm2
p2GM

(4.14)

Από την εξίσωση (4.14) µπορούµε να υπολογίσουµε το ϱυθµό πρόσπτωσης
µάζας για να γίνει το L ανάλογο της ϕωτεινότητας Eddington
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LE ∼ 4πGMc

σT
∼ Ṁ2σT αmec

2

24πm2
pGM

άρα

Ṁ2
E =

96π2G2M2mp

σT αmec
(4.15)

Συγκρίνοντας την ακτινοβολία που χάνεται από την πρόσπτωση µάζας µε
την ενέργεια που καταναλώνεται από την πρόσπτωση έχουµε

L

LG
=

[
σT αmec2

24πmpGM

]
Ṁ2

GMṀ
r

=
(

σT αmec
2r

24πmpG2M2

)
Ṁ =

4c

ṀE

Ṁ

ṀE

= 10−4 Ṁ

ṀE

(4.16)

Παρατηρούµε ότι ένα µικρό ποσοστό της ϐαρυτικής ενεργειας που
απελευθερώνεται από τη σφαιρική πρόσπτωση ϑα πάει στην ακτινοβολία.

4.5 Χρονικά µεταβαλλόµενοι αστρικοί άνεµοι και
σφαιρική πρόσπτωση µάζας

Οι ϐασικές εξισώσεις που περιγράφουν τη χρονικά µεταβαλλόµενη σφαιρική
συσσώρευση ή τον αστρικό άνεµο είναι

∂ρ(r)
∂t

+
1
r2

∂

∂r
(r2ρ(r)v) = 0 (4.17)

ρ

[
∂v

∂t
+ v

∂v

∂r

]
+

∂

∂r

(
ρkBT

µmp

)
+ ρ

GM

r
= 0 (4.18)

και η εξίσωση διατήρησης της ενέργειας

∂(ρE)
∂t

+
1
r2

∂2

∂r2

[
ρr2

(
5kBT

2µmp
+ E − GM

r

)]
= −Λ(ρ, T ) (4.19)

όπου E = 1
2v2 + ε, ε εσωτερική ενέργεια και Λ(ρ, T ) συµβολίζει την απώλεια

ενέργειας σε ακτινοβολία και είναι Λ(ρ, T ) = αρ2T 1/2

Από τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων (4.17), (4.18) και (4.19)
υπολογίζουµε τις ποσότητες v(r, t),ρ(r, t) και T (r, t).
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4.6 Ασκήσεις

1. Μελετήστε τον στάσιµο
(

∂
∂t = 0

)
ισόθερµο άνεµο σε επίπεδο,

χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες και
(α) Βρείτε τη χαρακτηριστική απόσταση από τον αστέρα r∗ στην οποία
γίνεται υπερηχητικός
(ϐ) Υπολογίστε το r∗ σε απόσταση 1AU υποθέτοντας ότι cs = 100km/sec
(γ) Συγκρίνετε το r∗ που ϐρήκατε µε το αντίστοιχο του σφαιρικού ανέµου

2. Στο ηλιακό στέµµα η ϑερµότητα διαδίδεται µε αγωγιµότητα και η ϱοή
ϑερµικής ενέργειας (heat flux)είναι

~F = −κ∇T

όπου κ = κ0(T/T0)5/2 και T0, κ0 είναι οι τιµές στην επιφάνεια του
΄Ηλιου.
(α) Χρησιµοποιήστε τη σχέση ∇ · ~F = 0 για να δείξετε ότι

T = T0(r/r0)−2/7

(ϐ) Υποθέτοντας ότι το αέριο στο στέµµα συµπεριφέρεται ως ιδανικό αέριο
P = kBTρ δείξτε ότι

P = P0exp

[
7r0

5H0

[(
r

r0

)−5/7

− 1

]]

Υπολογίστε την έκφραση για την κλίµακα απόστασης από την επιφάνεια
του ΄Ηλιου H0 (scale height)
(γ) ∆είξτε ότι το αποτέλεσµά σας δεν µπορεί να είναι σωστό και συζητήστε
τις συνέπειες που αυτό έχει για τον ηλιακό άνεµο και το στέµµα.

3. Χρησιµοποιήστε τις εξισώσεις συνέχειας, ενέργειας και Euler

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~v) = 0

ρ
∂~v

∂t
+ ρ~v · ∇~v +∇p = 0

∂ε

∂t
+ ~v · ∇ε +

p

ρ
∇ · ~v = 0

Για να καταλήξετε στις ακόλουθες εξισώσεις :
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∂

∂t
(ρvi) = − ∂

∂xj
(ρvivj + δijp)

∂

∂t
(
1
2
ρv2 + ρε) =

∂

∂xj

[
vj

(
1
2
ρv2 + ρε + p

)]
(4.20)

Προσέξτε ότι υποτίθεται άθροιση στους επαναλαµβανόµενους δείκτες.

4. Οι εξισώσεις της ϱευστοµηχανικής σε µία διάσταση, χωρίς επιπλέον
δυνάµεις, είναι

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρvx) = 0

ρ
∂vx

∂t
+ ρvx

∂vx

∂x
= −c2

s

∂ρ

∂x
(4.21)

(α) Γραµµικοποιήστε αυτές τις εξισώσεις γύρω από την κατάσταση ρ = ρ̄
και vx = v0

(ϐ) Υποθέστε ότι οι διαταραχές ρ′ και v′x είναι ανάλογες του ei(kx−ωt) και
ϐρείτε τη σχέση διασποράς ω = ω(k).
(γ) Βρείτε λύσεις για τα ρ′ και v′x που κινούνται είτε στη ϑετική είτε στην
αρνητική κατεύθυνση του άξονα x. Επίσης ϐρείτε τη λύση για στάσιµο
κύµα.

5. Επαναλάβετε την άσκηση 4, αυτή τη ϕορά ϑεωρώντας και τον όρο της
ϐαρύτητας παρόντα στις εξισώσεις

6. Επαναλάβετε την άσκηση 4, ϑεωρώντας και τη µαγνητική δύναµη.

7. Αν ένας αέριος πλανήτης (σαν το ∆ία για παράδειγµα) τοποθετηθεί
πολύ κοντά σε έναν αστέρα, τότε ϑα ¨εξατµιστεί¨: Θα αναπτυχθεί µια
ϱοή παρόµοια µε τον αστρικό άνεµο, υποκινούµενη από την υπεριώδη
ακτινοβολία του αστέρα. Αυτό περιορίζει τον χρόνο επιβίωσης µερικών
από τους εξωηλιακούς πλανήτες που ανακαλύφθηκαν πρόσφατα σε
τροχιές πολύ µικρής περιόδου.
(α) Θεωρήστε µια σταθερή ϱοή ιδανικού αερίου από ένα σφαιρικό αέριο
πλανήτη. ∆είξτε ότι το σχετικό σύστηµα εξισώσεων (ενέργειας, ορµής και
συνέχειας) µπορεί να γραφεί ως
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ρu
d

dr
(
1
2
u2 +

γ

γ − 1
p

ρ
− GM

r
) = Λ(r)

u
du

dr
= −1

ρ

dp

dr
− GM

r2

dM

dt
= −4πρ(r)u(r)r2 (4.22)

όπου u είναι η ακτινική ϱοή του αερίου, ϱ η πυκνότητα του αερίου, p
είναι η πίεση, γ ο λόγος των ειδικών ϑερµοτήτων, Μ η µάζα του πλανήτη
(ο οποία ϑεωρείται ότι ϐρίσκεται σχεδόν ολόκληρη µέσα στην ακτίνα που
µας ενδιαφέρει) και Λ είναι ο ϱυθµός ϑέρµανσης ανά µονάδα όγκου (που
προκαλείται από την υπεριώδη ακτινοβολία). Σταθερή ϱοή σηµαίνει ότι
dM
dt = const. (σε µια δυναµική κλίµακα χρόνου, όχι απαραίτητα σε
µεγάλες κλίµακες χρόνου)
(ϐ) Από αυτές τις εξισώσεις, καταλήξτε σε µια εξίσωση (του τυπικού
ηλιακού ανέµου ή τη µορφή για ταχύτητες κοντά στην ταχύτητα του
ήχου)

(u2 − c2)
1
u

= something

c2 =
γp

ρ

από τις οποίες µπορείτε να εξάγετε τις συνθήκες για τη ϱοή κοντά στην
ταχύτητα του ήχου (η µόνη λύση που περνά από u < c σε u > c όταν το
r αυξάνει):

c2
s = u2

s =
GM

2rs
+

γ − 1
2

(
Γr

ρu

)

όπου ο δείκτης s σηµαίνει ότι η ποσότητα υπολογίζεται από την κρίσιµη
(για τον ήχο) ακτίνα rs (της οποίας η τιµή καθορίζεται εν γένει από αυτή
την εξίσωση)
(γ) Από την εξίσωση ενέργειας και της συνεχούς ϱοής της µάζας,
καταλήξτε στο προσεγγιστικό αποτέλεσµα

|dM

dt
| =

∫ rs

rm

4πr2Λ(r)dr/

[
GM

rm
+

5− 3γ

4(γ − 1)
GM

rs
+

γ + 1
4

(
Λr

ρu

)

s

]
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(δ)Για r > rm είναι Λ ∼ κρFUV , όπου κ είναι η αδιαφάνεια στην
υπεριώδη περιοχή του ϕάσµατος και FUV είναι η ϱοή υπεριώδους
ακτινοβολίας (αυτό προϋποθέτει µεγάλη απόδοση στη µετατροπή
υπεριώδους ϱοής σε ϑερµότητα, το οποίο ανταποκρίνεται συχνά στην
πραγµατικότητα). ΄Εχουµε επίσης και τον ορισµό της rm:

∫ ∞

rm

ρκdr ∼ 1

Υποστηρίξτε ότι µια λογική προσέγγιση είναι

|dM

dt
| = 4πr3

mFUV

GM

και δώστε µια απλή ϕυσική ερµηνεία αυτού του αποτελέσµατος.
(¨Λογική προσέγγιση¨ σηµαίνει ότι ϑα πρέπει να εξηγήσετε γιατί οι
υπόλοιποι όροι µπορούν να αγνοηθούν)

8. ΄Ενα σφαιρικό σώµα ακτίνας r και πυκνότητας ρ0 = 3g/cm3 µπαίνει
στην ατµόσφαιρα της Γης, κινούµενο κάθετα και προς τα κάτω µε αρχική
ταχύτητα 15km/sec. Η ατµόσφαιρα ϑεωρείται ισόθερµη: ρ = ρge

−z/H ,
όπου ρg = 10−3g/cm3, z είναι το ύψος από την επιφάνεια της Γης
και H = 10km είναι η ατµοσφαιρική κλίµακα ύψους (atmospheric
scale height). Η πίεση σε ύψος z = 0 είναι 1 bar(106dynes/cm2).
Αφού το H είναι µικρό σε σχέση µε την ακτίνα της Γης, η επιτάχυνση
της ϐαρύτητας δεν ϑα είναι σηµαντική κατά την διέλευσή του µέσω
της ατµόσφαιρας. Μπορείτε να αντιµετωπίσετε την επιβράδυνση του
σώµατος από την αρχική του ταχύτητα σαν να προέρχεται από µια
δύναµη που δηµιουργείται από το κρουστικό κύµα που σχηµατίζεται
ακριβώς µπροστά από το σώµα.
(α) Γράψτε και δικαιολογήστε µια προσεγγιστική εξίσωση κίνησης για το
σώµα. (∆εν ϑα µπορέσετε να υπολογίσετε τη δύναµη καλύτερα από έναν
παράγοντα ∼ 2)
(ϐ) Λύστε την εξίσωση κίνησης (δηλαδή να ϐρείτε την ταχύτητα του
σώµατος σαν συνάρτηση του ύψους από το έδαφος)
(γ) ∆είξτε ότι, αν το σώµα είναι αρκετά µικρό, τότε η εφαρµογή
της µέγιστης δύναµης από το αέριο στο σώµα συµβαίνει σε κάποιο
πεπερασµένο ύψος αντί για λίγο πριν τη σύγκρουση. Εξηγήστε γιατί
τα µικρά σώµατα (π.χ. µετεωρίτες στο µέγεθος µιας γροθιάς) µπορούν
να ϕτάσουν στο έδαφος άθικτα, ενώ µεγαλύτερα σώµατα από το ίδιο
υλικό διαλύονται (εκρήγνυνται στον αέρα). Η τάση που απαιτείται για
τη διάλυση είναι µέσα στο ϕάσµα 100-1000bar.
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9. ΄Ενα απλό µοντέλο για να περιγράψουµε τις ταλαντώσεις των αστέρων
ϑα µπορούσε να είναι το εξής : Υποθέστε ότι ολόκληρη η µάζα Μ του
αστέρα είναι συγκεντρωµένη στο κέντρο µιας σφαίρας. ΄Ενα σφαιρικό
κέλυφος ακτίνας R και µάζας m περιβάλλει τη µάζα Μ. Μεταξύ του
κέντρου και του σφαιρικού κελύφους υπάρχει αβαρές αέριο πίεσης
Ρ που συγκρατεί σε ισορροπία το κέλυφος έναντι της δύναµης που
ασκεί η µάζα Μ που ϐρίσκεται στο κέντρο. Εφαρµόζοντας τη ϑεωρία
διαταραχών γύρω από το σηµείο ισορροπίας (R0, P0) και υποθέτοντας
ότι οι διαταραχές είναι αδιαβατικές (PV γ=σταθερά) δείξτε ότι η κίνηση
του κελύφους ϑα περιγράφεται από απλή αρµονική ταλάντωση γύρω
από το σηµείο ισορροπίας του µε συχνότητα

ω = (3γ − 1)
GM

R3
0
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Κεφάλαιο 5

∆ίσκοι προσαύξησης

5.1 Εισαγωγή

Ο ιδανικός δίσκος γύρω από ένα συµπαγές αντικείµενο (αστέρα νετρονίων ή
µελανή οπή) αποτελείται από αέριο που εκτελεί κυκλικές τροχιές. Οι δυνάµεις
που ασκούνται σε κάθε υλικό σηµείο του είναι η ϐαρύτητα και η ϕυγόκεντρος,
άρα

GMm

r2
= mΩ2(r)r

ή

Ω2(r) =
GM

r3

Οι δίσκοι που ακολουθούν τον παραπάνω νόµο ονοµάζονται δίσκοι Kepler
γιατί Ω(r) ∼ 1/r3/2, που είναι ο γνωστός νόµος του Kepler .

Αν µια στοιχειώδης µάζα κινηθεί ακτινικά από το άπειρο µέχρι την
επιφάνεια ενός αστέρα ακτίνας 10Km και µάζας M¯, τότε η ενέργεια που
ϑα απελευθερωθεί, σε µονάδες mc2, ϑα είναι

GMm

a
∼ GM

ac2
(mc2) ∼ 0.15mc2

Συµπεραίνουµε ότι σηµαντικό ποσοστό από τη µάζα ηρεµίας µετατρέπεται
από ϐαρυτική ενέργεια σε ακτινοβολία. Η προσαύξηση µάζας συνεισφέρει
σηµαντικά στην παρατηρούµενη ακτινοβολία από τους δίσκους προσαύξησης.

57
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Αν ο ϱυθµός προσαύξησης µάζας σε συµπαγές αντικείµενο είναι ṁ, να
υπολογισθεί το ṁE που απαιτείται ώστε η ϕωτεινότητα του δίσκου να είναι
κοντά στη ϕωτεινότητα Eddington .

LE ∼ 4πGmpMc

σT
∼ 1.3× 1038

(
M

M¯

)
erg/sec

Εξισώνοντας το Gmṁ/r µε την ϕωτεινότητα Eddington καταλήγουµε στη
σχέση

ṁE = 9.5× 1011r0gr/sec

Για αστέρες νετρονίων η τυπική προσαύξηση είναι ṁE ∼ 1017gr/sec. Είναι
όµως δύσκολο να πετύχουµε τόσο µεγάλα ṁ αν το ιξώδες του δίσκου δεν είναι
πολύ µεγάλο, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια.

5.2 Θερµοκρασία και ϕωτεινότητα του δίσκου

5.2.1 Ο δίσκος ως µέλαν σώµα

΄Οπως είναι γνωστό, το υλικό σε ένα δίσκο προσαύξησης ακολουθεί σπειροειδή
τροχιά και καταλήγει στο κεντρικό σώµα µάζας Μ. Η διαδικασία αυτή
µειώνει τη δυναµική ενέργεια του συστήµατος και έτσι αφού αυτή, µε
ϐάση το ϑεώρηµα Virial , µετατρέπεται σε εσωτερική ενέργεια. Αυτό έχει
σαν αποτέλεσµα την άνοδο της ϑερµοκρασίας του δίσκου και την αποβολή
ενέργειας µε τη µορφή ακτινοβολίας. Σε µια πρώτη προσέγγιση µπορούµε να
ϑεωρήσουµε ότι ο δίσκος ακτινοβολεί σαν µέλαν σώµα. Η προσέγγιση αυτή
µας επιτρέπει να κάνουµε µια πρώτη εκτίµηση της ϑερµοκρασίας και της
λαµπρότητας του δίσκου.

Το υλικό του δίσκου σε κάθε σηµείο, κατά την ακτινική διεύθυνση, έχει
µια συγκεκριµένη ϑερµοκρασία και εκπέµπει το συνεχές ϕάσµα του µέλανος
σώµατος το οποίο αντιστοιχεί στη ϑερµοκρασία αυτή. Για να απλοποιήσουµε
τα πράγµατα, ϑα υποθέσουµε ότι η ακτινική ταχύτητα του υλικού του δίσκου
είναι πολύ µικρή συγκρινόµενη µε την ταχύτητα περιφοράς του γύρω από το
κεντρικό αστέρι. ΄Ετσι αγνοούµε τα ϕαινόµενα που σχετίζονται µε το ιξώδες.

Θα χωρίσουµε τον δίσκο σε κυκλικούς δακτύλιους ακτίνας R και πλάτους
∆R. Μελετώντας µια τέτοια περιοχή ϐρίσκουµε, σύµφωνα µε το νόµο των
Stefan-Boltzmann, ότι ακτινοβολεί ενέργεια ανά µονάδα χρόνου:

∆Lring = 2× 2πrσT 4∆R (5.1)
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Η συνολική εσωτερική ενέργεια που έχει η µάζα m είναι, κάνοντας χρήση του
ϑεωρήµατος Virial :

U = −G
Mm

2r
(5.2)

Αν υποθέσουµε ότι η µεταφορά µάζας από το συνοδό αστέρα είναι σταθερή
και ίση µε Ṁ , τότε στη µονάδα του χρόνου ποσότητα µάζας Μ εισέρχεται
στον κυκλικό δακτύλιο από το εξωτερικό του σύνορο και στο ίδιο χρονικό
διάστηµα, ίση µάζα εξέρχεται από τον κυκλικό δακτύλιο, µέσω του εσωτερικού
του συνόρου, έτσι ώστε να µην έχουµε συσσώρευση µάζας µέσα στον κυκλικό
δακτύλιο. ΄Ετσι σύµφωνα µε την αρχή διατήρησης της ενέργειας, η ενέργεια η
οποία ακτινοβολείται είναι :

GMṀ

2r

∆R

r
∼ 4πR∆RσT 4

D

ή

TD =
(GMṀ

8πσr3

)1/4
(5.3)

5.2.2 Εφαρµογή σε λευκό νάνο και αστέρα νετρονίων.

Η σχέση (5.3) µπορεί να γραφτεί και µε τη µορφή:

T (r) =
(GMṀ

8πσR3

)1/4(R

r

)3/4
= Tdisc

(R

r

)3/4

΄Οπου Tdisc µια χαρακτηριστική ϑερµοκρασία του δίσκου. Η µέγιστη
ϑερµοκρασία του δίσκου υπολογίζεται κατά προσέγγιση από τη σχέση:

Tmax ∼ Tdisc (5.4)

Αν εφαρµόσουµε όλα τα παραπάνω σε έναν τυπικό λευκό νάνο µε τα εξής
χαρακτηριστικά: M = 0.85M⊙, R = 0.0095R⊙ και Ṁ = 1016g s−1 = 1.6×
10−10M⊙ yr−1 τότε παίρνουµε:

Tmax ∼ 2.62× 104K

λmax ∼ 1110 A

Ldisc ∼ 8.55× 1032erg s−1 = 0.22L⊙
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΄Οπου το λmax υπολογίστηκε από τον νόµο µετατόπισης του Wien. Αντίστοιχα
για έναν αστέρα νετρονίων µε : M = 1.4M⊙, R = 10km και Ṁ = 1017g s−1 =
1.6× 10−9M⊙ yr−1 έχουµε:

Tmax = 6.86× 106K

λmax = 4.23 A

Ldisc = 9.29× 1036erg s−1 ∼ 2400L⊙

(5.5)

∆ηλαδή οι εσωτερικές περιοχές των δίσκων γύρω από λευκούς νάνους
εκπέµπουν στο υπεριώδες, ενώ οι δίσκοι των αστέρων νετρονίων αποτελούν
ισχυρές πηγές ακτίνων Χ.

5.3 Ελαχιστοποίηση ενέργειας και διατήρηση της
στροφορµής.

5.3.1 ∆ίσκος αποτελούµενος από σώµατα σε στερεά κατάσταση.

Προκειµένου να µελετήσουµε τις ϐασικές διεργασίες, µε ϐάση τις οποίες
γίνεται η προσαύξηση µάζας σε έναν αστέρα, ϑεωρούµε δύο µικρά σώµατα
µε µάζες m1 και m2 τα οποία περιστρέφονται γύρω από µια κεντρική µάζα
Μ. Υποθέτουµε ότι οι τροχιές των σωµάτων υπακούουν στον τρίτο νόµο του
Kepler, δηλαδή ισχύει :

Ω = (GM/r3)1/2 (5.6)

όπου Ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής των σωµάτων. Η ενέργεια του
συστήµατος τότε γράφεται :

E = −GM

2
(
m1

r1
+

m2

r2
) (5.7)

ενώ η στροφορµή, χρησιµοποιώντας και την (5.6), είναι :

J = (GM)1/2(m1r
1/2
1 + m2r

1/2
2 ) (5.8)

Αν υποθέσουµε τώρα ότι διαταράσσουµε λίγο τις τροχιές των δύο σωµάτων,
διατηρώντας παράλληλα σταθερή τη συνολική στροφορµή του συστήµατος
παίρνουµε:

m1r
−1/2
1 ∆r1 = −m2r

−1/2
2 ∆r2 (5.9)
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οπότε η (5.7) ϑα µας δώσει τη συνολική µεταβολή στην ενέργεια του
συστήµατος και αν σε αυτήν αντικαταστήσουµε το ∆r2 από την (5.9) ϑα
πάρουµε:

∆E =
GM

2
(
m1

r2
1

∆r1 +
m2

r2
2

∆r2) ⇒

∆E = −GMm1∆r1

2r2
1

(
(
r1

r2
)3/2 − 1

)
(5.10)

Αν τώρα υποθέσουµε ότι το σώµα 1 ήταν αρχικά σε µεγαλύτερη απόσταση από
την κεντρική µάζα, σε σχέση µε το σώµα 2, για να µειωθεί η ενέργεια του
συστήµατος ϑα πρέπει το ∆r1 να είναι ϑετικό, άρα το σώµα 1 ϑα µετακινηθεί
σε ακόµα µεγαλύτερες ακτινικές αποστάσεις. Αν όµως το σώµα 1 ϐρισκόταν
αρχικά πιο κοντά στο κεντρικό σώµα, τότε από την (5.10) ϕαίνεται ότι r1

r2
< 1

συνεπώς το ∆r1 πρέπει να γίνει αρνητικό, το σώµα 1 δηλαδή να µετακινηθεί
σε µικρότερες αποστάσεις. Βλέπουµε συνεπώς ότι σε κάθε περίπτωση για να
µειωθεί η ενέργεια του συστήµατος και παράλληλα να διατηρηθεί η συνολική
στροφορµή του, πρέπει το σώµα που ϐρίσκεται κοντύτερα στο κεντρικό να
πλησιάσει ακόµη περισσότερο, ενώ το σώµα που ϐρίσκεται πιο µακριά να
κινηθεί ακόµη µακρύτερα. Αυτή είναι και η ϐασική διαδικασία, που συµβαίνει
σε έναν δίσκο προσαύξησης.

Αν εξετάσουµε την κίνηση περισσότερων σωµάτων σε ένα δίσκο
προσαύξησης, τότε διαπιστώνουµε ότι είναι δυνατόν να ελαχιστοποιηθεί η
ενέργεια του συστήµατος και παράλληλα να διατηρηθεί η στροφορµή του,
αν τα περισσότερα σώµατα κινηθούν προς την κεντρική µάζα, ενώ κάποια
λίγα κινηθούν σε πολύ µεγάλες αποστάσεις από αυτήν. Για να συµβεί όµως
κάτι τέτοιο ϑα πρέπει τα σωµατίδια στο δίσκο να µπορούν να αλληλεπιδρούν
µεταξύ τους. Η αλληλεπίδραση αυτή πετυχαίνεται µέσω της µεταξύ τους
τριβής. Αν χωρίσουµε τον δίσκο σε κυκλικούς δακτυλίους και εξετάσουµε
δύο γειτονικούς δακτυλίους, τότε υποθέτωντας ότι η περιστροφή τους γίνεται
µε ϐάση την (5.6), διαπιστώνουµε ότι ο εξωτερικός δακτύλιος περιστρέφεται
πιο αργά από τον εσωτερικό. ΄Ετσι λόγω της τριβής που αναπτύσσεται µεταξύ
τους, ο εσωτερικός δακτύλιος τείνει να επιβραδυνθεί, ενώ ο εξωτερικός τείνει
να επιταχυνθεί. ΄Εχουµε, δηλαδή, µεταφορά στροφορµής από το εσωτερικό
του δίσκου προς το εξωτερικό. Αυτή η µεταφορά στροφορµής αναγκάζει την
µάζα από τον εσωτερικό δακτύλιο να κινηθεί προς το εσωτερικό του δίσκου
και τη µάζα από τον εξωτερικό δακτύλιο προς το εξωτερικό του δίσκου.
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5.3.2 ∆ίσκος αποτελούµενος από αέριο.

Η κατάσταση είναι πιο περίπλοκη για έναν δίσκο που αποτελείται από αέριο,
γιατί το υλικό διαχέεται και προς τις δύο κατευθύνσεις. Αυτό σηµαίνει
ότι γίνεται ανάµιξη των αερίων που ϐρίσκονται σε γειτονικούς κυκλικούς
δακτυλίους και κατά συνέπεια έχουµε και µεταφορά στροφορµής, αφού η
γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του αερίου εξαρτάται από την ακτίνα.

Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε την µεταφορά της στροφορµής, ως
συνάρτηση του ιξώδους ν. Θα υποθέσουµε ότι τα σωµατίδια του αερίου
κινούνται µε µια τυπική ταχύτητα w και διανύουν µια µέση ελεύθερη
διαδροµή λ, πριν συγκρουστούν µε άλλα σωµατίδια. Η µεταφορά της
στροφορµής συµβαίνει από την ανάµιξη του αερίου που ϐρίσκεται σε ακτίνα
R-λ/2 και κινείται προς το εξωτερικό του δίσκου, µε το αέριο που ϐρίσκεται
σε ακτίνα R+λ/2 και κινείται προς το εσωτερικό του δίσκου. ΄Οσον αφορά στο
πρώτο αέριο, έχει στροφορµή:

Jin = (R−λ/2)2Ω(R−λ/2) = (R−λ/2)2[Ω(R)− (λ/2)(dΩ/dR)] (5.11)

ενώ η αντίστοιχη σχέση για το δεύτερο είναι :

Jout = (R+λ/2)2Ω(R+λ/2) = (R+λ/2)2[Ω(R)+(λ/2)(dΩ/dR)] (5.12)

Οπότε η µεταφορά στροφορµής σε ακτίνα R από το κεντρικό σώµα, ανά
µονάδα µήκους και για ένα δίσκο µε επιφανειακή πυκνότητα Σ είναι :

Σw[(R−λ/2)2(−λ/2)dΩ/dR−(R+λ/2)2(λ/2)dΩ/dR] = −ΣwλR2dΩ/dR

(5.13)

όπου έχουµε υποθέσει ότι το λ είναι µικρό σε σχέση µε µια τυπική απόσταση
στην οποία αλλάζει το Ω σηµαντικά. Από την σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι
η ϱοπή στρέψεως g από τον εσωτερικό κυκλικό δακτύλιο, στην ακτίνα R, προς
τον εξωτερικό, είναι :

g = −2πRΣνR2dΩ/dR (5.14)

όπου το ιξώδες είναι : ν = λw. Αξίζει στο σηµείο αυτό να παρατηρήσουµε
ότι αν η παράγωγος dΩ/dR είναι αρνητική τότε η µεταφορά της στροφορµής
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γίνεται από το εσωτερικό του δίσκου προς το εξωτερικό, όπως είχαµε ϐρει πιο
πριν, µε ένα πιο ποιοτικό τρόπο.

Επίσης πρέπει να αναφέρουµε ότι µέχρι στιγµής δεν καθορίσαµε
επακριβώς τη ϕύση του ιξώδους ν. Αν αυτό είναι απλά µοριακής ϕύσεως,
οφείλεται δηλαδή στις τυχαίες κινήσεις των µορίων ενός αερίου, τότε δυστυχώς,
εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι αυτό είναι πολύ µικρό για να έχει κάποιο
πρακτικό αποτέλεσµα σε ένα δίσκο προσαύξησης. Παρόλα αυτά εικάζεται
ότι άλλες διαδικασίες, όπως τυρβώδεις κινήσεις του υλικού του δίσκου,
µπορούν να αυξήσουν σηµαντικά το ιξώδες. Οι διαδικασίες αυτές µπορούν
να µοντελοποιηθούν επιλέγοντας κατάλληλες τιµές για τα µεγέθη w, λ.

5.4 Η προσέγγιση του λεπτού δίσκου.

5.4.1 ∆ιατήρηση µάζας και στροφορµής.

Θεωρούµε ένα λεπτό δίσκο, στον οποίο όλα τα σωµατίδια υποθέτουµε ότι
κινούνται σε κυκλικές τροχιές και ϐρίσκονται πάνω σε ένα συγκεκριµένο
επίπεδο. Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ χρήσιµη, αφού µας επιτρέπει να
ϕτιάξουµε µοντέλα για δίσκους, τα οποία ϕαίνεται να επαληθεύονται από τις
παρατηρήσεις. Υποθέτουµε επίσης ότι οι ακτινικές κινήσεις των σωµάτων είναι
πολύ µικρές, ενώ ϑεωρούµε ότι οι ακτινικές ταχύτητες εξαρτώνται τόσο από
την ακτίνα, όσο και από τον χρόνο, έτσι ώστε να µπορούµε να χειριστούµε και
χρονοεξαρτηµένες καταστάσεις. Θεωρώντας τώρα έναν κυκλικό δακτύλιο σε
απόσταση R και πλάτους ∆R , η συνολική µάζα του δακτυλίου αυτού είναι :
2πR∆RΣ και η συνολική του στροφορµή: 2πR∆RΣR2Ω. Οπότε η εξίσωση
της διατήρησης της µάζας γράφεται :

∂

∂t
(2πR∆RΣ) = UR(R, t)2πRΣ(R, t)−UR(R+∆R, t)2π(R+∆R)Σ(R+∆R, t) ⇒

R
∂Σ
∂t

+
∂

∂R
(RΣUR) = 0 (5.15)

όπου για να εξάγουµε την (5.15) πήραµε το όριο για πολύ µικρά ∆R .
Να διευκρινίσουµε στο σηµείο αυτό ότι η ταχύτητα UR είναι η ακτινική
ταχύτητα του υλικού, χωρίς όµως να συµπεριλαµβάνονται σε αυτήν τυχόν
τυρβώδεις κινήσεις του υλικού, αφού αυτές δεν συνεισφέρουν στη συνολική
ϱοή της µάζας προς µια συγκεκριµένη διεύθυνση. Παρόµοια η εξίσωση για
τη διατήρηση της στροφορµής γράφεται :
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∂

∂t
(2πR∆RΣR2Ω) = UR(R, t)2πRΣ(R, t)R2Ω(R)

−UR(R + ∆R, t)2π(R + ∆R)Σ(R + ∆R, t)

(R + ∆R)2Ω(R + ∆R)− ∂g

∂R
∆R ⇒

R
∂

∂t
(ΣR2Ω) +

∂

∂R
(RΣURR2Ω) = − 1

2π

∂g

∂R
(5.16)

5.4.2 Οι εξισώσεις για την επιφανειακή πυκνότητα, την
ακτινική ταχύτητα και το ϱυθµό προσαύξησης της µάζας.

Χρησιµοποιώντας τις (5.15) και (5.16) για να απαλοίψουµε την UR παίρνουµε:

R
∂Σ
∂t

= − ∂

∂R
(RΣUR) ⇒

∂Σ
∂t

= − 1
R

∂

∂R

( 1
2π(R2Ω)′

∂g

∂R

)
⇒

∂Σ
∂t

=
1
R

∂

∂R

( 1
((RGM)1/2)′

∂

∂R

(3
2

ΣνR3(GM)1/2

R5/2

)
⇒

∂Σ
∂t

=
3
R

∂

∂R

(
R1/2 ∂

∂R
(νΣR1/2)

)
(5.17)

όπου χρησιµοποιήσαµε και την υπόθεση ότι για την γωνιακή ταχύτητα ω ισχύει
η (5.6). Η (5.17) είναι η ϐασική εξίσωση που καθορίζει την χρονική εξέλιξη της
επιφανειακής πυκνότητας σε έναν δίσκο. Αποτελεί µια µη γραµµική εξίσωση
διάχυσης για το Σ και αυτό γιατί το ν µπορεί να εξαρτάται από τα Σ,R,t .

Χρησιµοποιώντας τώρα τις (5.16),(5.17) παίρνουµε:

R
∂

∂t
(ΣR2Ω) +

∂

∂R
(RΣURR2Ω) = − 1

2π

∂g

∂R
⇒

R2Ω[R
∂Σ
∂t

+
∂

∂R
(RΣUR)] + RΣ

∂

∂t
(R2Ω) + RΣUR(R2Ω)′ = − 1

2π

∂G

∂R
⇒

RΣUR(R2Ω)′ = − 1
2π

∂G

∂R
(5.18)

όπου υποθέσαµε ότι ∂Ω
∂t = 0. Συνδυάζοντας την εξίσωση (5.14) µε την (5.18)

µπορούµε να υπολογίσουµε την UR:
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UR = − 3
ΣR1/2

∂

∂R
[νΣR1/2] (5.19)

΄Ετσι αν στην (5.19) αντικαταστήσουµε το Σ, από τη λύση της (5.17), ϑα έχουµε
µια έκφραση για την ακτινική ταχύτητα του υλικού του δίσκου.

Γνωρίζοντας τώρα τα µεγέθη της επιφανειακής πυκνότητας και της
ακτινικής ταχύτητας, µπορούµε να υπολογίσουµε το Ṁ , µέσω της εξίσωσης :

Ṁ = −2πRΣUR (5.20)

Είναι ϕανερό ότι για να προχωρήσουµε παραπέρα στη µελέτη µας, ϑα
πρέπει να κάνουµε κάποιες υποθέσεις για το ν, το οποίο όπως προαναφέραµε
µπορεί να σχετίζεται µε διεργασίες στον δίσκο που µας είναι τελείως άγνωστες.
Αν υποθέσουµε ότι το ν είναι σταθερό, τότε η (5.17) µπορεί να λυθεί αναλυτικά.
Στην περίπτωση αυτή απλά ϑα αναφέρουµε, χωρίς να µπούµε σε περαιτέρω
λεπτοµέρειες, ότι ο τυπικός χρόνος στον οποίο διαχέεται το υλικό του δίσκου
που ϐρίσκεται αρχικά σε ακτίνα R είναι :

tvisc ∼ R2/ν

5.5 Η ϕύση του ιξώδους.

5.5.1 Το πρόβληµα µε το ιξώδες.

΄Ενα από τα άλυτα προβλήµατα µέχρι στιγµής στους δίσκους προσαύξησης
είναι η ϕύση του ιξώδους. ΄Οπως έχουµε αναφέρει ήδη, το µοριακό
ιξώδες έχει πολύ µικρή επίδραση στα ϕαινόµενα που διαδραµατίζονται
σε έναν δίσκο, οπότε αναζητούνται καινούριοι µηχανισµοί που να είναι
ικανοί να ερµηνεύσουν το απαιτούµενο ιξώδες για την κατασκευή ενός
αυτοσυνεπούς µοντέλου που ϑα περιγράφει τις ϐασικές διαδικασίες σε έναν
δίσκο προσαύξησης.

Η τυρβώδης ϱοή της ύλης ήταν για αρκετό καιρό ένας δηµοφιλής
µηχανισµός προς αυτήν την κατεύθυνση. Παρόλα αυτά υιοθετώντας ένα
τέτοιο µοντέλο, ϐρέθηκε ότι η µεταφορά της στροφορµής γίνεται πιο εύκολα
προς το εσωτερικό του δίσκου, παρά προς το εξωτερικό. Εξίσου σηµαντικά
προβλήµατα αντιµετώπισαν και άλλα ϑεωρητικά µοντέλα, τα οποία λάµβαναν
υπόψη το ϐαρυτικό πεδίο ενός συνοδού αστέρα.
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5.5.2 Η ϐαρυτική αστάθεια.

Το γεγονός ότι, τουλάχιστον αρχικά, το µεγαλύτερο ποσοστό της µάζας ενός
αστέρα ϐρίσκεται στον δίσκο, υποδεικνύει ότι κατά τα αρχικά στάδια της
προσαύξησης οι ϐαρυτικές αστάθειες µπορούν να αποτελέσουν ξεχωριστό
µηχανισµό για µεταφορά της στροφορµής.

Θα προσπαθήσουµε τώρα να ϐρούµε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες
µπορεί να εµφανιστεί η ϐαρυτική αστάθεια. Παρόλο που µια τέτοια αστάθεια
δεν πρέπει να είναι αξονικά συµµετρική, αποδεικνύεται ότι το κριτήριο για την
εµφάνιση της είναι σχεδόν το ίδιο µε την περίπτωση της αξονικά συµµετρικής
αστάθειας. Η σχέση διασποράς για συµµετρικούς τρόπους δόνησης σε έναν
λεπτό, περιστρεφόµενο δίσκο είναι :

ω2 = κ2 + c2
sk

2 − 2πGΣ|k| (5.21)

(όταν αναφερόµαστε σε δίσκους Kepler κ = Ω). Για αρνητικά ω2, οι διαταραχές
αυξάνουν εκθετικά και ο δίσκος είναι ασταθής. Η οριακή συνθήκη εµφανίζεται
όταν ω = 0. Στην περίπτωση αυτή έχουµε:

Q =
csk

πGΣ
< 1 (5.22)

Η σχέση (5.10) ϐέβαια είναι προσεγγιστική και η ακριβής τιµή της
αριθµητικής σταθεράς εξαρτάται από τις υποθέσεις που ϑα κάνουµε. Για να
καταλάβουµε όµως καλύτερα τη ϕυσική που κρύβεται πίσω από τη σχέση
(5.10), ϑα πρέπει να µελετήσουµε την κίνηση µιας µικρής περιοχής του
δίσκου. ΄Οταν η περιοχή αυτή συµπιέζεται το ϐαρυτικό της πεδίο γίνεται
πιο ισχυρό, ταυτόχρονα όµως περιστρέφεται πιο γρήγορα, µε αποτέλεσµα να
αυξάνει η ϕυγόκεντρος δύναµη που αντιτίθεται στην ϐαρύτητα. Η ισορροπία
µεταξύ των δύο αυτών ανταγωνιστικών ϕαινοµένων, οδηγεί στο κριτήριο της
αστάθειας.

Για µια πιο ποσοτική περιγραφή της ϐαρυτικής αστάθειας ϑα ϑεωρήσουµε
το υλικό του δίσκου, το οποίο αρχικά ισορροπεί µέσα στην περιοχή ∆R, ενώ
στη συνέχεια συµπιέζεται στην περιοχή ∆R − δR. Η µεταβολή στη δύναµη
της ϐαρύτητας ανά µονάδα µάζας από αυτήν την αλλαγή είναι :

FG =
GM

(∆R− δR)2
≈ GM

(∆R)2
(1− 2

δR

∆R
) (5.23)

ενώ η αρχική στροφορµη της περιοχής που µελετάµε ήταν :
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l ∼ Ω∆R2 (5.24)

Μετά τη συστολή η νέα γωνιακή ταχύτητα γίνεται :

Ω′ ∼ l

(∆R− δR)2
∼ Ω(1 + 2

δR

∆R
) (5.25)

ενώ για τη νέα ϕυγόκεντρο επιτάχυνση ϑα έχουµε:

u′2

(∆R− δR)2
∼ Ω′2(∆R− δR) ∼ Ω2∆R(1 + 3

δR

∆R
) (5.26)

Οπότε, επειδή για να έχουµε ευστάθεια ϑα πρέπει η ϕυγόκεντρος δύναµη να
υπερισχύει της ϐαρύτητας, προκύπτει από τις (5.23),(5.26) η εξής συνθήκη:

3Ω2δR > 2
GMδR

(∆R)3
⇒

3Ω2δR > 2πGΣδR/∆R ⇒
∆R >

2πGΣ
3Ω2

(5.27)

Επίσης µε µια παρόµοια ανάλυση, κάνοντας χρήση του κριτηρίου Jeans (ϐλ.
εξίσωση (5.22), όπου k ∼ 1/DeltaR ) µπορεί να δειχθεί ότι :

∆R <
c2
s

πGΣ
(5.28)

Από τις (5.27),(5.28) προκύπτει :

3Ω2c2
s

2(πGΣ)2
> 1 (5.29)

και έτσι, αν το Ω είναι ανάλογο του κ, καταλήγουµε ξανά στην σχέση (5.22).
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5.6 Σταθεροί ∆ίσκοι σε συµπαγείς Αστέρες

5.6.1 Μαθηµατική µοντελοποίηση σταθερών δίσκων

Για να περιγράψουµε τη δοµή ενός Νευτώνειου δίσκου προσαύξησης γύρω από
ένα συµπαγή αστέρα µάζας Μ ϑα υποθέσουµε ότι το αέριο προσαυξάνεται στον
δίσκο από τον συνοδό αστέρα µε σταθερό ϱυθµό Ṁ και µε τον ίδιο ϱυθµό από
τον δίσκο στον συµπαγή αστέρα. Θα αγνοήσουµε παλιρροιογόνες δυνάµεις
που ασκούνται στον δίσκο και ϑα υποθέσουµε ότι το κεντρικό επίπεδο του
δίσκου ϐρίσκεται στο ισηµερινό επίπεδο του συµπαγούς αστέρα (z = 0). Αν
το πάχος του δίσκου είναι 2h τότε ισχύει :

Σ =
∫ h

−h
ρdz ≈ 2hρ (5.30)

Θα υποθέσουµε επίσης ότι ο δίσκος είναι λεπτός, δηλαδή h(r) ¿ r. Η σχέση
αυτή απαιτεί η ϑερµοκρασία του δίσκου να είναι χαµηλή έτσι ώστε η ϑερµότητα
που παράγεται να ακτινοβολείται και να µην αποθηκεύεται στον δίσκο.

Επίσης µια άλλη εξίσωση που ϑα χρησιµοποιήσουµε προέρχεται από την
ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας και είναι :

Ṁ = 2πrΣU = σταθ. (5.31)

΄Εστω τώρα ότι J̇+ = Ṁ(GMr)1/2 είναι ο ϱυθµός προσαύξησης
στροφορµής στον δίσκο και βJ̇+ = Ṁ(GMrI)1/2 όπου rI είναι η εσώτατη
ευσταθής κυκλική τροχιά και |β| 6 1, είναι ο ϱυθµός µε τον οποίο αφαιρείται
στροφορµή από τον δίσκο και προστίθεται στον αστέρα. Από την αρχή
διατήρησης της στροφορµής ϑα πρέπει ο ϱυθµός µεταβολής της στροφορµής
να ισούται µε τη ϱοπή στρέψης, δηλαδή µε την δύναµη fφ ανά επιφάνεια κατά
την γωνιακή διεύθυνση επί την επιφάνεια επί την ακτίνα r:

(fφ)(2πr · 2h)(r) = Ṁ
(
(GMr)1/2 − β(GMrI)1/2

)
(5.32)

Η δύναµη ανά επιφάνεια fφ καθορίζεται µόνο από τα Μ και Ṁ .
Από την υπόθεση ότι η ϑερµότητα που απελευθερώνεται ακτινοβολείται και

δεν αποθηκεύεται στον δίσκο παίρνουµε την εξίσωση:

F (r) =
3Ṁ

8πr2

GM

r

[
1− β(

rI

r
)1/2

]
(5.33)
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όπου F (r) είναι η ϱοή της ενέργειας που ακτινοβολείται από την πάνω και την
κάτω πλευρά του δίσκου.

Η εξίσωση διατήρησης της ορµής κατά την κάθετη στο επίπεδο του δίσκου
διεύθυνση γράφεται :

1
ρ

dP

dz
= −GM

r2

z

r
(5.34)

όπου z ¿ r. Κάνοντας τις αντικαταστάσεις ∆P ≈ P και ∆z ≈ h παίρνουµε:

h ≈
(P

ρ

)1/2( r3

GM

)(1/2)
≈ cs

Ω
(5.35)

΄Οσον αφορά στο ιξώδες, η ϕύση του όπως αναφέραµε και πιο πριν είναι
πολύ δύσκολο να καθοριστεί και αποτελεί ένα ανοιχτό πρόβληµα. Εύκολα
όµως µπορεί να αποδειχθεί ότι fφ ≈ P (Black holes, white dwarfs and neu-
tron stars, Shapiro and Teukolsky σελ. 437). Οπότε µπορούµε να γράψουµε
γενικά:

fφ = αP (5.36)

όπου α µια αδιάστατη παράµετρος που ικανοποιεί τη σχέση α ≤ 1. Η
παράµετρος α δεν µπορεί να καθοριστεί µε τις γνώσεις που διαθέτουµε και
γι΄ αυτό αποτελεί µια ελεύθερη παράµετρο για το σύστηµα των εξισώσεων που
ϑα κατασκευάσουµε. Τα µοντέλα των δίσκων που κατασκευάζουµε µε τον
τρόπο αυτό καλούνται α-δίσκοι.

Η αδιαφάνεια κ σε έναν δίσκο προσαύξησης που οφείλεται στην
απορρόφηση των ϕωτονίων, για τυπικές τιµές προσαύξησης σε έναν συµπαγή
αστέρα µάζας περίπου 1M¯ δίνεται από τη σχέση:

k̄abs ' 0.64× 1023 (ρ[g cm−3])(T [K])−7/2cm2 g−1 (5.37)

όσον αφορά στη σκέδαση των ϕωτονίων κυριαρχεί η σκέδαση Thomson για
την οποία ισχύει :

k̄scatt ' 0.40 cm2 g−1 (5.38)

Γενικά η απορρόφηση κυριαρχεί ως ϕαινόµενο της σκέδασης στα κρύα
εξωτερικά στρώµατα του δίσκου στις µεγάλες ακτίνες, ενώ το αντίθετο
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συµβαίνει στις ϑερµές εσωτερικές περιοχές. Η µέση αδιαφάνεια ¯k(ρ, T ) δίνεται
από τη σχέση:

1
k̄(ρ, T )

≈ 1
k̄abs

+
1

k̄scatt
(5.39)

Η συνολική πίεση του υλικού του δίσκου είναι το άθροισµα της ϑερµικής
πίεσης του αερίου και της πίεσης της ακτινοβολίας. Για ιονισµένο υδρογόνο
έχουµε:

P (ρ, T ) ' 2ρkT

mp
+

1
3
aT 4 (5.40)

Για τυπικές τιµές των παραµέτρων του προβλήµατος η διάδοση της
ενέργειας προς την επιφάνεια του δίσκου γίνεται κυρίως µε την ακτινοβολία
παρά µε άλλους µηχανισµούς. Αν το οπτικό ϐάθος του δίσκου (κατά την
κάθετη στο επίπεδο του δίσκου διεύθυνση) είναι µεγαλύτερο της µονάδας, τα
ϕωτόνια µεταφέρονται στην επιφάνεια του δίσκου µε διάχυση. Στην περίπτωση
αυτή ισχύει :

F (r) ≈ αcT 4

k̄Σ
, τ(r) > 1 (5.41)

Αν πάλι το οπτικό ϐάθος είναι µικρότερο από τη µονάδα ο δίσκος
γίνεται οπτικά διαφανής στα εξερχόµενα ϕωτόνια και αυτά µπορούν να
διαφύγουν ελεύθερα προς την επιφάνεια του χωρίς να υποστούν σκέδάσεις
η απορροφήσεις. ΄Ετσι η πιο πάνω σχέση µπορεί να αντικατασταθεί από την :

F (r) ≈ hΛ(ρ, T ), τ(r) < 1 (5.42)

όπου Λ(ϱ,Τ) (erg s−1 cm−3) είναι η µέση εκποµπή των ϕωτονίων στον δίσκο.
Οι εξισώσεις (5.30) µέχρι (5.40) και (5.41) ή (5.42) αποτελούν ένα

αλγεβρικό σύστηµα 9 εξισώσεων για τις 9 συναρτήσεις : ϱ(r), h(r), Σ(r), ur(r),
P (r), T (r), fφ(r), k̄(r) και F (r) που εξαρτώνται από τα r, M και Ṁ . Το
παραπάνω σύστηµα έχει λυθεί το 1973 από τους Shakura and Sunyaev καθώς
και από τους Novikov and Thorne. Το αποτέλεσµα ήταν ότι για σταθερές τιµές
των Μ και Ṁ , ο δίσκος µπορεί να χωρισθεί σε τρεις ξεχωριστές περιοχές που
εξαρτώνται από το r. Αυτές είναι :
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1. Μια εξωτερική περιοχή, για µεγάλα r, στην οποία η πίεση του αερίου
κυριαρχεί της πίεσης της ακτινοβολίας και στην οποία η αδιαφάνεια
οφείλεται στην απορρόφηση.

2. Μια ενδιάµεση περιοχή, σε µικρότερα r, στην οποία η πίεση του αερίου
κυριαρχεί της πίεσης της ακτινοβολίας, αλλά η αδιαφάνεια οφείλεται
κυρίως στη σκέδαση.

3. Μια εσωτερική περιοχή, για πολύ µικρά r, στην οποία η πίεση
της ακτινοβολίας κυριαρχεί της πίεσης του αερίου και η αδιαφάνεια
οφείλεται κυρίως στη σκέδαση παρά στην απορρόφηση.

5.7 Συµπεράσµατα

Οι δίσκοι προσαύξησης είναι γενικά ένα πολύ συνηθισµένο ϕαινόµενο στην
αστροφυσική. Η ενεργειακή τους απόδοση είναι αρκετά υψηλή και κατά
συνέπεια η ϕωτεινότητα τους µπορεί να ϕτάσει πολύ µεγάλες τιµές. Η ϐασική
διεργασία που συµβαίνει σε έναν δίσκο προσαύξησης είναι η µεταφορά της
στροφορµής από τα εσωτερικά στρώµατα του δίσκου προς το εξωτερικό του.
Το γεγονός αυτό επιτρέπει σε κάποιο ποσοστό του υλικού του δίσκου να
κινηθεί προς το εσωτερικό του, ενώ µέρος του υλικού του ϑα κινηθεί και προς
µεγαλύτερες αποστάσεις. ΄Αγνωστη παραµένει όµως µέχρι στιγµής η ϕύση
του ιξώδους, η οποία επιτρέπει την µεταφορά της στροφορµής. ∆ιάφοροι
µηχανισµοί έχουν προταθεί όπως η τυρβώδης ϱοή της ύλης, η ϐαρυτική
αστάθεια και η µαγνητική αστάθεια. Παρόλα αυτά είµαστε σε ϑέση κάνοντας
απλές υποθέσεις για την δοµή του δίσκου καθώς και για τις ϐασικές ϕυσικές
διεργασίες που συµβαίνουν σε αυτόν να κατασκευάσουµε διάφορα µοντέλα
εξισώσεων και να περιγράψουµε έναν δίσκο προσαύξησης.

5.8 Ασκήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι η σχέση διασποράς για συµµετρικούς τρόπους
δόνησης σε έναν λεπτό περιστρεφόµενο δίσκο είναι

ω2 = κ2 + c2
sk

2 − 2πGΣ|k|
(Εξίσωση (5.21»

2. Να µετατραπούν οι εξισώσεις συνέχειας και κίνησης του ϱευστού
από τις καρτεσιανές συντεταγµένες στις κυλινδρικές (r, θ, z) για δίσκο
προσαύξησης. Υποθέστε ότι η πυκνότητα
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Σ(r, θ) =
∫ ∞

−∞
ρ(r, θ, z)

και

~u = urêr + (uθ + rΩ)êθ

3. Χρησιµοποιώντας την εξίσωση Navier-Stokes για ένα δίσκο
προσαύξησης σε ισορροπία (αγνοήστε το ιξώδες) δείξτε ότι
(α) Στους λεπτούς δίσκους (το πάχος Η είναι πολύ µικρότερο από την
ακτίνα R) ισχύει η σχέση

c2
s << R2Ω2

όπου cs είναι η ταχύτητα του ήχου και Ω η γωνιακή ταχύτητα
περιστροφής του δίσκου.
(ϐ) Στους λεπτούς δίσκους η κλίση της πίεσης είναι αµελητέα
(γ) Αν υποθέσουµε ότι η κυκλική συνιστώσα της ταχύτητας uθ είναι πολύ
µικρότερη από την ακτινική ur, τότε η κίνηση υπακούει στο νόµο του
Kepler .

4. Να µελετήσετε το άρθρο των Lynden-Bell and Pringle, 1974, M.N.R.A.S,
168, 603 και να υπολογίσετε ότι η ϱοπή που ασκεί ο εσωτερικός
δακτύλιος στον εξωτερικό ενός λεπτού δίσκου προσαύξησης είναι

G = −2πr3Σν
dΩ
dr



Κεφάλαιο 6

Μαγνητικά πεδία στην
αστροφυσική

6.1 Εισαγωγή

Οι ιδιότητες των µαγνητικών πεδίων που συναντάµε είτε στην καθηµερινή µας
Ϲωή, είτε στο εργαστήριο µας είναι καλά γνωστές. Στην Αστροφυσική όµως
,οι µεγάλες διαστάσεις των αντικειµένων (αστέρες, γαλαξίες) δίνουν ένα άλλο,
πολύ διαφορετικό χαρακτήρα στα µαγνητικά πεδία.

Στο Σύµπαν τα µαγνητικά πεδία έχουν τη µορφή ¨οργανισµού¨ που
τροφοδοτείται µε ενέργεια από τους αστέρες και τους γαλαξίες. Οπως ϑα
συζητήσουµε στη συνέχεια ένα ασθενές µαγνητικό πεδίο µπορεί να ενισχυθεί
,ενώ τα ισχυρά πεδία που προκύπτουν γίνονται µε τη σειρά τους αφορµή για
µία σειρά εκρηκτικών ϕαινοµένων στο Σύµπαν.

Γνωρίζουµε ότι η ϐαρυτική κατάρρευση ενός µεσοαστρικού νέφους
ϑα σηµάνει την έναρξη των πυρηνικών αντιδράσεων στο κέντρο του
δηµιουργούµενου από την κατάρρευση αστέρα. Η ακτινοβολία που παράγεται
στο κέντρο του αστέρα ϑα ϑέσει σε κίνηση τα εξωτερικά του στρώµατα.
Η κίνηση αυτή ϑα ενισχύσει το προϋπάρχον από το µεσοαστρικό νέφος
µαγνητικό πεδίο. ΄Ετσι, µέρος της κινητικής ενέργειας του ϱευστού ϑα
µετατραπεί σε µαγνητική ενέργεια. Θα ισχυριστούµε ότι : Τα µαγνητικά
πεδία στο διάστηµα δηµιουργούνται από την κίνηση του πλάσµατος.

Το κέντρο της Γης, η Ϲώνη µεταφοράς στους αστέρες, οι δίσκοι
προσαύξησης γύρω από τα συµπαγή αντικείµενα, το µεσοαστρικό αέριο, είναι
µερικά από τα πιο γνωστά αστροφυσικά αντικείµενα που παράγουν συνεχώς
νέα µαγνητικά πεδία (Κοσµικές Μαγνητικές Γεννήτριες).

Τα µαγνητικά πεδία καταστρέφονται µε αργούς ϱυθµούς,η δε ενέργειά
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τους είτε µετατρέπεται σε κινητική ενέργεια του πλάσµατος (ϑέρµανση του
πλάσµατος) ή εκλύεται εκρηκτικά (εκλάµψεις) επιταχύνοντας ένα µικρό
αριθµό ϕορτίων (κοσµικές ακτίνες).

6.2 Η ϕύση των µαγνητικών πεδίων

Ο Θαλής ο Μιλήσιος είναι ο πρώτος που αναφέρει αµοιβαία έλξη µεταξύ
µαγνητών ενώ ο Πλάτωνας αναφέρει την έλξη του σιδήρου από µαγνήτες. Οι
Κινέζοι ϕαίνεται να είναι οι πρώτοι που αξιοποίησαν τις ιδιότητες του µαγνήτη
στη ναυσιπλοΐα. Στο Σχήµα 6.1 σχεδιάσαµε τη διεύθυνση που δείχνει η
µαγνητική ϐελόνα υπό την επίδραση του µαγνητικού πεδίου της Γης.

Σχήµα 6.1: Οι µαγνητικές γραµµές στο διπολικό µαγνητικό πεδίο της Γης

Η διεύθυνσή της µεταβάλλεται συνεχώς από το ένα σηµείο στο άλλο. Για
το λόγο αυτό, χρησιµοποιήσαµε µια οικογένεια καµπυλών που ονοµάζουµε
µαγνητικές γραµµές. Οι µαγνητικές γραµµές είναι µια χρήσιµη γραφική
απεικόνιση που εισήγαγε πρώτος ο Faraday το δέκατο ένατο αιώνα. Θα
κάνουµε ευρεία χρήση των µαγνητικών γραµµών σε τούτο το µάθηµα. Η
µαγνητική επαγωγή του πεδίου ~B αποτελεί ένα µέτρο της δύναµης που
ασκείται στη µαγνητική ϐελόνα κατά µήκος των µαγνητικών γραµµών και
συµβολίζεται µε B0. Η διεύθυνση του µαγνητικού πεδίου σε κάθε σηµείο
προσδιορίζεται από τη διεύθυνση της µαγνητικής ϐελόνας. Η µονάδα
µέτρησης της έντασης του µαγνητικού πεδίου στο σύστηµα CGS είναι το
Gauss . Ενδεικτικές τιµές του µαγνητικού πεδίου σε διάφορα αστροφυσικά
αντικείµενα δίνονται στον Πίνακα 1.
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Αστροφυσικα αντικειµενα Ισχύς µαγνητικών
πεδίων (Gauss)

Ηλιος 10- 1000
∆ίας 10
Γη 0.6
Αστέρας HD 215441 32000
Αστέρες Νετρονίων 1012

Πίνακας 6.1: Τιµές µαγνητικού πεδίου σε διάφορα Αστροφυσικά αντικείµενα

Εκτός από το µαγνητικό πεδίο ϐέβαια, υπάρχει και το ηλεκτρικό πεδίο.
Αντιλαµβανόµαστε συνήθως αυτά τα πεδία ως δύο διαφορετικές οντότητες,
ίσως ακριβώς λόγω της διαφορετικής ϕύσης των πηγών τους καθώς και των
υποθεµάτων στα οποία αυτά τα πεδία ασκούν δυνάµεις : το µεν µαγνητικό
πεδίο παράγεται από µαγνήτες ή ϱεύµατα και ασκεί δυνάµεις σε µαγνήτες και
ϱεύµατα, το δε ηλεκτρικό παράγεται από ϕορτία και ασκεί δυνάµεις σε ϕορτία.
Εντούτοις, όπως ϑα διαπιστώσουµε και πιο κάτω, το αν ϑα ανιχνεύσουµε
ηλεκτρικό ή µαγνητικό πεδίο είναι καθαρά ϑέµα επιλογής του συστήµατος
αναφοράς στο οποίο ϑα κάνουµε τη µελέτη µας. Θα δούµε δηλαδή ότι τελικά
τα δύο αυτά πεδία είναι αλληλένδετα, µε την έννοια ότι αν µετακινηθούµε σε
σχέση µε το ένα, συναντάµε το άλλο. Ο νόµος του Ohm παρουσία µαγνητικού
πεδίου παίρνει τη µορφή

~J = σ

[
~E +

~v × ~B

c

]
(6.1)

όπου µε σ συµβολίζουµε την ειδική αγωγιµότητα και µε v την ταχύτητα του
πλάσµατος. Η ειδική αγωγιµότητα στο πλάσµα είναι άπειρη άρα για να είναι
η πυκνότητα του ϱεύµατος πεπερασµένη ϑα πρέπει να ισχύει

~E = −~v × ~B

c
(6.2)

΄Αρα ήδη από αυτή τη σχέση γίνεται ϕανερό ότι το µαγνητικό και το
ηλεκτρικό πεδίο είναι αλληλένδετα. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι
ϐρισκόµαστε µέσα σε ένα ηλεκτρικά µονωµένο µεταλλικό κουτί. Τοποθετούµε
ένα µικρό µαγνήτη εντός του κουτιού. Το ηλεκτρικό πεδίο εντός του κουτιού
είναι παντού µηδέν. Εάν κινηθούµε µε ταχύτητα v κάθετα στο µαγνητικό
πεδίο µέσα στο µεταλλικό κουτί ϑα παρατηρήσουµε ένα ηλεκτρικό πεδίο.
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΄Ενα ϕορτίο q, εάν κινηθεί κάθετα στις µαγνητικές γραµµές του µαγνήτη, ϑα
αισθανθεί µια δύναµη ~F = q(~v × ~B)/c, που είναι κάθετη προς τη ταχύτητα
και το µαγνητικό πεδίο (η δύναµη αυτή είναι γνωστή ως δύναµη Lorentz). Η
ισχύς του ηλεκτρικού πεδίου είναι v · B V olt/m (αν η ταχύτητα µετρηθεί σε
m/s και το µαγνητικό πεδίο σε Gauss). ΄Αρα µπορεί να ϐρισκόµαστε ακίνητοι
µπροστά στο µαγνήτη και να µην αισθανόµαστε κανένα ηλεκτρικό πεδίο ενώ
όλα τα άλλα συστήµατα αναφοράς που κινούνται αισθάνονται τη παρουσία
ηλεκτρικού πεδίου. Είναι λοιπόν δύσκολο να απαντήσουµε το ερώτηµα:
Υπάρχει η όχι ηλεκτρικό πεδίο µέσα στο µεταλλικό κουτί; Το ερώτηµα αυτό
δεν έχει µια γενική απάντηση, ϑα πρέπει να προσδιορισθεί το σύστηµα στο
οποίο ϑα κάνουµε τη µέτρηση. Το ηλεκτρικό πεδίο µπορεί να γίνει οσοδήποτε
µεγάλο, αρκεί το σύστηµα αναφοράς να κινείται µε αρκετά µεγάλη ταχύτητα.
Φυσικά το πεδίο αυτό δεν έχει καµιά αξία γιατί το πεδίο που µας ενδιαφέρει
προσδιορίζεται από το συγκεκριµένο σύστηµα που έχει ϕυσική σηµασία για
το πρόβληµα µας.

Στην αστροφυσική η διαφορά δυναµικού µπορεί να γίνει πολύ µεγάλη
λόγω των µεγάλων διαστάσεων. Η διαφορά δυναµικού που προκύπτει
όµως δεν έχει καµιά ϕυσική σηµασία εκτός και δείξουµε ότι το σύστηµα
αναφοράς που υπολογίζουµε το ηλεκτρικό πεδίο έχει κάποια ιδιαίτερη αξία. Η
αλληλεπίδραση του ηλιακού ανέµου µε το µαγνητικό πεδίο της Γης είναι ένα
καλό παράδειγµα. Ο Ηλιακός άνεµος αποτελείται από πλάσµα και σαρώνει το
µαγνητικό πεδίο της Γης (3× 10−5G) µε ταχύτητα 400Km/s, δηµιουργώντας
στο σύστηµα αναφοράς της Γης ένα ηλεκτρικό πεδίο 1.2 × 10−3V/m. Για
την απόσταση Γης-Ηλίου το δυναµικό είναι 1.8 × 108V . Μπορούµε να
υπολογίσουµε διάφορες τιµές του ηλεκτρικού πεδίου αν χρησιµοποιήσουµε
διαφορετικά συστήµατα αναφοράς π.χ στο σύστηµα αναφοράς που κινείται
µε τον ηλιακό άνεµο το ηλεκτρικό πεδίο είναι µηδέν, ενώ στο σύστηµα που
κινείται προς τον ήλιο µε ταχύτητα 400 Km/s το δυναµικό είναι 3× 106V .

Είµαστε συνηθισµένοι στην ιδέα ότι το µαγνητικό πεδίο δηµιουργείται
από τα ϱεύµατα. Η ενέργεια που κουβαλάνε τα ϱεύµατα τροφοδοτεί το
µαγνητικό πεδίο. Ας κάνουµε όµως ένα πείραµα. Ας ϕτιάξουµε ένα
µεγάλο ηλεκτροµαγνήτη που περιτυλίσσει ένα κοµµάτι σίδηρο για να δουλεύει
καλύτερα. Περνάµε ένα ισχυρό ϱεύµα και δηµιουργείται γύρω από τον
κύλινδρο του σιδήρου ένα ισχυρό µαγνητικό πεδίο . Ξαφνικά ανοίγουµε
το διακόπτη και σταµατάµε τη παροχή ϱεύµατος στον ηλεκτροµαγνήτη,
παρατηρούµε όµως ότι ένα πολύ ισχυρό ϱεύµα αναπτύσσεται στο διακόπτη,
τόσο ισχυρό που µπορεί να τον καταστρέψει. Ο λόγος είναι απλός. Το ϱεύµα
δεν µπορεί να σταµατήσει µέχρι να µηδενιστούν τα µαγνητικά πεδία, και
τα µαγνητικά πεδία δεν µπορούν να µηδενιστούν µέχρι να καταναλωθεί η
ενέργεια που έχουν αποθηκεύσει. Στο δεύτερο όµως σκέλος του πειράµατος
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είναι αδιανόητο να υποστηρίξουµε ότι το ϱεύµα προκαλεί το µαγνητικό
πεδίο. Η ενέργεια που αποθηκεύσαµε στο πεδίο δηµιούργησε το ϱεύµα που
κατάστρεψε το διακόπτη την ώρα που τον ανοίγαµε.

Στην αστροφυσική δεν υπάρχουν σύρµατα και µπαταρίες, σε πολύ
λίγες περιπτώσεις µπορούµε να µιλήσουµε για ϱεύµατα που προκαλούν τα
µαγνητικά πεδία. Κινήσεις ιονισµένων αερίων προκαλούν, αποθηκεύουν και
καταστρέφουν το µαγνητικό πεδίο σε µια διαρκεί πορεία στο χρόνο. Γι΄ αυτό
το ¨ζωντανό οργανισµό¨ που λέγεται µαγνητικό πεδίο ϑα µιλήσουµε σε τούτο
το µάθηµα.

6.3 Πως µετράµε τα µαγνητικά πεδία στη ϕύση;

Η παρουσία ισχυρού µαγνητικού πεδίου προκαλεί το διαχωρισµό των
γραµµών του ϕάσµατος. Το ϕαινόµενο είναι γνωστό ως ϕαινόµενο Zee-
man. Το ασθενές µαγνητικό πεδίο µπορεί να ανιχνευθεί µε την µέτρηση
της πόλωσης της διασπασµένης γραµµής. Στη παρούσα παράγραφο ϑα
περιγράψουµε το διαχωρισµό και την πόλωση των γραµµών που του ϕάσµατος
λόγω της παρουσίας του µαγνητικού πεδίου στη πηγή που εκπέµπει το ϕως,
και πώς ϑα ϐγάλουµε συµπεράσµατα για την τιµή του µαγνητικού πεδίου.
Θα περιγράψουµε επίσης την ακτινοβολία συγχροτρον των σχετικιστικών
ηλεκτρονίων και τον τρόπο προσδιορισµού ασθενούς µαγνητικού πεδίου σε
πολύ αποµακρυσµένα αντικείµενα στο σύµπαν.

6.3.1 Φαινόµενο Zeeman

Η κίνηση ϕορτισµένων σωµατιδίων παρουσία ηλεκτρικού και µαγνητικού
πεδίου περιγράφεται από την εξίσωση

m
d~v

dt
= q

[
~E(~r, t) +

~v × ~B(~r, t)
c

]

όπου m είναι η µάζα του ϕορτίου, c η ταχύτητα του ϕωτός. Η λύση της
εξίσωσης αυτής απουσία ηλεκτρικού πεδίου και για σταθερό και οµογενές
µαγνητικό πεδίο ( ~B = B0ẑ) παίρνει τη µορφή

mv̇x =
qB0

c
vy

mv̇y = −qB0

c
vx

mv̇z = 0
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Είναι εύκολο να συµπεράνουµε από τις παραπάνω εξισώσεις ότι το ϕορτίο
εκτελεί µια περιοδική κίνηση µέσα στο σταθερό µαγνητικό πεδίο µε συχνότητα

ωB =
qB0

mc
(6.3)

Η συχνότητα αυτή ονοµάζεται κυκλοτρονική συχνότητα ή συχνότητα Lar-
mor. Το επόµενο ϐήµα είναι η µελέτη της κίνησης ενός ηλεκτρονίου
παγιδευµένου στο πεδίο Coulomb ενός πρωτονίου και παρουσία σταθερού
και οµογενούς µαγνητικού πεδίου. Απουσία µαγνητικού πεδίου η κίνηση του
ηλεκτρονίου είναι περιοδική µε συχνότητα περιστροφής ω0. Οι εξισώσεις που
ϑα περιγράψουν τη κίνηση ϕορτίου στο ελκτικό δυναµικό του πυρήνα είναι

mẍ = −mω2
0x

mÿ = −mω2
0y

mz̈ = −mω2
0z

Η παρουσία ενός σταθερού και οµογενούς µαγνητικού πεδίου ~B = B0ẑ
ϑα προσθέσει και την επίδραση της δύναµης Lorentz στις παρακάτω σχέσεις,

mẍ = −mω2
0x +

e

c
B0ẏ

mÿ = −mω2
0y −

e

c
B0ẋ

mz̈ = −mω2
0z

Η κίνηση στη διεύθυνση z δεν εξαρτάται από το µαγνητικό πεδίο. Οι δύο
πρώτες εξισώσεις µπορούν να λυθούν εύκολα αν ϑέσουµε x = aeiωt και y =
beiωt. Τότε

a(ω2
0 − ω2)− iω

eB0

mc
b = 0

b(ω2
0 − ω2) + iω

eB0

mc
a = 0

Πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη εξίσωση µε i και αφαιρώντας την από την
πρώτη, καταλήγουµε στην εξίσωση

(a± ib)(ω2
0 − ω2)∓ (a± ib)ωωB = 0 (6.4)
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ή ω2
0 − ω2 ± ωωB = 0. Θεωρώντας ότι ωB << ω0 και ότι ω ' ω0 έχουµε

ω = ω0 ± ωB.
Η κίνηση του ϕορτίου στο επίπεδο (x, y) ϑα είναι περιοδική µε

x = acos(ω0 ∓ ωB)t
y = asin(ω0 ± ωB)t

΄Ενα ϕορτίο που εκτελεί την κίνηση που περιγράψαµε ϑα εκπέµπει :

• Ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία µε τη µορφή επίπεδων κυµάτων
συχνότητας ω0, λόγω της κίνησης του κατά µήκος του αξονα z

• Ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία µε τη µορφή κυκλικά πολωµένων
κυµάτων µε συχνότητες ω0 + ωB και ω0 − ωB, που διαδίδονται κατά
µήκος του µαγνητικού πεδίου, λόγω της κίνησής του στο επίπεδο (x, y)

Εάν η γραµµή που ενώνει την πηγή µε τον παρατηρητή (γραµµή
παρατήρησης) είναι παράλληλη µε τον άξονα z, ϑα παρατηρήσουµε δύο νέες
συχνότητες ω0 ± ωB. Εάν η γραµµή παρατήρησης είναι κάθετη στον άξονα
z τότε ϑα παρατηρήσουµε τρεις γραµµές (Zeeman triplet) ω0 − ωB (κυκλικά
πολωµένη), ω0 (γραµµικά πολωµένη) και ω0 +ωB (κυκλικά πολωµένη). Αυτός
ο διαχωρισµός αποτελεί έναν τρόπο µελέτης του τοπικού µαγνητικού πεδίου
στην αστροφυσική (ϐλέπε Σχήµα 6.2)

Σχήµα 6.2: Ο διαχωρισµός των γραµµών λόγω του ισχυρού µαγνητικού πεδίου
πάνω από τις κηλίδες στον ΄Ηλιο. Το µαγνητικό πεδίο είναι 4000G.
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Η κβαντική περιγραφή του ϕαινοµένου Zeeman είναι περισσότερο σύνθετη
(και αρκετά πιο ακριβής). Η µελέτη της συµπεριφοράς του δεσµευµένου
ηλεκτρονίου παρουσία ενός εξωτερικού σταθερού και οµογενούς µαγνητικού
πεδίου καταλήγει στο διαχωρισµό των ενεργειακών σταθµών

∆E = βB0Jzg

όπου β σταθερά και

g = 1 +
J(J + 1)− L(L + 1)− S(S + 1)

2J(J + 1)

ο παράγοντας Lande (Lande factor).
Η κίνηση ηλεκτρονίου παγιδευµένου στο πεδίο του πυρήνα και παρουσία

σταθερού και οµογενούς µαγνητικού πεδίου προσδιορίζεται από τέσσερις
κβαντικούς αριθµούς

L κβαντικός αριθµός της τροχιακής σροφορµής
S κβαντικός αριθµός του spin
J κβαντικός αριθµός της ολικής στροφορµής
Jz µαγνητικός κβαντικός αριθµός

(προβολή του J στη διεύθυνση του µαγνητικού πεδίου)
Η µετάπτωση ενός ηλεκτρονίου από τη στάθµη (g, Jz) → (g′, J ′z) ϑα

καταγραφεί µε µετατόπιση

∆λB =
(

e

4πcme

)
Jzgλ2B0

΄Οταν το µαγνητικό πεδίο µετρηθεί σε Gauss και το µήκος κύµατος σε
εκατοστά τότε

∆λB = 4.67× 10−5g∗λ2B

όπου g∗ = Jzg. Στην απλούστερη περίπτωση που το σπιν είναι µηδέν (S = 0)
το g = 1. Αν και οι δύο καταστάσεις έχουν S = 0 τότε οι επιλογές για το
Jz = (1, 0, 1) και το αποτέλεσµα είναι ο κανονικός διαχωρισµός Zeeman (Zee-
man triplet). Στις περισσότερες περιπτώσεις ο διαχωρισµός των γραµµών είναι
αρκετά πιο σύνθετος, παρουσιάζονται πολλαπλότητες και ¨ανωµαλίες¨ που
χρειάζονται αρκετά πολύπλοκους υπολογισµούς. Συνήθως οι υπολογισµοί
αυτοί προσδιορίζουν µε ακρίβεια το γ.
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Στην απλή περίπτωση που η µία γραµµή του ϕάσµατος µετατρέπεται σε
τρεις, η γραµµή που υπήρχε και πριν την εφαρµογή του µαγνητικού πεδίου
Jz = 0 συµβολίζεται µε π και είναι γραµµικά πολωµένη, ενώ οι δύο άλλες µε σ
και είναι κυκλικά πολωµένες. Οι κανόνες που αναφέραµε για την απλή τριάδα
εµφανίζονται και στις πολύπλοκες περιπτώσεις απλά τώρα η συνεισφορά της
κάθε συνισταµένης έχει έναν παράγοντα ϐάρους.

Είναι ϕανερό ότι οι ϕασµατικές γραµµές παρουσιάζουν ένα εύρος λόγω
του ϕαινοµένου Doppler ή των συγκρούσεων. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να
µη µπορούµε να διαγνώσουµε µετατοπίσεις που προκαλούνται από ασθενή
µαγνητικά πεδία. Στον ΄Ηλιο δεν είναι εύκολο να διακρίνουµε το διαχωρισµό
ϕασµατικών γραµµών που προέρχονται από µαγνητικά πεδία ασθενέστερα
από 0.15T . Εάν το πεδίο είναι ασθενέστερο, το ϕαινόµενο Zeeman συµµετέχει
στην πλάτυνση των γραµµών του ϕάσµατος, επειδή όµως οι γραµµές σ έχουν
διαφορετική πολικότητα και ο διαχωρισµός είναι εύκολος αν µπορούµε να
µετρήσουµε την πολικότητα. Η µέτρηση της πολικότητας των γραµµών του
ϕάσµατος µας οδηγεί σε ένα νέο ϑέµα.

6.3.2 Ακτινοβολία σύγχροτρον

΄Εχουµε ήδη δείξει ότι το ελεύθερο ηλεκτρόνιο εκτελεί µια ελικοειδή κίνηση
µέσα σε σταθερό µαγνητικό πεδίο. Εάν το ηλεκτρόνιο έχει ταχύτητα κάθετη
προς το µαγνητικό πεδίο πολύ κοντά στην ταχύτητα του ϕωτός (v⊥ ' c) (και α
υποθέσουµε ότι v‖ ' 0) τότε η ακτινοβολία που εκπέµπει συγκεντρώνεται σε
ένα µικρό κώνο που έχει άνοιγµα ∆θ ∼ (1/γ), όπου γ είναι ο σχετικιστικός
παράγοντας (ϐλέπε Σχήµα 6.3(α». Ο παρατηρητής ϑα καταγράφει τη
χρονοσειρά που ϕαίνεται στο Σχήµα 6.3(ϐ).

Το ϕάσµα της ακτινοβολίας που ϑα καταγράψουµε από µια
µονοενεργειακή κατανοµή από ηλεκτρόνια µε ενέργεια (m0c

2γ) ϕαίνεται στο
Σχήµα 6.4.

Από αυτό το ϕάσµα εύκολα προσδιορίζουµε το µαγνητικό πεδίο γιατί
το µέγιστο παρουσιάζεται κοντά στην κυκλοτρονική συχνότητα (η αναλυτική
περιγραφή αυτών των αποτελεσµάτων ξεφεύγει από τα πλαίσια του µαθήµατος
και προτείνεται για εργασία.)

Εάν η κατανοµή των ηλεκτρονίων δεν είναι µονοενεργειακή, τότε
για να υπολογίσουµε το ϕάσµα της ακτινοβολίας σύγχροτρον ϑα πρέπει
να προσθέσουµε τη συνεισφορά όλων των ηλεκτρονίων στο χώρο των
ταχυτήτων (δηλαδή να ϑεωρήσουµε την κατανοµή των ταχυτήτων σαν άθροιση
µονοενεργειακών κατανοµών µε διαφορετική πυκνότητα). Σε µια τέτοια
περίπτωση η ενεργειακή κατανοµή των σχετικιστικών ηλεκτρονίων ϑα έχει τη
µορφή
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Σχήµα 6.3: (α) Η ακτινοβολία από ένα ηλεκτρόνιο που κινείται µε σχετικιστική
ταχύτητα µέσα σε σταθερό και οµογενές µαγνητικό πεδίο. (ϐ) Η χρονοσειρά
της ακτινοβολίας που ϑα καταγράψει ο παρατηρητής που ϐρίσκεται µακριά
από την πηγή.

Σχήµα 6.4: Ακτινοβολία σύγχροτρον από µονοενεργειακή κατανοµή
ηλεκτρονίων.

fb(γ) ∼ γ−p

όπου p σταθερά. Το ϕάσµα έχει επίσης τη µορφή νόµου δύναµης Iv ∼
n−(p−1)/2.
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Αν τα σχετικιστικά ηλεκτρόνια δεν είναι στο κενό, το πλάσµα που τα
περιβάλει ϑα απορροφήσει τις χαµηλές συχνότητες και η κατανοµή f(γ) ϑα
έχει τη µορφή f(γ) = fM + fb, όπου fM είναι η κατανοµή Maxwell για το
πλάσµα, όπου υποθέτουµε ότι ϐρίσκεται σε ϑερµοδυναµική ισορροπία. Στην
περίπτωση αυτή το ϕάσµα της ακτινοβολίας σύγχροτρον της κατανοµής f(γ)
έχει τη µορφή που ϕαίνεται στο Σχήµα 6.5.

Σχήµα 6.5: Η αναµενόµενη ϱαδιοφωνική εκποµπή από µια συµπαγή
ϱαδιοπηγή. Η ακτινοβολία γίνεται οπτικά αδιαφανής κάτω από µια
χαρακτηριστική συχνότητα

Στις ¨χαµηλές¨ συχνότητες έχει τη µορφή του µελανού σώµατος (opti-
cally thick) Iν ∼ ν5/2 ενώ στις ϋψηλές¨ συχνότητες ακολουθεί το νόµο που
περιγράψαµε πιο πάνω (optically thin). Η σχέση που συνδέει την πυκνότητα
ϱοής ακτινοβολίας, τη συχνότητα και τη γωνιακή στροφορµή της πηγής
θs = Rs/r, (Rs είναι η ακτίνα της πηγής και r η απόσταση του παρατηρητή
από την πηγή) είναι Fνm ∼ B

−1/2
0 ν

5/2
m θ2

s . Τα νm, θs και Fνm µπορεί να
µετρηθούν από τις παρατηρήσεις, άρα έµµεσα µπορούµε να προσδιορίσουµε
και την τιµή του µαγνητικού πεδίου.

6.4 Μαγνητοϋδροδυναµική (MHD)

Η µαγνητοϋδροδυναµική (ϑα χρησιµοποιούµε στη συνέχεια την
συντοµογραφία MHD ) αποτελεί την επέκταση της υδροδυναµικής στο
ιονισµένο αέριο (πλάσµα). Βασική προϋπόθεση στη µαγνητοϋδροδυναµική
είναι ότι το µέσο ηλεκτρικό πεδίο µέσα στο ϱευστό είναι µηδέν. Θεωρούµε ότι
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η κλίµακα χρόνου των µεταβολών που µελετάµε είναι πολύ µεγαλύτερη από
τη κλίµακα χρόνου των µεταβολών του ηλεκτρικού πεδίου.

Αν υποθέσουµε ότι το ιονισµένο ϱευστό κινείται µέσα σε εξωτερικό
µαγνητικό πεδίο ~B η ηλεκτροµαγνητική δύναµη που επιδρά στον στοιχειώδη
όγκο ∆V του ϱευστού είναι

~Fm =
~j × ~B

c
(6.5)

όπου ~j είναι η πυκνότητα του ηλεκτρικού ϱεύµατος. Η Εξ. (6.5) συνοδεύεται
από τις εξισώσεις Maxwell

∇× ~B =
4π

c
~j (6.6)

∇× ~E = −1
c

∂ ~B

∂t
(6.7)

∇ · ~B = 0 (6.8)

(το ϱεύµα µετατόπισης είναι µηδέν για τους λόγους που περιγράψαµε ήδη),
και το νόµο του Ohm:

~j = σ[ ~E +
~u× ~B

c
] (6.9)

Συνδυάζοντας τις Εξισώσεις (6.5) και (6.6) έχουµε

Fm =
(∇× ~B)× ~B

4π
=

1
4π

[
( ~B · ∇) ~B − 1

2
∇2B

]
(6.10)

όπου B = | ~B| είναι το µέτρο του διανύσµατος του µαγνητικού πεδίου.
Συνδυάζοντας τις Εξισώσεις (6.6), (6.7) και (6.9) έχουµε

∇× (∇× ~B) =
4π

c
[∇×~j]

=
4πσ

c
[∇× ~E +∇× (

~u× ~B

c
)]

=
4πσ

c2

[
−∂B

∂t
+∇× (~u× ~B)

]
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Κανοντας χρήση της ταυτότητας ∇ × (∇ × ~B) = ~B(∇ · ~B) − ∇2 ~B = −∇2 ~B
καταλήγουµε σε µια πολύ χρήσιµη διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη
χωροχρονική εξέλιξη του µαγνητικού πεδίου µέσα στο ϱευστό.

∂ ~B

∂t
= ∇× (~u×B) + η∇2 ~B (6.11)

όπου η = c2

4πσ είναι η ειδική αντίσταση του πλάσµατος.

Μια ακόµα ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι οτι αν η αγωγιµότητα στο
πλάσµα είναι άπειρη τότε το µαγνητικό πεδίο είναι παγωµένο µέσα στο πλάσµα
και κινούνται µαζί.

Σχήµα 6.6: Η επιφάνεια 4S είναι κάθετη προς τις µαγνητικές γραµµές και
κινείται µε ταχύτητα u.

Εάν υποθέσουµε ότι µέσα σε µαγνητισµένο πλάσµα υπάρχει µια επιφάνεια
4S (Σχ. 6.6), η ϱοή του µαγνητικού πεδίου που περνάει µέσα από την
επιφάνεια αυτή είναι ίση µε Φm =

∫
~B · d ~A. Αν η περίµετρος της επιφάνειας

µετακινηθεί µε ταχύτητα ~u τότε η ϱοή Φm ϑα αλλάξει µε ϱυθµό

Φ̇m =
∫

∆S
d ~A · ~̇B +

∫

∆S
d ~̇A · ~B. (6.12)

Γνωρίζουµε ότι η αγωγιµότητα στο πλάσµα είναι πάρα πολύ µεγάλη, άρα
ο όρος (c2/4πσ)∇2B ' 0, τότε

∂ ~B

∂t
= ~∇× (~u× ~B). (6.13)
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (6.13) την εξίσωση (6.12) και επειδή d ~̇A = ~u×d~l
(ϐλέπε Σχ. 6.6) έχουµε

Φ̇m =
∫

∆S
d ~A · (~∇× (~u× ~B)) +

∫

c

~B · (~u× d~l). (6.14)

Κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος του Stokes και της ταυτότητας
~A · ( ~B × ~C) = ( ~A× ~B) · ~C υπολογίζουµε εύκολα ότι το Φ̇m = 0, άρα οι
µαγνητικές γραµµές είναι ‘παγωµένες’ µέσα στο πλάσµα (frozen in), όταν η
αγωγιµότητα είναι ‘άπειρη’ (collisionless plasma).

6.5 Θεώρηµα V irial

Είναι χρήσιµο για πολλές εφαρµογές της µαγνητουδροδυναµικής να
υπολογίσουµε µερικές µακροσκοπικές ποσότητες που ισχύουν για ολόκληρο
το σύστηµα που µελετάµε και να ϐρούµε τις µεταξύ τους σχέσεις. Η
σχέση που συνδέει τις µικροσκοπικές ποσότητες του συστήµατος ονοµάζεται
Θεώρηµα Virial και είναι ιδιαίτερα χρήσιµο όταν παρακολουθούµε την
χωροχρονική εξέλιξη του συστήµατος λύνοντας αριθµητικά τις εξισώσεις της
µαγνητουδροδυναµικής.

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά την Εξ. (1.17) µε το διάνυσµα ~r και
ολοκληρώνοντας για ολόκληρη τη µάζα του έχουµε

∫
dm~r · d2~r

dt2
=

∫
dm(~r · ~f)−

∫
~r · ∇P

dm

ρ

όπου f = F/ρ είναι η δύναµη ανά µονάδα µάζας. Ο πρώτος όρος παίρνει τη
µορφή

~r · d2~r

dt2
=

d

dt

(
~r
d~r

dt

)
− d~r

dt
· d~r

dt
=

d2

dt2

(
r2

2

)
− u2.

Η ϱοπή αδράνειας ορίζεται απο τη σχέση

I =
∫

r2dm

και η ολική κινητική ενέργεια

2 < T >=
∫

u2dm
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άρα
∫

dm~r · d2~r

dt2
=

1
2

d2I

dt2
− 2 < T > . (6.15)

Ο όρος
∫

~r · ∇P
dm

ρ
=

∫
∇(~rP )dV − 3

∫
PdV

=
∮

P (~r · d~S)− 3
∫

PdV

(για να ϕτάσουµε σε αυτό το αποτέλεσµα κάναµε χρήση της ταυτότητας (∇ ·
(P~r) = (∇ · ~r)P + (~r · ∇)P και ότι ∇ · ~r = 3)

Συνδυάζοντας όλες τις παραπάνω σχέσεις καταλήγουµε στο ϑεώρηµα Virial

1
2

d2I

dt2
= 2 < T > +3

∫
PdV +

∫
(~r · ~f)dm

−
∮

P~r · d~S (6.16)

Γνωρίζουµε ότι

U =
3
2

∫
PdV

όπου U είναι η εσωτερική ενέργεια του ϱευστού και ότι ο τελευταίος όρος
µπορεί να αγνοηθεί αν η πίεση στην επιφάνεια του ϱευστού δεν είναι
σηµαντική, άρα

1
2

d2I

dt2
= 2 < T > +2U +

∫
(~r · ~f)dm (6.17)

όπου ό όρος ~r · ~f περιέχει όλες τις δυνάµεις πλην της κλίσης της πίεσης.
Είναι ενδιαφέρον να αναλύσουµε περισσότερο τον τελευταίο όρο

χρησιµοποιώντας δύο πολύ συνηθισµένες δυνάµεις όπως τη δύναµη της
ϐαρύτητας (fg) και τη δύναµη που οφείλεται στη παρουσία του µαγνητικού
πεδίου (fm).

~fg = −
∫

dV
Gρ(r)~r
|~r|3
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και
∫

(~f · ~r)dm = −
∫

Gm(r)dm(r)
|~r| = Ug

όπου Ug είναι δυναµική ενέργεια. Για έναν οµογενή και σφαιρικό αστέρα

Ug = −G

∫ R

0

4
3πr3ρ

r
4πr2ρdr

= −16π2ρ2

3

∫ R

0
r4dr = −16π2ρ2

3
R5

5

= −3
5

GM2

R
. (6.18)

΄Οµοια υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫
(~fm · ~r)dm =

∫
dm

~r · (~j ×B)
ρc

=
∫

dV
~r · (~j × ~B)

c

=
1
4π

∫
dV ~r · [(∇× ~B)× ~B]

=
∫

dV

4π
[~r · ( ~B · ∇) ~B − 1

2
~r · ∇B2]

=
∫

dV

4π

[
B2

2
+∇ · [ ~B( ~B · ~r)]− B2

2
~r

]

= Φm +
∫

S
( ~B · ~r)

~B · d~S

4π
−

∫

S
B2~r · d~S

8π

όπου Φm είναι η πυκνότητα της µαγνητικής ενέργειας. (Για να ϕτάσουµε στη
τελευταία σχέση χρησιµοποιήσαµε το Θεώρηµα Gauss.) Το ϑεώρηµα Virial
παίρνει τώρα τη µορφή

1
2

d2I

dt2
= 2 < T > +2U + Ug + Φm +

∫

S
( ~B · ~r)

~B · d~S

4π

−
∫

S
B2~r · d~S

8π
−

∮
P~r · d~S (6.19)

Στα κεφάλαια που ακολουθούν ϑα µας δοθεί πολλές ϕορές η ευκαιρία να
αξιοποιήσουµε το ϑεώρηµα Virial.
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6.6 Κύµατα Alfven

Στην παράγραφο 3.2 µελετήσαµε τις διαταραχές των µακροσκοπικών
ποσοτήτων του ϱευστού απουσία µαγνητικού πεδίου. Θα επαναλάβουµε την
ίδια διαδικασία κάνοντας χρήση των εξισώσεων της Μαγνητουδροδυναµικής.
Οι εξισώσεις MHD είναι

ρ
∂~u

∂t
+ ρ~u · ∇~u = −c2

s∇ρ−∇(B2/8π) +
1
4π

( ~B · ∇) ~B (6.20)

∂ρ

∂t
+∇(ρ~u) = 0 (6.21)

∂ ~B

∂t
= ∇× (~u× ~B). (6.22)

∆ιαταράσσοντας τις παραπάνω εξισώσεις

ρ = ρ0 + ερ1

~u = ε~u1

~B = ~B0 + ε ~B1

και κρατώντας όρους γραµικούς ως πρός ε έχουµε

ρ
∂ ~u1

∂t
= −c2

s∇ρ1 −∇
(

B0B1

8π

)
+

1
4π

( ~B0 · ∇) ~B1 (6.23)

∂ρ1

∂t
+ (ρ0∇ · ~u) = 0 (6.24)

∂ ~B1

∂t
= ∇× ( ~u1 × ~B0). (6.25)

Αν αναζητήσουµε λύσεις της µορφής

ρ1 = ρ10e
i(~k·~r−ωt)

B1 = B10e
i(~k·~r−ωt)

u1 = u10e
i(~k·~r−ωt)

και για να απλοποιήσουµε τις πράξεις ϑα ϑεωρήσουµε ότι το µαγνητικό
πεδίο έχει τη διεύθυνση του άξονα z ( ~B = B0êz,) οι διαταραχές διαδίδονται
παράλληλα προς τις µαγνητικές γραµµές (~k = kêz) µε ταχύτητα u1 =
(u1x, 0, 0) ενώ ή διαταραχή του µαγνητικού πεδίου είναι B1 = (B1x, 0, 0).
Από τις εξ. (6.23) και (6.25) έχουµε
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−iωu1x = ikB1x
B0

8πρ0
(6.26)

−iωB1x = ikB0u1x (6.27)

και αντικαθιστώντας το B1x από την εξ. (6.27) στην εξ. (6.26) καταλήγουµε
στην εξίσωση διασποράς

(ω2 − k2(B2
0/(4πρ0))u1x = 0. (6.28)

Επειδή το u1x είναι διάφορο του µηδενός ϑα πρέπει,

ω2 = k2u2
A (6.29)

όπου uA =
√

B2
0/(4πρ0) η ταχύτητα Alfven. Συµπεραίνουµε ότι τα κύµατα

Alfven διαδίδονται κατά µήκος των µαγνητικών γραµµών µε ταχύτητα uA.
Τα κύµατα ήχου δηµιουργούνται γιατί η κλίση της πίεσης λειτουργεί σαν

την δύναµη επαναφοράς στην εξωτερική διαταραχή ενώ για τα κύµατα Alfven
η δύναµη επαναφοράς προέρχεται από την κλίση της µαγνητικής πίεσης. Μια
άλλη σηµαντική διαφορά τους είναι ότι τα κύµατα ήχου είναι διαµήκη (η
ταχύτητα διάδοσης είναι παράλληλη µε το διάνυσµα διάδοσης) ενώ τα κύµατα
Alfven είναι εγκάρσια δηλαδή διαδίδονται κάθετα στις µαγνητικές γραµµές
(~u1 ⊥ ~k).

6.7 Ο ϱόλος του µαγνητικού πεδίου στην
κατάρρευση ενός νεφους

Το µαγνητικό πεδίο στο µεσοαστρικό χώρο είναι ασθενές (B ∼ 10−6Gauss),
αλλά µπορεί να επιφέρει σοβαρές αλλαγές στην δυναµική εξέλιξη της συστολής
των µεσοαστρικών νεφών. Είναι εύκολο να εκτιµήσουµε τη σηµασία του
µαγνητικού πεδίου µε το να υπολογίσουµε την ενέργεια του µαγνητικού
πεδίου και να την συγκρίνουµε µε την ϐαρυτική ενέργεια

ΦM =
B2

8π
V ∼ (10−6)2 × (10pc)3 > Ug (6.30)

Η µαγνητική πίεση διαφέρει από την πίεση του αερίου, γιατί δεν είναι
ισοτροπική και µπορεί να είναι αρνητική στη µία διεύθυνση και ϑετική στην
άλλη. Για παράδειγµα στο Σχ. (6.7) ) ή πίεση κάθετα στις µαγνητικές γραµµές
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Σχήµα 6.7: Η συστολή ενός µαγνητισµένου νέφους

(P⊥ = B2

8π ) ϑα αντιστέκεται στη δύναµη της ϐαρύτητας ενώ παράλληλα προς
τις µαγνητικές γραµµές του µαγνητικού πεδίου ϑα ϐοηθάει τη συστολή.

Η µελέτη της συστολής ενός νέφους γίνεται ιδιαίτερα δύσκολη όταν
το µεσοαστρικό νέφος είναι µαγνητισµένο. Η ανοµοιογένεια της πίεσης
δηµιουργεί νηµατώδεις δοµές κατά µήκος των µαγνητικών γραµµών. Οι δοµές
αυτές είναι ορατές στα υπολείµµατα των υπερκαινοφανών που ϑα µελετήσουµε
στη συνέχεια.

Στο σηµείο αυτό ϑα εγκαταλείψουµε το ϕιλόδοξο σχέδιο της πλήρους
κατανόησης του ϱόλου το µαγνητικού πεδίου στη δηµιουργία των
πρωτοαστέρων και ϑα αρκεστούµε στη συλλογή πληροφοριών που σίγουρα
ϑα µας είναι χρήσιµες αν επιχειρήσουµε κάποτε να µελετήσουµε τη συστολή
ενός περιστρεφόµενου µαγνητισµένου νέφους σε τρεις διαστάσεις µε τη χρήση
της µαγνητοϋδροδυναµικής.

6.7.1 ∆ιάχυση του µαγνητικού πεδίου

Η χωροχρονική εξέλιξη του µαγνητικού πεδίου περιγράφεται από την εξ.
(6.11)

∂ ~B

∂t
= ∇× (~u×B) + η∇2 ~B.

Στη παράγραφο 6.4 δείξαµε ότι το µαγνητικό πεδίο είναι παγωµένο µέσα
στο πλάσµα αν η αγωγιµότητα είναι άπειρη (η ειδική αντίσταση είναι µηδέν
(η → 0) ). Αξίζει να δούµε τώρα και την άλλη προσέγγιση, δηλαδή αν το
µαγνητικό πεδίο είναι ασθενές ή η ταχύτητα του ϱευστού πλησιάζει το µηδέν
και ο δεύτερος όρος στην εξ. (6.11) είναι µεγαλύτερος από τον πρώτο
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∂ ~B

∂t
∼ η∇2 ~B. (6.31)

ή

∂ ~B(~r, t)
∂t

∼ η
~B(~r, t)

R2
c

όπου Rc είναι το χαρακτηριστικό µήκος του νέφους. Το µαγνητικό πεδίο
σταδιακά διαχέεται στο χώρο και σε κάθε σηµείο του χώρου η ένταση του
µειώνεται εκθετικά

~B(~r, t) ∼ ~B(~r, t)e−t/τD

όπου τD = R2
C/η. Ο χαρακτηριστικός χρόνος διάχυσης είναι ανάλογος του

τετραγώνου της ακτίνας του πρωτοαστέρα.

6.7.2 Μια εφαρµογή του Θεωρήµατος V irial

΄Εαν εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα Virial (ϐλέπε Εξ. (6.19) ) για ένα µαγνητισµένο
σφαιρικό και οµογενές νέφος, η εξ. (3.24) παιρνει τώρα τη µορφή

Pext =
1
4π

[
−α

GM2

R4
+ β

Φ2
m

R4
+ 3

3α2M

R3

]
(6.32)

όπου α2 = kBT/mH , β = 1/(6π2), Φm = πBR2, Β είναι το τυπικό µαγνητικό
πεδίο. Αν εξισώσουµε τη ϐαρυτική µε τη µαγνητική ενέργεια τότε

α
GM2

R4
∼ β

Φ2
m

R4

τότε η ελάχιστη µάζα που απαιτείται για να υπερβεί η ϐαρυτική την µαγνητική
ενέργεια είναι

Mcr ∼
(

β

α

)
G−1/2Φm

ή

Mcr ∼ 103M⊙
(

B

30µG

)(
R

2pc

)2

(6.33)
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όπου M⊙ είναι η µάζα του ΄Ηλιου. Η εξ. (6.32) παίρνει τη µορφή

Pext =
1
4π

[
αG

R4

(
M2

cr −M2
)

+ 3
α2M

R3

]
(6.34)

και εάν M < Mcr το µαγνητικό πεδίο εµποδίζει τη συστολή, αντίθετα για
M >> Mcr το µαγνητικό πεδίο δεν παίζει κανένα ϱόλο και µπορούµε να το
αγνοήσουµε.

Αν το αέριο ϐρίσκεται σε τυρβώδη κατάσταση ο όρος 2 < T > στήν εξ.
(6.16) δεν είναι µηδέν και µπορεί να παρέµβει και να εµποδίσει τη συστολή
του αρχικού νέφους.

6.8 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω καταλήγουµε σε ένα κλειστό σύστηµα
µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων που περιγράφει την εξέλιξη ενός
µαγνητισµένου ϐαρυτικού ϱευστού.

1. Εξίσωση συνέχειας (Εξ. 1.19 )

∂ρ

∂t
+∇(ρ~u) = 0.

2. Εξίσωση κίνησης (Εξ. 1.17)

ρ
D~u

Dt
= −∇P + ~F .

3. Η πίεση συνδέεται µε την πυκνότητα µε τη σχέση (αν υποθέσουµε οτι οι
µεταβολές είναι αδιαβατικές)

P = Cργ

ή απλά από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων P = RT
µ ρ.

4. Η δύναµη ~F για ένα µαγνητισµένο ϐαρυτικό (µη περιστρεφόµενο)
ϱευστό είναι

~F = −ρ∇Ug − 1
8π
∇B2 +

1
4π

( ~B · ∇) ~B
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5. Το δυναµικό της ϐαρύτητας και το µαγνητικό πεδίο συνδέονται µε την
πυκνότητα και την κίνηση µε τις σχέσεις

∇2Ug = 4πGρ

και

∂ ~B

∂t
= ∇× (~u×B) + η∇2 ~B.

Αν το ϱευστό περιστρέφεται ή εαν δεν είναι εύκολο να το προσεγγίσουµε
ως ιδανικό αέριο τότε νέες δυνάµεις εµφανίζονται και ϑα συζητηθούν
όταν ϑα το επιβάλει η µελέτη του συγκεκριµένου αστροφυσικού
προβλήµατος. Σε πολλά ϑέµατα ϑα χρειαστεί επίσης να κάνουµε χρήση
των εξισώσεων διατήρησης της ενέργειας ή του ϑεωρήµατος Virial για
να καταλήξουµε σε συµπεράσµατα για την πορεία του συστήµατος ως
σύνολο.
Θα προσπαθήσουµε στη συνέχεια να κρατήσουµε τη συζήτησή µας στο
απλούστερο δυνατόν επίπεδο. Τα πρότυπα που ϑα χρησιµοποιήσουµε
ϑα είναι µεν ‘ιδανικά’ αλλά ϑα µπορούν να περιγράψουν σε ένα
πρώτο επίπεδο ποσοτικά τα ειδικά αστροφυσικά ϕαινόµενα που ϑα µας
απασχολήσουν στο µάθηµα αυτό.
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