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Πείιεςε 

 

Καηαζθεπάδνπκε κνληέια ηζνξξνπίαο δίζθσλ γύξσ από κειαλέο νπέο, ζηελ πιήξε 

γεληθή ζεσξία ζρεηηθόηεηαο. Σα κνληέια βαζίδνληαη ζε κηα ηξη-παξακεηξηθή 

θαηαλνκή ηεο εηδηθήο ζηξνθνξκήο, πνπ πξνηάζεθε από ηνπο Abramowicz et al. 

Βξίζθνπκε πιήξε ζπκθσλία κε ηα κνληέια πνπ έρνπλ δεκνζηεπζεί θαη 

θαηαζθεπάδνπκε λέα κνληέια ζε ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο. Σα κνληέια απηά είλαη 

ρξήζηκα γηα ηελ θαηαζθεπή αξρηθώλ δεδνκέλσλ γηα ηξηζδηάζηαηεο πξνζνκνηώζεηο κε 

θώδηθεο ηεο αξηζκεηηθήο ζρεηηθόηεηαο. 

 

 

 

Abstract 

 

We construct equilibrium models of tori around black holes in full general relativity. 

The models are based on a tri-parametric distribution of the specific angular 

momentum, that was proposed by Abramowicz et al. We find full agreement with 

published models and construct new models in isotropic coordinates. The latter ones 

are useful for constructing initial data for simulations in numerical relativity. 
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Κεθάλαιο 1 
 

Ειζαγωγή  
 

 

Οη δίζθνη πξνζαύμεζεο κάδαο γύξσ από κηα κειαλή νπή είλαη δνκέο πνπ 

δεκηνπξγνύληαη από ηελ ηξνρηαθή θίλεζε ηεο ύιεο γύξσ από ηε κειαλή νπή, ε νπνία 

ύιε ζπλήζσο πξνέξρεηαη από έλα ζπλνδό αζηέξα. Γηάθνξνη κεραληζκνί δηάρπζεο 

πνπ ζρεηίδνληαη κε αιιειεπηδξάζεηο κεηαμύ ησλ ζσκαηηδίσλ ζην δίζθν, πξνθαινύλ 

ηε κείσζε ηεο ελέξγεηαο θαη ηεο ζηξνθνξκήο ησλ ηειεπηαίσλ κε βξαδύ ξπζκό κε 

ηειηθό απνηέιεζκα λα θαηεπζύλνληαη ζηαδηαθά πξνο ηε κειαλή νπή ζε ζπεηξνεηδή 

ηξνρηά. Ζ ζπεηξνεηδήο θίλεζε γίλεηαη κε αξγό ξπζκό ζε ηξνρηέο πεξίπνπ θπθιηθέο 

κέρξη λα θηάζνπλ ζηελ εζώηαηε θπθιηθή ηξνρηά. Μόιηο ηελ μεπεξάζνπλ πέθηνπλ 

ηαρέσο πάλσ ζηε κειαλή νπή. Ζ ελέξγεηα πνπ ράλνπλ εγθαηαιείπεη ην δίζθν κε 

κνξθή αθηηλνβνιίαο ηεο νπνίαο ε ζπρλόηεηα εμαξηάηαη από ηε κάδα ηνπ θεληξηθνύ 

ζώκαηνο,  θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο κειαλήο νπήο έρεη κήθνο θύκαηνο ζηελ πεξηνρή 

ησλ αθηίλσλ-Υ. 

Όζνλ αθνξά ζηελ θαηαλνκή ηεο ζηξνθνξκήο ησλ ζσκαηηδίσλ ηεο ύιεο ζην δίζθν 

πξνζαύμεζεο, ε πην απιή ππόζεζε είλαη απηή πνπ αληηζηνηρεί ζε ζηαζεξή 

ζηξνθνξκή. Πάλσ ζην ηζεκεξηλό επίπεδν θαη καθξηά από ηε κειαλή νπή ε 

ζηξνθνξκή ησλ ζσκαηηδίσλ είλαη ειαθξώο κηθξόηεξε από απηή πνπ έρνπλ ειεύζεξα 

ζσκαηίδηα πνπ θηλνύληαη ζε θπθιηθέο ηξνρηέο. ε κηθξόηεξεο απνζηάζεηο από ηε 

κειαλή νπή ε ζηξνθνξκή γίλεηαη κεγαιύηεξε από απηή ησλ ζσκαηηδίσλ ζε θπθιηθέο 

ηξνρηέο θαη αθόκε πην θνληά γίλεηαη πάιη κηθξόηεξή ηεο θαη ζρεδόλ ζηαζεξή. Καζώο 

απνκαθξπλόκαζηε από ην ηζεκεξηλό επίπεδν, ε ζηξνθνξκή κεηώλεηαη ζεκαληηθά θαη 

γίλεηαη πνιύ ρακειή, ζρεδόλ κεδεληθή ζε θάπνηεο πεξηπηώζεηο [1]. Γεληθά, ε 

θαηαλνκή ηεο ζηξνθνξκήο πνπ ιακβάλνπκε ππ’ όςηλ γηα ηε κειέηε ησλ κνληέισλ 

ησλ δίζθσλ πξνζαύμεζεο παίδεη νπζηαζηηθό ξόιν ζηε κνξθή θαη ηε ζέζε ησλ 

ηζνδπλακηθώλ επηθαλεηώλ πνπ πξνθύπηνπλ. 

 

1.1   Μειαλέο νπέο  
 

 

ηελ ελόηεηα απηή παξαζέηνληαη νξηζκέλα βαζηθά ζηνηρεία γηα ηηο κειαλέο νπέο, κε 

βάζε ην άξζξν επηζθόπεζεο ησλ Abramowicz, M.A.& Fragile, P.C. [2]. 
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Παξ’ όιν πνπ ηα κνληέια ησλ κειαλώλ νπώλ κειεηήζεθαλ κε ελδηαθέξνλ, ε 

νπζηαζηηθή ύπαξμή ηνπο ακθηζβεηήζεθε από πνιινύο, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη 

ηνπ A. Einstein. Ζ θαηάζηαζε άιιαμε όηαλ ζηα ηέιε ηνπ 20
νπ

 αηώλα έγηλαλ ζαθείο 

αληρλεύζεηο ππνςεθίσλ κειαλώλ νπώλ ζην εζσηεξηθό ηνπ Γαιαμία καο θαη ζε 

πνιινύο άιινπο. Μέρξη ζήκεξα παξαηεξήζεθαλ από ηνπο αζηξνλόκνπο δύν 

θαηεγνξίεο κειαλώλ νπώλ. 

1) Quasars θαη άιια παξόκνηα ππεξβαξή αληηθείκελα, ηα νπνία νλνκάδνληαη Δλεξγνί 

Ππξήλεο Γαιαμηώλ θαη έρνπλ κάδεο ηεο ηάμεο 106𝑀⊙ < 𝑀 < 109𝑀⊙. Βξίζθνληαη 

ζηα θέληξα ησλ γαιαμηώλ θαη απηά πνπ είλαη ελεξγά απνηεινύλ ηηο πην ηζρπξέο 

γλσζηέο πεγέο ελέξγεηαο ζην ύκπαλ. 

2) Microquasars θαη άιιεο κειαλέο νπέο κε κάδα 𝑀~10𝑀⊙. Ζ νλνκαζία ηνπο 

ππνδειώλεη πσο απνηεινύλ κηθξήο θιίκαθαο εθδνρέο ησλ Quasars. Ζ θπζηθή 

θιίκαθα ρξόλνπ-κάδαο θαλεξώλεη πσο νη ίδηεο δηαδηθαζίεο πνπ ρξεηάδνληαη 

εθαηνληάδεο ρξόληα γηα λα πξαγκαηνπνηεζνύλ ζηα Quasars, ρξεηάδνληαη κόλν θάπνηα 

ιεπηά ζηα Microquasars.  

Τπάξρεη ε ειπίδα πσο νη παξαηεξήζεηο ησλ Quasars θαη ησλ Microquasars, καδί κε 

ηελ θαηάιιειε ζεσξεηηθή εξκελεία, ζα εμεηάζνπλ ζηελ νπζία ηε θπζηθή ησλ 

κειαλώλ νπώλ θαη θαη’ επέθηαζε, ζα εμαζθαιίζνπλ ηε γλώζε ζρεηηθά κε ηηο 

ζεκειηώδεηο ηδηόηεηεο ηνπ ρώξνπ θαη ηνπ ρξόλνπ.  

ρεηηθά κε ην θνκκάηη ηεο βαξύηεηαο, ππάξρνπλ ηξεηο πνιύ βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ 

κειαλώλ νπώλ, νη νπνίεο παίδνπλ θαζνξηζηηθό ξόιν ζηε ζεσξία ησλ δίζθσλ 

πξνζαύμεζεο ησλ κειαλώλ νπώλ. 

a) Οξίδνληαο γεγνλόησλ. Δίλαη κηα ζθαίξα αθηίλαο πεξίπνπ 𝐺𝑀/𝑐2 πνπ 

πεξηθπθιώλεη ηελ αλσκαιία ηεο κειαλήο νπήο, ιεηηνπξγώληαο ζαλ κηα 

κνλόδξνκε κεκβξάλε, από ην εζσηεξηθό ηεο νπνίαο ηίπνηα δελ κπνξεί λα 

δηαθύγεη. Ο νξίδνληαο γεγνλόησλ απνηειεί έλα κνλαδηθό ραξαθηεξηζηηθό ησλ 

κειαλώλ νπώλ θαη κόλν απηώλ. 

 

b) Δξγόζθαηξα. Δίλαη κηα πεξηνρή γύξσ από κηα πεξηζηξεθόκελε κειαλή νπή 

όπνπ ν ρσξνρξόλνο παξαζύξεηαη ηόζν πνιύ πξνο ηε δηεύζπλζε ηεο 

πεξηζηξνθήο ώζηε δε κπνξεί λα ππάξμνπλ ζηαηηθνί παξαηεξεηέο εληόο απηήο. 

ε απηή ηελ πεξηνρή, είλαη δπλαηόλ λα ππάξμνπλ θαηαζηάζεηο αξλεηηθήο 

ελέξγεηαο, πνπ ζεκαίλεη πσο ε ελέξγεηα πεξηζηξνθήο ηεο κειαλήο νπήο 

κπνξεί λα αμηνπνηεζεί κέζσ δηαθόξσλ εθδειώζεσλ ηεο «δηαδηθαζίαο 

Penrose» 

 

c) Οξηαθή επζηαζήο ηξνρηά ή αιιηώο, ηειεπηαία εζσηεξηθή επζηαζήο θπθιηθή 

ηξνρηά (Innermost Stable Circular Orbit). Δίλαη ν κηθξόηεξνο θύθινο (𝑟 =

𝑟𝑚𝑠 ), πάλσ ζηνλ νπνίν θηλνύληαη ηα ειεύζεξα ζσκαηίδηα δηαγξάθνληαο 

ζηαζεξή ηξνρηά γύξσ από ηε κειαλή νπή. Γελ είλαη δπλαηή ε ύπαξμε 
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επζηαζώλ θπθιηθώλ ηξνρηώλ γηα 𝑟 < 𝑟𝑚𝑠 , γεγνλόο πνπ απνηειεί κνλαδηθό 

ραξαθηεξηζηηθό ηεο ζρεηηθόηεηαο αθνύ ζηε Νεπηώλεηα κεραληθή δελ ππάξρεη 

πεξηνξηζκόο, ζε νπνηαδήπνηε αθηίλα κπνξνύλ λα ππάξμνπλ επζηαζείο ηξνρηέο 

(ζε έλα ζθαηξηθά-ζπκκεηξηθό δπλακηθό). 

Οη παξαπάλσ ηδηόηεηεο είλαη δύζθνιν λα επηβεβαησζνύλ, αθνύ ε αθηηλνβνιία πνπ 

ιακβάλνπκε από ηα  Quasars θαη Microquasars, δελ πξνέξρεηαη από ηηο ίδηεο ηηο 

κειαλέο νπέο, αιιά πεγάδεη από ηνλ δίζθν πξνζαύμεζεο πνπ ηα πεξηβάιιεη. ηνπο 

δίζθνπο, ε ζηξνθνξκή πξνθαιεί ηελ ζπεηξνεηδή ηξνρηά θαη ηειηθά, ηελ πηώζε ηεο 

ύιεο πάλσ ζηε κειαλή νπή, κεηαηξέπνληαο ηε βαξπηηθή ηεο ελέξγεηα ζε ζεξκόηεηα,  

θαη έπεηηα, κέζσ νξηζκέλσλ δηεξγαζηώλ, ηελ εθπνκπή ζε κνξθή αθηηλνβνιίαο ηεο 

ελέξγεηαο απηήο. ηε ζπλέρεηα, ε αθηηλνβνιία δηαδίδεηαη κέζσ ηνπ δίζθνπ θαη 

ηαμηδεύεη θαηά κήθνο ηξνρηώλ, νη νπνίεο είλαη θακππισκέλεο από ηελ ηζρπξή 

βαξύηεηα ηεο κειαλήο νπήο. 

Γηα ηε κειέηε ηεο πξνζαύμεζεο κάδαο ζηηο κειαλέο νπέο ιακβάλνληαη ππ’ όςηλ 

νξηζκέλεο δηαδηθαζίεο, εθ ησλ νπνίσλ νη εμήο δύν είλαη πνιύ βαζηθέο. Πξώηνλ, ε 

κεηαθνξά ζηξνθνξκήο θαη ε κείσζε ελέξγεηαο. πγθεθξηκέλα, ε αξγή πξνζαύμεζε 

ελόο ζσκαηηδίνπ κάδαο m ζε θπθιηθή ηξνρηά, από κηα κεγάιε αθηίλα 𝑟𝑜𝑢𝑡  ζε κηα 

κηθξόηεξε 𝑟𝑖𝑛 , πξνϋπνζέηεη  ηε κείσζε ηεο ελέξγεηαο ηνπ θαηά 0.1 𝑚𝑐2 θαη ηεο 

ζηξνθνξκήο ηνπ θαηά  𝐺𝑀𝑟𝑜𝑢𝑡  
1 2 . Απηή ηε δηαδηθαζία ηεο κεηαθνξάο κάδαο ζην 

εζσηεξηθό, κεηαθνξάο ζηξνθνξκήο ζην εμσηεξηθό θαη κείσζεο ηεο ελέξγεηαο 

δηεπθνιύλνπλ νη δπλάκεηο ημώδνπο ηνπ ξεπζηνύ, νη νπνίεο δελ πξνέξρνληαη κόλν από 

ην ζύλεζεο κνξηαθό ημώδεο (ην νπνίν είλαη αζζελέο ζηνπο αζηξνθπζηθνύο δίζθνπο 

πξνζαύμεζεο), αιιά θπξίσο από ηελ ηύξβε πνπ ιεηηνπξγεί σο έλα ελεξγό ημώδεο. 

Σε δεύηεξε ζεκαληηθή δηαδηθαζία απνηεινύλ ε κεηαθνξά ηεο αθηηλνβνιίαο, θαζώο 

θαη δηαδηθαζίεο πνπ εμαξηώληαη από ηε ζεξκνδπλακηθή θαηάζηαζε ηεο ύιεο, ηελ 

θίλεζε, ην καγλεηηθό πεδίν, θπξίσο όκσο, από ην αλ ε ύιε είλαη αδηαθαλήο ή 

δηαθαλήο ζηελ αθηηλνβνιία, αλ δειαδή ην νπηηθό βάζνο είλαη κεγάιν (𝜏 ≫ 1) ή 

κηθξό (𝜏 ≪ 1). Γεληθά, αλ ε ύιε είλαη νπηηθά ππθλή ηόηε ν δίζθνο γίλεηαη θσηεηλόο 

θαη ςύρεηαη από ηελ απώιεηα αθηηλνβνιίαο, ελώ αλ ην νπηηθό βάζνο είλαη κηθξό ηόηε 

ε αθηηλνβνιία δηαθεύγεη εύθνια θαη επνκέλσο δελ είλαη πνιύ θσηεηλόο. 

ε έλα δίζθν πξνζαύμεζεο κηαο κειαλήο νπήο ζπκβαίλνπλ ηξεηο γεληθνί ηύπνη 

θπζηθώλ δηεξγαζηώλ: νη «δπλακηθέο» δηαδηθαζίεο κε ραξαθηεξηζηηθή ρξνληθή 

θιίκαθα 𝑡𝑑𝑦𝑛 ~ 1 Ω  , όπνπ Ω είλαη ε ηξνρηαθή γσληαθή ηαρύηεηα, νη «ζεξκηθέο» 

δηαδηθαζίεο κε αληίζηνηρε ρξνληθή θιίκαθα 𝑡𝑡ℎ~ 𝑐𝑠
2 𝜈∗ Ω2 , όπνπ 𝑐𝑠  είλαη ε ηαρύηεηα 

ηνπ ήρνπ θαη 𝜈∗ είλαη ην θηλεκαηηθό ημώδεο, θαη νη δηαδηθαζίεο ημώδνπο κε θιίκαθα 

ρξόλνπ 𝑡𝑣𝑖𝑠~ 𝑟2 𝜈∗ , όπνπ 𝑟 είλαη ε αθηηληθή απόζηαζε από ηε κειαλή νπή. πλήζσο 

ηζρύεη 𝑡𝑑𝑦𝑛 ≪ 𝑡𝑡ℎ ≪ 𝑡𝑣𝑖𝑠  θαη επεηδή νη δπλακηθέο δηαδηθαζίεο πξαγκαηνπνηνύληαη 

γξεγνξόηεξα από ηηο άιιεο, κε κηα πξώηε πξνζέγγηζε κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε 

κόλν δπλακηθέο δνκέο ζην δίζθν, νη νπνίεο δηέπνληαη από ηξεηο δπλάκεηο: ηε 

βαξύηεηα, ε νπνία θαζνξίδεηαη από ηε γεσκεηξία Kerr, ηε βαζκίδα ηεο πίεζεο θαη ηηο 

θεληξόθπγεο δπλάκεηο. Ζ ζρεηηθή ζπνπδαηόηεηα ηεο θάζε δύλακεο εμαξηάηαη από ηε 
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πξνθεηκέλε αζηξνθπζηθή θαηάζηαζε. Έηζη, ππάξρνπλ ηέζζεξηο ηύπνη δπλακηθώλ 

θαηαζηάζεσλ θαη νη ηέζζεξηο ηύπνη δίζθσλ πξνζαύμεζεο πνπ πεξηγξάθνληαη 

παξαθάησ εληάζζνληαη ζηηο ηξεηο από ηηο ηέζζεξηο απηέο πεξηνρέο. Ο ραξαθηεξηζκόο 

ησλ ηεζζάξσλ ηύπσλ δίζθσλ πξνζαύμεζεο γίλεηαη ζε ζρέζε κε ηε ζρεηηθή ηνπο 

ππθλόηεηα-ℎ, ηνλ αδηάζηαην ξπζκό πξνζαύμεζεο-𝑚 , ην νπηηθό βάζνο- 𝜏, ην ξπζκό 

ηεο νξηδόληηαο κεηαθνξάο-𝑞, ηελ παξάκεηξν ηεο πίεζεο ηεο αθηηλνβνιίαο-𝛽, ην 

ζεκείν ηεο ελδόηεξεο άθξεο-𝑟𝑖𝑛  θαη ηνπ ξπζκνύ ηεο πξνζαύμεζεο κάδαο-𝜂. Οη 

ηέζζεξηο ηύπνη είλαη: 

1) Ππθλνί δίζθνη γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη ℎ>1, 𝑚 >>1, 𝜏>>1, 𝑞~1, 𝛽<<1, 𝑟𝑖𝑛~𝑟𝑚𝑏  θαη 

𝜂<<0.1 

2) Αξαηνί δίζθνη κε ηα εμήο ραξαθηεξηζηηθά ℎ<<1, 𝑚 <1, 𝜏>>1, 𝑞=0, 𝛽~1, 𝑟𝑖𝑛 =

𝑟𝑚𝑏  θαη 𝜂~0.1 

3) Λεπηνί δίζθνη κε ℎ~1, 𝑚 ≥1, 𝜏 >>1, 𝑞~1, 𝛽<1, 𝑟𝑚𝑏 < 𝑟𝑖𝑛 < 𝑟𝑚𝑠  θαη 𝜂<0.1 

4) Ρνή πξνζαύμεζεο πνπ δηέπεηαη από νξηδόληηα κεηαθνξά (ΑDAF) θαη 

πεξηγξάθεηαη σο εμήο ℎ<1, 𝑚 <<1, 𝜏 <<1, 𝑞~1, 𝛽 =1, 𝑟𝑚𝑏 < 𝑟𝑖𝑛 < 𝑟𝑚𝑠 θαη 𝜂 <<0.1 

Τπάξρνπλ αλαιπηηθά ή εκη-αλαιπηηθά κνληέια γηα θάζε έλα ηύπν δίζθσλ 

πξνζαύμεζεο, γεγνλόο όκσο πνπ δελ εγγπάηαη όηη απηά είλαη επζηαζή. Γεληθόηεξα, ε 

αλάιπζε ηεο επζηάζεηαο είλαη ζεκαληηθή δηόηη ε δηαθνξηθή πεξηζηξνθή, πνπ είλαη 

έλα από ηα ραξαθηεξηζηηθά πνπ πξνζδηνξίδνπλ ηνπο δίζθνπο, είλαη έλαο ελδερόκελνο 

απνζηαζεξνπνηεηηθόο παξάγσλ. Δπίζεο, νη δίζθνη πξνζαύμεζεο έρνπλ θπζηθνύο 

ηξόπνπο ηαιάλησζεο, ησλ νπνίσλ νη ζπρλόηεηεο ζπλδένληαη κε ηηο ηδηόηεηεο ηνπ 

ρσξνρξόλνπ ηεο κειαλήο νπήο. Αλ νη ηξόπνη ηαιάλησζεο δηεγεξζνύλ απνθηώληαο 

έλα αμηόινγν πιάηνο, ηόηε ίζσο θαζίζηαληαη ηθαλνί λα ηξνπνπνηήζνπλ κε δηάθνξνπο 

ηξόπνπο ηελ θακπύιε ηνπ παξαηεξεκέλνπ θσηόο ηνπ δίζθνπ. Αθόκε, νη δίζθνη 

ζπλδένληαη κε ηνπο πίδαθεο, νη νπνίνη είλαη ζηελά, ηαρύηαηα θαη κεγάινπ κήθνπο 

ξεύκαηα ύιεο, αλαδπόκελα από ππθλέο πεξηνρέο ησλ κειαλώλ νπώλ, ζπλήζσο ζε 

αληίζεηεο θαηεπζύλζεηο. Παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηε κεηαθνξά ελέξγεηαο θαη 

ζηξνθνξκήο καθξηά από ηνπο δίζθνπο θαη ζηε δηακόξθσζε ηνπ πεξηβάιινληνο κηαο 

κειαλήο νπήο πνιύ καθξηά από ηελ πεξηνρή έληνλεο βαξύηεηαο, επεξεάδνληαο ηε 

γαιαθηηθή εμέιημε, ηε ζσκαηηδηαθή επηηάρπλζε θαη ην δηαγαιαμηαθό ηνληζκό. 

 

1.2   Ο ρσξνρξόλνο ηεο κειαλήο νπήο Kerr  
 

 

ηηο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο Boyer-Lindquist ε κεηξηθή Kerr έρεη ηε κνξθή 

𝑔𝑡𝑡 = −
 𝛼2+𝑟2 

2
−𝛼2𝛥sin 2𝜃

𝛥𝜌2  ,     𝑔𝑡𝑡 = − 1 −
2𝑀𝑟

𝜌2  , 
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𝑔𝜑𝜑 =
𝛥−𝛼2sin 2𝜃

𝛥𝜌2sin 2𝜃
,      𝑔𝜑𝜑 =  𝑟2 + 𝛼2 +

2𝑀𝛼2𝑟sin 2𝜃

𝜌2  sin2𝜃, 

𝑔𝑡𝜑 = −
2𝑀𝑟𝛼

𝛥𝜌2 ,      𝑔𝑡𝜑 = −
2𝑀𝛼𝑟 sin 2𝜃

𝜌2 , 

𝑔𝜃𝜃 =
1

𝜌2,    𝑔𝜃𝜃 = 𝜌2 ,  

                                                    𝑔𝑟𝑟 =
𝛥

𝜌2,     𝑔𝑟𝑟 =
𝜌2

𝛥
,                                             (1) 

όπνπ 𝜌2 = 𝑟2 + 𝛼2cos2𝜃 θαη 𝛥 = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝛼2.
1
 Ζ κεηξηθή Kerr δελ εμαξηάηαη 

από ην ζπληεηαγκέλν ρξόλν 𝑡, νύηε από ηε γσλία 𝜑 γύξσ από ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο 

θαη επνκέλσο, νξίδνπκε απηέο ηηο ζπκκεηξίεο κέζσ ησλ δηαλπζκάησλ Killing 

𝜂𝜇 = 𝛿𝑡
𝜇

 θαη 𝜉𝜇 = 𝛿𝜑
𝜇

. Έηζη, νη ζπληζηώζεο 𝑡 θαη θ ηεο κεηξηθήο Kerr κπνξνύλ λα 

εθθξαζηνύλ σο εζσηεξηθά γηλόκελα ησλ δηαλπζκάησλ Killing.  

                                  𝑔𝑡𝑡 = 𝜂𝜇𝜂𝜇 ,      𝑔𝑡𝜑 = 𝜂𝜇𝜉𝜇 ,      𝑔𝜑𝜑 = 𝜉𝜇𝜉𝜇  .                         (2) 

Δπίζεο, κέζσ ησλ δηαλπζκάησλ απηώλ νξίδνληαη νη ζηαζεξέο ηεο θίλεζεο γηα έλα 

ζσκαηίδην ή θσηόλην κε ηεηξα-νξκή 𝑝𝜇 : 𝐸 ≡ −𝜂𝜇𝑝𝜇 = −𝑝𝑡  (ελέξγεηα), 𝐿 ≡ 𝜉𝜇𝑝𝜇 =

𝑝𝜑  (ζηξνθνξκή) θαη 𝑙 ≡
𝐿

𝐸
= −

𝑝𝜑

𝑝𝑡
= −

𝑢𝜑

𝑢𝑡
 (εηδηθή ζηξνθνξκή). 

ηε ζπλέρεηα κειεηάηαη θαηά πόζν κπνξεί ε ζεσξία πξνζαύμεζεο δίζθσλ λα 

απνδείμεη κε ζαθήλεηα ηελ ύπαξμε ησλ ηξηώλ βαζηθώλ ζηνηρείσλ βαξύηεηαο Kerr 

πνπ ζπλδένληαη κε ηε ζεσξία πξνζαύμεζεο δίζθσλ ζε κειαλέο νπέο. 

1. Ο νξίδνληαο γεγνλόησλ 

Οη ζπληεηαγκέλεο Boyer-Lindquist δηαηξνύλ ην ρσξνρξόλν Kerr ζε κηα ρξνληθή 

ζπληζηώζα 𝑡 θαη έλα ηξηδηάζηαην ρώξν πνπ νξίδεηαη από ηηο ππεξεπηθάλεηεο 

𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Ζ νηθνγέλεηα ησλ κε-γεσδαηζηαθώλ παξαηεξεηώλ πνπ είλαη θάζεηνη 

ζηηο ρσξηθέο ππεξεπηθάλεηεο 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. νξίδεηαη σο 

                                                   𝛮𝜇 ≡ 𝑒−𝛷𝜂 𝜇 ,                                                    (3a)  

όπνπ 𝜂 𝜇 = 𝜂𝜇 + 𝜔𝜉𝜇  θαη 

                𝜔 ≡ −
𝜂𝜈𝜉𝜈

𝜉𝜇 𝜉𝜇
= −

𝑔𝑡𝜑

𝑔𝜑𝜑
 (ζπξκόο ησλ αδξαλεηαθώλ παξαηεξεηώλ).       (3b) 

Οη παξαηεξεηέο απηνί νλνκάδνληαη παξαηεξεηέο-κεδεληθήο-ζηξνθνξκήο 

(ZAMO-zero-angular-momentum-observers) δηόηη γηα απηνύο ηζρύεη  𝐿 = 𝛮𝜑 =

0. Αθόκε, νξίδεηαη ην βαξπηηθό δπλακηθό ζην ΕΑΜΟ ζύηεκα σο εμήο: 

                                                           
1
 ηε ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην 𝜌 θαη γηα ηελ ππθλόηεηα κάδαο εξεκίαο ελόο 

ξεπζηνύ. 
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                       𝛷 ≡ −
1

2
ln  

𝜉𝜇 𝜉𝜇

 𝜂𝜈 𝜉𝜈  2− 𝜂𝜈𝜂𝜈   𝜉𝜇 𝜉𝜇  
 = −

1

2
ln 𝑔𝑡𝑡  .                             (4) 

Από ηελ (3a)  θαίλεηαη πώο ζηελ επηθάλεηα 1 𝑔𝑡𝑡 = 0, ην δηάλπζκα 𝜂 𝜇  είλαη 

κεδεληθό, 𝜂 𝜇𝜂 𝜇 = 0. Άξα, νη ΕΑΜΟ παξαηεξεηέο πνπ παξέρνπλ ην πξόηππν  

εξεκίαο ζην ηξηδηάζηαην ρώξν , θηλνύληαη πάλσ ζε απηήλ ηελ επηθάλεηα κε ηελ 

ηαρύηεηα ηνπ θσηόο. Γηα λα κείλεη θαλείο αθίλεηνο ζε απηή ηε ζέζε πξέπεη λα 

θηλεζεί αθηηληθά πξνο ηα έμσ κε ηελ ηαρύηεηα ηνπ θσηόο. Από ηελ (1) θαίλεηαη 

πώο ην 1 𝑔𝑡𝑡 = 0 ηζνδπλακεί κε 𝛥 = 0,  απ’ όπνπ πξνθύπηεη ε παξαθάησ δηπιή 

ιύζε 

                                       𝑟 = 𝑟𝐻 = 𝑟𝐺  1 ±  1 −
𝛼

𝛭
 ,                                          (5) 

όπνπ, 𝑟𝐻  είλαη ε αθηίλα πνπ πξνζδηνξίδεη ηνλ νξίδνληα γεγνλόησλ θαη 𝑟𝐺 =

𝐺𝑀 𝑐2  απνηειεί ηελ βαξπηηθή αθηίλα. 

Γηα 𝑟 < 𝑟+ νη ΕΑΜΟ παξαηεξεηέο είλαη ρσξνεηδείο (ην λα κέλνπλ αθίλεηνη ζε 

κηα αθηηληθή ζέζε ζπλεπάγεηαη ην λα θηλνύληαη πάλσ ζε ρσξνεηδείο ηξνρηέο), 

όπσο θαη όιεο νη ηξνρηέο πνπ θηλνύληαη αθηηληθά πξνο ηα έμσ. Έηζη, ε εμώηεξε 

ξίδα 𝑟 = 𝑟+ νξίδεη ηνλ νξίδνληα γεγνλόησλ κηαο κειαλήο νπήο Kerr: κηα κεδεληθή  

επηθάλεηα, πνπ πεξηβάιιεη κηα πεξηνρή από ηελ νπνία ηίπνηα δελ κπνξεί λα 

δηαθύγεη. 

2. Ζ εξγόζθαηξα 

ηε Νεπηώλεηα βαξύηεηα ε εηδηθή ζηξνθνξκή 𝑙 ζπλδέεηαη κε ηε γσληαθή 

ηαρύηεηα 𝛺 κέζσ ηεο ζρέζεο 𝑙 = 𝑟2𝛺. Ωζηόζν, ζηε γεσκεηξία Kerr ηζρύεη 

𝑙 ∝  𝛺 − 𝜔  θαη επνκέλσο, όηαλ 𝛺 = 0 δελ ζπλεπάγεηαη πσο 𝑙 = 0. Έηζη, 

πξνθύπηνπλ δύν πξόηππα πεξηζηξνθηθήο εξεκίαο: ν παξαηεξεηήο-κεδεληθήο-

γσληαθήο-ηαρύηεηαο (ZAVO-zero-angular-velocity-observer) θαη ν παξαηεξεηήο-

κεδεληθήο-ζηξνθνξκήο (ΕΑΜΟ), 

ΕΑVO ζύζηεκα (𝛺 = 0): 𝑛𝜇 =  −𝜂𝜈𝜂𝜈 
−1 2 𝜂𝜇 , 

                           ZAMO ζύζηεκα (𝑙 = 0): 𝑁𝜇 = 𝑒𝛷 𝜂𝜇 + 𝜔𝜉𝜇  .                       (6) 

Σν ΕΑΜΟ ζύζηεκα νξίδεη έλα ηνπηθό πξόηππν εξεκίαο ζε ζρέζε κε ην  ηνπηθό 

όξην αδξάλεηαο. Σα δηαλύζκαηα ΕΑΜΟ 𝑁𝜇  θαη 𝜂 𝜇  είλαη ρξνλνεηδή παληνύ έμσ 

από ηνλ νξίδνληα, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ε ελέξγεηα ελόο ζσκαηηδίνπ ή ελόο 

θσηνλίνπ κε ηεηξα-νξκή 𝑝𝜇  κεηξνύκελε από ηνλ παξαηεξεηή ΕΑΜΟ είλαη  

ζεηηθή, δειαδή 𝛦𝛧𝛢𝛭𝛰 ≡ 𝑁𝜇𝑝𝜇 > 0. Σν ΕΑVO ζύζηεκα νξίδεη έλα παγθόζκην 

πξόηππν εξεκίαο όζνλ αθνξά καθξηλνύο αζηέξεο. ην άπεηξν, π.ρ. γηα 𝑟 → ∞, 

είλαη  𝜂𝜈𝜂𝜈 = 𝑔𝑡𝑡 → −1 θαη έηζη, 𝑛𝜇 → 𝜂𝜇 . Γηα απηό ην ιόγν ην 𝜂𝜇  νλνκάδεηαη 

ζηάζηκνο παξαηεξεηήο ζην άπεηξν. Σα δηαλύζκαηα ΕΑVO 𝜂𝜇  θαη 𝑛𝜇  είλαη 

ρξνλνεηδή έμσ από ηελ πεξηνρή πνπ πεξηβάιιεηαη από ηελ επηθάλεηα 𝑔𝑡𝑡 = 0, ε 
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νπνία νλνκάδεηαη εξγόζθαηξα.  Μέζα ζηελ εξγόζθαηξα, ηα δηαλύζκαηα απηά 

είλαη ρσξνεηδή, γεγνλόο πνπ ζεκαίλεη πσο ζην εζσηεξηθό ηεο εξγόζθαηξαο, ε 

δηαηεξνύκελε ελέξγεηα ελόο ζσκαηηδίνπ κπνξεί λα είλαη αξλεηηθή. Ο Penrose 

ζεώξεζε κηα δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία, ζην εζσηεξηθό ηεο εξγόζθαηξαο, έλα 

ζσκαηίδην κε ζεηηθή ελέξγεηα 𝛦∞ > 0 δηαζπάηαη ζε δύν άιια ζσκαηίδηα κε 

ελέξγεηεο 𝛦+
∞ > 0 θαη 𝛦−

∞ = − 𝛦−
∞ < 0. Σν ζσκαηίδην κε ηε ζεηηθή ελέξγεηα 

δηαθεύγεη ζην άπεηξν, ελώ ην ζσκαηίδην κε ηελ αξλεηηθή ελέξγεηα απνξξνθάηαη 

από ηε κειαλή νπή. Δπεηδή ζπκβαίλεη 𝛦+
∞ = 𝛦 − 𝛦−

∞ = 𝛦 +  𝛦−
∞ > 𝛦 ζην άπεηξν 

θηάλεη κηα θαζαξή ηηκή ζεηηθήο ελέξγεηαο θαη ε πεγή ελέξγεηαο ηεο δηαδηθαζίαο 

Penrose είλαη ε πεξηζηξνθηθή ελέξγεηα ηεο κειαλήο νπήο. 

3. ISCO: ε νξηαθή επζηαζήο ηξνρηά 

Ζ ηεηξα-ηαρύηεηα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θπθιηθή γεσδαηζηαθή θίλεζε νξίδεηαη 

                                                𝑢𝜇 = 𝑢𝑡 𝜂𝜇 + 𝛺𝜉𝜇  ,                                             (7) 

όπνπ  𝛺 = 𝑢𝜑 𝑢𝑡  είλαη ε γσληαθή ηαρύηεηα κεηξνύκελε από ην ζηάζηκν 

παξαηεξεηή ΕΑVO. Αθόκε, νξίδεηαη ην ελεξγό δπλακηθό σο εμήο 

                                      𝑊 = −
1

2
ln 𝑔𝑡𝑡 − 2𝑙𝑔𝑡𝜑 + 𝑙2𝑔𝜑𝜑  .                                (8) 

Όπσο ζηε Νεπηώλεηα κεραληθή, νη ειαθξώο κε-θπθιηθέο ηξνρηέο 

πξνζδηνξίδνληαη πιήξσο από ηηο εμηζώζεηο ηεο απιήο αξκνληθήο ηαιάλησζεο, 

                                 𝛿𝑟 + 𝜔𝑟
2𝛿𝑟 = 0 θαη 𝛿𝜃 + 𝜔𝜃

2𝛿𝜃 = 0,                                  (9) 

όπνπ νη, αθηηληθή 𝜔𝑟  θαη θάζεηε 𝜔𝜃  , επηθπθιηθέο ζπρλόηεηεο απνηεινύλ ηηο 

δεύηεξεο παξαγώγνπο ηνπ ελεξγνύ δπλακηθνύ 

                                     𝜔𝑟
2 =  

𝜕2𝑊

𝜕𝑟∗
2  

𝑙
 θαη 𝜔𝜃

2 =  
𝜕2𝑊

𝜕𝜃∗
2  

𝑙
,                                    (10) 

όπνπ 𝜕𝑥∗
2 = −𝑔𝑥𝑥𝜕𝑥2.Από ηα παξαπάλσ θαίλεηαη πσο όηαλ  𝜔𝑟 

2 < 0 νη 

αθηηληθέο επηθπθιηθέο ηαιαληώζεηο είλαη αζηαζείο θαη αληηζηνηρνύλ ζην κέγηζην 

ηνπ ελεξγνύ δπλακηθνύ. Απηό ζπκβαίλεη γηα όιεο ηηο θπθιηθέο ηξνρηέο κε αθηίλα 

κηθξόηεξε ηεο 𝑟 = 𝑟𝑚𝑠 , θαη απηό ην όξην ζηελ αθηίλα νλνκάδεηαη ISCO 

(innermost stable circular orbit), δειαδή ε εζώηεξε επζηαζήο θπθιηθή ηξνρηά. 

Διεύζεξεο θπθιηθέο ηξνρηέο κε αθηίλα 𝑟 > 𝑟𝑚𝑠    είλαη επζηαζείο, ελώ απηέο κε 

𝑟 < 𝑟𝑚𝑠  είλαη αζηαζείο. Έηζη, νη ξνέο πξνζαύμεζεο ζρεδόλ ειεύζεξεο ύιεο 

κνηάδνπλ κε ζρεδόλ θπθιηθέο θηλήζεηο γηα 𝑟 > 𝑟𝑚𝑠  θαη κε ζρεδόλ ειεύζεξεο 

αθηηληθήο πηώζεο γηα 𝑟 < 𝑟𝑚𝑠 . 
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Κεθάλαιο  2 
 

Δίζκοι πποζαύξηζηρ και ιζοδςναμικέρ επιθάνειερ 
 

 

Παξαθάησ αλαπηύζζνπκε ηηο βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ δίζθσλ πξνζαύμεζεο ζε 

κειαλέο νπέο κε βάζε θπξίσο ηελ εξγαζία ηνπ Stergioulas. [3] 

Ζ δεκηνπξγία ελόο ζπκπαγνύο ζρεηηθηζηηθνύ δίζθνπ πξνζαύμεζεο ή ηόξνπ
2
 γύξσ 

από κηα κειαλή νπή απνηειεί πηζαλό απνηέιεζκα ηεο  θαηάξξεπζεο ηνπ ππξήλα 

ζπκπαγώλ αζηέξσλ θαη ηεο ζπγρώλεπζεο ελόο αζηέξα λεηξνλίσλ ή ελόο δηπινύ 

ζπζηήκαηνο  αζηέξα λεηξνλίσλ-κειαλήο νπήο. Ζ κάδα ηνπ δίζθνπ ελόο ζπζηήκαηνο 

αζηέξα λεηξνλίσλ-αζηέξα λεηξνλίσλ ή κειαλήο νπήο-αζηέξα λεηξνλίσλ πξνθύπηεη, 

κέζσ πξνζθάησλ αξηζκεηηθώλ πξνζνκνηώζεσλ, πσο είλαη ηεο ηάμεο ~0.01-0.2 𝑀⊙.  

Οη αμνληθά ζπκκεηξηθέο θαη νη κε-αμνληθά ζπκκεηξηθέο αζηάζεηεο, ζηηο νπνίεο ζπρλά 

ππόθεηληαη νη δίζθνη πξνζαύμεζεο, κπνξνύλ λα νδεγήζνπλ ζε εμαηξεηηθά 

κεηαβαιιόκελεο θαη αζηαζείο ηηκέο πξνζαύμεζεο. Γηα ηελ εμαζθάιηζε κηαο πιήξνπο 

θαη νινθιεξσκέλεο εηθόλαο είλαη αλαγθαία ε κειέηε όισλ ησλ παξακέηξσλ πνπ 

επεξεάδνπλ ηε ζηαζεξόηεηα ησλ δίζθσλ. 

 

2.1   Γίζθνη πξνζαύμεζεο ζε ζηάζηκν, αμνληθά 

ζπκκεηξηθό ρσξόρξνλν 
 

 

Ζ κεηξηθή πνπ πεξηγξάθεη ην ζηάζηκν, αμνληθά ζπκκεηξηθό ρσξόρξνλν έρεη ηελ εμήο 

γεληθή κνξθή 

 𝑑𝑠2 = 𝑔𝑡𝑡𝑑𝑡2 + 2𝑔𝑡𝜑𝑑𝑡𝑑𝜑 + 𝑔𝜑𝜑 𝑑𝜑2 + 𝑔𝑟𝑟𝑑𝑟2 + 𝑔𝜃𝜃 𝑑𝜃2,   (11)  

(ππνζέηνληαο ηελ ππνγξαθή -,+,+,+ θαη ζέηνληαο 𝑐 = 𝐺 = 1). 

Γηα έλα ζηάζηκν δίζθν, όζνλ αθνξά ζηε ηεηξα-ηαρύηεηά ηνπ, ηζρύεη 

                                                       𝑢α =  𝑢𝑡 , 0,0, 𝑢φ ,                                             (12) 

ή αιιηώο  

                                                           
2
 ηελ παξνύζα εξγαζία πηνζεηνύκε ηνλ όξν «δίζθνο» θαη γηα ηόξνπο, δειαδή θαη γηα 

δίζθνπο κε-ακειεηένπ πάρνπο. 
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                                                      𝑢α = 𝑢𝑡 1,0,0, Ω ,                                              (13) 

ε νπνία πξνθύπηεη από ην γεγνλόο όηη ε γσληαθή ηαρύηεηα κεηξνύκελε από έλαλ 

παξαηεξεηή πνπ βξίζθεηαη ζην άπεηξν είλαη 

                                                   𝛺 =
𝑑𝜑

𝑑𝑡
=

𝑑𝜑 𝑑𝜏 

𝑑𝑡 𝑑𝜏 
=

𝑢𝜑

𝑢𝑡  .                                          (14) 

Καηά κήθνο θάζε ηξνρηάο ζην ξεπζηό, ε ύπαξμε ελόο δηαλύζκαηνο Killing 𝑡α , πνπ 

πεξηγξάθεη ηε ζπκκεηξία ηνπ ρξόλνπ, ζπλεπάγεηαη ηε δηαηήξεζε ηεο ελέξγεηαο αλά 

κνλάδα κάδαο εξεκίαο 𝛦 = −ℎ𝑢𝑡 , ελώ ε ύπαξμε ελόο δηαλύζκαηνο Killing 𝜑α , πνπ 

πεξηγξάθεη ηε 𝜑-ζπκκεηξία, ζπλεπάγεηαη ηε δηαηήξεζε ηεο ζηξνθνξκήο αλά κνλάδα 

κάδαο εξεκίαο  𝑗 = ℎ𝑢𝜑 , όπνπ ℎ =
𝜖+𝑃

𝜌
 είλαη ε εηδηθή ελζαιπία, 𝜌 είλαη ε ππθλόηεηα 

κάδαο εξεκίαο, 𝑃 είλαη ε πίεζε θαη 𝜖 είλαη ε ππθλόηεηα ελέξγεηαο. Όηαλ ππάξρνπλ 

θαη ηα δπν δηαλύζκαηα 𝑡α  θαη 𝜑α , ηόηε θαη ν ιόγνο  

                                                         
𝑗

𝐸
= −

𝑢𝜑

𝑢𝑡
≔ 𝑙,                                                   (15) 

(δειαδή ε ζηξνθνξκή αλά κνλάδα ελέξγεηαο) δηαηεξείηαη. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ 

έθθξαζε ηεο κεηξηθήο θαη ηνπο γξακκηθνύο ζπλδπαζκνύο – 𝛦 = 𝑔𝑡𝑡𝑢
𝑡 + 𝑔𝑡𝜑𝑢𝜑θαη 

𝑗 = 𝑔𝑡𝜑𝑢𝑡 + 𝑔𝜑𝜑 𝑢𝜑 , πξνθύπηεη 

                                  𝑙 =
𝑗

𝐸
= −

𝑔𝑡𝜑  𝑢𝑡+𝑔𝜑𝜑 𝑢𝜑

𝑔𝑡𝑡 𝑢𝑡+𝑔𝑡𝜑 𝑢𝜑 = −
𝑔𝑡𝜑 +𝛺𝑔𝜑𝜑

𝑔𝑡𝑡 +𝛺𝑔𝑡𝜑
,                                  (16) 

                    θαη άξα 𝑙 = −
𝑔𝑡𝜑 +𝛺  𝑔𝜑𝜑

𝑔𝑡𝑡 +𝛺  𝑔𝑡𝜑
 θαη 𝛺 = −

𝑔𝑡𝜑 +𝑙𝑔𝑡𝑡

𝑔𝜑𝜑 +𝑙𝑔𝑡𝜑
.                        (17a, 17b) 

 

Ζ θαλνληθνπνίεζε ηεο ηεηξα-ηαρύηεηαο καο δίλεη  

𝑢𝛼  𝑢𝛼 = −1  𝑔𝑡𝑡 𝑢
𝑡 2 + 2𝑔𝑡𝜑𝑢𝑡𝑢𝜑 + 𝑔𝜑𝜑  𝑢𝜑 2 = −1   

𝑔𝑡𝑡 + 2𝛺𝑔𝑡𝜑 + 𝛺2𝑔𝜑𝜑 = −
1

(𝑢𝑡)2
  

                                      𝑢𝑡 = (−𝑔𝑡𝑡 − 2𝛺𝑔𝑡𝜑 − 𝛺2𝑔𝜑𝜑 )−1 2  ,                              (18) 

ή νκνίσο 

             𝑢𝑡 = (−𝑔𝑡𝑡 + 2𝑙𝑔𝑡𝜑 − 𝑙2𝑔𝜑𝜑 )−1 2 = − −
𝑔𝜑𝜑 +2𝑙𝑔𝑡𝜑 +𝑙2𝑔𝑡𝑡

𝑔𝑡𝑡 𝑔𝜑𝜑 −(𝑔𝑡𝜑 )2  
−1 2 

,          (19) 

όπνπ νη ζπληζηώζεο ηεο αληίζηξνθεο κεηξηθήο είλαη 

                                                         𝑔𝑡𝑡 =
1

𝑔𝑡𝑡 −(𝑔𝑡𝜑 )2 𝑔𝜑𝜑 
 ,                                       (20) 
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                                                       𝑔𝜑𝜑 =
1

𝑔𝜑𝜑 −(𝑔𝑡𝜑 )2 𝑔𝑡𝑡 
 ,                                       (21)  

                                                       𝑔𝑡𝜑 = −
𝑔𝑡𝜑

𝑔𝑡𝑡 𝑔𝜑𝜑 −(𝑔𝑡𝜑 )2
 .                                       (22) 

Ζ επηινγή ηνπ πξνζήκνπ ηεο ξίδαο ζηηο (18), (19) γίλεηαη ζε ζπκθσλία κε ην 

πξόζεκν ηεο 𝑢𝛼  ζην όξην Minkowski. 

Από ηελ θαλνληθνπνίεζε πξνθύπηεη αθόκε όηη  

𝑢𝛼𝑢𝛼 = −1  𝑢𝑡𝑢𝑡 + 𝑢𝜑𝑢𝜑 = −1  𝑢𝑡𝑢𝑡 = 

−1 − 𝑢𝜑𝑢𝜑 = −1 − 𝛺𝑢𝑡𝑢𝜑 = −1 + 𝛺𝑙𝑢𝑡𝑢𝑡 = 

                                                    𝑢𝑡𝑢𝑡 1 − 𝛺𝑙 = −1,                                             (23) 

θαη ηειηθά 

                                                        𝑢𝑡𝑢𝑡 = −
1

1−𝛺𝑙
 ,                                                (24) 

από ηελ νπνία παίξλνπκε  

𝑢𝑡  −
𝑢𝜑

𝑙
 = −

1

1 − 𝛺𝑙
  

                                                           𝑢𝑡𝑢𝜑 =
𝑙

1−𝛺𝑙
 .                                               (25) 

Ζ εμίζσζε ηεο πδξνζηαηηθήο ηζνξξνπίαο είλαη 

∇𝑃

𝜖+𝑃
= ∇ ln 𝑢𝑡 − 𝑢𝑡𝑢𝜑∇Ω = 

= ∇ ln 𝑢𝑡 −
 𝑙∇𝛺

1 − 𝛺𝑙
= 

                                                   = −∇ ln −𝑢𝑡 +
𝛺∇𝑙

1−𝛺𝑙
 ,                         (26a, 26b, 26c) 

θαη έρεη έλα πξώην νινθιήξσκα κόλν ππό εηδηθέο ζπλζήθεο. Γηα κηα θαηαζηαηηθή 

βαξνηξνπηθή εμίζσζε ηεο κνξθήο 𝑃= 𝑃(𝜌) ε «ινγαξηζκηθή» ελζαιπία (ζηε ζπλέρεηα 

ζα αλαθέξεηαη απιώο σο ελζαιπία) νξίδεηαη σο  

                                                       𝐻(𝑃) ∶=  
𝑑𝑃 ′

𝜖 𝑃 ′ +𝑃′

𝑃

0
 .                                           (27) 

Έηζη πξνθύπηεη 
𝑑𝐻

𝑑𝑃
=  𝜖 + 𝑃 −1 θαη ην αξηζηεξό κέινο ηεο ζρέζεο (26a) γίλεηαη  

                                                           𝜖 + 𝑃 −1∇𝑃 = ∇𝐻,                                               (28) 
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ελώ αλ θαη κόλν αλ ε εηδηθή ζηξνθνξκή είλαη ζπλάξηεζε ηεο Ω, δειαδή 𝑙 = 𝑙(𝛺), ην 

δεμί κέινο ηεο (26a) κπνξεί λα γξαθεί ζε κνξθή ηεο θιίζεο ελόο δπλακηθνύ. 

Ηζνδύλακα, γξάθνπκε ην δεμί κέινο ηεο (26c) σο εμήο 

                                           −∇ ln −𝑢𝑡 +
𝛺∇𝑙

1−𝛺𝑙
∶= −∇𝑊,                                        (29) 

κόλν αλ 𝛺= 𝛺(𝑙). ηελ παξαπάλσ ζρέζε ε πνζόηεηα −∇𝑊 κπνξεί λα νλνκαζηεί 

ενεργός βαρύτητα, ε νπνία δίλεηαη από ηελ θιίζε ηνπ σποθετικού δσναμικού 

                                  𝑊 = ln −𝑢𝑡 − 
𝛺

1−𝛺𝑙

𝑙
𝑑𝑙 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                      (30) 

Γηα κεδεληθή πίεζε ηζρύεη όηη 𝛨 0 = 0, ελώ ην 𝑊 νξίδεηαη από κηα ζηαζεξά, ε 

νπνία κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί ζεσξώληαο πσο ην 𝑊 κεδελίδεηαη ζην άπεηξν. Κάησ  

από απηέο ηηο ζπλζήθεο, πξνθύπηεη πσο  

                                                       ∇𝛨 = −∇𝑊  .                                                    (31) 

θαη νη επηθάλεηεο ζηαζεξήο πίεζεο ζπκπίπηνπλ κε ηηο ηζνδπλακηθέο επηθάλεηεο. ηα 

αθξόηαηα ηεο ππθλόηεηαο ηζρύεη ∇𝛨 = ∇𝑊 = 0. 

Σν πξώην νινθιήξσκα ηεο (26c) είλαη  

                                      𝐻 + ln −𝑢𝑡 − 
𝛺

1−𝛺𝑙

𝑙
𝑑𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                   (32) 

ή, ηζνδύλακα , ην πξώην νινθιήξσκα ηεο (26b) είλαη  

                                    𝐻 − ln 𝑢𝑡 +  
𝑙

1−𝛺𝑙

𝛺
𝑑𝛺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                      (33) 

Γηα κηα νκνεληξνπηθή ξνή, δειαδή γηα νκνηόκνξθε εληξνπία ζην ξεπζηό, ε ελζαιπία 

απινπζηεύεηαη σο εμήο  

                                                         𝛨 = ln(
ℎ

ℎ𝑚𝑖𝑛
).                                                   (34) 

όπνπ ℎ𝑚𝑖𝑛 = 1 είλαη ε εηδηθή ελζαιπία ζην όξην ηεο κεδεληθήο πίεζεο. ηελ 

επηθάλεηα ηνπ δίζθνπ ηζρύεη ℎ = ℎ𝑚𝑖𝑛  θαη 𝛨 = 0. 

 

2.2   ηαζεξή εηδηθή ζηξνθνξκή 
 

 

Δπηιέγνληαο ζηαζεξή θαηαλνκή ηεο εηδηθήο ζηξνθνξκήο πάλσ ζην δίζθν, δειαδή 

ππνζέηνληαο πσο 𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ε (33) γίλεηαη  
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𝐻 − ln 𝑢𝑡 +  
𝑙

1 − 𝛺𝑙

𝛺

𝑑𝛺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝐻 − ln 𝑢𝑡 − ln(1 −  𝑙𝛺) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

                                             𝛨 − ln 𝑢𝑡(1 − 𝑙𝛺) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                      (35) 

ή ε (32) γίλεηαη, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (εμ. 24) 

𝐻 − ln 𝑢𝑡 1 − 𝑙𝛺  = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  𝐻 − ln(−1 𝑢𝑡 ) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

                                               H + ln −𝑢𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                              (36) 

Αλ ν δίζθνο πεξαηώλεηαη ζε θάπνην 𝑟 = 𝑟𝑖𝑛 , ηόηε ην πξώην νινθιήξσκα γίλεηαη 

                                         𝛨 = ln  
𝑢𝑡

𝑢𝑖𝑛
𝑡  + ln  

1−𝑙𝛺

1−𝑙𝛺𝑖𝑛
 = ln  

𝑢𝑡 ,𝑖𝑛

𝑢𝑡
 ,                          (37) 

ελώ κηα παξόκνηα ζρέζε ηζρύεη όηαλ ρξεζηκνπνηνύκε κηα εμσηεξηθή αθηίλα 

πεξάησζεο 𝑟 = 𝑟𝑜𝑢𝑡 . Ζ εμσηεξηθή θαη εζσηεξηθή αθηίλα ηνπ δίζθνπ δελ είλαη 

αλεμάξηεηεο, αιιά βξίζθνληαη πάλσ ζηελ ίδηα ηζνβαξή-ή ηζνδπλακηθή-επηθάλεηα θαη 

ηζρύεη ln(−𝑢𝑡 ,𝑖𝑛 ) = ln(−𝑢𝑡 ,𝑜𝑢𝑡 ). Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αθηίλα 𝑟 = 𝑟𝑚𝑎𝑥  ηεο 

κέγηζηεο ππθλόηεηαο  𝜌𝑚𝑎𝑥  ηόηε 

                              𝐻 − 𝐻𝑚𝑎𝑥 = ln  
𝑢𝑡

𝑢𝑚𝑎𝑥
𝑡  + ln  

1−𝑙𝛺

1−𝑙𝛺𝑚𝑎𝑥
 = ln  

𝑢𝑡 ,𝑚𝑎𝑥

𝑢𝑡
 ,               (38) 

όπνπ νη δείθηεο 𝑖𝑛, 𝑜𝑢𝑡 θαη 𝑚𝑎𝑥 ππνδειώλνπλ ηηκέο ζηηο αληίζηνηρεο αθηίλεο. 

Γηα ηελ νκνεληξνπηθή, πνιπηξνπηθή θαηαζηαηηθή εμίζσζε 

                                                 𝑃 = 𝐾𝜌𝛤 ,  𝜖 = 𝜌 +
𝑃

𝛤−1
,                                 (39a, 39b) 

όπνπ 𝐾 είλαη ε πνιπηξνπηθή ζηαζεξά θαη 𝛤 ν πνιπηξνπηθόο εθζέηεο, πξνθύπηεη 

𝐻 = ln ℎ = ln
𝜖 + 𝑃

𝜌
= ln

𝜌 +
𝑃

𝛤 − 1 + 𝑃

𝜌
= ln  1 +

𝑃(1 + 𝛤 − 1)

𝜌(𝛤 − 1)
 = 

                                      = ln  1 +
𝑃𝛤

𝜌(𝛤−1)
 = ln  1 +

𝐾𝛤𝜌𝛤

𝜌(𝛤−1)
 .                                   (40) 

Άξα 

                                                  𝐻 = ln  1 +
𝐾𝛤𝜌𝛤−1

(𝛤−1)
  .                                            (41) 

Σέινο, από ηελ (37) ιύλνληαο αιγεβξηθά γηα ηελ θαηαλνκή ηεο ππθλόηεηαο, 

ζπλαξηήζεη ηνπ 𝛺, γηα κηα θαηαζηαηηθή εμίζσζε, γηα δεδνκέλα 𝑙0, 𝑟𝑖𝑛  θαη ζε ζηάζηκν, 

αμνληθά ζπκκεηξηθό ρσξνρξόλν, έρνπκε 
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𝐾𝛤𝜌𝛤−1

 𝛤 − 1 
= 𝑒𝐻 − 1 =  

𝑢𝑡

𝑢𝑖𝑛
𝑡  

1 − 𝑙𝛺

1 − 𝑙𝛺𝑖𝑛
 − 1   

                                          𝜌 =  
𝛤−1

𝛫𝛤
 

𝑢𝑡

𝑢𝑖𝑛
𝑡  

1−𝑙𝛺

1−𝑙𝛺 𝑖𝑛
 − 1  

1

𝛤−1
,                                     (42) 

ή ζηελ παξαθάησ κνξθή 

                                                 𝜌 =  
𝛤−1

𝛫𝛤
 
𝑢𝑡 ,𝑖𝑛

𝑢𝑡
− 1  

1

𝛤−1
 .                                        (43) 

Ζ ζηαζεξά ζηελ έθθξαζε ηνπ ελεξγνύ δπλακηθνύ κπνξεί λα νξηζηεί ζεσξώληαο όηη 

𝑊 𝑟 = ∞ = 0. Σόηε, ην ππνζεηηθό δπλακηθό είλαη 𝑊 = ln  
𝑢𝑡

𝑢𝑡 ,∞
 . 

 

2.3   AJS δίζθνη ζε Schwarzschild πεξηβάιινλ 
 

 

ε ζθαηξηθά ζπκκεηξηθό ρσξόρξνλν, ε κεηξηθή ζε ζπληεηαγκέλεο Schwarzschild
3
  

(𝑡, ṟ, 𝜃 , 𝜑) είλαη  

           𝑑𝑠2 = − 1 −
2𝑀

ṟ
 𝑑𝑡2 +  1 −

2𝑀

ṟ
 
−1

𝑑ṟ2 + ṟ2𝑑𝜃2 + ṟ2sin2𝜃𝑑𝜑2,             (44) 

όπνπ 𝑀είλαη ε ζπλνιηθή κάδα-ελέξγεηα. ε απηή ηε κεηξηθή είλαη 

                                         𝑢𝑡 = −  1 −
2𝑀

ṟ
 
−1

−
𝑙2

ṟ2sin 2𝜃
 
−1 2 

,                                (45) 

θαη 𝑢𝑡 ,∞ = −1 ώζηε ην ππνζεηηθό δπλακηθό γηα δίζθν κε 𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. είλαη  

                                                          𝑊 = ln(−𝑢𝑡).                                                 (46) 

Έλαο δίζθνο πεπεξαζκέλνπ κεγέζνπο εθηείλεηαη κεηαμύ ṟ = ṟ𝑖𝑛  θαη  ṟ = ṟ𝑜𝑢𝑡  πάλσ 

ζην ηζεκεξηλό επίπεδν. ην ζεκείν όπνπ παξνπζηάδεη κέγηζην ε ππθλόηεηα,  ηζρύεη 

∇ṟ𝑃 = 0 θαη εθεί ηα ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνύ θηλνύληαη ζαλ ειεύζεξα ζσκαηίδηα ζε 

θπθιηθή ηξνρηά, γεγνλόο ην νπνίν επηβάιιεη ṟ𝑚𝑎𝑥 > ṟ𝑚𝑠  , όπνπ ṟ𝑚𝑠 = 6𝑀 είλαη ε 

αθηίλα ηεο ηειεπηαίαο ζηαζεξήο θπθιηθήο ηξνρηάο ησλ δνθηκαζηηθώλ ζσκαηηδίσλ. Ζ 

                                                           
3
  ε απηή ηελ ελόηεηα ρξεζηκνπνηείηαη ην ζύκβνιν ṟ γηα λα δειώζνπκε όηη 

πξόθεηηαη ζπγθεθξηκέλα γηα ηελ αθηηληθή ζπληεηαγκέλε  Schwarzschild (ελώ ζηελ 

ελόηεηα 3.1 ε αθηηληθή ζπληεηαγκέλε 𝑟 είλαη ηζνηξνπηθή). 



24 
 

γσληαθή ηαρύηεηα ηεο θπθιηθήο ηξνρηάο είλαη 𝛺𝛫 =  𝛭 ṟ3  θαη ε αληίζηνηρε  

ζηξνθνξκή είλαη 𝑙𝛫 =
 𝛭ṟ3

ṟ−2𝛭
 πνπ έρεη ειάρηζην ζην ṟ = ṟ𝑚𝑠  ώζηε λα ηζρύεη ṟ𝑚𝑎𝑥 > ṟ𝑚𝑠

 𝑙 > 𝑙𝑚𝑠 = 3.674𝑀. Γηα κηα ηηκή ηνπ 𝑙, ε κεγαιύηεξε από ηηο ηξεηο ξίδεο ηνπ 𝑙 = 𝑙𝛫   

αληηζηνηρεί ζην ṟ = ṟ𝑚𝑎𝑥 . Ζ κεζαία ξίδα, ṟ = ṟ𝑐𝑢𝑠𝑝 , αληηζηνηρεί ζε έλα νμύ άθξν, 

όπνπ πάιη ηζρύεη ∇ṟ𝑃 = 0 θαη εθεί ηα ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνύ θηλνύληαη ζαλ 

ειεύζεξα ζσκαηίδηα ζε θπθιηθή ηξνρηά. Έηζη, γηα κηα θαηαζηαηηθή εμίζσζε, κηα 

κάδα κειαλήο νπήο 𝑀 θαη γηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηεο 𝑙, ππάξρεη κηα 

κνλνπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα από δηαθνξεηηθνύο πεπεξαζκέλνπ κεγέζνπο δίζθνπο κε 

ṟ𝑐𝑢𝑠𝑝 < ṟ𝑖𝑛 < ṟ𝑚𝑎𝑥 , νη νπνίνη όινη έρνπλ ην ίδην ṟ𝑚𝑎𝑥 . Σα κέιε απηήο ηεο 

κνλνπαξακεηξηθήο νηθνγέλεηαο δηαθέξνπλ κεηαμύ ηνπο σο πξνο ην κέγηζην ηεο 

ππθλόηεηαο θαη ηε ζπλνιηθή κάδα. Έλαο άιινο παξάγνληαο πνπ πεξηνξίδεη ηνλ 

παξακεηξηθό ρώξν ησλ πηζαλώλ θαηαζηάζεσλ ηζνξξνπίαο είλαη ε ύπαξμε ηεο 

εζώηαηεο δέζκηαο ηξνρηάο, ε νπνία γηα κε πεξηζηξεθόκελεο κειαλέο νπέο βξίζθεηαη 

ζε ṟ𝑚𝑏 = 4M.  Γηα 𝑙 = 𝑙𝑚𝑏 = 4𝑀 ην νμύ άθξν βξίζθεηαη ζην ṟ = ṟ𝑚𝑏 . πγρξόλσο, ε 

ζέζε ζηελ νπνία ηζρύεη 𝑊 = 0 πάλσ ζην ηζεκεξηλό επίπεδν παίδεη ξόιν. Γηα 𝑙 <

𝑙𝑚𝑏 , ην ππνζεηηθό δπλακηθό 𝑊 είλαη πάληα αξλεηηθό πάλσ ζην ηζεκεξηλό επίπεδν. 

Γηα 𝑙 = 𝑙𝑚𝑏 , ην 𝑊 = 0 ζε ṟ𝑚𝑏 = 4M, ελώ γηα 𝑙 > 𝑙𝑚𝑏  ππάξρεη κηα πεξηνρή όπνπ ην 

ελεξγό δπλακηθό είλαη ζεηηθό, 𝑊 > 0. Έηζη, γηα 𝑙 > 𝑙𝑚𝑏  κπνξνύλ λα ππάξμνπλ κόλν 

δίζθνη πνπ δελ παξνπζηάδνπλ νμύ άθξν, κε ηελ εζσηεξηθή αθηίλα λα πεξηνξίδεηαη 

από ηε ζέζε όπνπ 𝑊 = 0. ε θάζε νηθνγέλεηα δίζθσλ κε ηελ ίδηα ζηξνθνξκή, νη 

δίζθνη κε ηε κηθξόηεξε εζσηεξηθή αθηίλα ṟ𝑖𝑛  παξνπζηάδνπλ ηε κέγηζηε ππθλόηεηα 

ρ𝑚𝑎𝑥 . Μεηαμύ όισλ ησλ κνληέισλ γηα ηα νπνία ηζρύεη ṟ𝑖𝑛 = ṟ𝑐𝑢𝑠𝑝 , ε ρ𝑚𝑎𝑥  απμάλεηαη 

απμαλόκελεο ηεο ζηνθνξκήο 𝑙. Γηα 𝑙 > 𝑙𝑚𝑏  ην κέγηζην ρ𝑚𝑎𝑥  κεηώλεηαη απμαλόκελεο 

ηεο ζηξνθνξκήο 𝑙. Άξα, κεηαμύ όισλ ησλ πεπεξαζκέλνπ κεγέζνπο δίζθσλ, ην 

κέγηζην ηεο ρ𝑚𝑎𝑥  επηηπγράλεηαη γηα ην κνληέιν ζην νπνίν ηζρύεη ṟ𝑖𝑛 = ṟ𝑚𝑏 . Ζ 

παξαπάλσ αλάιπζε θαίλεηαη ζην ρ.1, όπνπ θαίλεηαη πσο ην ηζεκεξηλό επίπεδν, εθεί 

όπνπ ε θιίζε ηεο πίεζεο κεδελίδεηαη, ηα ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνύ θηλνύληαη ζαλ 

ειεύζεξα δνθηκαζηηθά ζσκαηίδηα θαη ε ζηαζεξή ζηξνθνξκή ηεο ύιεο ηζνύηαη κε ηελ 

ζηξνθνξκή ειεπζέξσλ ζσκαηηδίσλ ζε θπθιηθή ηξνρηά. Μπνξνύλ λα ππάξμνπλ δπν 

ηέηνηα ζεκεία, εθ ησλ νπνίσλ εθεί πνπ κεγηζηνπνηείηαη ε ππθλόηεηα ππάξρεη ην 

θέληξν (𝑟𝑚𝑎𝑥 ),  ελώ ζην άιιν δεκηνπξγείηαη έλα νμύ άθξν (𝑟𝑐𝑢𝑠𝑝 ). Απηό ην νμύ άθξν 

βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο εζώηαηεο ζηαζεξήο θπθιηθήο ηξνρηάο (𝑟𝑚𝑠 ≡ 𝐼𝑆𝐶𝑂) θαη ηεο 

ηειεπηαίαο δέζκηαο ηξνρηάο (𝑟𝑚𝑏 ), δειαδή ηζρύεη 𝑟𝑚𝑏 < 𝑟𝑐𝑢𝑠𝑝 < 𝑟𝑚𝑠 . ην ρ.2 

δείρλνπκε έλα παξάδεηγκα ηζνδπλακηθώλ  θακππιώλ ηνπ ππνζεηηθνύ δπλακηθνύ 𝑊 

ζε Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, όπνπ  ν ηόξνο γεκίδεη πιήξσο ην ινβό Roche 

(έληνλε καύξε γξακκή κε νμύ άθξν ζην  ηζεκεξηλό επίπεδν). ην εζσηεξηθό ηνπ 

ινβνύ, νη θακπύιεο ηνπ δπλακηθνύ ζπκπίπηνπλ κε απηέο ηεο ππθλόηεηαο. Οη 

θακπύιεο ηνπ δπλακηθνύ έμσ από ηνλ ηόξν κπνξνύλ λα έρνπλ αξλεηηθέο ή ζεηηθέο 

ηηκέο (δηαθεθνκκέλεο γξακκέο), νη νπνίεο ρσξίδνληαη κεηαμύ ηνπο από ηελ ηειεπηαία 

δέζκηα επηθάλεηα, γηα ηελ νπνία ηζρύεη 𝑊 = 0. 
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ρήκα 1. ην ηζεκεξηλό επίπεδν, εθεί όπνπ ε θιίζε ηεο πίεζεο κεδελίδεηαη, ηα 

ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνύ θηλνύληαη ζαλ ειεύζεξα δνθηκαζηηθά ζσκαηίδηα θαη ε 

ζηαζεξή ζηξνθνξκή ηεο ύιεο ηζνύηαη κε ηελ ζηξνθνξκή ειεπζέξσλ ζσκαηηδίσλ ζε 

θπθιηθή ηξνρηά. Μπνξνύλ λα ππάξμνπλ δπν ηέηνηα ζεκεία, εθ ησλ νπνίσλ εθεί πνπ 

κεγηζηνπνηείηαη ε ππθλόηεηα ππάξρεη ην θέληξν (𝑟𝑚𝑎𝑥 ),  ελώ ζην άιιν δεκηνπξγείηαη 

έλα νμύ άθξν (𝑟𝑐𝑢𝑠𝑝 ). Απηό ην νμύ άθξν βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο εζώηαηεο ζηαζεξήο 

θπθιηθήο ηξνρηάο (𝑟𝑚𝑠 ≡ 𝐼𝑆𝐶𝑂) θαη ηεο ηειεπηαίαο δέζκηαο ηξνρηάο (𝑟𝑚𝑏 ), δειαδή 

ηζρύεη 𝑟𝑚𝑏 < 𝑟𝑐𝑢𝑠𝑝 < 𝑟𝑚𝑠 . Ζ νξηδόληηα γξακκή ζπλδέεη ηα άθξα ηνπ ηόξνπ, ην 

εζσηεξηθό ζεκείν 𝑟𝑖𝑛  θαη ην εμσηεξηθό 𝑟𝑜𝑢𝑡 , όπνπ ε ηηκή ηνπ δπλακηθνύ είλαη ε ίδηα. 

Σν ζρήκα πξνέξρεηαη από ηελ εξγαζία [4]. 
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ρήκα 2. Παξάδεηγκα ηζνδπλακηθώλ  θακππιώλ ηνπ ππνζεηηθνύ δπλακηθνύ 𝑊 ζε 

Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, όπνπ  ν ηόξνο γεκίδεη πιήξσο ην ινβό Roche (έληνλε 

καύξε γξακκή κε νμύ άθξν ζην  ηζεκεξηλό επίπεδν). ην εζσηεξηθό ηνπ ινβνύ, νη 

θακπύιεο ηνπ δπλακηθνύ ζπκπίπηνπλ κε απηέο ηεο ππθλόηεηαο. Οη θακπύιεο ηνπ 

δπλακηθνύ έμσ από ηνλ ηόξν κπνξνύλ λα έρνπλ αξλεηηθέο ή ζεηηθέο ηηκέο 

(δηαθεθνκκέλεο γξακκέο), νη νπνίεο ρσξίδνληαη κεηαμύ ηνπο από ηελ ηειεπηαία 

δέζκηα επηθάλεηα, γηα ηελ νπνία ηζρύεη 𝑊 = 0. Σν ζρήκα πξνέξρεηαη από ηελ 

εξγαζία [4]. 

    

2.4   Ππθλνί δίζθνη θαη Polish Doughnuts 
 

 

Μαζεκαηηθά, ε πην απιή ππόζεζε γηα ηελ θαηαλνκή ηεο εηδηθήο ζηξνθνξκήο είλαη λα 

είλαη ζηαζεξή, δειαδή 𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Ππθλνί δίζθνη κε 𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. έρνπλ 

ραξαθηεξηζηηθά ζρήκαηα πνπ κνηάδνπλ κε doughnuts, θαη γηα απηό νλνκάζηεθαλ 

Polish doughnuts, αθνύ εηζήρζεζαλ από ηνλ Paczyński θαη ηνπο Πνισλνύο 

ζπλεξγάηεο ηνπ [5, 6, 7, 8, 9,]. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλέπηπμαλ κηα πνιύ γεληθή κέζνδν 
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θαηαζθεπήο ηζνξξνπίαο ηεο ύιεο ηδαληθνύ ξεπζηνύ ζε ηξνρηά γύξσ από κηα κειαλή 

νπή Kerr.  

ηελ πξνζέγγηζε πνπ κπνξνύκε λα αγλνήζνπκε ηελ ηδην-βαξύηεηα ηνπ ηόξνπ, 

ππνζέηνληαο όηη έρνπκε ηδαληθό ξεπζηό ν ηαλπζηήο ελέξγεηαο-νξκήο είλαη 

                                             𝛵𝛼𝛽 =  𝜖 + 𝑃 𝑢𝛼𝑢𝛽 + 𝑃𝑔𝛼𝛽 ,                                     (47) 

ελώ ε 4-ηαρύηεηα δίλεηαη από ηε (13). 

Ζ δηαηήξεζε ηνπ ηαλπζηή ελέξγεηαο-νξκήο ∇𝛼𝛵𝛼𝛽 = 0 , δίλεη (γηα ζηάζηκε θαη 

αμνληθά ζπκκεηξηθή θαηαλνκή)  

                                                     
∇𝑃

𝜖+𝑃
= ∇ ln 𝑢𝑡 −

𝑙∇Ω

1−𝛺𝑙
 .                                          (48) 

ηελ πεξίπησζε βαξνηξνπηθνύ ξεπζηνύ, δειαδή γηα ξεπζηό πνπ ηζρύεη 𝑃= 𝑃(𝜖), ην 

αξηζηεξό κέινο ηεο ζρέζεο (48) είλαη ε θιίζε κηαο βαζκσηήο ζπλάξηεζεο, ηεο 

ελζαιπίαο 𝐻 θαη έηζη ζα πξέπεη θαη ζην αξηζηεξό κέινο λα έρνπκε ην ίδην, δειαδή 

ηελ θιίζε ελόο βαζκσηνύ κεγέζνπο, πξάγκα πνπ ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ 𝑙 = 𝑙 𝛺 . Ζ 

παξαπάλσ ζπλζήθε απνηειεί κία έθθξαζε ηνπ Θεσξήκαηνο von Zeipel γηα λα 

ππάξρεη ιύζε ηζνξξνπίαο. Δπίζεο, νη επηθάλεηεο ζηαζεξήο πίεζεο ζπκπίπηνπλ κε ηηο 

επηθάλεηεο ζηαζεξήο ππθλόηεηαο. 

ε ζπληεηαγκέλεο Boyer-Lindquist
4
, ε εμίζσζε γηα κηα ηζνβαξή επηθάλεηα 

𝑃=𝑃 ṟ, 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., κπνξεί λα γξαθεί σο ṟ𝑃 = ṟ𝑃(𝜃), όπνπ ε ζπλάξηεζε ṟ𝑃 𝜃  

δίλεηαη από ηε ζρέζε [2]  

                                  𝑑𝑃 = 0  −
𝑑ṟ𝑃

𝑑𝜃
=

𝜕𝜃𝑃

𝜕ṟ𝑃
=

(1−𝑙𝛺)𝜕𝜃 ln 𝑢𝑡+𝑙𝜕𝜃𝛺

(1−𝑙𝛺)𝜕ṟ ln 𝑢𝑡+𝑙𝜕ṟ𝛺
 .                         (49) 

Γλσξίδνληαο ηηο ζρέζεηο 𝑢𝑡=𝑢𝑡(ṟ, 𝜃), 𝛺 = 𝛺(ṟ, 𝜃) θαη 𝑙 = 𝑙(ṟ, 𝜃) θαη 

νινθιεξώλνληαο ηε ζρέζε (49) πξνθύπηνπλ νη ηζνβαξείο επηθάλεηεο.  

ηελ πεξίπησζε ησλ κνληέισλ ησλ ιεπηώλ δίζθσλ [10] ε θαηαλνκή ηεο ζηξνθνξκήο 

ζεσξείηαη πσο είλαη απηή ελόο δίζθνπ κε ειεύζεξα ζσκαηίδηα ζε θπθιηθέο ηξνρηέο 

(δίζθνη Kepler), δειαδή [1]  

                                  𝑙 ṟ, 𝜃 = 𝑙𝐾 ṟ ≡
𝑀1 2 (ṟ2−2𝛼𝑀1 2 ṟ1 2 +𝛼2)

ṟ3 2 −2𝑀ṟ1 2 +𝛼𝑀1 2 ,                               (50) 

ελώ ζην γλσζηό κνληέιν ςπρξνύ-δίζθνπ-ππέξζεξκεο-θνξώλαο ζεσξνύκε έλαλ 

επίπεδν δίζθν ρακειήο εληξνπίαο πεξηθπθισκέλν από κηα πην ζθαηξηθή θνξώλα, 

πςειήο εληξνπίαο. Απηά ηα κνληέια ζπλέβαιιαλ ζεκαληηθά ζηελ θαηαλόεζε ηεο 

πξνζαύμεζεο ζε κειαλέο νπέο. 

                                                           
4
 Όπσο  θαη ηελ ελόηεηα 2.3, ρξεζηκνπνηώ ην ζύκβνιν ṟ γηα ηελ αθηηληθή 

ζπληεηαγκέλε δηόηη νη ζπληεηαγκέλεο Boyer-Lindquist αλάγνληαη ζηηο ζπληεηαγκέλεο 

Schwarzschild, εμ. (44), γηα κεδεληθή πεξηζηξνθή. 
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ηελ εξγαζία [1] θαηαζθεπάζηεθε κηα λέα νηθνγέλεηα αλαιπηηθώλ κνληέισλ γηα 

δίζθνπο πξνζαύμεζεο ζε κειαλέο νπέο ζε ηζνξξνπία θαη παξνπζηάζηεθε ε κνξθή 

ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ [1], ζεσξώληαο πσο ε ξνή πξνζαύμεζεο είλαη ζηαζεξή θαη 

αμνληθά ζπκκεηξηθή. Μία αθόκε παξαδνρή ήηαλ πσο ε δπλακηθή θιίκαθα ρξόλνπ 

είλαη πνιύ κηθξόηεξε από ηε ζεξκηθή. Έηζη, ν ηαλπζηήο ελέξγεηαο-νξκήο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί απηόο ελόο ηδαληθνύ ξεπζηνύ, εμ.(47).                                            

Ζ ηεηξα-ηαρύηεηα ηεο ύιεο ζεσξείηαη κόλν πεξηζηξνθηθή όπσο ζηελ εμ.(13). Ζ 

ηειεπηαία ζεώξεζε δελ ηζρύεη θνληά ζην νμύ άθξν, όπνπ ζπκβαίλεη κηα κεηάβαζε 

από «ζρεδόλ θπθιηθή» ζε  ηξνρηέο ζρεδόλ αθηηληθήο «ειεύζεξεο πηώζεο». Ζ εηδηθή 

ζηξνθνξκή 𝑙 θαη ε γσληαθή ηαρύηεηα 𝛺 δίλνληαη από ηηο (15) θαη (14) αληίζηνηρα, 

ελώ ε δηαηεξήζηκε ζηξνθνξκή αλά κνλάδα κάδαο εξεκίαο είλαη 𝑗 = ℎ𝑢𝜑 = 𝐸𝑙 =

−ℎ𝑢𝑡 𝑙. 

Ο ζθνπόο ηεο εξγαζίαο [1] ήηαλ λα πξνηαζεί κηα ηξη-παξακεηξηθή έθθξαζε γηα ηε 

ζπλάξηεζε 𝑙 ṟ, 𝜃 , ε νπνία λα επηηξέπεη ηελ θαηαζθεπή κνληέισλ ηζνξξνπίαο πνπ λα 

έξρνληαη θνληά ζε εκη-ζηάζηκεο ιύζεηο πνπ πξνθύπηνπλ από αξηζκεηηθέο 

πξνζνκνηώζεηο. Έηζη, εηζήρζε ε παξαθάησ ηξη-παξακεηξηθή κνξθή  γηα ηελ 

θαηαλνκή ηεο ζηξνθνξκήο: 

                            𝑙 ṟ, 𝜃 =  
𝑙0  

𝑙𝐾 ṟ 

𝑙0
 
𝛽

sin2𝛾𝜃, για ṟ ≥ ṟ𝑚𝑠  .

𝑙𝑚𝑠  ṟ sin2𝛾𝜃, για ṟ < ṟ𝑚𝑠  .

                                  (51) 

Ζ ζηαζεξά 𝑙0 νξίδεηαη σο 𝑙0 ≡ 𝜂𝑙𝐾(ṟ𝑚𝑠 ). Γηα κνληέια ρσξίο καγλεηηθό πεδίν 

πξνθύπηεη 𝑙𝑚𝑠  ṟ = 𝑙0  
𝑙𝐾 ṟ𝑚𝑠  

𝑙0
 
𝛽

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

Οη ηξεηο αδηάζηαηεο παξάκεηξνη  ηνπ κνληέινπ 𝛽, 𝛾 θαη 𝜂 κπνξνύλ λα πάξνπλ ηηκέο  

0 ≤ 𝛽 ≤ 1, −1 ≤ 𝛾 ≤ 1 και 1 ≤ 𝜂 ≤ 𝜂𝑚𝑎𝑥 , όπνπ 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 𝑙𝐾(ṟ𝑚𝑏 )/𝑙𝐾(ṟ𝑚𝑠 ). Γηα 

𝛽 = 0, 𝛾 = 0 θαη 𝜂 = 𝜂𝑚𝑎𝑥  κηα ηζνβαξήο επηθάλεηα πνπ μεθηλά από ην νμύ άθξν 

είλαη νξηαθά δέζκηα. 

Ζ κνξθή θαη ε ζέζε ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ 𝑃 ṟ, 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., γηα ύιε ηδαληθνύ 

ξεπζηνύ πνπ πεξηθέξεηαη ζε θπθιηθέο ηξνρηέο γύξσ από κειαλή νπή, πξνθύπηνπλ 

κόλν από ηε ζεώξεζε ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθνξκήο 𝑙 = 𝑙 ṟ, 𝜃 , ρσξίο λα 

ρξεηάδεηαη λα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο πδξνζηαηηθήο ηζνξξνπίαο, όηαλ αγλννύκε ηελ 

ηδηνβαξύηεηα ηνπ δίζθνπ. Ζ εμίζσζε πδξνζηαηηθήο ηζνξξνπίαο (48) γίλεηαη  

                                               
𝜕𝑖𝑃

𝑃+𝜖
= −

1

2

𝜕𝑖𝑔
𝑡𝑡−2𝑙𝜕𝑖𝑔

𝑡𝜑 +𝑙2𝜕𝑖𝑔
𝜑𝜑

𝑔𝑡𝑡 −2𝑙𝑔𝑡𝜑 +𝑙2𝑔𝜑𝜑  .                                (52) 

Αθόκε θαη γηα δη-δηάζηαηε θαηαλνκή 𝑙 = 𝑙 ṟ, 𝜃  ε ζπλζήθε γηα λα έρεη ε εμ.(48) 

ιύζεηο ηζνξξνπίαο είλαη λα ηζρύεη 𝑙 = 𝑙 𝛺 , δειαδή νη επηθάλεηεο 𝑙 ṟ, 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. λα 

ζπκπίπηνπλ κε απηέο όπνπ 𝛺 = 𝛺 ṟ, 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
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Αθόκε θαη γηα κηα κε βαξνηξνπηθή ξνή, γξάθνληαο ηελ εμ. (52) γηα 𝑖 =  ṟ θαη 𝑖 = 𝜃  

θαη δηαηξώληαο θαηά κέιε, πξνθύπηεη [7] 

                                           
𝜕ṟ𝑃

𝜕𝜃𝑃
=

𝜕ṟ𝑔
𝑡𝑡 −2𝑙𝜕ṟ𝑔

𝑡𝜑 +𝑙2𝜕ṟ𝑔
𝜑𝜑

𝜕𝜃𝑔𝑡𝑡 −2𝑙𝜕𝜃𝑔𝑡𝜑 +𝑙2𝜕𝜃𝑔𝜑𝜑 ≡ −𝐹 ṟ, 𝜃 .                          (53)    

Με δεδνκέλε ηε κεηξηθή Kerr θαη γηα ηε ζπλάξηεζε 𝑙 = 𝑙 ṟ, 𝜃  , ε 𝐹 ṟ, 𝜃  κπνξεί λα 

ππνινγηζζεί. Έζησ όηη 𝜃 = 𝜃 ṟ  είλαη ε εμίζσζε κηαο ηζνβαξνύο επηθάλεηαο θαη 

ηζρύεη 𝑑𝜃 𝑑ṟ = −𝜕ṟ𝑃 𝜕𝜃𝑃  , βι. εμ. (49). Αλ ε ζπλάξηεζε 𝐹 ṟ, 𝜃  είλαη γλσζηή, ηόηε 

ε εμ. (53) παίξλεη ηε κνξθή κηαο ζπλεζηζκέλεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο γηα ηελ 

ηζνβαξή επηθάλεηα, 𝜃 = 𝜃 ṟ   

                                                         
𝑑𝜃

𝑑ṟ
=  𝐹 ṟ, 𝜃 ,                                                   (54)           

ε νπνία κπνξεί λα νινθιεξσζεί ώζηε λα ιεθζνύλ όιεο νη πηζαλέο ζέζεηο ησλ 

ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ. 

 

2.5   Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα 
 

 

Αθνινπζώληαο ηελ παξαπάλσ κέζνδν, επηβεβαηώζεθαλ ηα απνηειέζκαηα ησλ 

ζέζεσλ θαη ηεο κνξθήο ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ ησλ δίζθσλ πξνζαύμεζεο. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα κειαλή νπή Schwarzschild, κέζσ ηεο ζρέζεο (53) 

ππνινγίζηεθε ε 𝐹 ṟ, 𝜃 , όπνπ νη απαξαίηεηεο αληαιινίσηεο ζπληζηώζεο ηεο κεηξηθήο 

είλαη νη εμήο 

                                     𝑔𝑡𝑡 = − 1 −
2𝑀

ṟ
 
−1

θαη 𝑔𝜑𝜑 =  ṟsin𝜃 −2 .                  (55a, 55b) 

Δπίζεο, ζεσξήζεθε 𝛼 = 0 (κεδεληθή πεξηζηξνθή),  𝜂 = 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 1.085 ελώ ṟ𝑚𝑠 =

6𝛭. Ζ επεμεξγαζία έγηλε κέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο Mathematica εθηειώληαο ηελ 

ζεηξά εληνιώλ πνπ παξνπζηάδεηαη ζην Παξάξηεκα Α. 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα πνπ απεηθνλίδνπλ ηε κνξθή θαη ηε ζέζε 

ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ ησλ δίζθσλ πξνζαύμεζεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ 𝛽 θαη 𝛾 (ρήκαηα 3, 4, 5 θαη 6), ζεσξώληαο 𝛭 = 1. Σα κεγέζε ζηνπο 

άμνλεο ησλ ζρεκάησλ είλαη (ϖ,z), όπνπ ϖ=ṟsin𝜃 θαη z= ṟcos𝜃. 
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ρήκα 3. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0 θαη 𝛾=0. Ζ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε 

αληηπξνζσπεύεη έλα θιαζζηθό “Polish doughnut”.   

 

ρήκα 4. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0 θαη 𝛾 =0.9. 
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ρήκα 5. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0.9 θαη 𝛾 =0. 

ρήκα 6. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0.9 θαη 𝛾 =0.9.  
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Παξαηεξνύκε όηη ε κνξθή θαη ε ζέζε ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ αιιάδεη αλαιόγσο 

κε ηηο ηηκέο ησλ 𝛽 θαη 𝛾. Με ηελ αύμεζε ηεο παξακέηξνπ 𝛽 ζπκβαίλεη αύμεζε ηεο 

ειάρηζηεο ηηκήο ζηελ νπνία κπνξεί λα θηάζεη ε γσλία 𝜃. Αθόκε, όηαλ ε εμάξηεζε 

ηεο ζηξνθνξκήο από ην 𝜃 είλαη ηζρπξή, όηαλ δειαδή ην 𝛾 παίξλεη ηηκέο κεγαιύηεξεο 

ηνπ 0.5, νη ηζνβαξείο επηθάλεηεο θαίλεηαη πσο ίζσο λα κπνξνύλ λα δηαζρίζνπλ ηνλ 

άμνλα ζπκκεηξίαο. Σα ρ.3-6 επηβεβαηώλνπλ ηα αληίζηνηρα ζρήκαηα ζηελ εξγαζία 

[1].  

Γηα κειαλή νπή Kerr  νη αληαιινίσηεο ζπληζηώζεο ηεο κεηξηθήο ζε ζπληεηαγκέλεο 

Boyer-Lindquist
5
 είλαη [11] 

                                                  𝑔𝑡𝑡 = −
 𝛼2+ṟ2 

2
−𝛼2𝛥sin 2𝜃

𝛥𝜌2 ,                                            (56) 

                                                         𝑔𝜑𝜑 =
𝛥−𝛼2sin 2𝜃

𝛥𝜌2sin 2𝜃
,                                                    (57) 

                                                            𝑔𝑡𝜑 = −
2ṟ𝛼

𝛥𝜌2
,                                                         (58)        

όπνπ 𝜌2 = ṟ2 + 𝛼2cos2𝜃 θαη 𝛥 = ṟ2 − 2ṟ + 𝛼2, έρνληαο ζεσξήζεη 𝛭 = 1. Ωο 

παξάδεηγκα, ζεσξήζεθε 𝜂 = 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 1.079 , 𝛼 = 0.5 θαη ε ζέζε ṟ𝑚𝑠  πξνθύπηεη 

                                 𝑧1 = 1 +  1 −
𝛼2

𝑀2 
1 3 

  1 +
𝛼

𝑀
 

1 3 

+  1 −
𝛼

𝑀
 

1 3 

  ,                   (59) 

                                                                𝑧2 =  3
𝛼2

𝑀2 + 𝑧1
2,                                            (60) 

                                 ṟ𝑚𝑠 = 𝑀 3 + 𝑧2 −   3 − 𝑧1 (3 + 𝑧1 + 2𝑧2                          (61) 

 ṟ𝑚𝑠 = 4.233 . 

Σν αληίζηνηρν πξόγξακκα ππνινγηζκνύ ζε Mathematica παξνπζηάδεηαη ζην 

Παξάξηεκα Α. 

Σα δηαγξάκκαηα ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ γηα ηελ πξναλαθεξζείζα πεξίπησζε, 

παξνπζηάδνληαη παξαθάησ, ζηα ζρήκαηα 7, 8, 9 θαη 10). Σα κεγέζε ζηνπο άμνλεο ησλ 

ζρεκάησλ είλαη (ϖ,z), όπνπ ϖ=ṟsin𝜃 θαη z= ṟcos𝜃. 

 

                                                           
5
 Όπσο  θαη ηελ ελόηεηα 2.3, ρξεζηκνπνηώ ην ζύκβνιν ṟ γηα ηελ αθηηληθή 

ζπληεηαγκέλε δηόηη νη ζπληεηαγκέλεο Boyer-Lindquist αλάγνληαη ζηηο ζπληεηαγκέλεο 

Schwarzschild, εμ. (44), γηα κεδεληθή πεξηζηξνθή. 
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ρήκα 7. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0 θαη 𝛾 =0. Ζ πεξίπησζε απηή αληηπξνζσπεύεη 

έλα θιαζζηθό “Polish doughnut” γηα κειαλή νπή. 

 

ρήκα 8. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0 θαη 𝛾 =0.9. 
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ρήκα 9. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0.9 θαη 𝛾 =0. 

 

 

ρήκα 10. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0.9 θαη 𝛾 =0.9.  
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Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, νη παξάκεηξνη 𝛽 θαη 𝛾 επεξεάδνπλ ηε ζέζε θαη ηε 

κνξθή ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ. Γηα ζεκαληηθέο ηηκέο ηνπ 𝛾 νη ηζνβαξείο 

επηθάλεηεο ίζσο λα κπνξνύλ λα δηαζρίζνπλ ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο, ελώ κηα ηηκέο 

𝛾 < 0.5 απηό δελ θαίλεηαη λα είλαη εθηθηό. Ζ ειάρηζηε ηηκή πνπ θηάλεη ε γσλία  𝜃 

είλαη κεγάιε γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ 𝛽 από ηελ αληίζηνηρε ειάρηζηε ηηκή πνπ παίξλεη 

γηα κηθξέο ηηκέο ηεο ίδηαο παξακέηξνπ. Γειαδή, όζν κηθξόηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ  𝛽  

ηόζν πην κηθξή ηηκή κπνξεί λα πάξεη ε γσλία 𝜃.  Σα ρ.7-10 επηβεβαηώλνπλ ηα 

αληίζηνηρα ζρήκαηα, πνπ παξνπζηάδνπλ ηηο ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα κειαλή νπή 

Kerr, ηεο εξγαζίαο [1].  
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Κεθάλαιο  3 
 

Ανάλςζη ζε ιζοηποπικέρ ζςνηεηαγμένερ 
 

 

3.1   Μνληέια ζε ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο 
 

  

Ζ κεηξηθή  ηνπ ρσξνρξόλνπ Schwarzschild ζε ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑) 

είλαη [3] 

            𝑑𝑠2 = − 
1−𝑀 2𝑟 

1+𝑀 2𝑟 
 

2

𝑑𝑡2 +  1 +
𝑀

2𝑟
 

4
 𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜃2 + 𝑟2sin2𝜃𝑑𝜑2 ,          (62) 

ελώ ε ηζνηξνπηθή αθηηληθή ζπληεηαγκέλε 𝑟 ζπλδέεηαη κε ηε Schwarzschild αθηηληθή 

ζπληεηαγκέλε ṟ κέζσ ηεο παξαθάησ ζρέζεο 

                                             𝑟 =
1

2
 ṟ − 𝑀 +  ṟ2 − 2𝑀ṟ ,                                       (63) 

ή αιιηώο  

                                                        ṟ =
𝑀2

4𝑟
+ 𝑀 + 𝑟.                                                      (64) 

ε απηή ηελ πεξίπησζε γηα ηελ ζηξνθνξκή Kepler βξίζθνπκε 

                                               𝐿𝐾 =
 𝑀 1+𝑀 2𝑟  6𝑟2

 1−𝑀 2𝑟  2 𝑀+𝑀2 4𝑟+𝑟  3 2  .                                       (65) 

Δπίζεο, είλαη 𝑢𝑡 = −  
𝑀+2𝑟

𝑀−2𝑟
 

2

−
16𝑙2𝑟2

 𝑀+2𝑟 4sin 2𝜃
 
−1 2 

, ελώ ε ζέζε ηεο ηειεπηαίαο 

ζηαζεξήο ηξνρηάο είλαη  

𝑟𝑚𝑠 =
1

2
(5 + 2 6) ≅ 4.950, 

θαη 𝑟𝑚𝑏 ≅ 2.914, ε νπνία πξνθύπηεη από ην γεγνλόο πσο ζε απηή ηε ζέζε ηζρύεη 

𝑊 = 0 γηα 𝑙 = 4. 
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Δπνκέλσο, γηα κειαλή νπή Schwarzschild ζε ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο 

ππνινγίζακε ηηο ζέζεηο θαη ηε κνξθή ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ ηνπ δίζθνπ 

αθνινπζώληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία όπσο ζηελ ελόηεηα 2.5. 

Πάιη ζεσξήζεθε 𝛼 = 0 (κεδεληθή πεξηζηξνθή),  𝜂 = 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 1.085 θαη 𝛭 = 1 αιιά 

γηα ηελ ζηξνθνξκή Kepler ρξεζηκνπνηήζακε ηε ζρέζε (65). Οη αληαιινίησηεο 

ζπληζηώζεο πνπ ρξεηαδόκαζηε είλαη νη 

                                                             𝑔𝑡𝑡 = − 
1−𝑀 2𝑟 

1+𝑀 2𝑟 
 
−2

,                                            (66) 

                                                                      𝑔𝑡𝜑 = 0,                                                       (67)              

                                                   𝑔𝜑𝜑 =  1 +
𝑀

2𝑟
 
−4

𝑟−2sin−2𝜃 .                                    (68) 

Σν αληίζηνηρν πξόγξακκα Mathematica παξνπζηάδεηαη ζην Παξάξηεκα Α. 

ηε ζπλέρεηα, παξνπζηάδνληαη δηαγξάκκαηα ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ γηα ηελ 

πξναλαθεξζείζα πεξίπησζε γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ β θαη γ. (ρήκαηα 11, 12, 13 θαη 

14). Σα κεγέζε ζηνπο άμνλεο ησλ ζρεκάησλ είλαη (ϖ,z), όπνπ ϖ=𝑟sin𝜃 θαη z= 𝑟cos𝜃. 

 

 
ρήκα 11. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0 θαη 𝛾 =0. 
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ρήκα 12. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0 θαη 𝛾 =0.9. 

 

 

 

 

 
ρήκα 13. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0.9 θαη 𝛾 =0. 
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ρήκα 14. Ηζνβαξείο επηθάλεηεο γηα 𝛽 =0.9 θαη 𝛾 =0.9. 

 

 

Παξαηεξνύκε πσο ζηα ρ.11-14 νη ηζνβαξείο επηθάλεηεο έρνπλ ηελ ίδηα κνξθή κε 

απηέο ζηα ρ.3-6. Γειαδή, ε κνξθή ησλ επηθαλεηώλ παξακέλνπλ ακεηάβιεηεο είηε ε 

κειέηε γίλεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζπλεηαγκέλεο Schwarzschild είηε ηηο ηζνηξνπηθέο 

ζπληεηαγκέλεο. Σα κνληέια ζηηο ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη ρξήζηκα δηόηη 

ζπλήζσο νη αξηζκεηηθέο πξνζνκνηώζεηο γίλνληαη ζε ηέηνηεο ζπληεηαγκέλεο, παξά ζε 

ζπληεηαγκέλεο Schwarzschild. Οη παξάκεηξνη 𝛽 θαη 𝛾 επεξεάδνπλ κε ηνλ ίδην ηξόπν 

ηε κνξθή θαη ηε ζέζε ησλ επηθαλεηώλ όπσο θαη ζηηο δπν πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο. 
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ςμπεπάζμαηα  
 

 

Σα ρήκαηα 3-14 δείρλνπλ πσο ε ζπκπεξηθνξά ησλ ηζνβαξώλ επηθαλεηώλ 

επεξεάδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 𝛽 θαη 𝛾. Καζώο απμάλεηαη ε ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ 𝛽, πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εμάξηεζε ηεο ζηξνθνξκήο από ην 𝑟, , ε 

ειάρηζηή ηηκή ηεο γσλίαο 𝜃 απμάλεηαη θαη νη θακπύιεο παξνπζηάδνληαη πην 

ρακεισκέλεο.  Γηα ηηκέο ηνπ 𝛾>0.5, όηαλ δειαδή ε εμάξηεζε ηεο ζηξνθνξκήο από ην 

𝜃 είλαη ηζρπξή, νη ηζνβαξείο επηθάλεηεο ίζσο λα κπνξνύλ λα δηαζρίζνπλ ηνλ άμνλα 

ζπκκεηξίαο, ελώ γηα κηθξόηεξεο ηηκέο ηνπ 𝛾 απηό δελ θαίλεηαη λα είλαη εθηθηό. Οη 

ηζνβαξείο επηθάλεηεο, θαη θαη’επέθηαζε νη δίζθνη πξνζαύμεζεο έρνπλ ηελ ίδηα 

κνξθή, είηε ε κειέηε ηνπο γίλεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζπληεηαγκέλεο 

Schwarzschild, είηε ηηο αληίζηνηρεο ηζνηξνπηθέο. 

Όκσο, είλαη ζεκαληηθό λα ππάξρνπλ ηα κνληέια ζηηο ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο 

δηόηη ζπλήζσο, νη αξηζκεηηθέο πξνζνκνηώζεηο γίλνληαη ζε απηέο ηηο ζπληεηαγκέλεο, 

θαη ιηγόηεξν ζπρλά ζηηο ζπληεηαγκέλεο Schwarzschild. Δπνκέλσο, ηα κνληέια ζηηο 

ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη πην ρξήζηκα. 

Σα ρ.3-10 επηβεβαηώλνπλ πιήξσο ηα αληίζηνηρα ζρήκαηα ηεο εξγαζίαο [1].  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α 
 

 

Δληνιέο ζην πξόγξακκα Mathematica 

 
 
 

Πεξίπησζε 𝛽 = 0.9, 𝛾 = 0.9  γηα κειαλή νπή Schwarzschild. 
 

Clear["Global`*"]; 

 

(*Οίε εή εή*) 

a=0.; 

 

(*Γ εή ή Schwarzschild ίε  ύε rms=6Μ, ό έε 

εήε ό Μ=1*)  

rms=6.; 

 

(*Οίε  ά *) 

=1.085; 

 

(*Οίε  ή Kepler, ε .50, ό Μ=1*) 

Lk[r_]=(r^2-2*a*r^0.5+a^2)/(r^(3/2)-2*r^0.5+a); 

 

(*  εά l0*) 

L0=*Lk[rms]; 

 

(*Οό  -κεή έ   ή  ή, 

ε .51*) 

L[r_,u_]=L0*(Lk[r]/L0)^b*Sin[u]^(2*g); 

 

(*Οό  ώ  εή Schwarzschild*)  

gtt[r_]=-(1-2/r)^(-1); 

gff[r_,u_]=(r*Sin[u])^(-2); 

gtf[r_,u_]=0; 

 

(*Τό  F (r,) ώ  ε .53*) 

F[r_,u_]=-(D[gtt[r],r]-2*L[r,u]*D[gtf[r,u],r]+L[r,u]^2*D[gff[r,u],r])/(D[gtt[r],u]-

2*L[r,u]*D[gtf[r,u],u]+L[r,u]^2*D[gff[r,u],u]); 

 

 

(* Οίε  ό  εί  ή ύ*) 

Np=1300; 
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(*Οίε  ή*) 

dr=(12.7-7.8)/(Np-1); 

 

(*Γί εό ί   ώ  εί  ύ*) 

tab=Table[{},{i,Np}]; 

 

(*Οίε  ό 0 ό  ί  εήε  ί ώε  

άε  εί  ύ*) 

u0=0.99*Pi/2.; 

 

(*Οίε  ό r0*) 

r0=7.8; 

 

(*Κάε ή  𝜇εό Euler  ίε  έ  έ  

 *) 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 

 (*Πίε  εεόε  ύ ί ώε  

εύε  εί  ή ύ*) 

 AppendTo[tab[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

(*Δάε  ί   εύε  ά ώ 

ώ*) 

Np=1400; 

dr=(13.8-5.6)/(Np-1); 

tab1=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=5.6; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab1[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1500; 

dr=(14-5)/(Np-1); 

tab2=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=5.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab2[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 
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Np=1600; 

dr=(15.9-3)/(Np-1); 

tab3=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=3.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab3[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1600; 

dr=(20.3-3)/(Np-1); 

tab4=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=3.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab4[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

(*Δύ  εί  ίε  ίε*) 

Print[tab,tab1, tab2, tab3,tab4] 

 

(*Σέ, εύε  εί  ά ε ή ώε  

είε  ή  ώ ώ,  άε  ε  

ί έε εό ώ ώε  εί εύ *) 

Show[ListPlot[tab,PlotStyleRed],ListPlot[tab1,PlotStyleBlue],ListPlot[tab2,Plo

tStyleBlack],ListPlot[Abs[tab3],PlotStyleGreen],ListPlot[Abs[tab4],PlotStyle

Orange]] 

 

 

 

Πεξίπησζε 𝛽 = 0.9, 𝛾 = 0.9  γηα κειαλή νπή Kerr. 
 
Clear["Global`*"]; 

 

(*Οίε  ά εή*) 

a=0.5; 

 

(*Οό  ώ  εή Boyer-Lindquist*)  

[r_,u_]=Sqrt[r^2+(a^2)*(Cos[u]^2)]; 

Delta[r_]=(r^2)-2*r+a^2; 

gtt[r_,u_]=-((r^2+a^2)^2-(a^2)*Delta[r]*(Sin[u]^2))/(Delta[r]*([r,u]^2)); 

gff[r_,u_]=(Delta[r]-(a^2)*(Sin[u]^2))/(Delta[r]*([r,u]^2)*(Sin[u]^2)) 

gtf[r_,u_]=-(2*a*r)/(Delta[r]*([r,u]^2)) 
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(*Τίε  εί rms ύ ε  ε.(59-61)*) 

z1=1+(1-a^2)^(1/3)*((1+a)^(1/3)+(1-a)^(1/3)); 

z2=Sqrt[3*a^2+z1^2]; 

rms=3+z2-Sqrt[(3-z1)*(3+z1+2*z2)]; 

 

(*Οίε  ά *) 

=1.079; 

 

(*Οίε  ή Kepler, ε .50, ό Μ=1*) 

Lk[r_]=(r^2-2*a*(r^0.5)+a^2)/(r^(3/2)-2*(r^0.5)+a); 

 

(*  εά l0*) 

L0=*Lk[rms]; 

 

(*Οό  -εή έ   ή  ή, 

ε .51*) 

L[r_,u_]=L0*(Lk[r]/L0)^b*Sin[u]^(2*g); 

 

(*Τό  F (r,) ώ  ε .53*) 

F[r_,u_]=-(D[gtt[r,u],r]-2*L[r,u]*D[gtf[r,u],r]+L[r,u]^2*D[gff[r,u],r])/(D[gtt[r,u],u]-

2*L[r,u]*D[gtf[r,u],u]+L[r,u]^2*D[gff[r,u],u]); 

 

 

(* Οίε  ό  εί  ή ύ*) 

Np=300; 

 

(*Οίε  ή*) 

dr=(8-6.3)/(Np-1); 

 

(*Γί εό ί   ώ  εί  ύ*) 

tab=Table[{},{i,Np}]; 

 

(*Οίε  ό 0 ό  ί  εήε  ί ώε  

άε  εί  ύ*) 

u0=0.99*Pi/2.; 

 

(*Οίε  ό r0*) 

r0=6.3; 

 

(*Κάε ή  εό Euler  ίε  έ  έ  

 *) 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 

(*Πίε  εεό  ύ ί ώε  

εύε  εί  ή ύ*) 

 AppendTo[tab[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 
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(*Δάε  ί   εύε  ά ώ 

ώ*) 

Np=600; 

dr=(9.6-3.7)/(Np-1); 

tab1=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=3.7; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

  AppendTo[tab1[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=800; 

dr=(12-3)/(Np-1); 

tab2=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=3.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab2[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1000; 

dr=(16-2)/(Np-1); 

tab3=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=2.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab3[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1000; 

dr=(28-2)/(Np-1); 

tab4=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=2.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab4[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

(*Δύ  εί  ίε  ίε*) 

Print[tab,tab1, tab2, tab3,tab4] 
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(*Σέ, εύε  εί  ά ε ή ώε  

είε  ή  ώ ώ,  άε  ε  

ί έε εό ώ ώε  εί εύ *) 

Show[ListPlot[tab, PlotStyle Red],ListPlot[tab1,PlotStyle Blue],ListPlot[tab2, 

PlotStyle Black],ListPlot[tab3, PlotStyle 

Green],ListPlot[tab4,PlotStyleOrange]] 

 

 

 

Πεξίπησζε 𝛽 = 0.9, 𝛾 = 0.9 γηα κειαλή νπή Schwarzschild ζε 

ηζνηξνπηθέο ζπληεηαγκέλεο. 
  
Clear["Global`*"]; 

 

(*Οίε  έ  εεί ή ά ό ίε 

 εό 3.1*) 

rms=4.950; 

 

(*Οίε  ά *) 

=1.085; 

 

(*Οίε  ή Kepler, ε .65, ό Μ=1*) 

Lk[r_]=((1+1/(2*r))^6*r^2)/((1-1/(2*r))^2*(1+1/(4*r)+r)^(3/2)); 

 

(*  εά l0*) 

L0=*Lk[rms]; 

 

(*Οό  -εή έ   ή  ή, 

ε .51*) 

L[r_,u_]=L0*(Lk[r]/L0)^b*Sin[u]^(2*g); 

 

(*Οό  ώ  εή Schwarzschild ε έ 

εέε*)  

gtt[r_]=-((1-1/(2*r))/(1+1/(2*r)))^(-2); 

gtf=0; 

gff[r_,u_]=(1+1/(2*r))^(-4)*(r*Sin[u])^(-2); 

 

(*Τό  F (r,) ώ  ε .53*) 

F[r_,u_]=-(D[gtt[r],r]-2*L[r,u]*D[gtf,r]+(L[r,u]^2)*D[gff[r,u],r])/(D[gtt[r],u]-

2*L[r,u]*D[gtf,u]+(L[r,u]^2)*D[gff[r,u],u]); 

 

 

(* Οίε  ό  εί  ή ύ*) 

Np=1600; 

 

(*Οίε  ή*) 

dr=(13-8.5)/(Np-1); 
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(*Γί εό ί   ώ  εί  ύ*) 

tab=Table[{},{i,Np}]; 

 

(*Οίε  ό 0 ό  ί  εήε  ί ώε  

άε εί  ύ*) 

u0=0.99*Pi/2.; 

 

(*Οίε  ό r0*) 

r0=8.5; 

 

(*Κάε ή  κεό Euler  ίε  έ  έ  

 *) 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 

 (*Πίε  εεόε  ύ ί ώε  

εύε  εί  ή ύ*) 

 AppendTo[tab[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

(*Δάε  ί   εύε  ά ώ 

ώ*) 

Np=1600; 

dr=(13-5.6)/(Np-1); 

tab1=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=5.6; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab1[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1600; 

dr=(13-4.8)/(Np-1); 

tab2=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=4.8; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab2[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1600; 

dr=(14-3)/(Np-1); 

tab3=Table[{},{i,Np}]; 
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u0=0.99*Pi/2.; 

r0=3.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab3[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

Np=1600; 

dr=(14-3)/(Np-1); 

tab4=Table[{},{i,Np}]; 

u0=0.99*Pi/2.; 

r0=3.0; 

For[i=1,iNp,i++, 

 r0=r0+dr; 

 u0=u0+(F[r0,u0]/.{b0.9,g0.9})*dr; 

 AppendTo[tab4[[i]],{r0*Sin[u0],r0*Cos[u0]}]] 

 

 

(*Δύ  εί  ίε  ίε*) 

Print[tab,tab1, tab2, tab3,tab4] 

 

(*Σέ, εύε εί  ά ε ή ώε  

είε  ή  ώ ώ,  άε  ε  

ί έε εό ώ ώε  εί εύ *) 

Show[ListPlot[Abs[tab],PlotStyleRed],ListPlot[tab1,PlotStyleBlue],ListPlot[ta

b2,PlotStyleBlack],ListPlot[Abs[tab3],PlotStyleGreen],ListPlot[Abs[tab4],Plot

Style Orange]] 
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