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Περίληψη 
 
Η εργασία αυτή διαπραγµατεύεται κατά κύριο λόγο τη µελέτη και την εφαρµογή 
διάφορων µεθόδων της υπολογιστικής σχετικότητας σε αστροφυσικά 
προβλήµατα. Γίνεται µία εκτενής αναφορά στο θεωρητικό υπόβαθρο σύγχρονων 
µεθόδων της υπολογιστικής ρευστοµηχανικής στην Ειδική Θεωρία της 
Σχετικότητας και στη συνέχεια µε τη βοήθεια της γλώσσας C, δηµιουργούνται τα 
αντίστοιχα υπολογιστικά προγράµµατα, µε σκοπό την εξαγωγή των απαραίτητων 
αποτελεσµάτων και ασφαλώς τη σύγκρισή τους. Το πεδίο δοκιµής των 
αριθµητικών µεθόδων είναι ένα κλασικό πρόβληµα της ρευστοδυναµικής, γνωστό 
ως σωλήνας δηµιουργίας κρουστικών κυµάτων (shock tube). Τέλος γίνεται µία 
αναφορά σε ένα από τα πιο ενδιαφέροντα προβλήµατα της σύγχρονης 
αστροφυσικής, τους πίδακες. 
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Κρουστικό κύµα το οποίο διαδίδεται στο εσωτερικό ενός αστροφυσικού πίδακα 

(προσοµοίωση µε τη βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή) 
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Εισαγωγή 

 
Η εργασία αυτή αφορά τη µελέτη των αριθµητικών µεθόδων που έχουν αναπτυχθεί τα 
τελευταία χρόνια µε σκοπό την επίλυση των εξισώσεων που διέπουν τη συµπεριφορά 
των ρευστών. Η µελέτη των ρευστών είναι ένας ταχέως αναπτυσσόµενος κλάδος της 
σύγχρονης φυσικής καθώς βρίσκει εφαρµογές σε µία πληθώρα διαφορετικών 
φαινοµένων, που δεν έχουν κάποια σχέση µεταξύ τους. Τέτοια φαινόµενα µπορεί να 
είναι είτε η κίνηση ενός υγρού, όπως το νερό, είτε οι γαλαξιακοί πίδακες.  Έχει 
αναπτυχθεί το κατάλληλο θεωρητικό πλαίσιο που επιτρέπει τη µελέτη αυτών των 
φαινοµένων. Πρόκειται κυρίως για συστήµατα διαφορικών εξισώσεων, που δεν είναι 
συχνά δυνατό να λυθούν αναλυτικά. Για το λόγο αυτό η µελέτη των ρευστών έχει 
συνδεθεί τόσο έντονα µε την αριθµητική ανάλυση, καθώς η τελευταία µε έµµεσο έστω 
τρόπο καταφέρνει να προσφέρει λύσεις σε ανάλογα προβλήµατα. 
Η εργασία αυτή λοιπόν αφορά τη µελέτη των ρευστών, κατά βάθος όµως επιχειρεί µία 
επισκόπηση των κυριότερων αριθµητικών µεθόδων που έχουν αναπτυχθεί και 
δοκιµαστεί σε πολύ δυσκολότερα προβλήµατα, από αυτά που παρατίθενται εδώ, µε 
σηµαντική επιτυχία.  
Αρχικά λοιπόν επιχειρείται η εφαρµογή συγκεκριµένων αριθµητικών µεθόδων σε ένα 
κλασικό πρόβληµα της ρευστοδυναµικής, αυτό του shock tube, στο πλαίσιο της 
Νευτώνειας µηχανικής. Στη συνέχεια οι ίδιες αριθµητικές µέθοδοι δοκιµάζονται στο 
ίδιο πάντα πρόβληµα, στο πλαίσιο όµως πλέον της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας. 
Σε κάθε περίπτωση παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των µεθόδων, σχολιάζονται και 
ασφαλώς συγκρίνονται µεταξύ τους, µε σκοπό την εύρεση της  πλέον κατάλληλης, για 
κάθε σκοπό, µεθόδου και την εξαγωγή ολοένα και πιο αξιόπιστων αποτελεσµάτων. 
Σηµαντικός αρωγός σε αυτή την προσπάθεια για την παρουσίαση των αριθµητικών 
µεθόδων είναι η επιστήµη της πληροφορικής. Η χρήση των υπολογιστών και κάποιας 
γλώσσας προγραµµατισµού είναι απαραίτητα στοιχεία για την εκτέλεση των 
επαναληπτικών υπολογισµών και διαδικασιών που απαιτούν οι αριθµητικές µέθοδοι. 
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Κεφάλαιο 1 

 
Αριθµητικές µέθοδοι στη Νευτώνεια Ρευστοδυναµική 
 
 
Οι διαφορικές εξισώσεις κατέχουν κυρίαρχο ρόλο στην επιστήµη της Φυσικής από τη 
στιγµή που ο Νεύτωνας εισήγαγε το δεύτερο νόµο της κίνησης. Η µελέτη τους από την 
εποχή εκείνη είναι εντατική, αν και στις περισσότερες περιπτώσεις η ακριβής και 
αναλυτική τους λύση είναι δύσκολο να προσδιοριστεί. Οι φυσικοί σε ανάλογες 
περιπτώσεις αναζητούν προσεγγιστικές λύσεις, οι οποίες προκύπτουν µε τη συνδροµή 
ενός ιδιαίτερου κλάδου των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών, γνωστού ως Αριθµητική 
Ανάλυση, που ασχολείται µε τη διακριτοποίηση συνεχών προβληµάτων. Τα διακριτά 
σχήµατα ή αλλιώς αριθµητικές µέθοδοι επιτρέπουν την αντικατάσταση των διαφορικών 
τελεστών µε µια σειρά από αλγεβρικές πράξεις. Επιπλέον η ανάπτυξη των υπολογιστών 
τις τελευταίες δεκαετίες έχει δώσει νέα ώθηση στην ανάπτυξη παρόµοιων µεθόδων και 
κατά συνέπεια στην ολοένα και συχνότερη εφαρµογή τους στη σύγχρονη Φυσική, αν 
και οι βασικές ιδέες χρονολογούνται αιώνες πριν. Ήδη το 1748 οι Clairaut, Lalande και 
Lapaute µε τη χρήση αριθµητικών µεθόδων επιχείρησαν να προβλέψουν επακριβώς 
την επιστροφή του κοµήτη του Halley λαµβάνοντας υπόψη τους τις επιδράσεις του ∆ία 
και του Κρόνου στην τροχιά του. Ο Lalande έγραψε 

 
 Για έξη µήνες υπολογίζαµε από το πρωί έως το βράδυ, µερικές 
φορές ακόµα και κατά τη διάρκεια των γευµάτων. Ως συνέπεια 
αυτής της κατάστασης  αρρώστησα σοβαρά και η κατάσταση της 
υγείας µου ποτέ πια δεν ήταν ίδια µε πριν. Η βοήθεια που µας 
προσέφερε η κυρία Lapaute ήταν καταλυτική, αφού χωρίς τη 
συνδροµή της δεν θα είχαµε ποτέ τολµήσει να αναλάβουµε ένα τόσο 
µεγαλεπήβολο έργο. Ήταν απαραίτητο να υπολογίσουµε την 
απόσταση καθενός από τους δύο πλανήτες, το ∆ία και τον Κρόνο, 
από τον κοµήτη, ξεχωριστά για κάθε διαδοχική µοίρα, για 150 
χρόνια. 
 

Η πρόβλεψή τους για το περιήλιο του κοµήτη στις 13 Απριλίου του 1749 απείχε  µόνο 
31 µέρες από την πραγµατική ηµεροµηνία. Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται αναφορά στις 
αριθµητικές µεθόδους που χρησιµοποιούνται ευρύτατα για την επίλυση διαφορικών 
εξισώσεων υπερβολικού τύπου. Παρουσιάζονται χαρακτηριστικές µέθοδοι, οι οποίες 
διακρίνονται τόσο για τη διαφορετική τους φιλοσοφία, όσο και για την ακρίβειά τους. 
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Ενδεικτικά αναφέρονται η µέθοδος των κεντρικών διαφορών, η µέθοδος Lax-Wendroff 
και η µέθοδος TVD. Κάθε µία από αυτές εφαρµόζεται στο πρόβληµα του µονοδιάστατου 
σωλήνα κρουστικών κυµάτων (shock tube), οπότε υπάρχει η δυνατότητα της άµεσης 
σύγκρισής τους. 

1.1 Εξισώσεις ρευστοδυναµικής 
 
Η κίνηση του ρευστού περιγράφεται µε τη βοήθεια ενός συστήµατος νόµων διατήρησης 
της µάζας (εξίσωση συνέχειας), της ορµής (εξισώσεις του Euler) και της ενέργειας. Η 
διαφορική µορφή των εξισώσεων αυτών σε καρτεσιανές συντεταγµένες , είναι 1 2 3( , , , )t x x x
 

Εξίσωση συνέχειας       ( ) 0i
i

v
t x
ρ ρ∂ ∂
+

∂ ∂
=                                                               (3.1)          

 

Εξίσωση ορµής           
( ) ( 0j

i j ij
i

v
v v p

t x
ρ

ρ δ
∂ ∂

+ +
∂ ∂

) =                                               (3.2)   

 

Εξίσωση ενέργειας       ( ) 0i
i

e e p v
t x
∂ ∂

+ +⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂
=                                                          (3.3) 

 
Η φυσική κατάσταση λοιπόν ενός ρευστού καθορίζεται από την πυκνότητά του , την 
µακροσκοπική ταχύτητά του  και την πυκνότητα ολικής ενέργειας, 

ρ
v

 

                                                        21
2

e vρ ε= +                                                (3.4) 

 
όπου ε είναι η πυκνότητα εσωτερικής θερµοδυναµικής ενέργειας. Για ένα ιδανικό 
αέριο, η πίεση , συνδέεται µε την πυκνότητα εσωτερικής ενέργειας µέσω της 
καταστατικής εξίσωσης 

p

 
                                                       ( )1p ε= Γ − ,                                                 (3.5) 
 
όπου  είναι ο λόγος των θερµοχωρητικοτήτων. Μία άλλη θερµοδυναµική µεταβλητή  
ιδιαίτερης  σηµασίας είναι η  ταχύτητα του ήχου , η οποία   δίνεται  

Γ
sc

από τη σχέση (ισχύει για ισεντροπικές µεταβολές ιδανικού αερίου) 
 

                                                       2
s

P Pc
ρ ρ
∂ Γ

≡ =
∂

                                               (3.6) 

 
Πρέπει να διευκρινίσουµε ότι οι εξισώσεις του Euler, µε τη µορφή που παρατίθενται, 
είναι ιδιαίτερα απλουστευµένες καθώς έχουν αφαιρεθεί όροι που περιγράφουν 
φαινόµενα όπως η βαρύτητα, η θέρµανση και η ψύξη. 
Οι παραπάνω νόµοι διατήρησης σε διαφορική µορφή δεν καταφέρνουν να αποδώσουν 
πιστά ασυνέχειες, καθώς οι παράγωγοι των φυσικών ποσοτήτων απειρίζονται. Λύσεις µε 
ασυνέχειες ονοµάζονται ασθενείς λύσεις των εξισώσεων στη διαφορική µορφή. Είναι 
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ενδεικτικό ότι η διαφορική µορφή περιγράφει πλήρως τη ροή σε οµαλές περιοχές, όµως 
η ολοκληρωτική µορφή είναι απαραίτητη για την περιγραφή ασυνεχειών. 

 

1.2  Πρόβληµα των αρχικών τιµών του Riemann 

1.2.1  Το φυσικό πρόβληµα            
 

Θεωρούµε ένα ιδανικό ρευστό (π.χ. αέριο) µε αδιαβατικό δείκτη Γ, το οποίο κινείται σε 
ένα χώρο όπου απουσιάζει (ή αγνοούµε) το βαρυτικό πεδίο. Το ρευστό βρίσκεται µέσα 
σε ένα µονοδιάστατο σωλήνα ουσιαστικά, ο οποίος χωρίζεται σε δύο τµήµατα µε τη 
βοήθεια ενός διαφράγµατος απειροστού πάχους. Σε κάθε τµήµα του σωλήνα οι 
συνθήκες πίεσης και η πυκνότητα του ρευστού διαφέρουν. Και στα δύο τµήµατα όµως 
η ταχύτητα του ρευστού είναι αρχικά ίση προς µηδέν. Το πρόβληµα του Riemann 
συνίσταται στη µελέτη της εξέλιξης του ρευστού στο εσωτερικό του σωλήνα για 
διαφορετικές αρχικές συνθήκες, από τη στιγµή που αποµακρύνεται το διάφραγµα. 
Γενικά το πρόβληµα των αρχικών τιµών του Riemann προϋποθέτει την ύπαρξη ενός 
νόµου διατήρησης της µορφής 
 

                                        ( ) 0t xu f u∂ + ∂ =                                         (3.7) 
 

µε αρχικές συνθήκες   ( )u=u ,v,pρ
 

                                      ( ) 1

1

,0
l

r

x xu
u x

x xu
για
για

<⎧
= ⎨ >⎩

,                                                 (3.8)   

 
Τη χρονική στιγµή λοιπόν , δύο περιοχές του ρευστού µε πιέσεις , και 

πυκνότητες αντίστοιχα, χωρίζονται µε ένα διάφραγµα. Για  το διάφραγµα 
αποµακρύνεται απότοµα. O Riemann απόδειξε ότι µε την αποµάκρυνση του 
διαφράγµατος έχουµε το σχηµατισµό κρουστικών κυµάτων, µίας ασυνέχειας επαφής 
καθώς και κυµάτων αραίωσης. Κατά την εξέλιξη του αερίου στο εσωτερικό του σωλήνα 
διαµορφώνονται τέσσερις διαφορετικές καταστάσεις, ανάµεσα στις οποίες ξεχωρίζουν ο 
σχηµατισµός των κρουστικών κυµάτων, των κυµάτων αραίωσης και της συµπαγούς 
ασυνέχειας. Στην περίπτωση που µελετάµε θεωρούµε ότι η λύση του προβλήµατος του 
σωλήνα κρουστικών κυµάτων (ή πρόβληµα των αρχικών συνθηκών του Riemann) έχει 
την εξής δοµή: ένα κύµα αραίωσης που κινείται προς τα αριστερά, ένα κρουστικό κύµα 
που κινείται προς τα δεξιά και το οποίο ακολουθείται από µία ασυνέχεια επαφής. 

t=0 1p 5p

1 5ρ ,ρ t=0

Η κατάσταση αυτή σκιαγραφείται στο σχήµα  (1.1). 
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t 

 
Σχήµα 1.1: Αναπαράσταση της λύσης του προβλήµ

Riemann στη ρευστοδυναµ
 

 
 
 

x
  

ατος των αρχικών τιµών του 
ική. 
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Η αρχική κατάσταση τη χρονική στιγµή t=0 παριστάνεται στο πρώτο διάγραµµα, το 
οποίο αποτελείται από δύο σταθερές καταστάσεις (1) και (5) µε 1 5p p> , 1 5ρ ρ>  και 

,που χωρίζονται µε ένα διάφραγµα. Με την αποµάκρυνση αυτού του 
διαχωριστικού σηµειώνεται εξέλιξη της ροής του ρευστού, όπως αυτή παρουσιάζεται στο 
δεύτερο σχήµα. Συγκεκριµένα µε ανοικτό µπλε χρώµα παριστάνεται η εξέλιξη της 
πυκνότητας, µε κόκκινο η µεταβολή της ταχύτητας, µε πράσινο η ροή της πυκνότητας 
και µε σκούρο µπλε χρώµα η ενέργεια. Το σχήµα αυτό είναι ένα στιγµιότυπο της 
εξέλιξης των παραπάνω µεταβλητών, όπως προκύπτει από τη λύση του προβλήµατος 
των αρχικών τιµών του Riemann. 

1 5 0v v= =

 Υπάρχουν οι εξής διαφορετικές καταστάσεις 
 

I.  στην περιοχή (1) οι τιµές των µεταβλητών είναι ίσες µε τις αρχικές 
( ). 1 1 1ρ ,p ,v

II. η περιοχή (2) παριστάνει τα όρια κίνησης του κύµατος αραίωσης 
III. στα τµήµατα (3) και (4) υπάρχει µία σταθερή περιοχή τιµών, η οποία 

διακόπτεται από µία ασυνέχεια επαφής. Η ύπαρξή της γίνεται κυρίως 
αντιληπτή στα διαγράµµατα της πυκνότητας και της ενέργειας. 

IV. στην περιοχή (5), όµοια µε την περιοχή (1), οι τιµές των µεταβλητών είναι 
όµοιες µε τις αρχικές ( ). 5 5 5ρ ,p ,v

 
Το κρουστικό κύµα που σχηµατίζεται είναι η διαχωριστική επιφάνεια ανάµεσα στις 
περιοχές (4) και (5). Το τρίτο σχήµα είναι ένα χωροχρονικό διάγραµµα, όπου 
παριστάνονται το κρουστικό κύµα (συνεχής γραµµή) και η ασυνέχεια επαφής 
(διακεκοµµένη γραµµή), που κινούνται προς τα δεξιά. Το πλήθος των συνεχών 
γραµµών παριστάνει ένα κύµα αραίωσης που κινείται προς τα αριστερά. 
Η ροή στο εσωτερικό ενός σωλήνα µε ανάλογα χαρακτηριστικά διακρίνεται για τις 
έντονες µεταβολές της σε ό,τι αφορά τις τιµές των καταστατικών σταθερών, όπως η 
θερµοκρασία. Συγκεκριµένα στην περιοχή της χαµηλής πίεσης µπορεί να αυξηθεί κατά 
µερικές εκατοντάδες βαθµούς Kelvin. Γενικότερα, οι καταστατικές σταθερές 
υπολογίζονται µε τη βοήθεια της στατιστικής µηχανικής και µε τις εξής υποθέσεις    

 
• ότι υπάρχει θερµοδυναµική ισορροπία 
• ότι η ροή στο εσωτερικό του σωλήνα είναι µονοδιάστατη 
• ότι  η επίδραση των τοιχωµάτων του σωλήνα µπορεί να αγνοηθεί 
• ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες της στατιστικής Boltzmann  
• ότι οι νέες τιµές των ποσοτήτων που µας ενδιαφέρουν µπορούν να 

υπολογιστούν µε τη βοήθεια µίας προσεγγιστικής µεθόδου 
                                       

 
 
 
 

 
                            



Υπολογιστική Σχετικότητα  14

                            
 

Σχήµα 1.2: Πρότυπος πειραµατικός σωλήνας για τη µελέτη του 
                   τρόπου σχηµατισµού των κρουστικών κυµάτων 

 
 

 

1.2.2 Το µαθηµατικό πρόβληµα 
 
Μαθηµατικώς η κίνηση του αερίου στο εσωτερικό του σωλήνα µπορεί να περιγραφεί µε 
τη βοήθεια ενός συστήµατος νόµων διατήρησης της µάζας, της ορµής και της ενέργειας. 
Η διαφορική µορφή των εξισώσεων αυτών σε µία διάσταση είναι 
 

Εξίσωση συνέχειας  ( ) 0v
t x
ρ ρ∂ ∂
+

∂ ∂
=                                                                      (3.9)          

 

Εξίσωση ορµής         ( )2 0m v p
t x

ρ∂ ∂
+ +

∂ ∂
=                                                           (3.10)   

 

Εξίσωση ενέργειας    ( ) 0e e p v
t x
∂ ∂

+ + =⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂
                                                          (3.11) 

 

όπου   m vρ=    και   21
1 2

pe vρ
γ

= +
−

.                                                     

Με βάση τις εξισώσεις αυτές είναι δυνατή η περιγραφή της εξέλιξης της κατάστασης 
ενός ρευστού στο εσωτερικό ενός σωλήνα κρουστικών κυµάτων. 
 



Υπολογιστική Σχετικότητα  15

                          
 
     Σχήµα 1.3: Κρουστικά κύµατα στο εσωτερικό ενός σωλήνα µήκους  

1. πυκνότητας  (µπλε χρώµα) 
2. πίεσης  (κόκκινο χρώµα) 
3. ταχύτητας  (πράσινο χρώµα) 
4. ενέργειας  (γαλάζιο χρώµα) 

 
 
 
1.3  Σφάλµατα  αριθµητικών µεθόδων 
 
Τα σφάλµατα που παρουσιάζονται στις αναλυτικές λύσεις οφείλονται στη χρήση 
προσεγγιστικών θεωρητικών µοντέλων καθώς και στην ατελή παρουσίαση των φυσικών 
διεργασιών. Όταν δηµιουργείται ένα µοντέλο που προσοµοιώνει µία φυσική διαδικασία, 
εµφανίζει σφάλµατα που οφείλονται καταρχάς στις αδυναµίες των αναλυτικών λύσεων. 
Επιπλέον η χρησιµοποίηση των αριθµητικών µεθόδων προσθέτει νέα σφάλµατα στη 
πορεία της προσοµοίωσης, τα οποία  οφείλονται στην ελλιπή υπολογιστική ακρίβεια και 
στη µη ικανοποιητική απόδοση συνεχών διαδικασιών, όπως οι παραγωγίσεις ως προς το 
χρόνο και τις χωρικές συντεταγµένες. 
Κατά κύριο λόγο η χρήση αριθµητικών µεθόδων προκαλεί την εµφάνιση δύο 
κατηγοριών σφαλµάτων. 
 
1. Σφάλµατα διάχυσης  (diffusive errors) 
Οφείλονται στην ίδια τη φύση των εξισώσεων που χρησιµοποιούνται. Εµφανίζονται 
κυρίως σε περιοχές όπου αναµένονται ασυνέχειες και προκαλούν την οµαλότερη 
απόδοσή τους. 



Υπολογιστική Σχετικότητα  16

                                      
                                  Σχήµα 1.4:  Χαρακτηριστικό σφάλµα διάχυσης 

 
2.    Σφάλµατα διαταραχών (fluctuation errors)    
Σε µερικές περιπτώσεις η εµφάνιση ενός αριθµητικού λάθους, εφόσον το       
υπολογιστικό πρόγραµµα δε διαθέτει τις κατάλληλες “ασφαλιστικές δικλείδες”, είναι 
δυνατό να µεταδίδεται σε κάθε βήµα, να διογκώνεται και να προκαλεί την εµφάνιση 
ταλαντώσεων (oscillations) και διαταραχών µε αποτέλεσµα σε ορισµένες περιπτώσεις να 
καθίσταται δυσδιάκριτη ακόµα και η ίδια η φυσική διαδικασία.   

                                     
                                Σχήµα 1.5: Χαρακτηριστικό σφάλµα διαταραχών 
 

1.4 Κεντρικές διαφορές  
 

Πρόκειται για την απλούστερη αριθµητική µέθοδο που µπορεί να εφαρµοστεί για την 
επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Παρά την ευκολία που παρουσιάζει της κυρίως στον 
προγραµµατισµό και στην κατανόηση, διακρίνεται για τη χαµηλή της ακρίβεια και την 
έλλειψη σταθερότητας. Η φιλοσοφία της µεθόδου βασίζεται στον ορισµό της παραγώγου 
της πραγµατικής συνάρτησης , , ( )f x

 

                                            
0

( ) (lim
h

df f x h f x
dx h→

)+ −
≡                                        (3.12) 

 
Στη µέθοδος των κεντρικών διαφορών (finite difference method) ουσιαστικά 
παραλείπουµε το όριο και θεωρούµε την ποσότητα  αρκετά µικρή, αλλά 
πεπερασµένη. Με τον τρόπο αυτό καταφέρνουµε να υπολογίσουµε της τιµές των 
παραγώγων σε διάφορες θέσεις 

h

0x  αριθµητικά, γνωρίζοντας της τιµές της συνάρτησης 
 εκατέρωθεν των θέσεων αυτών συµµετρικά. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε  ( )f x
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( ) (df f x x f x

dx x
)+ ∆ −

≈
∆

                                           (3.13) 

 
όπου είναι . Οι προσεγγιστικές σχέσεις των κεντρικών διαφορών µπορούν ακόµα 
να  προκύψουν µε τη βοήθεια του θεωρήµατος Taylor. 

h = ∆x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
            

 

 

                     
 
 
 
 
 

Πίνακας 1.1: Τύποι κεν                  τρικών διαφορών 

      1 ( )i i
x i

f ff O h
h

+ −
∂ = +            

     1 ( )i i
x i

f ff O h
h

−−
∂ = +                        

     

21 1

21 2

( )

3 4 ( )
2

i i
x i

i i i
x i

f ff O h
h

f f ff O h
h

+ −

− −

−
∂ = +

− +
∂ = +

 

     2 1 2
2

2 ( )i i i
x i

f f ff O h
h
+ +− +

∂ = +  

     2 1 2
2

2 ( )i i i
x i

f f ff O h
h
− −− +

∂ = +  

     2 21 1
2

2 ( )i i i
x i

f f ff O h
h

+ −− +
∂ = +  

     3 22 1 1 2
3

2 2 ( )
2

i i i i
x i

f f f ff O h
h

+ + − −− + −
∂ = +  

     4 22 1 1 2
4

4 6 4 ( )i i i i i
x i

f f f f ff O h
h

+ + − −− + − +
∂ = +  

     2 23 2 1
2

4 5 2 ( )i i i i
x i

f f f ff O h
h

+ + +− + − +
∂ = +  

     2 21 2 3
2

2 5 4 ( )i i i i
x i

f f f ff O h
h

− − −− + −
∂ = +  

     3 24 3 2 1
3

3 14 24 18 5 ( )
2

i i i i i
x i

f f f f ff O h
h

+ + + +− − − + −
∂ = +    

     3 21 2 3 4
3

5 18 24 14 3 ( )
2

i i i i i
x i

f f f f ff O h
h

− − − −− + − +
∂ = +  

     42 1 1 28 8 ( )
12

i i i i
x i

f f f ff O h
h

+ + − −− + − +
∂ = +  
    1.4.1  Σωλήνας κρουστικών κυµάτων  και κεντρικές διαφορές 
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Οι εξισώσεις του Euler είναι δυνατό να λυθούν µε τη βοήθεια των προσεγγιστικών τύπων 
που προβλέπει η θεωρία των κεντρικών διαφορών. Η προσέγγιση που εφαρµόζεται στην 
υπολογιστική φυσική των ρευστών έχει δύο συνιστώσες, τη διακριτοποίηση τόσο του 
χρόνου όσο και του χώρου. Η χρονική εξέλιξη λαµβάνει χώρα σε διακριτά βήµατα ενώ ο 
χώρος διαιρείται σε στοιχειώδεις όγκους ή κελιά, όπου οι διατηρήσιµες ποσότητες 
αποθηκεύονται. Ουσιαστικά οι εξισώσεις  λύνονται σε ένα καρτεσιανό σύστηµα 
συντεταγµένων προγραµµατίζοντας υπολογιστικά τη ροή της µάζας, της ορµής και της 
ενέργειας στα όρια των κελιών και για καλά καθορισµένα χρονικά βήµατα. 
    Γνωρίζουµε ότι οι εξισώσεις µετασχηµατίζονται στο εξής σύστηµα σε διαφορική µορφή, 
το οποίο περιγράφει ένα µονοδιάστατο νόµο διατήρησης  
 

                                                     
( ) 0F uu

t x
∂∂

+ =
∂ ∂

                                                (3.14) 

όπου   οι διατηρήσιµες φυσικές ποσότητες και u v
e

ρ
ρ
⎡ ⎤
⎢= ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥

2( )
( )

v

F u v p
e p v

ρ

ρ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 οι ροές. 

Σε ολοκληρωτική µορφή ο παραπάνω µονοδιάστατος νόµος διατήρησης γράφεται 
 

                                              
2 2

1 1

( )( , ) 0
x x

x x

F uu x t dx dx
t x
∂ ∂

+ =
∂ ∂∫ ∫                                      (3.15) 

 
Η διαδικασία της διακριτοποίησης στη µέθοδο των κεντρικών διαφορών πραγµατοποιείται 
µε βάση την εξίσωση διατήρησης στη διαφορική της µορφή παρά στην ολοκληρωτική. 
Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε 
 

                                                   
t t t
nu uu

t t

+∆
n−∂

=
∂ ∆

                                                   (3.16) 

 

                                               1( )
2

t t
n nF FF u

t x
1+ −−∂

=
∂ ∆

                                                 (3.17) 

 
Προκύπτει τελικά η σχέση 
                                           

                                             1 1(
2

t t
t t t n n
n n

F Fu u
x

+∆ + −−
= − ∆

∆
) t                                           (3.18) 

 
και µε βάση τη σχέση αυτή θα προσπαθήσουµε να παρακολουθήσουµε την εξέλιξη του 
µονοδιάστατου προβλήµατος του σωλήνα κρουστικών κυµάτων. 
 
 

1.4.2  Αποτελέσµατα προγράµµατος κεντρικών διαφορών 
 Θεωρούµε ένα µονοδιάστατο σωλήνα µήκους 10 µονάδων. Στο µέσο του ( ) είναι 
τοποθετηµένο το διάφραγµα (Σχήµα 1.1). Για να απλοποιήσουµε το πρόγραµµα 
υποθέτουµε ότι το κρουστικό κύµα, που θα δηµιουργηθεί µετά την αφαίρεση του 

5x =
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διαφράγµατος  δεν θα αγγίξει τα άκρα της περιοχής προσοµοίωσης.  Οι αρχικές συνθήκες 
είναι 
 

                                ,  
1 5

0.125 5
x
x

ρ
≤⎧

= ⎨ >⎩

1 5
0.1 5

x
p

x
≤⎧

= ⎨ >⎩
    και  0v = .                      (3.19) 

 
 ∆ιαιρούµε το χώρο σε 1000 συνολικά σηµεία, τα οποία ισαπέχουν µεταξύ τους 
απόσταση  και σχηµατίζουν το µονοδιάστατο πλέγµα. Το 

N =
x∆ x∆ ορίζεται ως εξής 

 

                                                   max min

1
x xx

N
−

∆ =
−

                                                  (3.20) 

 
Για την επιλογή του χρονικού βήµατος θα πρέπει να λάβουµε υπόψη µας τη συνθήκη 
των Courant - Friedrichs - Lewyor (CFL condition). Σύµφωνα µε αυτή δεν µπορούµε να 
επιλέγουµε αυθαίρετες τιµές για το χρονικό και το χωρικό βήµα, παρά µόνο τις τιµές 
εκείνες που ικανοποιούν τον περιορισµό 
 

                                                          1tv
x

∆
≤

∆
                                                      (3.21) 

όπου s
pv c pγ
ρ ρ
∂

= ≡ =
∂

  είναι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου. Ασφαλώς στο πρόβληµα 

του σωλήνα κρουστικών κυµάτων οι τιµές της πίεσης και της πυκνότητας που 
χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό του  είναι οι µικρότερες, δηλαδή αυτές που 
αντιστοιχούν στις αρχικές τιµές πίεσης 5 και πυκνότητας 5 κατά το σχήµα 1.1. 
Επιλέγουµε λοιπόν ως χρονικό βήµα 

v

0.004t∆ = . Ο αδιαβατικός δείκτης είναι . =1.4Γ
Το πρόγραµµα που αφορά τη µελέτη του προβλήµατος του µονοδιάστατου σωλήνα 
κρουστικών κυµάτων µε τη µέθοδο των κεντρικών διαφορών στη γλώσσα C. 
Με τη βοήθεια του προγράµµατος επιχειρούµε να µελετήσουµε τη χρονική εξέλιξη των 
παραµέτρων του συστήµατός µας, δηλαδή της πυκνότητας, της ταχύτητας, της πίεσης και 
της ενέργειας. Στις γραφικές παραστάσεις (κατασκευάστηκαν µε τη βοήθεια του 
προγράµµατος γραφικών Origin), που ακολουθούν παριστάνονται οι ποσότητες αυτές 
όπως προκύπτουν για 10 χρονικά βήµατα. Είναι ουσιαστικά στιγµιότυπα της εξέλιξης των  
κρουστικών κυµάτων στο εσωτερικό του µονοδιάστατου σωλήνα τη χρονική στιγµή 

 µετά την αποµάκρυνση του διαφράγµατος. 0.04t =
 Οι γραφικές παραστάσεις επιβεβαιώνουν την έλλειψη  ακρίβειας και σταθερότητας που 
εµφανίζει η µέθοδος των κεντρικών διαφορών. Παρατηρούµε σε καθένα από τα 
στιγµιότυπα ότι πρόκειται για µεθόδους που εµφανίζουν έντονες διαταραχές σε µικρό 
χρονικό διάστηµα, µε αποτέλεσµα η λύση σύντοµα να τείνει στο άπειρο.  
Προφανώς οι κεντρικές διαφορές, παρά τη χαρακτηριστική τους απλότητα, δεν είναι 
ικανές να οδηγήσουν σε αξιόπιστες λύσεις.                                                                                           
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Σχήµα 1.6: Στιγµιότυπο της πυκνότητας τη χρονική στιγµή . t=0.04
Παρατηρούµε το  σχηµατισµό διαταραχών, οι λεπτοµέρειες των οποίων διακρίνονται στο 
µικρό διάγραµµα. Η αριθµητική µέθοδος των κεντρικών διαφορών σε σύντοµο χρονικό 
διάστηµα παύει να είναι αξιόπιστη. 

 
Σχήµα 1.7: Στιγµιότυπο της πίεσης για  και λεπτοµέρεια των διαταραχών. t=0.04
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Σχήµα  1.8: Στιγµιότυπο της ταχύτητας για  και λεπτοµέρεια των διαταραχών.     t=0.04
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Σχήµα 1.9: Στιγµιότυπο της ενέργειας για  και λεπτοµέρεια των διαταραχών. t=0.04
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1.5  Η µέθοδος των Lax–Wendroff 
 
Η µέθοδος των Lax-Wendroff (Lax και Wendroff 1960) διακρίνεται για τη δεύτερης 
τάξης ακρίβειά της τόσο ως προς το χρόνο, όσο και ως προς το χώρο. Πρόκειται 
ουσιαστικά για µία βελτίωση της µεθόδου των κεντρικών διαφορών για την επίλυση 
υπερβολικών εξισώσεων, όπου οι εµπνευστές της κατάφεραν να εξαλείψουν κατά ένα 
µεγάλο ποσοστό τις αστάθειες που εµφανίζονταν στη µέθοδο που περιγράφηκε στο 
τµήµα 1.4.  
Αναπτύσσουµε κατά Taylor  
                              

                               ( ) ( ) (
2 2

3
2, ,

2
u u tu x t t u x t t t
t t

∂ ∂ ∆
+ ∆ = + ∆ + +Ο ∆

∂ ∂
)                      (3.22) 

 
και αντικαθιστούµε τις χρονικές παραγώγους µε τις χωρικές παραγώγους, 
χρησιµοποιώντας τους νόµους διατήρησης. Προκύπτει λοιπόν 
 

                         ( ) (
2

3, ( , )
2

F F F u tu x t t u x t t t
x x u u x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∆⎛ ⎞+ ∆ = − ∆ + +Ο ∆⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
)            (3.23) 

 
Χρησιµοποιώντας τις κεντρικές διαφορές παίρνουµε τελικά 
 

                              
2

1 1 1 1

2 2

t t t t t t
t t t n n n n n n
n n

F F F F F F v tu u t
x x x

+∆ + − + −

x
⎡ ⎤⎛ ⎞− − − ∆

= − ∆ + −⎢ ⎥⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠ ∆⎣ ⎦
          (3.24) 

 
Παρατηρούµε ότι σε σχέση µε τις κεντρικές διαφορές, έχει προστεθεί ένας επιπλέον 

όρος  
t t t t 2
n+1 n n n-1F -F F -F v∆t-
∆x ∆x 2∆x

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎥ , ο οποίος ουσιαστικά λειτουργεί διορθωτικά µε 

αποτέλεσµα η µέθοδος να παρέχει πιο αξιόπιστα αποτελέσµατα. 

Στη σχέση (3.24) ο όρος v είναι η ιδιοτιµή της Ιακωβιανής 
F
u

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. 

 
 
 
 

1.5.1  Σωλήνας κρουστικών κυµάτων και η µέθοδος των Lax–Wendroff 
 
Η σχέση (3.24) παρουσιάζει δυσκολίες σε ότι αφορά την εφαρµογή της για τη µελέτη 
του προβλήµατος του σωλήνα κρουστικών κυµάτων, καθώς απαιτεί επίπονους 
υπολογισµούς για τον υπολογισµό της Ιακωβιανής των ροών . Για το λόγο αυτό 
έχουν αναπτυχθεί διάφορες παραλλαγές της.  

F

Για τη µελέτη του προβλήµατος θα χρησιµοποιήσουµε µία ιδιαίτερη µορφή της 
µεθόδου των Lax–Wendroff, η οποία βασίζεται σε µία διαδικασία δύο βηµάτων. 
Οι σχέσεις που θα χρησιµοποιήσουµε είναι οι εξής 
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                                      ( ) (
1
2

1 1 1
2

1
2 2

n n n n n
i i i ii

tu u u F
x

+

+
+

∆⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟∆⎝ ⎠
)F+                            (3.25) 

 

                                           
1 1

1 2
1 1
2 2

n nn n
i i i i

tu u F F
x

+ ++

+ −

⎛ ⎞∆⎛ ⎞= − −⎜⎜ ⎟∆⎝ ⎠⎝ ⎠
2 ⎟                                 (3.26)     

 
 
Όπως ήδη αναφέρθηκε στην παράγραφο 1.4.1., η µεταβλητή  παριστάνει τις 
διατηρήσιµες φυσικές ποσότητες  

u
( )u=u ρ,m,e  ή ( )u=u ρ,ρv,e  ενώ η µεταβλητή 

παριστάνει τη ροή των παραπάνω ποσοτήτων.  F

Στις παραπάνω σχέσεις οι όροι 
1n+
2

, ,  παριστάνουν τις διάφορες χρονικές 

στιγµές, ενώ οι όροι 

n n+1

1i+
2

, i , i+1  τις αντίστοιχες κυψελίδες. 

 
 

1.5.2  Aποτελέσµατα προγράµµατος Lax – Wendroff 
 
Η µέθοδος των Lax–Wendroff είναι δεύτερης τάξης και σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.25), 
(3.26) χρειάζονται δύο ξεχωριστοί αριθµητικοί υπολογισµοί για να υπολογίσουµε ένα 
πλήρες χρονικό βήµα. Για το πρόγραµµα συνολικά χρησιµοποιήσαµε χωρικά 
σηµεία, ενώ ο µονοδιάστατος σωλήνας έχει µήκος 10 µονάδες. Οι αρχικές συνθήκες 
είναι όµοιες µε του προγράµµατος των κεντρικών διαφορών, σχέσεις (3.19). Σύµφωνα 
λοιπόν µε τη σχέση  (3.20) και µε τη συνθήκη CFL (σχέση  (3.21)) ορίζουµε τόσο το 
χωρικό βήµα , όσο και το χρονικό . Συγκεκριµένα επιλέγουµε . Είναι 

.Τα αποτελέσµατα του προγράµµατος παρουσιάζονται στα διαγράµµατα που 
ακολουθούν στις επόµενες σελίδες. Πρέπει να επισηµάνουµε ότι η προσοµοίωση των 
κρουστικών κυµάτων µε τη βοήθεια της µεθόδου των Lax–Wendroff προσεγγίζει µε 
αρκετά µεγάλη ακρίβεια την αναλυτική λύση του προβλήµατος. Μάλιστα η 
συµπεριφορά της µεθόδου στα σηµεία εκείνα που έχουµε απότοµες µεταβολές των 
τιµών των ποσοτήτων, κρίνεται εξαιρετική. Βέβαια υπάρχουν σε ορισµένα σηµεία 
εµφανείς διαταραχές , οι οποίες οφείλονται σε αριθµητικά σφάλµατα. Το πρόβληµα 
αυτό µπορεί να ξεπεραστεί αν στις σχέσεις,(3.25),(3.26) προσθέσουµε επιπλέουν 
όρους που περιγράφουν το ιξώδες του ρευστού. Σε γενικές γραµµές για τη µέθοδο των 
Lax–Wendroff οφείλουµε να επισηµάνουµε τα εξής 

N=1000

x∆ ∆t ∆t=0.004
=1.4Γ

• ότι για να είναι ευσταθής πρέπει να ισχύει η συνθήκη CFL, σχέση (3.21) 
• ότι εµφανίζει σφάλµατα τόσο διαταραχών, όσο και διάχυσης 
• ότι είναι αρκετά ακριβής και προσφέρει ικανοποιητικά αποτελέσµατα 
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Σχήµα 1.10:   Χρονική εξέλιξη της πυκνότητας. 
Τα τέσσερα παρακάτω διαγράµµατα αποτελούν στιγµιότυπα της πυκνότητας, σε 
διαφορετικές χρονικές στιγµές. Παρατηρούµε το σχηµατισµό του κρουστικού 
κύµατος, της ασυνέχειας επαφής και του κύµατος αραίωσης. Επιπλέον είναι 
ευδιάκριτα τόσο τα φαινόµενα διάχυσης, όσο και τα φαινόµενα διαταραχών, που 
οφείλονται σε αριθµητικά σφάλµατα της µεθόδου. 
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                               Σχήµα 1.11: Χαρακτηριστικά στιγµιότυπα της πίεσης 
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Σχήµα 1.12: Χαρακτηριστικά στιγµιότυπα της ταχύτητας 
Είναι εµφανής ο σχηµατισµός µίας περιοχής όπου η ταχύτητα έχει σταθερή τιµή, 
ενός  είδους  “πλατό” καθώς και η ύπαρξη αριθµητικών σφαλµάτων που προκαλούν 
τις διαταραχές. 
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                 Σχήµα 1.13: Χαρακτηριστικά στιγµιότυπα της ενέργειας. 
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1.6  Η µέθοδος του Godunov 
 
Οι αριθµητικές µέθοδοι που αφορούν τους νόµους διατήρησης βασίζονται κατά κύριο 
λόγο στη διαφορική µορφή των νόµων αυτών. Το κύριο χαρακτηριστικό των µεθόδων 
αυτών είναι ότι απαιτούν τη διακριτοποίηση του χώρου σε δύο διαφορετικά είδη 
πλεγµάτων. Υποθέτουµε ότι µας απασχολεί ο µονοδιάστατος χώρος. Αρχικά ο χώρος 
διαιρείται σε ένα πλήθος ακέραιων κυψελίδων, που ορίζονται µε τέτοιο τρόπο, ώστε το 
καθένα από αυτά να έχει ως όρια τα[ ] [ ]1, i i,x x x x x ++ ∆ ≡ , όπου x∆ είναι η διάσταση του 
κάθε κελιού. Στη συνέχεια κατασκευάζουµε ένα δεύτερο πλέγµα, στο οποίο οι 

κυψελίδες έχουν όρια 1 1
2 2

,
2 2 i i

x xx x x x
− +

,
⎡ ⎤∆ ∆⎡ ⎤− + ≡ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 και ονοµάζονται υπολογιστικές 

κυψελίδες. Με τη βοήθεια αυτών των στοιχειωδών κυψελίδων στις οποίες διαιρείται ο 
χώρος εισάγουµε τους µέσους όρους των ποσοτήτων ( )u=u ρ,ρv,e . 
Γράφουµε λοιπόν 
 

                                             ( )
1/ 2

1/ 2

1 ,
i

i

x
n
i

x

u u x t
x

+

−

=
∆ ∫ n dx                                             (3.27) 

 
Οι νόµοι διατήρησης µπορούν να γραφούν µε τη µορφή 
 

                                          1
1 1
2 2

n n
i i i i

tu u F F
x

+

+ −

⎛ ⎞∆
= − −⎜∆ ⎝ ⎠

⎟                                          (3.28) 

 
όπου η «αριθµητική ροή » ορίζεται ως F
 

                                  
1

1
2 2

1 ,
n

n

t

i i
t

1F f u x t dt
t

+

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎜ ⎟⎜∆ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ⎟⎟                                        (3.29) 

 
Οι τρεις παραπάνω σχέσεις αποτελούν την πρώιµη µορφή της µεθόδου του Godunov 
που παρουσίαζε σηµαντικές δυσκολίες σε ότι αφορά κυρίως τον υπολογισµό του 
ολοκληρώµατος (3.29). Η κύρια συµβολή του Godunov στην ανάπτυξη ολοένα και πιο 
αξιόπιστων αριθµητικών µεθόδων έγκειται στο ότι επινόησε µία ιδιαίτερη τεχνική για να 
υπολογίζει το ολοκλήρωµα των ροών αντικαθιστώντας τη συνάρτηση ( )nu x,t  µε µία 

σταθερή συνάρτηση ( )nu x,t% . Αυτή η προσέγγιση µας επιτρέπει να θεωρούµε τα 
µεµονωµένα κελιά σα µία ακολουθία από σωλήνες κρουστικών κυµάτων και εποµένως 
µπορούµε να λύσουµε το πρόβληµα των αρχικών συνθηκών του Riemann σε κάθε ένα 
από αυτά. Απαραίτητη προϋπόθεση για να λειτουργήσει η µέθοδος και να δώσει 
αξιόπιστα αποτελέσµατα είναι να µην αλληλεπιδρούν τα γειτονικά κύµατα και η οποία 
εξασφαλίζεται µε τη βοήθεια της συνθήκης των Courant - Friedrichs - Lewyor 
(συνθήκη CFL ). Με τον τρόπο αυτό µπορούµε να υπολογίσουµε τοπικά τη λύση 

1i+
2

u x ,t
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠
% ⎟

)

 κάθε σωλήνα κρουστικών κυµάτων για t>tn  και κατά συνέπεια τις τιµές των 

ροών  και των αριθµητικών ροών . Εφαρµόζοντας τη σχέση ( )( 2f=f ρv,ρv +p, e+p v F
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(3.28) µπορούµε να βρούµε τις µέσες τιµές των ποσοτήτων την επόµενη χρονική στιγµή 
n+1u . 

Η διαδικασία της µεθόδου του Godunov περιληπτικά είναι η εξής 
1. Με τη βοήθεια των µέσων όρων n

iu  κατασκευάζουµε µία σταθερή συνάρτηση 

( )nu x,t%  µε σκοπό να προσεγγίσουµε τη λύση στις υπολογιστικές κυψελίδες 

1 1i- i+
2 2

x ,x
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  

2. Το πρόβληµα των αρχικών συνθηκών του Riemann λύνεται στα άκρα των 

κυψελίδων 1 1i- i+
2 2

x ,x
⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

⎥ +1, δίνοντας τη λύση για . u(x,t)% n nt <t<t

3. Η λύση ( )n+1u x,t% χρησιµοποιείται για να υπολογίσουµε την ποσότητα n+1
iu ,που 

αντιστοιχεί στην επόµενη χρονική στιγµή. 
 

x
i+1/2

x
i-1/2x

i-1 xi+1
xi

 

 

u

x

un
i+1

un
i

un
i-1

 
   

1
n

iu −

1
n

iu +

n
iu

xi+1/2
xi-1/2xi-1 xi+1xi

 

 

u

x

 
 

Σχήµα 1.14: Μονοδιάστατο πλέγµα, διάκριση σε ακέραιες και υπολογιστικές                    
κυψελίδες, αρχικές τιµές και ορισµός των µέσων όρων n

iu  
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1.7   Αλγόριθµος αναδόµησης–επίλυσης–µέσου όρου 
 
Έχουν αναπτυχθεί πολυάριθµες αριθµητικές µέθοδοι, οι οποίες βασίζονται στη 
φιλοσοφία της µεθόδου του Godunov, δηλαδή στη λύση του προβλήµατος των αρχικών 
τιµών του Riemann στα άκρα της κάθε κυψελίδας. Για το λόγο αυτό εισάγουµε τις 

συναρτήσεις , οι οποίες ορίζονται στο διάστηµα ( )u x,t% 1 1
2 2

,
i i

x x
− +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 και προέρχονται από 

τις µέσες τιµές n
iu . Το άκρο λοιπόν 1i+

2

x  µίας κυψελίδας είναι η διαχωριστική γραµµή 

ανάµεσα σε δύο διαφορετικές καταστάσεις του ρευστού, αυτής που βρίσκεται ακριβώς 

δεξιά του άκρου r
1i+
2

u
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠
% ⎟και ακριβώς αριστερά του l

1i+
2

u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
% . 

ur

ul

ur

ul

xi+1/2
xi-1/2x

i-1 xi+1
x

i

 

 

u

x

 
                   Σχήµα 1.15: Ορισµός των δεξιών και αριστερών καταστάσεων 
 
 

 Εάν θεωρήσουµε ότι  
                                   1

2

l
ii

u
+
=% u       και     1

2

r
ii

u u 1+
+
=%                                             (3.30) 

 
ουσιαστικά καταλήγουµε στην αρχική µορφή της µεθόδου Godunov, η οποία έχει 
πρώτης τάξης ακρίβεια. Η σύγκλιση της µεθόδου µπορεί να βελτιωθεί εάν 
χρησιµοποιήσουµε µια διαφορετική προσέγγιση για τον προσδιορισµό των  από 
αυτή των σχέσεων (3.30). Σε µία τέτοια περίπτωση η επιλογή των προσεγγίσεων αυτών 
πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή, ώστε να αποφεύγονται ανεπιθύµητες 
διαταραχές και αριθµητικά σφάλµατα στην περιοχή που εµφανίζονται οι ασυνέχειες. 

l ru ,u% %

Μία δυνατή προσέγγιση είναι η γραµµική, η οποία οδηγεί σε µεθόδους δεύτερης τάξης 
ακρίβειας και µία πιθανή µορφή της είναι η εξής 
 

                           1 1 1
2 2 2 2

l l
i i i i ii i i

dxu u s x x u u s
+ + +

⎛ ⎞ ⎛= − − ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠

% %
⎞
⎟                                  (3.31)      
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και    
 

                      1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

r r
i i i i ii i i

dxu u s x x u u s+ + + + +
+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − ⇒ = +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠

% % ⎟                             (3.32) 

 
 
όπου η κλίση ορίζεται ως        

                                                    1

1 1

i i
i

i i

u us 1

x x
+ −

+ −

−
=

−
                                                  (3.33)                     

 
Η επιλογή όµως αυτής της προσέγγισης προκαλεί διαταραχές στα κρουστικά κύµατα µε 
αποτέλεσµα η µέθοδος να αποδεικνύεται ασταθής. 
Για την αποφυγή λοιπόν αυτών των ανεπιθύµητων διαταραχών έχουν αναπτυχθεί 
διάφορες µέθοδοι, γνωστές ως περιορισµοί κλίσεων, οι οποίες πρακτικά εµποδίζουν την 
εµφάνιση αυτών των διαταραχών κοντά στις ασυνέχειες. Η θεωρητική θεµελίωση αυτών 
των µεθόδων επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια µίας µαθηµατικής ιδιότητας γνωστής ως TVD 
(ακρωνύµιο του total variation diminishing).  

 
 

1.7.1   Περιορισµοί κλίσεων 
 
Η συνθήκη TVD προτάθηκε το 1983 από τον Harten, είναι µη γραµµική και 
εξασφαλίζει σταθερότητα σε αριθµητικές µεθόδους. Η ολική απόκλιση  µίας λύσης, που 
ορίζεται ως εξής 
 

                                              ( ) 1
1

N
t t

i
i

TV u u u+
=

t
i= −∑                                              (3.34) 

 
είναι ένα µέτρο για τον αριθµό των διαταραχών που εµφανίζει η . Η άµεση σύνδεση 
ανάµεσα στην ολική απόκλιση και το συνολικό αριθµό των διαταραχών γίνεται πιο 
εµφανής σύµφωνα µε τον εξής ορισµό, ισοδύναµο µε τον  προηγούµενο 

u

                                       
                                              ( ) ( )max min2tTV u u u= −∑ ∑                                   (3.35)       

 
όπου το κάθε µέγιστο υπολογίζεται θετικά δύο φορές και αντίστοιχα κάθε ελάχιστο 
αρνητικά δύο φορές. Ο σχηµατισµός διαταραχών που οφείλονται αποκλειστικά σε 
δυσλειτουργία των αριθµητικών µεθόδων  προκαλεί την εµφάνιση νέων µεγίστων και 
ελαχίστων, µε αποτέλεσµα η ολική απόκλιση να αυξάνει. Η συνθήκη TVD  
 
                                             ( ) ( )t t tTV u TV u+∆ ≤                                                 (3.36) 

 
εξασφαλίζει ότι ο αριθµός των διαταραχών είναι φραγµένος. 
Ουσιαστικά οι περιορισµοί των κλίσεων χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό νέων 

κλίσεων της µορφής i i 1 1i- i+
2 2

σ =σ s ,s
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟ , οπότε πλέον οι σχέσεις (3.31) και (3.32) γράφονται 
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                             1 1 1
2 2 2 2

l l
i i i i ii i i

dxu u x x u uσ
+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠

% % σ ⎟                              (3.37) 

                

                          1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

r r
i i i i ii i i

dxu u x x u uσ + + +
+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − ⇒ = +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠

% % σ ⎟                           (3.38) 

 
Στη συνέχεια παρουσιάζονται τέσσερις από τους πλέον διαδεδοµένους περιορισµούς 
κλίσεων. 
 

Περιορισµός κλίσης Minmod   (Minmod limiter) 
 
Πρόκειται για τον πλέον κοινό περιορισµό κλίσης και ο οποίος χρησιµοποιείται εκτενώς 
στη ρευστοδυναµική. Εισήχθη από τον Van Leer και οι νέες κλίσεις προκύπτουν ως 
εξής 

                                                  1 1
2 2

min mod ,i i i
s sσ
− +

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟                                      (3.39) 

 
όπου είναι  

                                                        1
1

12

i

i
i i

u us i

x x
+

+
+

−
=

−
                                             (3.40)           

 
Η συνάρτηση mi λειτουργεί ως εξής n mod
 

      
( ) ( )sgn min , sgn(a)=sgn(b)

min mod( , )
για κάθε άλλη περίπτωση0

a a b
a b

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

           (3.41) 

 
και η συνάρτηση  ουσιαστικά υπολογίζει το πρόσηµο της νέας κλίσης ( )sgn a
 

                                       
1 0

sgn( )
1 0

a
a

a
+ >⎧

≡ ⎨− <⎩
                                                  (3.42)      

Περιορισµός κλίσης µονότονων κεντρικών διαφορών  (MC limiter) 
 
Εισήχθη επίσης από τον Van Leer και οι νέες κλίσεις είναι οι εξής 
                                    

                                    1 1
2 2

min mod ,2 ,2i i i i
s s sσ

− +

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟                                               (3.43) 

 
Η συνάρτηση minmod γράφεται για την περίπτωση αυτή 
 

                 εαν sgn(a)=sgn(b) και sgn(b)=sgn(c) sgn( ) min( , , )
min mod( , , )

για κάθε άλλη περίπτωση0
a a b c

a b c
⎧

= ⎨
⎩

         (3.44) 
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Περιορισµός κλίσης Van Leer   (Van Leer limiter) 
 
Πρόκειται για ένα περιορισµό κλίσης που πρότεινε ο Van Leer και γράφεται ως εξής 
 

                                              
1 1
2

1 1
2 2

i i

i i

s s

s s
ισ

+ −

+ −

−
=

+

2                                                       (3.45) 

 
Στην περίπτωση που ο παρανοµαστής είναι µηδέν τότε είναι 0ισ = . 
 
 

Περιορισµός κλίσης Superbee  (Superbee limiter) 
 
Εισήχθη από τον Roe και γράφεται 
 
                                        ( )(1) (2)max mod ,i iισ σ= σ                                                  (3.46) 

 
όπου  

                                      (1)
1 1
2 2

min mod , 2i i i
s sσ
+ −

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟                                                (3.47) 

και 

                                      (2)
1 1
2 2

min mod 2 ,i i i
s sσ
+ −

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟                                                (3.48) 

 
και 
 

             ( ) ( ) ( )sgn max , εαν sgn(a)=sgn(b)
max mod ,

για κάθε άλλη περίπτωση0

a a b
a b

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

               (3.49) 

 

1.7.2  Σύγκριση των περιορισµών κλίσης 
 
Στο σηµείο αυτό επιχειρείται µία σύγκριση των µεθόδων που αναπτύχθηκαν θεωρητικά 
στις παραγράφους 1.7 και 1.7.1.  Συγκεκριµένα θα γίνει εµφανές µε ποιο τρόπο καθεµία 
από τις µεθόδους αυτές προσεγγίζει µία γνωστή δοσµένη συνάρτηση και επιπλέον θα 
γίνουν αντιληπτές οι αδυναµίες τους. 
Υποθέτουµε ότι έχουµε τη συνάρτηση 
 

                                              ( ) ( ) 1/ 2sin
1/ 20

xx
q x

x
π ≤⎧

= ⎨ >⎩
                                       (3.50) 
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Παρατηρούµε ότι στο σηµείο 
1
2

x =  η συνάρτηση εµφανίζει µία ασυνέχεια, µία απότοµη 

δηλαδή µεταβολή. Η ύπαρξη αυτής της ασυνέχειας δεν είναι τυχαία, αλλά  µας επιτρέπει 
να µελετήσουµε τη σύγκλιση και τη συµπεριφορά της κάθε µεθόδου στο συγκεκριµένο 
σηµείο. Τα συµπεράσµατα που εξάγονται είναι δυνατό να αξιοποιηθούν κατάλληλα για τη 
µελέτη του προβλήµατος αρχικών τιµών του Riemann µέσα σε ένα σωλήνα κρουστικών 
κυµάτων. 
Στο σχήµα της επόµενης σελίδας παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της προσπάθειας 
προσέγγισης της συνάρτησης . Η κόκκινη διακεκοµµένη γραµµή παριστάνει τη 
συνάρτηση ενώ η µαύρη και συνεχής γραµµή παριστάνει αντίστοιχα το αποτέλεσµα κάθε 
µεθόδου. 

( )q x

Οι µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν είναι οι εξής 
 

A. η µέθοδος του Godunov  (παράγραφος 1.6) 
B. αναδόµηση των µεταβλητών χωρίς τη χρήση περιορισµού κλίσης 
C. αναδόµηση των µεταβλητών µε τη βοήθεια περιορισµού minmod  
D. αναδόµηση των µεταβλητών µε τη βοήθεια περιορισµού MC  

 
Παρατηρούµε ότι µε τη χρήση των περιορισµών κλίσης είναι δυνατό να επιτύχουµε µία 
αρκετά ικανοποιητική προσεγγιστική λύση, ιδιαίτερα ακριβή. Μάλιστα τόσο στην 
περίπτωση της µεθόδου του Godunov, όσο και στην περίπτωση της χρήσης των 
περιορισµών minmod και MC  παρατηρούµε ότι καταφέρνουν να αποδώσουν µε 
σηµαντική πιστότητα την υπάρχουσα ασυνέχεια. Στην περίπτωση C. που δε 
χρησιµοποιήθηκε περιορισµός κλίσης εµφανίζεται µία διαταραχή κοντά στην ασυνέχεια,  
η οποία µπορεί να θεωρηθεί  υπεύθυνη για την αστάθεια της µεθόδου. 
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Σχήµα 1.16: Παρουσίαση τεσσάρων διαφορετικών αριθµητικών µεθόδων για την                    

προσέγγιση της συνάρτησης     ( ) ( ) 1/ 2sin
1/ 20

xx
q x

x
π ≤⎧

= ⎨ >⎩
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1.8  Προσεγγιστικές λύσεις για το πρόβληµα του Riemann 
 

Η εύρεση της ακριβούς λύσης για το πρόβληµα των αρχικών συνθηκών του Riemann 
στην περίπτωση των ρευστών παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες. Η αναλυτική λύση του 
προβλήµατος είναι µεν γνωστή, απαιτεί δε τη λύση µη γραµµικών εξισώσεων, µία 
διαδικασία που χρειάζεται επίπονες προσπάθειες για τον υπολογιστικό προγραµµατισµό 
της. Μάλιστα πρόκειται για µία διαδικασία, η οποία πρέπει να επαναλαµβάνεται διαρκώς 
για κάθε κυψελίδα, κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος. Το ευτυχές είναι ότι η 
µέθοδος του Godunov, όπως περιγράφηκε νωρίτερα, δεν απαιτεί την ακριβή λύση του 
προβλήµατος Riemann, καθώς χρησιµοποιεί τους µέσους όρους των διατηρήσιµων 
ποσοτήτων u . Λαµβάνοντας υπόψη λοιπόν το υπολογιστικό κόστος για τη λύση του 
ακριβούς προβλήµατος, έχουν αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι που προσεγγιστικά είναι 
δυνατό να παρέχουν αξιόπιστες λύσεις  για το πρόβληµα του Riemann.Οι µέθοδοι αυτές 
δεν λύνουν το πρόβληµα των αρχικών τιµών για τα ρευστά ως αυτό έχει, παρά λύνουν ένα 
απλοποιηµένο σύστηµα εξισώσεων.  
 
∆ιακρίνουµε τις εξής µεθόδους για την προσεγγιστική επίλυση του προβλήµατος του 
Riemann 

i. τις µη γραµµικές µεθόδους, οι οποίες αντικαθιστούν τα κύµατα αραίωσης µε 
ασυνέχειες και αποδίδουν µε αρκετή ακρίβεια τα χαρακτηριστικά των κρουστικών 
κυµάτων 

ii. τις µεθόδους τύπου HLLE  (Hartex – Lax –Van Leer – Einfeldt), οι οποίες 
απλοποιούν τη δοµή του προβλήµατος Riemann χρησιµοποιώντας µόνο µία 
ενδιάµεση κατάσταση ανάµεσα σε δύο κρουστικά κύµατα, τα οποία συνδέουν τις 
αρχικές δεξιές και αριστερές καταστάσεις. 

iii. τις γραµµικοποιηµένες µεθόδους, τύπου Roe και  Marquina, οι οποίες ουσιαστικά 
αναζητούν τη λύση ενός γραµµικού συστήµατος, που συνδέεται άµεσα µε τις 
αρχικές εξισώσεις του προβλήµατος Riemann. 

 
Θα ασχοληθούµε µε τις µεθόδους τύπου HLLE.  Στο παρακάτω σχήµα παρατηρούµε ένα 
στιγµιότυπο της εξέλιξης των κρουστικών κυµάτων της πίεσης (ανοικτό µπλε χρώµα), της 
ταχύτητας (κόκκινο χρώµα), της πυκνότητας (πράσινο χρώµα) και της ενέργειας (σκούρο 
µπλε χρώµα).  

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

(5)(4)(3)(2)(1)

 

 

 
Σχήµα 1.17: Εξέλιξη της πυκνότητας, της ταχύτητας, της πίεσης, της ενέργειας στο 

εσωτερικό ενός σωλήνα κρουστικών κυµάτων 
 

Τα ξεχωριστά τµήµατα που διακρίνονται στο παραπάνω σχήµα παριστάνουν τη λύση 
του προβλήµατος των αρχικών τιµών του Riemann για µία συγκεκριµένη χρονική 
στιγµή. Οι δύο αρχικές καταστάσεις που προβλέπει το πρόβληµα συνδέονται από δύο 
ενδιάµεσες καταστάσεις (3, 4) και δύο κύµατα (2 και διαχωριστική επιφάνεια περιοχών 
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4,5), τα οποία µπορεί να είναι είτε κρουστικά κύµατα είτε τύπου αραίωσης. Μία 
προσέγγιση για την απλοποίηση του προβλήµατος είναι η εξάλειψη των κυµάτων 
αραίωσης και η υπόθεση πως υπάρχουν αποκλειστικά κρουστικά κύµατα. Με τον 
τρόπο αυτό απλοποιούνται οι εξισώσεις που πρέπει να λυθούν, καθιστώντας λιγότερο 
επίπονη τη χρήση των διαφόρων αριθµητικών µεθόδων. 

 

1.8.1  Η µέθοδος HLLE 
 

Για την επίλυση οποιουδήποτε προβλήµατος µε τη βοήθεια κάποιας αριθµητικής 
µεθόδου το αρχικό βήµα είναι η διαίρεση του χώρου σε κελιά ή κυψελίδες, τα οποία 
ανάλογα µε τη φύση του προβλήµατος συνθέτουν ένα µονοδιάστατο ή πολυδιάστατο 
πλέγµα. Στην περίπτωση που το υπό µελέτη πρόβληµα εξελίσσεται σε µία διάσταση ο 

χώρος διαιρείται σε υπολογιστικές 1 1
2 2

,
i i

x x
− +

⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

⎥  και ακέραιες [ ]1,i ix x +  κυψελίδες.  

Η µέθοδος Harten–Lax–VanLeer–Einfeldt βασίζεται στην υπόθεση του Godunov, 
σύµφωνα µε την οποία οι τρεις διατηρήσιµες ποσότητες (πυκνότητα µάζας ,ορµής και 
ενέργειας) έχουν µία σταθερή τιµή µέσα σε κάθε υπολογιστική κυψελίδα  του 
µονοδιάστατου πλέγµατος  (σχέσεις (3.30)). Με τον τρόπο αυτό δηµιουργείται µία 
διαδοχή από τοπικά προβλήµατα αρχικών τιµών του Riemann, καθένα από τα οποία 
εντοπίζεται στα κελιά ( )1,i ix x +  (σχήµα 1.14). Η λύση αυτών των προβληµάτων µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για να προσδιοριστούν οι τιµές των ροών των διατηρήσιµων ποσοτήτων 
ανάµεσα στις κυψελίδες και κατά συνέπεια και οι τιµές των ίδιων των ποσοτήτων την 
επόµενη χρονική στιγµή.  
Το γεγονός που καθιστά ιδιαίτερα ελκυστική τη µέθοδο του HLLE είναι ότι δεν απαιτεί 
τον υπολογισµό των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων της Ιακωβιανής. Επιπλέον η 
µορφή της µεθόδου HLLE διαφέρει από αυτή του προβλήµατος των αρχικών τιµών του 
Riemann στο ότι εισάγει µία νέα ενδιάµεση κατάσταση στις προϋπάρχουσες 
 

                                                                            (3.51) ( ), , ,

l
l

l r lr
l

r
r

u x b t
u x t u u u b t x b t

u x b t

⎧ <
⎪= ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

r

 
όπου τα  και προκύπτουν από τη σύνθεση της ταχύτητας του ρευστού  και της 

ταχύτητας µε την οποία κινείται ο ήχος µέσα στο ρευστό 
lb rb v

sc . 
Είναι λοιπόν    
 
                                            και    rb v c= + s slb v c= −                                         (3.52) 
 
Η ενδιάµεση κατάσταση ορίζεται µε τη βοήθεια της απαίτησης για διατήρηση της 
ενέργειας σε κάθε υπολογιστικό κελί 
 

                                          
( ) ( )r l r l

r llr

r l

b u b u f u f u
u

b b
− − +

=
−

                                  (3.53) 

 



Υπολογιστική Σχετικότητα  38

Η αριθµητική ροή είναι 
 

                                    
( ) ( ) ( )

1
2

l r r
r l r l

i
r l

b f u b f u b b u u
F

b b

+ − + −

+ −+

− + −
=

−

l

                            (3.54) 

 
όπου  

                           και          
0
00

ll
l

l

bb
b

b
εαν
εαν

− <⎧
= ⎨ >⎩

0
00

rr
r

r

bb
b

b
εαν
εαν

+ >⎧
= ⎨ <⎩

         (3.55),(3.56) 

 
Η µέθοδος HLLE αποδεικνύεται πως είναι αρκετά διαχυτική και δεν κατορθώνει να 
“συλλάβει” µε ακρίβεια τις ασυνέχειες, όπως τα κρουστικά κύµατα. Παρόλα αυτά 
εξακολουθεί να αποτελεί µία σηµαντική προσεγγιστική λύση στο πρόβληµα των 
αρχικών τιµών του Riemann για δύο τουλάχιστον λόγους. 
 

• Η µέθοδος HLLE είναι πολύ απλή και δεν απαιτεί σίγουρα επίπονες 
υπολογιστικές προσπάθειες. Η ιδιότητά της αυτή την καθιστά ιδανική σα πρώτη 
προσέγγιση σε ένα πρόβληµα ή σαν ένα είδος ελέγχου της απόδοσης πιο 
πολύπλοκων µεθόδων. 

• Είναι πολύ χρήσιµη για τη µελέτη φυσικών προβληµάτων. Το γεγονός αυτό 
οφείλεται στην ιδιότητά της να αποδίδει στην πυκνότητα και στην ενέργεια 
αποκλειστικά θετικά τιµές κατά τη συνολική διάρκεια της υπολογιστικής 
διαδικασίας. Πολλές άλλες µέθοδοι δεν εµφανίζουν αυτό το χαρακτηριστικό µε 
αποτέλεσµα να παράγουν λύσεις µε µη αποδεκτές, από φυσικής άποψης, 
τιµές. Το φαινόµενο αυτό γίνεται εντονότερο σε δύο ή τρεις διαστάσεις. 

   
 

 

 

1.9  Εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων στο σωλήνα κρουστικών κυµάτων 
 
Στην παράγραφο αυτή µελετώνται οι αριθµητικές µέθοδοι, που αναπτύχθηκαν 
θεωρητικά πριν, σε µία πιο πρακτική βάση. Συγκεκριµένα εφαρµόζονται στην 
περίπτωση του σωλήνα κρουστικών κυµάτων, οπότε µέσω της σύγκρισης των 
αποτελεσµάτων είναι δυνατό να εξαχθούν χρήσιµα συµπεράσµατα για την ακρίβεια και 
την αξιοπιστία τους. 
 
 
 

1.9.1  Η µέθοδος του Godunov 
 
Εφαρµόζουµε τη µέθοδο του Godunov, χρησιµοποιώντας το HLLE. 
Έχουµε τέσσερα διαγράµµατα, όπου το (a.) παριστάνει την πυκνότητα, το (b.) την πίεση, 
το (c.) την ταχύτητα και το (d.) την ενέργεια. Ουσιαστικά πρόκειται για στιγµιότυπα της 
εξέλιξης των αντίστοιχων µεταβλητών για χρόνο ίσο προς 1.2, που αντιστοιχεί σε 300 
χρονικά βήµατα της µεθόδου. Παρατηρούµε ότι η µέθοδος καταφέρνει να αποδώσει το 
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κρουστικό κύµα αρκετά  ικανοποιητικά και µάλιστα σε βάθος χρόνου, ωστόσο στην 
περιοχή της ασυνέχειας επαφής εµφανίζει φαινόµενα διάχυσης. Άλλωστε πρόκειται για 
µία µέθοδο µε  ακρίβεια πρώτης τάξης  

 
Σχήµα 1.18: Μελέτη του προβλήµατος του σωλήνα κρουστικών κυµάτων µε τη µέθοδο 

HLLE, χρησιµοποιώντας την αναδόµηση του Godunov 
(a πυκνότητα, b πίεση, c ταχύτητα, d ενέργεια) 
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1.9.2  Χωρίς περιορισµό κλίσης 
 

Για το συγκεκριµένο πρόγραµµα χρησιµοποιήθηκαν οι σχέσεις  (3.57), (3.58) και για 
την προσεγγιστική λύση του προβλήµατος του Riemann εφαρµόστηκε η µέθοδος HLLE. 
∆ιακρίνονται τα διαγράµµατα της πυκνότητας (a.), της ταχύτητας (b.), της πίεσης (c.) 
και της ενέργειας (d.) για t=1.2 .Παρατηρούµε ότι η αριθµητική αυτή µέθοδος προκαλεί 
διαταραχές και εποµένως είναι ασταθής. Οι διαταραχές διακρίνονται στα διαγράµµατα 
c και d, ως πιο σκούρες περιοχές, ενώ στα c1,d1 εµφανίζονται οι λεπτοµέρειες. 

 
Σχήµα 1.19: Μελέτη του προβλήµατος του σωλήνα κρουστικών κυµάτων µε τη µέθοδο 

HLLE, χωρίς τη χρήση περιορισµού κλίσης. 
(a πυκνότητα, b ταχύτητα, c πίεση, d ενέργεια, c1. και d1. λεπτοµέρειες) 
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1.9.3  Περιορισµός κλίσης Minmod  
 
Στη συγκεκριµένη εφαρµογή χρησιµοποιήθηκαν ο περιορισµός κλίσης minmod  και η 
µέθοδος HLLE. Πρόκειται για περιορισµό 2ης τάξης και παρέχει σαφέστατη βελτίωση σε 
σχέση µε το χωρίς περιορισµό πρόγραµµα, καθώς αποκόπτει τις διαταραχές, που 
οφείλονται σε αριθµητικά σφάλµατα.    

       
Σχήµα 1.20: Στιγµιότυπα (για ) της πυκνότητας (a.), της ταχύτητας (b.), της πίεσης 

(c.) και της ενέργειας (d.). Είναι αποτελέσµατα του συνδυασµού των µεθόδων του 
περιορισµού κλίσης minmod  και του HLLE. 

t=1.2
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1.9.4  Περιορισµός κλίσης MC 
 
Χρησιµοποιήθηκε ο περιορισµός κλίσης MC ενώ, όµοια µε πριν, για την προσεγγιστική 
επίλυση του προβλήµατος του Riemann επιλέχθηκε η µέθοδος HLLE. Παρατηρούµε 
ότι η µέθοδος εµφανίζει φαινόµενα διάχυσης, καθώς προσεγγίζει την ασυνέχεια επαφής 
και το κρουστικό κύµα µε κλίση µικρότερη από την κανονική. 

 
Σχήµα 1.21: Στιγµιότυπα (για ) της πυκνότητας (a.), της ταχύτητας (b.), της πίεσης 

(c.) και της ενέργειας (d.). Είναι αποτελέσµατα του συνδυασµού των µεθόδων του 
περιορισµού κλίσης MC  και του HLLE. 

t=1.2
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Godunov – MC    
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Σχήµα 1.23 
 
Στο συγκεκριµένο διάγραµµα γίνεται 
σύγκριση των διαγραµµάτων της 
πυκνότητας, όπως προκύπτουν για την ίδια 
χρονική στιγµή (t =1.2). Παρατηρούµε ότι 
και οι δύο µέθοδοι εµφανίζουν παρόµοια 
αποτελέσµατα στην περιοχή του κύµατος 
αραίωσης και καταφέρνουν να το 
αποδώσουν ικανοποιητικά. Και οι δύο 
µέθοδοι αδυνατούν να αποδώσουν µε 
ακρίβεια την ασυνέχεια επαφής και 
εµφανίζουν µικρότερη κλίση από την 
πραγµατική. Στην περιοχή του κρουστικού 
κύµατος η µέθοδος του Godunov είναι 
αρκετά αξιόπιστη, ενώ το πρόγραµµα µε τον 
περιορισµό κλίσης MC εξακολουθεί να 
εµφανίζει µικρότερη κλίση. Σε γενικές 
γραµµές πάντως η HLLE για απλά 
προβλήµατα λειτουργεί ικανοποιητικά. 

 
 
 

 
 

Χωρίς περιορισµό κλίσης –Minmod  
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Σχήµα 1.24 
 
Συγκρίνουµε τα διαγράµµατα της πίεσης, 
όπως αυτά προκύπτουν χωρίς περιορισµό 
κλίσης και µε minmod. Παρατηρούµε ότι και 
στις δύο περιπτώσεις η εξέλιξη της πίεσης 
σχεδόν ταυτίζεται. Βέβαιο είναι εµφανές πως 
η χρήση του minmod βελτιώνει το τελικό 
αποτέλεσµα, καθώς εξαλείφονται σε µεγάλο 
βαθµό οι διαταραχές που εµφανίζονταν 
χωρίς τη χρήση του περιορισµού κλίσης και 
η εξέλιξη της πίεσης αποδίδεται µε 
µεγαλύτερη πιστότητα. 

 
 
 
 

MC – Minmod  
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Σχήµα 1.25 
 
Στο διπλανό σχήµα παρατίθενται τα 
διαγράµµατα της πυκνότητας, όπως 
προκύπτουν για τους περιορισµούς κλίσης 
MC και minmod. Παρατηρούµε ότι τα δύο 
διαγράµµατα ουσιαστικά ταυτίζονται, ενώ 
εµφανίζουν και παρόµοια φαινόµενα 
διάχυσης στις περιοχές της ασυνέχειας 
επαφής και του κρουστικού κύµατος. 
Πρακτικά όµως το minmod εµφανίζει πιο 
έντονα φαινόµενα διάχυσης σε σχέση µε το 
MC ή το superbee.  

 
 
 
Τα παραπάνω διαγράµµατα είναι αποτέλεσµα του υπολογιστικού προγραµµατισµού των 
αριθµητικών µεθόδων που αναφέρθηκαν .Ο προγραµµατισµός έγινε µε τη βοήθεια της 
γλώσσας C, ενώ τα διαγράµµατα σχεδιάστηκαν µε τη βοήθεια του πακέτου γραφικών 
Origin.  
Τα δεδοµένα (αρχικές συνθήκες των , µήκος του σωλήνα κρουστικών κυµάτων, 
αριθµός σηµείων, κ.τ.λ.) είναι πανοµοιότυπα για όλα τα προγράµµατα. Επιπλέον για 
την καλύτερη σύγκριση των αποτελεσµάτων, όλα τα διαγράµµατα είναι στιγµιότυπα που 
αφορούν την ίδια χρονική στιγµή. 

ρ,p,v

Το µήκος του µονοδιάστατου σωλήνα επιλέχθηκε ίσο προς 10 µονάδες.  Το διάφραγµα 
τοποθετείται ακριβώς στο κέντρο. Οι αρχικές τιµές του προβλήµατος είναι  

 

                   ,  
1 5

0.125 5
x
x

ρ
≤⎧

= ⎨ >⎩

1 5
0.1 5

x
p

x
≤⎧

= ⎨ >⎩
    και  0v = .                         (3.59) 

 
Το µονοδιάστατο πλέγµα αποτελείται από 1000 σηµεία, οπότε σύµφωνα µε τη σχέση 
(3.20), υπολογίζεται το  και µάλιστα είναι . Η ταχύτητα του ήχου δίνεται 
από τη σχέση (3.21), και οι τιµές της πίεσης και της πυκνότητας που αντικαθιστούµε 
είναι οι µικρότερες, δηλαδή  και . Στη συνέχεια µε τη βοήθεια της 
συνθήκης CFL είναι δυνατό να αποδοθεί τιµή στο χρονικό βήµα. Επιλέγεται τελικά 

 (πρακτικά µία καλή επιλογή για το χρονικό  βήµα είναι να κυµαίνεται στο 

50%-40% της τιµής του λόγου 

∆x ∆x=0.01001

p=0.1 ρ=0.125

t=0.004∆
∆x
v

). Ο αδιαβατικός δείκτης είναι ίσος προς  . =1.4Γ

Τέλος είναι σε κάθε περίπτωση σηµαντικό να θυµόµαστε ότι το αποτέλεσµα που 
προκύπτει από την εφαρµογή των µεθόδων που προσεγγίζουν τη λύση του προβλήµατος 
του Riemann ( π.χ. HLLE) είναι ακριβώς προσεγγιστικό. Για το λόγο αυτό είναι δυνατό 
σε ορισµένες περιπτώσεις η λύση να µην είναι φυσικώς αποδεκτή. Το ευτυχές είναι ότι 
όταν µία τέτοια προσεγγιστική µέθοδος αποτυγχάνει, ίσως µία άλλη να λειτουργεί 
οµαλά και να παράγει σωστά αποτελέσµατα. Για σύνθετα λοιπόν προβλήµατα είναι 
δυνατή και ίσως απαραίτητη η εφαρµογή περισσοτέρων από µίας προσεγγιστικών 
µεθόδων, ώστε να αλληλοσυµπληρώνονται. 
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Κεφάλαιο 2 
 

Αριθµητικές µέθοδοι στην ειδική σχετικότητα 
 

 
Η σχετικότητα είναι ένα απαραίτητο εργαλείο στα χέρια των φυσικών, στην προσπάθειά 
τους να περιγράψουν αστροφυσικά φαινόµενα σχετικά µε συµπαγή αντικείµενα. 
Ανάλογα φαινόµενα είναι η κατάρρευση του πυρήνα των αστέρων, τα πάλσαρς, οι 
αστέρες νετρονίων, συστήµατα αστέρων νετρονίων, ο σχηµατισµός µελανών οπών, τα 
κβάζαρς, οι πίδακες (jets), οι εκρήξεις ακτίνων γάµµα (GRB). Στην περίπτωση που 
συναντώνται ισχυρά βαρυτικά πεδία, όπως συµβαίνει κοντά σε µία µελανή οπή, πρέπει 
να ληφθούν υπόψη οι προβλέψεις της γενικής θεωρίας της σχετικότητας. Επίσης η 
παραγωγή βαρυτικών κυµάτων που οφείλεται κατά κύριο λόγο σε αυτά τα φαινόµενα, 
είναι δυνατό να ερµηνευθεί µόνο στο πλαίσιο της γενικής σχετικότητας. Υπάρχουν όµως 
ορισµένα σχετικιστικά φαινόµενα, τα οποία σχετίζονται µε ροές που κινούνται µε 
µεγάλες ταχύτητες, αλλά µέσα σε πιο ασθενή βαρυτικά πεδία. Σε ανάλογες περιπτώσεις 
είναι δυνατό να µελετηθούν αυτά τα φαινόµενα, ή τουλάχιστον κάποιες πλευρές τους, 
στο πλαίσιο της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας, αγνοώντας τις επιδράσεις της γενικής 
θεωρίας. 
 
 

2.1  Σχετικιστικές εξισώσεις ρευστοδυναµικής 
 

Οι εξισώσεις ,που περιγράφουν την κίνηση ενός σχετικιστικού ρευστού δίνονται από 
τους παρακάτω πέντε νόµους διατήρησης 
 
                                                           ( )

;
0uµ

µ
ρ =                                                   (2.1) 

και 
                                                             ; 0T µν

ν =                                                     (2.2) 
 
όπου  και συµβολίζει τη συναλλοίωτη παράγωγο. Επιπλέον  είναι η 

πυκνότητα της µάζας ηρεµίας του ρευστού (rest mass density),  είναι η 
τετραταχύτητά του και 

(µ,ν=0,...,3) ;µ ρ
µu

Tµν είναι ο τανυστής τάσης–ενέργειας–ορµής. Για ένα τέλειο 
ρευστό ο τανυστής γράφεται 
 
                                                       T hu u pgµν µ νρ= + µν                                         (2.3) 
 
 
 



Υπολογιστική Σχετικότητα  47

όπου είναι ο µετρικός τανυστής, είναι η πίεση του ρευστού και είναι η ειδική 
ενθαλπία του, που ορίζεται ως 

µνg p h

 

                                                          1 ph ε
ρ

= + +                                                  (2.4) 

 
ενώ ε είναι η ειδική εσωτερική ενέργεια του ρευστού. 
Πρέπει να διευκρινίσουµε ότι µέχρι στιγµής η ταχύτητα του φωτός έχει θεωρηθεί ίση µε 
τη µονάδα ( ). 1c ≡
Στο χωρόχρονο του Minkowski  και σε καρτεσιανές συντεταγµένες ( )1 2 3t,x ,x ,x οι νόµοι 

διατήρησης µπορούν να γραφούν µε την εξής διανυσµατική µορφή 
 

                                                     
( ),

0
i

i

F U uU
t x

∂∂
+ =

∂ ∂
                                            (2.5)      

 
όπου . Το διάνυσµα των διατηρήσιµων ποσοτήτων U γράφεται  i=1,2,3
 

                                                   ( )1 2 3, , , ,
T

U U R M M M E=                                      (2.6) 

 
και το διάνυσµα των ροών  είναι iF
 

                    .                  (2.7) ( )1 1 2 2 3 3, , , ,
Ti i i i i i i i iF F Rv M v p M v p M v p Ev pvδ δ δ= + + + + i

3
 
Οι πέντε διατηρήσιµες ποσότητες  και είναι αντίστοιχα η πυκνότητα 
µάζας, οι τρεις συνιστώσες της πυκνότητας ορµής και τελικά η πυκνότητα ενέργειας. 
Αυτές οι ποσότητες υπολογίζονται σε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς , το οποίο 
ονοµάζεται εργαστηριακό (laboratory rest frame) και διακρίνεται από το τοπικό σύστηµα 
αναφοράς (local rest frame) του ρευστού. Ουσιαστικά λοιπόν έχουµε δύο συστήµατα 
αναφοράς, που διαφέρουν κατά το ότι το εργαστηριακό µπορεί να είναι οποιοδήποτε 
σύστηµα αναφοράς ενώ το τοπικό είναι συγκεκριµένο για κάθε είδος ρευστού. Οι 
εργαστηριακές ποσότητες   συνδέονται  µε τις τοπικές    µε τις 
εξής σχέσεις 

1 2R,M ,M ,M E

1 2 3R,M ,M ,M ,E 1 2 3ρ,v , v , v ,p

 
                                                                R γρ=                                                    (2.8) 
 
                                             2 iM h vρ γ=    όπου ( 1, 2,3i )=                                      (2.9) 
 
                                                        2E h pρ γ R= − −                                            (2.10) 
 
Ο παράγοντας Lorentz είναι  

                                                          
1

1 i
iv v

γ =
−

                                               (2.11) 
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Το παραπάνω σύστηµα των εξισώσεων ολοκληρώνεται εφόσον θεωρήσουµε και µία 
καταστατική εξίσωση, για την οποία υποθέτουµε ότι είναι της µορφής 
 
                                                       ( , )p p ρ ε= .                                                   (2.12) 
 
Στα όρια ισχύος της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας (π.χ. 1, 1v h<< → ), οι ποσότητες 

προσεγγίζουν τις αντίστοιχες Νευτώνειες και οι εξισώσεις του παραπάνω 
συστήµατος καταλήγουν στις κλασικές. Στη σχετικιστική περίπτωση οι εξισώσεις 
συνδέονται ισχυρά µεταξύ τους µέσω του παράγοντα Lorentz και της ενθαλπίας. Στην 
κλασική αριθµητική ρευστοδυναµική είναι πολύ εύκολο να υπολογιστεί η τιµή των 
ταχυτήτων , εφόσον είναι γνωστές οι τιµές της πυκνότητας και των ορµών . Στη 

σχετικιστική όµως περίπτωση η διαδικασία για τον υπολογισµό των  από τα 

 είναι πολύ πιο σύνθετη, καθώς θα πρέπει να λυθεί το σύστηµα των πέντε 

παραπάνω εξισώσεων. 

iR,M ,E

iv ρ ( iρv )
)( iρ,v , p

( )iR,M , E

 

2.1.1  Μονοδιάστατες εξισώσεις ρευστοδυναµικής 
 

Όπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο το κριτήριο για την εκτίµηση των αριθµητικών 
µεθόδων που εφαρµόζονται στην ειδική σχετικότητα θα είναι το πρόβληµα του 
µονοδιάστατου σωλήνα κρουστικών κυµάτων, το οποίο βασίζεται στο πρόβληµα των 
αρχικών τιµών του Riemann, η αναλυτική λύση του οποίου έχει βρεθεί. Επειδή πλέον 
εργαζόµαστε σε µία διάσταση, π.χ. τη , οι νόµοι διατήρησης γράφονται ως εξής  x
 

                                                 
( ),

0
F U uU

t x
∂∂

+ =
∂ ∂

                                               (2.13)                   

 
όπου  

                                             

R
U M

E

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 και 

( )

Rv
F Mv p

E p v

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

.                        (2.14), (2.15)    

 
Οι σχέσεις που συνδέουν τις ποσότητες ανάµεσα στα δύο συστήµατα αναφοράς, µετά από 
απλοποίηση, γράφονται 
 
                                                               R γρ=                                                   (2.16) 
 
                                                        ( )2M e p vγ= +                                             (2.17) 
 
                                                       ( )2E e pγ p= + −                                            (2.18) 
 
Ο παράγοντας Lorentz είναι     

                                                               
2

1
1 v

γ =
−

.                                           (2.19) 
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Ως καταστατική εξίσωση επιλέγουµε αυτή του ιδανικού αερίου 
 
                                                ( 1)(p e )ρ= Γ − −                                                    (2.20) 
 
και η µορφή της όταν e >> ρ είναι 
 
                                                   ( )1p e= Γ−                                                        (2.21) 
 
µε τον αδιαβατικό δείκτη να παίρνει τιµές 1 2≤ Γ ≤ . 
 
 Για να είναι δυνατό το σύστηµα να έχει λύση πρέπει να ισχύουν ορισµένοι φυσικοί 
περιορισµοί, όπως ,  και E R≥ E M≥ 1 v 1− ≤ ≤ . 

 

2.1.2  Μετασχηµατισµός των συστηµάτων συντεταγµένων 
 
Για πέντε γνωστές τιµές των  οι εξισώσεις  (2.16)–(2.19), µαζί µε την καταστατική 
εξίσωση  (2.20)  και τον  ορισµό του παράγοντα Lorentz, συνθέτουν ένα σύστηµα πέντε 
εξισώσεων µε πέντε άγνωστες µεταβλητές, τις . Το σύστηµα αυτό πρέπει να λυθεί 
σε κάθε κυψελίδα αρκετές φορές κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος και µάλιστα η 
εύρεση των σωστών λύσεων είναι ένα πολύ σηµαντικό τµήµα των αριθµητικών µεθόδων 
που εφαρµόζονται στην ειδική σχετικότητα. 

R,M,E

ρ,e,p,v,γ

Οι εξισώσεις  (2.16) , (2.19) και (2.20),µπορούν να εισαχθούν απευθείας στις εξισώσεις  
(2.18) και (2.17),οπότε προκύπτουν δύο συζευγµένες, µη γραµµικές εξισώσεις µε 
αγνώστους τα και . Το σύστηµα των δύο πλέον εξισώσεων µπορεί να λυθεί µε τη 
βοήθεια µίας κατάλληλης δισδιάστατης αριθµητικής µεθόδου και εποµένως να 
υπολογιστούν µε αυτό τον τρόπο  οι τιµές των αγνώστων µεταβλητών. Ωστόσο η όλη 
διαδικασία είναι δυνατό να απλοποιηθεί ακόµα περισσότερο από τη στιγµή που έχουµε 
επιλέξει ως καταστατική εξίσωση αυτή του ιδανικού αερίου. Με απλές αλγεβρικές πράξεις 
εξαλείφεται µία από τις δύο άγνωστες µεταβλητές, καταλήγοντας σε µία µόνο εξίσωση για 
την εναποµένουσα µεταβλητή. Πρόκειται για ένα πολυώνυµο τετάρτου βαθµού της 
µορφής 

e v

 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 21 1 1g v v E Mv M v v v R⎡ ⎤= Γ − − − − − Γ − =⎣ ⎦ 0                     (2.22) 

 
όπου . Αυτή η εξίσωση µπορεί να λυθεί είτε µε την εφαρµογή της µεθόδου για 
την εύρεση των ριζών πολυωνύµου τετάρτου βαθµού, είτε µε τη χρήση κάποιας 
κατάλληλης αριθµητικής µεθόδου, που µε παρεµβολή θα υπολογίζει τις ρίζες . Έχει 
αποδειχτεί πως µε τη χρήση των κατάλληλων εκφράσεων για το ανώτερο όριο της 
ταχύτητας , το κατώτερο  και την αρχική τιµή , η προσέγγιση των ριζών µε 
αριθµητικές µεθόδους είναι ταχύτερη στο να επιτύχει την επιδιωκόµενη ακρίβεια των 
εννέα δεκαδικών ψηφίων. 

0 v 1≤ ≤

lv uv 0v
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Η έκφραση για το κατώτερο όριο της ταχύτητας  προκύπτει αν στην εξίσωση (2.22)     
θέσουµε  , οπότε προκύπτει 

lv
R=0

 

                                             
( ) ( ) ( )

( )

2 24 1
2 1l

E E M
v

M
Γ − Γ − Γ −

=
Γ −

                               (2.23) 

 

Από τις εξισώσεις  (2.17), (2.18) παρατηρεί κανείς ότι για είναι p=0 Mv=
E

, ενώ για  

είναι 

p>0

Mv<
E

. Εποµένως µία αρκετά ασφαλής εκτίµηση για το άνω όριο της ταχύτητας  

είναι 

uv

   

                                                    min 1,u
Mv
E

δ⎛ ⎞= +⎜
⎝ ⎠

⎟                                             

(2.24) 
 
όπου . Στο διάστηµα ανάµεσα στα  και  υπάρχει µία µοναδική λύση της 
εξίσωσης (2.22), ενώ στο διάστηµα 

-6δ 10� lv uv
0 v 1≤ ≤  υπάρχει και µία δεύτερη λύση, η οποία όµως 

δεν είναι λύση και των αρχικών εξισώσεων του συστήµατος. Η ύπαρξή της οφείλεται στο 
ότι για να προκύψει η (2.22) χρησιµοποιείται το τετράγωνο της  (2.17) 
Ένα επιπλέον πλεονέκτηµα της χρήσης των ορίων  και  είναι ότι και οι δύο αυτοί 
όροι τείνουν στο µηδέν καθώς το Μ προσεγγίζει και αυτό το µηδέν. Μία έκφραση για την 
αρχική τιµή στη µέθοδο παρεµβολής, που οδηγεί σε ταχύτατη σύγκλιση είναι η εξής 

lv uv

 

                                                      0 2
l uv vv z+

= +                                                  (2.25) 

 
όπου 

                       
( ) -9

l

1 1 εαν v >10
2

για κάθε περίπτωσηάλλη
0

l u
R v v

z E
⎧ ⎛ ⎞− −⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪⎩

                             (2.26) 

 
Το πρόβληµα της εύρεσης της ρίζας της εξίσωσης (2.22), που έχει φυσική σηµασία, 
µπορεί πλέον να λυθεί µε την εφαρµογή της µεθόδου Newton– Raphson. 
 

                                                   
( )
( )1

n
n n

n

g v
v v

g v+ = −
′

                                                (2.27) 

όπου 
 
  ( ) ( ) [ ] ( )( )22 22 (1 ) 2 2 2 2 1g v v E Mv M v E M v Mv v v R′ ⎡ ⎤= Γ − − − Γ − Γ + + − Γ−⎣ ⎦

21            (2.28) 

 
είναι η παράγωγος της . Η εύρεση της ρίζας µε ακρίβεια εννέα δεκαδικών ψηφίων 
επιτυγχάνεται µετά από πέντε διαδοχικά βήµατα. 

( )g v
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Γνωρίζοντας την τιµή του , είναι εύκολο να υπολογιστεί η  πυκνότητα ενέργειας από τη 
σχέση  

v

 
                                                         e E vM= − .                                                (2.29) 
 
Οι τιµές των  προκύπτουν στη συνέχεια απευθείας από τις εξισώσεις  (2.16), (2.19), 
και (2.20).  

γ,ρ,p

 
 

2.2  Το πρόβληµα του σωλήνα των κρουστικών κυµάτων 
 
Όπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο, έτσι και σε αυτό το πρόβληµα των αρχικών τιµών 
του Riemann, αποτελεί βασικό πεδίο αξιολόγησης και σύγκρισης των διάφορων 
αριθµητικών µεθόδων. Η λύση του προβλήµατος του Riemann αφορά τη ροή ενός 
ρευστού στο εσωτερικό ενός σωλήνα κρουστικών κυµάτων και το οποίο κινείται µε 
σχετικιστικές ταχύτητες. Όπως είναι ήδη γνωστό από το προηγούµενο κεφάλαιο 
(παράγραφος 1.2), θεωρούµε πως δύο περιοχές ενός ρευστού µε διαφορετικές τιµές 
πίεσης και πυκνότητας η κάθε µία, χωρίζονται µε ένα διάφραγµα και πως τη χρονική 
στιγµή αποµακρύνουµε αυτό το διάφραγµα. Σχηµατίζονται λοιπόν πέντε 
διαφορετικές καταστάσεις (σχήµα 2.1).  

0t =

Η αναλυτική λύση του προβλήµατος Riemann προκύπτει εάν θεωρήσουµε ότι η πίεση 
και η ταχύτητα στο τέλος του κύµατος αραίωσης και στο µέτωπο του κρουστικού κύµατος 
είναι ίσες, οπότε ισχύει 
 
                                         3 4p p=      και     3v v4= .                                  (2.30),(2.31) 

ασυνέχεια
  επαφήςτου κύµατος

  αραίωσης

τέλοςκορυφή µέτωπο κρουστικού
         κύµατος

(5)(4)(3)(2)(1)

 

 

 
Σχήµα 2.1: Εξέλιξη της πυκνότητας, της ταχύτητας, της πίεσης, της ενέργειας στο 

εσωτερικό ενός σωλήνα κρουστικών κυµάτων ,όπου οι περιοχές 1, 5 είναι το αδιατάρακτο 
ρευστό, η περιοχή 2 είναι το κύµα αραίωσης, η 3 περιέχεται ανάµεσα στο τέλος του 

κύµατος αραίωσης και την ασυνέχεια επαφής και η 4 είναι η σταθερή περιοχή ανάµεσα 
στην ασυνέχεια επαφής και το µέτωπο του κρουστικού κύµατος. 
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Το κύµα αραίωσης µπορεί να προσδιοριστεί εφαρµόζοντας µεθόδους οµοιότητας, οπότε 
απαιτείται η αριθµητική ολοκλήρωση µίας διαφορικής εξίσωσης πρώτου βαθµού. 
Για τη µελέτη της σχετικιστικής ισοτροπικής διαστολής είναι απαραίτητες οι εξισώσεις 
διατήρησης της µάζας και της ορµής (σχέσεις (2.13)),  
 

                                                ( ) 0t xR Rv+ =                                               (2.32) 
                                            
                                          ( ) 0t x

M Mv p+ + =                                             (2.33)                   
 
Η εξίσωση διατήρησης της ενέργειας  
                                                     
                                                        ( ) 0t x

E Ev pv+ + =                                         (2.34) 
                                                                                         
αντικαθίσταται από τον αδιαβατικό νόµο διαστολής  
 

                                                          
1 1 1

e
e

ρ ρ
ρ ρ

Γ
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
                                            

(2.35) 
 
Ορίζοντας τη µεταβλητή οµοιότητας 
 

                                                                
x
t

ζ =                                                    (2.36) 

 
η εξίσωση συνέχειας µπορεί να γραφεί στη µορφή 
 

                                                          
dR R
dv v ζ

= −
−

                                               (2.37) 

 
Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του τανυστή ορµής–ενέργειας, την καταστατική εξίσωση και 
την ποσότητα , η ορµή µπορεί να γραφεί ως (B e nγ≡ − )
 
                                                       ( )M R B vγ= +Γ                                              (2.38) 
 

Υπολογίζοντας τις µερικές παραγώγους 
dR
dζ

 και 
dv
dζ

, προκύπτει, µετά από µία σειρά 

αλγεβρικών πράξεων, η διαφορική εξίσωση πρώτου βαθµού 
 

                                           
( )21 1

dR R R Bv
dv v B

⎛ ⎞+ Γ
= −⎜⎜− Γ Γ −⎝ ⎠

⎟⎟                                        (2.39) 

 
Η λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.39) υπολογίζεται µε τη βοήθεια της µεθόδου Runge–
Kutta τέταρτης τάξης, ξεκινώντας µε ( )0v =0 . 
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Η λύση του σχετικιστικού προβλήµατος δίνεται από τις σχέσεις των Rankine–Hugoniot–
Taub. Στο εργαστηριακό σύστηµα αναφοράς οι παραπάνω εξισώσεις δίνουν 
 

                                                    
( )( )
( )( )

1
2

4 5 4 5
3

5 4 4 5

p p e e
v

e p e p
⎡ ⎤− −

= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
                                   (2.40)                    

και 

                                                
( ) (
( )( )

)
1
2

4 5 4 5

5 4 4 5
shock

p p e p
v

e p e e
⎡ ⎤− +

= ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
                                   (2.41)   

 
Οι δύο τελευταίες εξισώσεις µπορούν να συνδυαστούν, οπότε προκύπτει 
 

                                                      4

4 5 4

1
shock

p pv
v e p

5−
=

+
                                             (2.42) 

 
Ο ρυθµός συµπίεσης προσδιορίζεται από τη σχέση  
 

                                                             5 54

5 4

v
v4

γρ
ρ γ

=
% %

% %
                                                (2.43) 

 
όπου η περισπωµένη δηλώνει ποσότητες ορισµένες στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς 
του µετώπου του κρουστικού κύµατος. 
Η λύση του σχετικιστικού προβλήµατος Riemann είναι δυνατή µε την εξίσωση των ( )ip  

και ( )iv , δηλαδή της πίεσης και της ταχύτητας του βήµατος της µεθόδου Runge–Kutta 
για την επίλυση της (2.39), µε τα  και αντίστοιχα. Ο κώδικας µπορεί να γίνει πιο 

αποτελεσµατικός λύνοντας αρχικά την εξίσωση (2.42) για 

i
4p 4v

( )i
4v =v . Για όσο διάστηµα η 

ταχύτητα του κρουστικού κύµατος υπερβαίνει την ταχύτητα του φωτός, τα αποτελέσµατα 
που προκύπτουν στερούνται φυσικού νοήµατος. Μόλις όµως shockv 1≤ , τα αποτελέσµατα 
κρίνονται αποδεκτά από φυσικής άποψης και η ποσότητα 

                                                                                                                                                
                                               ( ) ( ) ( )2

5 4 4 4 4 4 5
i

4p e p v v v pγ= + −% % % % +                                (2.44) 
 
υπολογίζεται. Η συνθήκη εξίσωσης είναι 
 
                                                           ( )

4 4
ip p ε− <                                               (2.45) 

 
Αρχικά η διαφορά στη σχέση (2.45) είναι αρνητική . Από τη στιγµή που γίνεται θετική, 
η λύση επιτυγχάνεται µε γραµµική παρεµβολή (regula falsi). 
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2.3  H σχετικιστική µέθοδος HLLE 
 
Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί αριθµητικές µέθοδοι ικανές να επιλύουν τις 
εξισώσεις του Euler (σχέσεις) για µη σχετικιστικά ρευστά. Το κυριότερο στοιχείο αυτών 
των µεθόδων είναι ότι λαµβάνουν υπόψη τους τη διεύθυνση µετάδοσης του κύµατος. 
Είναι αυτό ακριβώς το γνώρισµα των µεθόδων αυτών που τις επιτρέπει να 
“συλλαµβάνουν” ασυνέχειες, όπως τα κρουστικά κύµατα. 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο έγινε αναφορά στη µέθοδο HLLE (παράγραφος 1.8.1). 
Πρόκειται για µία µέθοδο που βασίζεται στην ιδέα του Godunov, ότι δηλαδή οι τιµές 
των διατηρήσιµων ποσοτήτων της πυκνότητας µάζας, ορµής και ενέργειας θεωρούνται 
σταθερές µέσα σε κάθε κυψελίδα του πλέγµατος. Με τον τρόπο αυτό σχηµατίζεται µία 
αλληλουχία από προβλήµατα αρχικών τιµών του Riemann, των οποίων η λύση µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό των ροών ανάµεσα στις κυψελίδες. Πρόκειται 
για µία διαδικασία που επαναλαµβάνεται σε κάθε χρονικό βήµα. Η µέθοδος HLLE 
καταφέρνει να λύνει προσεγγιστικά κάθε ένα από αυτά τα προβλήµατα του Riemann, 
χωρίς τη χρήση της αναλυτικής λύσης. Με τον τρόπο αυτό διευκολύνεται σηµαντικά η 
όλη διαδικασία, καθώς η χρήση της αναλυτικής λύσης µπορεί να αποδειχτεί επίπονη 
υπολογιστικά. 
Το σύστηµα των νόµων διατήρησης (2.13) γράφεται  
 
                                                        ( ) 0t x

U F U+ =                                            (2.46) 
 

όπου  και  . Όπως και στην περίπτωση του µη 
σχετικιστικού HLLE, η προσεγγιστική λύση του προβλήµατος του Riemann έχει  την 
εξής µορφή 

}{ T
U= R,M,E ( ) ( ) }{ Τ

F U = Rv,Mv+p, E+p v

 

                                                                         

(2.47) 

( ), , ,

l
l

l r lr
l

r
r

U x b t
U x t U U U b t x b t

U x b t

⎧ <
⎪= ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

r

 
Η παραπάνω µορφή προϋποθέτει τη γνώση των τιµών για τις ταχύτητες lb  και rb .  
Όπως είναι ήδη γνωστό, σύµφωνα µε τη µέθοδο του Godunov, πρέπει το πρόβληµα των 
αρχικών τιµών του Riemann να λυθεί στο εσωτερικό κάθε κυψελίδας. Η εξέλιξη του 
προβλήµατος διαρκεί όσο κάθε χρονικό βήµα. Στο τέλος κάθε χρονικού βήµατος 
υπάρχουν στο εσωτερικό της κυψελίδας τρεις διαφορετικές καταστάσεις. Πρόκειται για 
τις , , που αντιστοιχούν στις καταστάσεις που υπήρχαν πριν την εξέλιξη του 
προβλήµατος του Riemann και τέλος για την κατάσταση , που ουσιαστικά είναι η 
ενδιάµεση. Το σηµείο αυτό είναι ιδιαίτερα λεπτό καθώς το χρονικό βήµα θα πρέπει να 
είναι κατάλληλα ορισµένο, έτσι ώστε η αλληλεπίδραση ανάµεσα στις γειτονικές λύσεις 
του προβλήµατος να µην είναι δυνατή. Το κατάλληλο χρονικό βήµα προσδιορίζεται µε 
τη βοήθεια της συνθήκης CFL. 

lrU rU
lrU
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Σχήµα 2.2:  Στο πρώτο σχήµα παριστάνονται οι καταστάσεις του αρχικού προβλήµατος 
του Riemann στο εσωτερικό κάθε κυψελίδας στην αρχή του κάθε χρονικού βήµατος. 
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Στο δεύτερο σχήµα  παριστάνονται οι καταστάσεις που προκύπτουν µετά την 
ολοκλήρωση του χρονικού βήµατος µε την προσεγγιστική µέθοδο του HLLE. 

Η ενδιάµεση κατάσταση δίνεται από τη σχέση lrU
 

                                     
( ) ( )r l r

r llr

r l

b U bU F U F U
U

b b
− − +

=
−

l

                                  (2.48) 

 
Η αριθµητική ροή δίνεται από τη σχέση  
 

                       ( ) ( ) ( ) ( )
1
2

,
l r r

r l r ll r

i
r l

b F U b F U b b U U
G U U

b b

+ − + −

+ −+

− + −
=

−

l

                        (2.49) 

 
Ένα απαραίτητο συστατικό για την εύρυθµη λειτουργία της µεθόδου είναι η εύρεση των 
κατάλληλων τιµών για τις µέγιστες και ελάχιστες τιµές των ταχυτήτων. Τα όρια των lb  
και rb , δίνονται από τις σχέσεις 
 

                                   
1

s
r

s

v cb
vc
+

=
+

     και   
1

s
l

s

v cb
vc
−

=
−

                               (2.50),(2.51) 

 
όπου είναι η σχετικιστική ταχύτητα του ήχου και για την καταστατική εξίσωση (2.20) 
παίρνει τη µορφή 

sc

 

                                                
( )( )

( )
2 1
s

e
c

e
ρ

ρ ρ
Γ Γ − −

=
+ Γ −

                                            (2.52) 

 
ενώ οι ποσότητες vκαι sc ορίζονται από τις σχέσεις 
 

                                 
2

l rv vv +
=       και     

2

l r
s r

s
c cc +

=                             (2.53), (2.54) 

 
Ουσιαστικά στις σχέσεις (2.50) και (2.51) εφαρµόζεται ο σχετικιστικός νόµος άθροισης 
των ταχυτήτων, ενώ στις (2.53) και (2.54) χρησιµοποιείται ο αριθµητικός µέσος όρος. 
Για αδύναµα κρουστικά κύµατα οι όροι +

rb  και -
rb  είναι  

 

                                              r

r

b >0εαν
b <00 εαν

r
r

b
b+ ⎧

= ⎨
⎩

                                                (2.55) 

 
και 

                                              l

l

b <0εαν
b >00 εαν

l
l

b
b− ⎧

= ⎨
⎩

                                                 (2.56) 
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Για ισχυρά κρουστικά κύµατα είναι 

                                              max 0, ,
1

r r
s

r r r r
s

v cb b
v c

+ ⎛ ⎞+
= ⎜ +⎝ ⎠

⎟                                            (2.57) 

 
και 

                                              min 0, ,
1

l l
s

l l l l
s

v cb b
v c

− ⎛ ⎞−
= ⎜ −⎝ ⎠

⎟

0 0

                                            (2.58) 

 
Το κυριότερο θετικό στοιχείο της µεθόδου HLLE, είναι ότι πρόκειται για µία θετικώς 
διατηρήσιµη µέθοδο (positively conservative scheme), το οποίο σηµαίνει ότι η εσωτερική 
ενέργεια και η πυκνότητα διατηρούνται θετικές κατά τη διάρκεια των υπολογιστικών 
υπολογισµών. Η ιδιότητα αυτή είναι πολύ σηµαντική σε περιοχές όπου υπάρχουν ροές 
υψηλής ενέργειας και χαµηλής πυκνότητας. 

2.3.1  Εφαρµογές του σχετικιστικού HLLE 
 

A. Με minmod  
 

Οι κύριες διαφορές ανάµεσα στο σχετικιστικό και στο µη σχετικιστικό πρόβληµα του 
Riemann, οφείλονται στη µη γραµµική άθροιση των ταχυτήτων και στην εµφάνιση του 
παράγοντα του Lorentz. Η σχετικιστική πλέον άθροιση των ταχυτήτων προκαλεί την 
καµπύλωση της ταχύτητας στο ανάλογο διάγραµµα, στην περιοχή του κύµατος αραίωσης 
(περιοχή 2, σχήµα 2.1). Η παρουσία του παράγοντα Lorentz ελαττώνει το µήκος που 
καταλαµβάνει η περιοχή 4 (σχήµα 2.1). 
Θεωρούµε ένα µονοδιάστατο πλέγµα, το οποίο έχει µήκος 100 µονάδων. H πρώτη 
δοκιµασία για το σχετικιστικό HLLE είναι το εξής πρόβληµα των αρχικών τιµών του 
Riemann 
 

                , ( )
1 5

,0
0.1 50

x
p x

x
≤⎧

= ⎨ >⎩
( )

1 5
,0

0.125 50
x

x
x

ρ
≤⎧

= ⎨ >⎩
     και 0v =                      (2.59) 

 
Αριθµητικά η ταχύτητα είναι .Στην καταστατική εξίσωση (2.20), θέτουµε . Οι 
παραπάνω αρχικές συνθήκες είναι παρόµοιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν στο µη 
σχετικιστικό πρόγραµµα για το HLLE. Αποτελούν µία χαρακτηριστική περίπτωση 
αρχικών συνθηκών και για το λόγο αυτό ονοµάζονται πρόβληµα των αρχικών τιµών του 

Sod. Το χρονικό βήµα είναι ίσο προς 

-9v=10 Γ=1.4

dxdt=
3

. Τα αποτελέσµατα του προγράµµατος για το 

σχετικιστικό HLLE παρουσιάζονται στο σχήµα 1.3 και µπορούν να θεωρηθούν αρκετά 
ικανοποιητικά, αφού αποδίδουν µε επιτυχία την απόλυτη τιµή των διάφορων σταθερών 
περιοχών, χωρίς µάλιστα την εµφάνιση αριθµητικών διαταραχών. Η κύρια αδυναµία της 
µεθόδου έγκειται στο ότι δεν καταφέρνει να αποδώσει µε ακρίβεια τις ασυνέχειες, όπως το 
µέτωπο του κρουστικού κύµατος. Το πρόγραµµα αυτό χρησιµοποιεί τον περιορισµό 
κλίσης minmod και επιπλέον έχει ακρίβεια δεύτερης τάξης ως προς το χρόνο, καθώς οι 
ποσότητες αρχικά υπολογίζονται σε µισό χρονικό βήµα και στη συνέχεια για ένα 
ολόκληρο χρονικό βήµα. 



Υπολογιστική Σχετικότητα  58

 
Σχήµα 1.3: Το πρόβληµα του σωλήνα κρουστικών κυµάτων για 286 χρονικά βήµατα, σε 

µονοδιάστατο πλέγµα 100 σηµείων µε 
dxdt=
3

. Παρατίθενται τα διαγράµµατα της 

ταχύτητας (a.), της πίεσης (b.) και της πυκνότητας (c.), όλα υπολογισµένα µε τη βοήθεια 
αλγορίθµου για το σχετικιστικό HLLE µε minmod, µε ακρίβεια 2ης τάξης ως προς το 

χρόνο. 
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Η δεύτερη δοκιµασία για τη µέθοδο HLLE είναι ένα πρόβληµα αρχικών τιµών του 
Riemann, που αφορά τη θέρµανση ενός ψυχρού ρευστού. Οι αρχικές συνθήκες είναι σ’ 
αυτή την περίπτωση 
 

                  ( )
1 5013

,0 3
500
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Αριθµητικά η ταχύτητα είναι  και η πίεση για x>100 είναι -9v=10 -62p= 10
3

. 

Στην καταστατική εξίσωση (2.20), θέτουµε 
5Γ=
3

, ενώ επιλέγουµε 
dxdt=
5

 . 

Τα αποτελέσµατα του προγράµµατος µε τη µέθοδο του σχετικιστικού HLLE 
παρουσιάζονται στο σχήµα 4.4. Η ταχύτητα του ρευστού στην περίπτωση αυτή 
υπερβαίνει το 0.7 και εποµένως τα σχετικιστικά φαινόµενα είναι πιο έντονα από ότι στις 
προηγούµενες περιπτώσεις. Η µεγάλη διαφορά στις δύο αρχικές τιµές της πίεσης είναι 
µία δύσκολη δοκιµασία για κάθε µέθοδο. Είναι φυσικό λοιπόν το σχετικιστικό HLLE να 
εµφανίζει αποκλίσεις από την ακριβή λύση. Οι αποκλίσεις αυτές όµως είναι 
περιορισµένες και περιορίζονται στην εµφάνιση ορισµένων διαταραχών. Το κυριότερο 
σφάλµα εντοπίζεται στο διάγραµµα της πυκνότητας, όπου το ύψος του µετώπου του 
κρουστικού κύµατος είναι χαµηλότερο από αυτό της ακριβούς λύσης, ενώ δεν 
αποδίδεται η σταθερή περιοχή ανάµεσα στο κρουστικό κύµα και στην ασυνέχεια 
επαφής. Η σχετικιστική µέθοδος του HLLE εµφανίζει την τιµή της πυκνότητας κατά 
10% µικρότερη από αυτή της αναλυτικής λύσης. 

                               
 

Σχήµα  2.3: Αναλυτική λύση του προβλήµατος των αρχικών τιµών και διάδοση των 
κρουστικών κυµάτων στο εσωτερικό του σωλήνα κρουστικών κυµάτων. 
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Σχήµα 2.4: Το πρόβληµα του σωλήνα κρουστικών κυµάτων για 358 χρονικά βήµατα, σε 

µονοδιάστατο πλέγµα 100 σηµείων µε 
dxdt=
5

. Παρατίθενται τα διαγράµµατα της 

ταχύτητας (a.), της πίεσης (b.) και της πυκνότητας (c.), όλα υπολογισµένα µε τη βοήθεια 
αλγορίθµου για το σχετικιστικό HLLE µε minmod, µε ακρίβεια 2ης τάξης ως προς το 

χρόνο. 
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Η επόµενη δοκιµασία για τη µέθοδο του HLLE αφορά ένα πρόβληµα των αρχικών τιµών 
του Riemann, όπου πλέον χρησιµοποιείται η καταστατική εξίσωση  (2.21)       µε . 
Οι αρχικές συνθήκες είναι  

Γ=1.99
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Το χρονικό βήµα επιλέγεται ίσο προς 
dxdt=
3

 , ενώ είναι Γ . =1.99

Στην περίπτωση αυτή οι τιµές της πίεσης είναι κατά πολύ µεγαλύτερες από τις 
αντίστοιχες της πυκνότητας. Είναι λοιπόν ορθή η προσέγγιση ότι , οπότε από την 
καταστατική εξίσωση, που δίνεται από τη σχέση (2.20), είναι δυνατή η απαλοιφή της 
πυκνότητας και προκύπτει τελικά η σχέση (2.21). Στην περίπτωση αυτή η µέθοδος του 
HLLE λειτουργεί σχεδόν υποδειγµατικά, καθώς υπάρχει ικανοποιητική αντιστοιχία 
ανάµεσα στην αναλυτική λύση και στα αποτελέσµατα του προγράµµατος. 
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Σχήµα 2.5: Αναλυτική λύση του προβλήµατος του σωλήνα κρουστικών κυµάτων για τις 

αρχικές συνθήκες  2.61. 
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Σχήµα 2.6:  Το πρόβληµα του σωλήνα κρουστικών κυµάτων για 100 χρονικά βήµατα, σε 

µονοδιάστατο πλέγµα 100 σηµείων µε 
dxdt=
3

. Παρατίθενται τα διαγράµµατα της 

ταχύτητας (a.), της πίεσης (b.) και της πυκνότητας (c.), όλα υπολογισµένα µε τη βοήθεια 
αλγορίθµου για το σχετικιστικό HLLE µε minmod, µε ακρίβεια 2ης τάξης ως προς το 

χρόνο. 
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Β.   Με MC  
 
Τα προηγούµενα διαγράµµατα κατασκευάστηκαν µε τη βοήθεια του σχετικιστικού HLLE 
και µε τη χρήση του περιορισµού κλίσης minmod. Εάν στη θέση του minmod 
χρησιµοποιηθεί το MC, τότε για τις αρχικές συνθήκες (2.59), προκύπτουν τα εξής 
αποτελέσµατα 

              
Σχήµα 2.7: Το πρόβληµα του σωλήνα κρουστικών κυµάτων για 286 χρονικά βήµατα, σε 

µονοδιάστατο πλέγµα 100 σηµείων µε 
dxdt=
3

. Παρατίθενται τα διαγράµµατα της 

ταχύτητας (a.), της πίεσης (b.) και της πυκνότητας (c.), όλα υπολογισµένα µε τη βοήθεια 
αλγορίθµου για το σχετικιστικό HLLE µε περιορισµό κλίσης MC, µε ακρίβεια 2ης τάξης 

ως προς το χρόνο. 
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Για τις αρχικές συνθήκες (2.60) προκύπτουν τα εξής αποτελέσµατα 

 
Σχήµα 4.9:Η διάδοση κρουστικών κυµάτων για 358 χρονικά βήµατα, σε µονοδιάστατο 

πλέγµα 100 σηµείων µε 
dxdt=
5

. Παρατίθενται τα διαγράµµατα της ταχύτητας (a.), της 

πίεσης (b.) και της πυκνότητας (c.), όλα υπολογισµένα µε τη βοήθεια αλγορίθµου για το 
σχετικιστικό HLLE µε MC, µε ακρίβεια 2ης τάξης ως προς το χρόνο. 
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Για τις αρχικές συνθήκες (2.61) προκύπτουν τα εξής αποτελέσµατα. Παρατηρούµε ότι µε 
τη χρήση του περιορισµού κλίσης mc αποδίδονται µε µεγαλύτερη ακρίβεια οι 
ασυνέχειες. Βέβαια στο διάγραµµα της πυκνότητας (c.) εµφανίζονται κάποιες διαταραχές 
στα σηµεία εκείνα ακριβώς. 

 
Σχήµα 4.10:  Για 100 χρονικά βήµατα, σε µονοδιάστατο πλέγµα 100 σηµείων µε 

dxdt=
3

.παρατίθενται τα διαγράµµατα της ταχύτητας (a.), της πίεσης (b.) και της 

πυκνότητας (c.), όλα υπολογισµένα µε τη βοήθεια αλγορίθµου για το σχετικιστικό HLLE 
µε ΜC, µε ακρίβεια 2ης τάξης ως προς το χρόνο. 
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2.3.2  Σύγκριση σχετικιστικού HLLE µε minmod και MC  
 

Η σύγκριση ανάµεσα στα αποτελέσµατα των δύο περιορισµών κλίσης είναι για το 
πρόβληµα του Riemann µε αρχικές συνθήκες τις (2.60).              . 
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∆ιαγράµµατα ταχύτητας 
 
Στο διπλανό σχήµα συγκρίνονται τα 
διαγράµµατα της ταχύτητας ,όπως 
προέκυψαν µε τον αλγόριθµο του HLLE
και περιορισµούς κλίσης minmod (µαύρη 
διακεκοµµένη γραµµή) και µε mc
(κόκκινη συνεχής γραµµή). Οι διαφορές 
ανάµεσα στα δύο σχήµατα είναι µικρές, 
καθώς καταφέρνουν να αποδώσουν 
εξίσου το πλατό. Η χρήση όµως του 
περιορισµού mc επιτρέπει την πιστότερη 
απόδοση του κρουστικού κύµατος. 

                      
       Σχήµα 4.11: Σύγκριση διαγραµµάτων ταχύτητας. 
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∆ιαγράµµατα πίεσης 
 
Στο διπλανό σχήµα συγκρίνονται τα 
διαγράµµατα της πίεσης, όπως 
προέκυψαν από την εφαρµογή του 
σχετικιστικού HLLE, µε τη χρήση 
του περιορισµού minmod (µαύρη 
διακεκοµµένη γραµµή) και του mc
(κόκκινη συνεχής γραµµή). Η 
κυριότερη διαφορά ανάµεσα στις δύο 
µεθόδους εντοπίζεται στην αρχή του 
κύµατος αραίωσης, την οποία το mc
προσεγγίζει καλύτερα. 

       Σχήµα 4.12: Σύγκριση διαγραµµάτων πίεσης. 
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∆ιαγράµµατα πυκνότητας 
 
Στα διαγράµµατα της πυκνότητας οι 
διαφορές είναι πιο εµφανείς από ότι 
στις προηγούµενες συγκρίσεις. Η 
χρήση του περιορισµού κλίσης mc 
επιτρέπει την καλύτερη προσέγγιση 
της περιοχής ανάµεσα στην 
ασυνέχεια επαφής και το κρουστικό 
κύµα. Βέβαια και το mc δεν 
καταφέρνει να αποδώσει απόλυτα το 
σχήµα της περιοχής αυτής, σε γενικές 
γραµµές   όµως λειτουργεί καλύτερα.

       Σχήµα 4.11: Σύγκριση διαγραµµάτων πυκνότητας. 
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Κεφάλαιο 3 

 
Αστροφυσικοί πίδακες   
 
Ένα από τα πλέον ενδιαφέροντα φαινόµενα στην αστροφυσική είναι η ύπαρξη των 
πιδάκων (ευρύτερα γνωστών ως jets) στις εξωγαλαξιακές ραδιοπηγές και οι οποίοι 
συνδέονται µε ενεργούς γαλαξιακούς πυρήνες. Στο πλέον διαδεδοµένο µοντέλο για την 
ερµηνεία τους, απαιτείται η αποδοχή της ύπαρξης ροών ταχυτήτων στο εσωτερικό τους, 
που προσεγγίζουν το 99% της ταχύτητας του φωτός (σε µερικές περιπτώσεις ξεπερνούν 
και αυτό το ποσοστό), ώστε να ερµηνευτούν οι κινήσεις που παρατηρούνται σε αρκετά 
από αυτά τα φαινόµενα. Τα µοντέλα που έχουν προταθεί για να εξηγήσουν το 
σχηµατισµό των σχετικιστικών πιδάκων, κάνουν λόγο για το φαινόµενο της 
προσαύξησης της µάζας ενός συµπαγούς κεντρικού αντικειµένου, όπως ένας αστέρας 
νετρονίων, µία µαύρη τρύπα ή µία συµπαγή περιστρεφόµενη µελανή οπή πολύ 
µεγάλης µάζας στο κέντρο ενός ενεργού γαλαξιακού πυρήνα, στην οποία προσπίπτει 
µεσοαστρικό αέριο και αέριο το οποίο προέρχεται από παλιρροιακά διαταρασσόµενα 
άστρα.   
 

                                
                  

           Σχήµα 3.1: Παρατηρήσεις πιδάκων στο ραδιογαλαξία 3C31 NGC383. 
 
 
Οι πολύ µεγάλες ταχύτητες (προσεγγίζουν αυτή του φωτός), που παρατηρούνται στο 
εσωτερικό των πιδάκων, αφήνουν να εννοηθεί πως σχηµατίζονται σε µικρή απόσταση 
από τον ορίζοντα γεγονότων µίας µαύρης τρύπας. Επιπλέον οι παρατηρήσεις σε 
ραδιοφωνικά κύµατα αποκαλύπτουν ότι πρόκειται για σχηµατισµούς ήδη 
µορφοποιηµένους ακόµα και σε κλίµακες µικρότερες του ενός parsec. Πρόσφατα 
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θεωρητικά µοντέλα υποθέτουν ότι οι δίσκοι προσαύξησης είναι η πηγή των διπολικών 
ροών, οι οποίες επιταχύνονται επιπλέον µέσω  µαγνητοϋδροδυναµικών διαδικασιών. 
Υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός παραµέτρων, οι οποίοι είναι ίσως σηµαντικοί για το 
σχηµατισµό των πιδάκων. Πρόκειται για τη µάζα των µελανών οπών, τη στροφορµή 
τους, το ρυθµό αύξησης της µάζας τους, τον τύπο του δίσκου προσαύξησης, τις 
ιδιότητες του µαγνητικού πεδίου και του περιβάλλοντος. 
Σε κλίµακες των parsec οι πίδακες, καθώς παρατηρούνται µέσω της σύγχροτρον και 
αντιστρόφου Compton ακτινοβολίας τους στις ραδιοφωνικές συχνότητες, εµφανίζουν 
µία σταθερή δοµή µε ένα φωτεινό σηµείο (τον πυρήνα) στο ένα άκρο του πίδακα και 
µία σειρά από διαφορετικά τµήµατα, τα οποία αποµακρύνονται µε πολύ µεγάλες 
ταχύτητες από τον πυρήνα. Τα κινούµενα τµήµατα σε σχετικιστικούς πίδακες, των 
οποίων συνήθως προηγούνται εκρήξεις ακτινοβολίας στα ραδιοκύµατα, είναι δυνατό να 
ερµηνευτούν µε τη βοήθεια της θεωρίας των κρουστικών κυµάτων. 
Η µορφολογία και η δυναµική των πιδάκων σε κλίµακες των χιλιάδων parsec 
κυριαρχούνται από την αλληλεπίδραση των σχηµατισµών αυτών µε την περιβάλλουσα 
εξωγαλαξιακή ύλη. Η δύναµη των πιδάκων είναι υπεύθυνη για διχοτοµικές 
µορφολογίες (τις επονοµαζόµενες τάξεις Fanaroff–Riley Ι και ΙΙ, FR I και FR II 
αντίστοιχα). Πρόσφατα µοντέλα ερµηνεύουν τις µορφολογίες τύπου FR I σαν 
αποτέλεσµα της επιβράδυνσης από σχετικιστικές σε µη σχετικιστικές ταχύτητες σε 
κλίµακες των kiloparsec, εξαιτίας ενός αργότερου στρώµατος. Για τους πιο ισχυρούς 
ραδιογαλαξίες (FR II) και τα κβάζαρς, η παρατήρηση ασυµµετριών στη ροή τους 
υποδεικνύει πως οι σχετικιστικές ταχύτητες εκτείνονται για kiloparsec.    
Αν και η µαγνητοϋδροδυναµική και η γενική θεωρία της σχετικότητας φαντάζουν ως τα 
πλέον κατάλληλα εργαλεία για τη µελέτη του φαινοµένου των πιδάκων, από την άποψη 
της ρευστοδυναµικής , οι προσοµοιώσεις µε τη βοήθεια της ειδικής θεωρίας της 
σχετικότητας είναι ικανοποιητικές για τη µελέτη της µορφολογίας και της δυναµικής 
των σχετικιστικών πιδάκων σε αποστάσεις αρκετά µακριά από το κεντρικό συµπαγές 
αντικείµενο (σε κλίµακες parsec  και ακόµα µακρύτερα). Η ανάπτυξη των ανάλογων 
υπολογιστικών προγραµµάτων έχει προωθήσει σηµαντικά τις αριθµητικές 
προσοµοιώσεις των σχετικιστικών πιδάκων σε κλίµακες των  parsec και kiloparsec. 
Σε κλίµακες των kiloparsec οι επιπτώσεις των σχετικιστικών ροών και της εσωτερικής 
ενέργειας στη µορφολογία και τη δυναµική των πιδάκων, έχουν αποτελέσει το 
αντικείµενο έντονων συζητήσεων τα τελευταία χρόνια. Ακτινοβολίες µε µεγάλη 
εσωτερική ενέργεια επιτρέπουν στο τελικό κρουστικό κύµα (το θερµό σηµείο στους 
ραδιοχάρτες) να παραµένει καλά καθορισµένο κατά τη διάρκεια της εξέλιξής του.  
Στο σχήµα 3.2 εµφανίζονται ορισµένα στιγµιότυπα της χρονικής εξέλιξης ενός πίδακα 
µε µεγάλη εσωτερική ενέργεια. Η εξάρτηση της εσωτερικής δοµής του πίδακα από την 
ταχύτητα της ροής αφήνει υπόνοιες για το ότι τα σχετικιστικά φαινόµενα ίσως 
σχετίζονται µε την κατανόηση των διαφορών ανάµεσα στους πιο αργούς BL LAC 
πίδακες και στους ταχύτερους πίδακες των κβάζαρς. 
Υπερηχητικά µοντέλα ,στα οποία τα σχετικιστικά φαινόµενα κυριαρχούν εξαιτίας των 
µεγάλων παραγόντων του Lorentz, εµφανίζουν εκτεταµένα περιβλήµατα µε πολύ υψηλή 
πίεση. Αυτά τα περιβλήµατα µπορούν να βοηθήσουν στον περιορισµό των πιδάκων 
κατά τα αρχικά στάδια της εξέλιξής τους καθώς και να προκαλέσουν ακόµα και την 
απόκλισή τους από την κατεύθυνσή τους, όταν κινούνται  σε µη οµογενή περιβάλλοντα. 
Η ισχυρή πίεση που ασκεί το περίβληµα προκαλεί το σχηµατισµό µίας σειράς 
κρουστικών κυµάτων στο εσωτερικό του πίδακα, οπότε η ακτινοβολία σύγχροτρον 
ενισχύεται. 
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Σχήµα 3.2: Χρονική εξέλιξη ενός σχετικιστικού πίδακα (η ταχύτητά του προσεγγίζει το 

99% της ταχύτητας του φωτός), µε µεγάλη εσωτερική ενέργεια. Ο λογάριθµος της 
πυκνότητας µάζας έχει σχεδιαστεί στην κλίµακα του γκρι, µε το λευκό να αντιστοιχεί στη 

µέγιστη τιµή και το µαύρο στην ελάχιστη. 
 

Σε προσοµοιώσεις, όπως αυτή του σχήµατος 3.3, η εξέλιξη του αστροφυσικού πίδακα 
κυριαρχείται από µία φάση επιβράδυνσης κατά την οποία µεγάλοι λοβοί από 
µαγνητικό υλικό αρχίζουν να εκρήγνυνται γύρω από την κεφαλή του. Αυτές οι 
προσοµοιώσεις αναπαριστούν ορισµένες ιδιότητες που παρατηρούνται στους ισχυρούς 
εξωγαλαξιακούς πίδακες (έκρηξη των λοβών, επιβράδυνση της ροής κατά µήκος του 
πίδακα) και µπορούν να βοηθήσουν στη συγκράτηση των τιµών βασικών παραµέτρων 
(όπως η πυκνότητα των σωµατιδίων). 
 

                                               
 

Σχήµα 3.3: Λογάριθµος της πυκνότητας µάζας και της πυκνότητας ενέργειας  ενός 
εξελισσόµενου πίδακα, ο οποίος διασχίζει το µεσογαλαξιακό µέσο. Το λευκό χρώµα 
παριστά το υλικό του πίδακα που είναι υπεύθυνο για την εκποµπή ακτινοβολίας 

σύγχροτρον. 
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Η ανάπτυξη υπολογιστικών προγραµµάτων σε τρεις διαστάσεις έχει επιτρέψει , για 
πρώτη φορά την προσοµοίωση των πιδάκων σε κλίµακες των parsec καθώς και των 
τµηµάτων τους. Η παρουσία ροών που κινούνται µε την ταχύτητα του φωτός ενισχύει τη 
σηµασία των σχετικιστικών φαινοµένων. Εποµένως είναι επιβεβληµένη η χρήση 
µοντέλων που συνδυάζουν τη ρευστοδυναµική µε την εκποµπή ακτινοβολίας 
σύγχροτρον. Σε αυτά τα µοντέλα τα κινούµενα τµήµατά τους προκύπτουν ως 
διαταραχές στο εσωτερικό των σταθερών σχετικιστικών πιδάκων. Στα σηµεία όπου 
υπάρχουν µεγάλες διαφορές στο εσωτερικό του πίδακα και στην περιβάλλουσα 
ατµόσφαιρα, παράγονται κρουστικά κύµατα. Η αύξηση της πυκνότητας της ενέργειας , 
όπως προκαλείται από αυτά τα κρουστικά κύµατα, προκαλεί µε τη σειρά της την 
αύξηση της εκποµπής ραδιοφωνικών κυµάτων. 
 

                     
 
Σχήµα 3.4: Ραδιοφωνικός χάρτης ενός σχετικιστικού πίδακα, ο οποίος παρουσιάζει την 
εξέλιξη ενός τµήµατος στο εσωτερικό του (από τα αριστερά προς τα δεξιά). Τα σχήµατα 

είναι αποτέλεσµα υπολογιστικής προσοµοίωσης. 
 

 
Σε ότι αφορά την εξέλιξη των προσοµοιώσεων ήδη έχουν δηµιουργηθεί οι πρώτοι  
µαγνητοϋδροδυναµικοί κώδικες τόσο στις δύο όσο και στις τρεις διαστάσεις, για να 
µελετήσουν τις συνέπειες των µαγνητικών πεδίων στη µορφολογία και στις υπόλοιπες 
ιδιότητες των σχετικιστικών πιδάκων. Ωστόσο παρά τον αντίκτυπο ανάλογων 
προσπαθειών στην κατανόηση των σχετικιστικών πιδάκων, οι τρισδιάστατοι κώδικες δεν 
έχουν ακόµα µελετήσει τα αποτελέσµατα στην ίδια τη δοµή αυτών των σχηµατισµών και 
στη δυναµική τους . 
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Παραρτήµατα 

 
 

Στη συνέχεια ακολουθούν τέσσερα παραρτήµατα, σε καθένα από τα οποία 
παρουσιάζεται ένα διαφορετικό πρόγραµµα. Πρόκειται για χαρακτηριστικά 
προγράµµατα, τα οποία γράφτηκαν κατά τη διάρκεια της εργασίας και των οποίων τα 
αποτελέσµατα έχουν ήδη παρατεθεί. 
Συγκεκριµένα παρουσιάζονται τα προγράµµατα που αφορούν  
 

 Την αριθµητική µέθοδο των Lax–Wendroff. 
 

 Την αριθµητική µέθοδο HLLE µε απλή αναδόµηση στη νευτώνεια 
ρευστοδυναµική. 

 
 Την αριθµητική µέθοδο HLLE µε περιορισµό κλίσης MC στη νευτώνεια 
ρευστοδυναµική. 

 
 Την αριθµητική µέθοδο HLLE µε περιορισµό κλίσης ΜC στη σχετικιστική 
ρευστοδυναµική. 
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Παράρτηµα Α 
 

Το πρόγραµµα που ακολουθεί αφορά τη µελέτη της εξέλιξης ενός ρευστού στο 
εσωτερικό ενός σωλήνα κρουστικών κυµάτων µε τη βοήθεια της µεθόδου του Lax–
Wendroff. Το πρόγραµµα έχει γραφτεί στη γλώσσα C. 
 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
#define S 2000 
#define N 1000          /*grid points*/ 
#define T 300            /*time steps*/ 
void main (void) 
{ 
 int i,j; 
 double den0[S],vel0[S],pres0[S],m0[S],en0[S]; 
 double den1[S],vel1[S],pres1[S],m1[S],en1[S]; 
 double den2[S],vel2[S],pres2[S],m2[S],en2[S]; 
 double f1[S],f2[S],f3[S]; 
 double f10[S],f20[S],f30[S]; 
 double x[S]; 
 double gamma,xmax,xmin,dx,dt; 
 FILE *myfile; 
 
 myfile =fopen("Shock_3.dat","w"); 
 

/**************************************************************                                       
DEFINITION OF CONSTANTS  

**************************************************************/ 
xmax=10.; 
xmin=0.; 
dx=(xmax-xmin)/(N-1); 
dt=0.004; 
gamma=1.4; 
 
/*************************************************************** 
                  INITIAL CONDITIONS 
***************************************************************/ 
for(i=0;i<=N;i++) 
 { 
  if(i<=N/2) 
        { 
    den0[i]=1.0; 
    vel0[i]=0.0; 
    pres0[i]=1.0; 
    m0[i]=den0[i]*vel0[i]; 
  en0[i]=pres0[i]/(gamma1)+(1./2.)*den0[i]*pow(vel0[i],2); 
    f1[i]=den0[i]*vel0[i]; 
    f2[i]=den0[i]*pow(vel0[i],2)+pres0[i]; 
         f3[i]=vel0[i]*(en0[i]+pres0[i]); 
   } 
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             if(i>N/2) 
   { 
    den0[i]=0.125; 
    pres0[i]=0.1; 
    vel0[i]=0.0; 
    m0[i]=den0[i]*vel0[i]; 
  en0[i]=pres0[i]/(gamma1)+(1./2.)*den0[i]*pow(vel0[i],2); 
    f1[i]=den0[i]*vel0[i];                 
                   f2[i]=den0[i]*pow(vel0[i],2)+pres0[i];    
 f3[i]=vel0[i]*(en0[i]+pres0[i]); 
        } 
  } 
/****************************************************************** 
                      LAX-WENDROFF METHOD 
********************************************************************/ 
for(j=1;j<=T;j++) 
 { 
  /*****  Half time step *****/ 
  for(i=0;i<N;i++) 
                   { 
      den1[i]=(1./2.)*(den0[i+1]+den0[i])-(dt/(2*dx))*(f1[i+1]-f1[i]); 
      m1[i]=(1./2.)*(m0[i+1]+m0[i])-(dt/(2*dx))*(f2[i+1]-f2[i]); 
 en1[i]=(1./2.)*(en0[i+1]+en0[i])-(dt/(2*dx))*(f3[i+1]-f3[i]); 
 vel1[i]=m1[i]/den1[i]; 
      pres1[i]=(gamma-1)*(en1[i]-(1./2.)*den1[i]*pow(vel1[i],2)); 
 
    f10[i]=den1[i]*vel1[i]; 
    f20[i]=den1[i]*pow(vel1[i],2)+pres1[i]; 
    f30[i]=vel1[i]*(en1[i]+pres1[i]); 
     } 
 
            /***** Conservative variables at full time step *****/ 
       for(i=1;i<=N-1;i++) 
   { 
    den2[i]=den0[i]-(dt/dx)*(f10[i]-f10[i-1]); 
    m2[i]=m0[i]-(dt/dx)*(f20[i]-f20[i-1]); 
    en2[i]=en0[i]-(dt/dx)*(f30[i]-f30[i-1]); 
         vel2[i]=m2[i]/den2[i]; 
 pres2[i]=(gamma-1)*(en2[i]-(1./2.)*den2[i]*pow(vel2[i],2)); 
    } 
 
  if(j==T) 
   { 
    x[0]=xmin;              
                        for(i=1;i<=N-1;i++) 
     { 
         x[i]=x[i-1]+dx; 
 fprintf(myfile,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",x[i],den2[i],vel2[i]     
                                                  ,pres2[i],en2[i]);     
     } 
   } 
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   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     den0[i]=den2[i]; 
     vel0[i]=vel2[i]; 
     pres0[i]=pres2[i]; 
     m0[i]=m2[i]; 
     en0[i]=en2[i]; 
     f1[i]=den0[i]*vel0[i]; 
     f2[i]=den0[i]*pow(vel0[i],2)+pres0[i]; 
     f3[i]=vel0[i]*(en0[i]+pres0[i]); 
    } 
    } 
 fclose(myfile); 
} 
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Παράρτηµα Β 
 

Το πρόγραµµα που παρατίθεται αφορά την εφαρµογή της µεθόδου του HLLE έχοντας 
επιλέξει απλή αναδόµηση. 
 

/***  THE SHOCK TUBE PROBLEM  ***/ 
/*****       GODUNOV        *****/ 
 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
#define M 1020 
#define N 1000       /*number of points*/ 
#define T 300        /*number of time steps*/ 
void main (void) 
{ 
 int i,j; 
 double x[M],x1[M]; 
 double den[M],pres[M],vel[M],m[M],en[M]; 
 double  den_aver[M],pres_aver[M],vel_aver[M],m_aver[M],en_aver[M]; 
 double den1_aver[M],pres1_aver[M],vel1_aver[M],m1_aver[M],en1_aver[M]; 
 double f1[M],f2[M],f3[M]; 
 double f10[M],f20[M],f30[M]; 
 double F_den[M],F_m[M],F_en[M]; 
 double cs[M],b_r[M],b_l[M]; 
 double b1_l[M],b1_r[M]; 
 double gamma,dx,dt,xmax,xmin,x1min; 
 FILE *myfile; 
 
 myfile=fopen("HLLE_final.dat","w"); 
 
 /************************************************************ 
                   Definition of constants 
 ************************************************************/ 
 
 gamma=1.4; 
 xmax=10.; 
 xmin=0.; 
 dx=(xmax-xmin)/(N-1); 
 dt=0.004; 
 x1min=dx/2.; 
 
 /************************************************************ 
                      1D grid cells 
 ************************************************************/ 
 
 x[0]=0.; 
 x1[0]=dx/2.; 
 
 /******  Grid cells (i,i+1)  ******/ 
 for(i=1;i<=N+1;i++) 
  { 
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   x[i]=xmin+dx; 
   xmin=x[i]; 
  } 
 
  
 
 
      /******  Grid cells (i-1/2,i+1/2)  ******/ 
 for(i=1;i<=N+1;i++) 
  { 
   x1[i]=x1min+dx; 
   x1min=x1[i]; 
  } 
 
 /************************************************************ 
                     Initial conditions 
 ************************************************************/ 
 
 for(i=0;i<=N-1;i++) 
  { 
   if(i<=N/2) 
    { 
     den[i]=1.; 
     pres[i]=1.; 
     vel[i]=0.; 
     m[i]=den[i]*vel[i]; 
   en[i]=den[i]*pow(vel[i],2)/2.+pres[i]/(gamma-1.); 
    } 
   else 
    { 
     den[i]=0.125; 
     pres[i]=0.1; 
     vel[i]=0.; 
     m[i]=den[i]*vel[i]; 
   en[i]=(den[i]*pow(vel[i],2))/2.+pres[i]/(gamma-1.); 
    } 
  } 
 
    /************************************************************* 
                         Average 
    *************************************************************/ 
 
    for(i=0;i<=N;i++) 
  { 
   den_aver[i]=den[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   m_aver[i]=m[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   en_aver[i]=en[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   vel_aver[i]=m_aver[i]/den_aver[i]; 
pres_aver[i]=(gamma-1.)*(en_aver[i]-(den_aver[i]*pow(vel_aver[i],2))/2.); 
  } 
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    /************************************************************ 
                  GODUNOV and HLLE method 
    ************************************************************/ 
 
 for(j=1;j<=T;j++) 
  { 
   den_aver[0]=den_aver[1]; 
   vel_aver[0]=vel_aver[1]; 
   pres_aver[0]=pres_aver[1]; 
   en_aver[0]=en_aver[1]; 
   m_aver[0]=m_aver[1]; 
                  den_aver[N]=den_aver[N-1]; 
   vel_aver[N]=vel_aver[N-1]; 
   pres_aver[N]=pres_aver[N-1]; 
   en_aver[N]=en_aver[N-1]; 
   m_aver[N]=m_aver[N-1]; 
            } 
 
 /**************  Fluxes  ******************/ 
      for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
               f1[i]=den_aver[i]*vel_aver[i]; 
   f2[i]=den_aver[i]*pow(vel_aver[i],2)+pres_aver[i]; 
   f3[i]=(en_aver[i]+pres_aver[i])*vel_aver[i]; 
    } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     f10[i]=den_aver[i+1]*vel_aver[i+1];  
 f20[i]=den_aver[i+1]*pow(vel_aver[i+1],2)+pres_aver[i+1]; 
  f30[i]=(en_aver[i+1]+pres_aver[i+1])*vel_aver[i+1]; 
    } 
 
 
      /********  Sound speed  **************/ 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
    cs[i]=sqrt((gamma*pres_aver[i])/den_aver[i]); 
    } 
 
 
 /**************  HLLE method  **************/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     b_r[i]=vel_aver[i+1]+cs[i+1]; 
     b_l[i]=vel_aver[i]-cs[i]; 
 
     if(b_l[i]>0) 
      { 
       b1_l[i]=0; 
      } 
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     else 
      { 
       b1_l[i]=b_l[i]; 
      } 
 
     if(b_r[i]>0) 
      { 
       b1_r[i]=b_r[i]; 
      } 
     else 
      { 
       b1_r[i]=0; 
      } 
    } 
 
 
 /**************  Numerical fluxes  **********/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
F_den[i]=(b1_r[i]*f1[i]-b1_l[i]*f10[i]+b1_l[i]*b1_r[i]*(den_aver[i+1]-      
                                      den_aver[i]))/(b1_r[i]-b1_l[i]); 
F_m[i]=(b1_r[i]*f2[i]-b1_l[i]*f20[i]+b1_l[i]*b1_r[i]*(m_aver[i+1]- 
                                         m_aver[i]))/(b1_r[i]-b1_l[i]); 
F_en[i]=(b1_r[i]*f3[i]-b1_l[i]*f30[i]+b1_l[i]*b1_r[i]*(en_aver[i+1]- 
                                        en_aver[i]))/(b1_r[i]-b1_l[i]); 
    } 
 
    F_den[0]=F_den[1]; 
    F_m[0]=F_m[1]; 
    F_en[0]=F_en[1]; 
                        F_den[N]=F_den[N-1]; 
    F_m[N]=F_m[N-1]; 
    F_en[N]=F_en[N-1]; 
 
 
 /**  Discrete form of the conservational law  **/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
  den1_aver[i]=den_aver[i]-(dt/dx)*(F_den[i]-F_den[i-1]); 
  m1_aver[i]=m_aver[i]-(dt/dx)*(F_m[i]-F_m[i-1]); 
  en1_aver[i]=en_aver[i]-(dt/dx)*(F_en[i]-F_en[i-1]); 
       vel1_aver[i]=m1_aver[i]/den1_aver[i]; 
pres1_aver[i]=(gamma-1)*(en1_aver[i]-(den1_aver[i]*pow(vel1_aver[i],2))/2.); 
    } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     den_aver[i]=den1_aver[i]; 
     m_aver[i]=m1_aver[i]; 
     en_aver[i]=en1_aver[i]; 
     vel_aver[i]=vel1_aver[i]; 
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               pres_aver[i]=pres1_aver[i]; 
    } 
 
   if(j==T) 
    { 
     for(i=1;i<=N-1;i++) 
      {   
 fprintf(myfile,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",x[i],den_aver[i], 
                             vel_aver[i],pres_aver[i],en_aver[i]); 
           } 
    } 
     } 
 
 fclose(myfile); 
} 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Υπολογιστική Σχετικότητα  81

Παράρτηµα Γ 
 
Το πρόγραµµα που παρατίθεται στο παράρτηµα αυτό βασίζεται στη χρήση της µεθόδου 
HLLE µε την παρουσία του περιορισµού κλίσης MC. Το πρόβληµα που µελετάται είναι 
η εξέλιξη ενός ρευστού και ο σχηµατισµός κρουστικών κυµάτων στο εσωτερικό ενός 
µονοδιάστατου σωλήνα. 
 

/***  THE SHOCK TUBE PROBLEM  ***/ 
/*****       MC LIMITER     *****/ 
 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
#define M 1020 
#define N 1000           /*number of points*/ 
#define T 300            /*number of time steps*/ 
double sgn(double a); 
double min(double b,double c,double d); 
void main (void) 
{ 
 int i,j; 
 double x[M],x1[M]; 
 double den[M],pres[M],vel[M],m[M],en[M]; 
 double den_aver[M],pres_aver[M],vel_aver[M],m_aver[M],en_aver[M]; 
 double den1_aver[M],pres1_aver[M],vel1_aver[M],m1_aver[M],en1_aver[M]; 
 double f1[M],f2[M],f3[M]; 
 double f10[M],f20[M],f30[M]; 
 double F_den[M],F_m[M],F_en[M]; 
 double cs[M],b_r[M],b_l[M]; 
 double b1_l[M],b1_r[M]; 
 double den_r[M],vel_r[M],pres_r[M],en_r[M],m_r[M]; 
      double den_l[M],vel_l[M],pres_l[M],en_l[M],m_l[M]; 
 double cs_r[M],cs_l[M]; 
 double s_den[M],s_m[M],s_en[M]; 
 double s1_den[M],s1_m[M],s1_en[M]; 
 double den_limiter[M],en_limiter[M],m_limiter[M]; 
 double gamma,dx,dt,xmax,xmin,x1min; 
 FILE *myfile; 
 
 myfile=fopen("HLLE_5.dat","w"); 
 
 
/************************************************************ 
              Definition of constants 
************************************************************/ 
 
 gamma=1.4; 
 xmax=10.; 
 xmin=0.; 
 dx=(xmax-xmin)/(N-1); 
 dt=0.004; 
 x1min=dx/2.; 
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/************************************************************ 
                   1D grid cells 
************************************************************/ 
 
  
 
 
      x[0]=0.; 
 x1[0]=dx/2.; 
 
 /******  Grid cells (i,i+1)  ******/ 
 for(i=1;i<=N+1;i++) 
  { 
   x[i]=xmin+dx; 
   xmin=x[i]; 
  } 
 
 /******  Grid cells (i-1/2,i+1/2)  ******/ 
 for(i=1;i<=N+1;i++) 
  { 
   x1[i]=x1min+dx; 
   x1min=x1[i]; 
  } 
 
/************************************************************ 
               Initial conditions 
************************************************************/ 
 for(i=0;i<=N-1;i++) 
  { 
   if(i<=N/2) 
    { 
     den[i]=1.; 
     pres[i]=1.; 
     vel[i]=0.; 
     m[i]=den[i]*vel[i]; 
   en[i]=den[i]*pow(vel[i],2)/2.+pres[i]/(gamma-1.); 
    } 
   else 
    { 
     den[i]=0.125; 
     pres[i]=0.1; 
     vel[i]=0.; 
     m[i]=den[i]*vel[i]; 
   en[i]=(den[i]*pow(vel[i],2))/2.+pres[i]/(gamma-1.); 
    } 
  } 
 
/************************************************************* 
                      Average 
*************************************************************/ 
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    for(i=0;i<=N;i++) 
  { 
   den_aver[i]=den[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   m_aver[i]=m[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   en_aver[i]=en[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   vel_aver[i]=m_aver[i]/den_aver[i]; 
pres_aver[i]=(gamma-1.)*(en_aver[i]-(den_aver[i]*pow(vel_aver[i],2))/2.); 
  } 
 
/************************************************************ 
            Godunov type method and minmod limiter 
************************************************************/ 
 for(j=1;j<=T;j++) 
  { 
   den_aver[0]=den_aver[1]; 
   vel_aver[0]=vel_aver[1]; 
   pres_aver[0]=pres_aver[1]; 
   en_aver[0]=en_aver[1]; 
   m_aver[0]=m_aver[1]; 
 
                  den_aver[N]=den_aver[N-1]; 
   vel_aver[N]=vel_aver[N-1]; 
   pres_aver[N]=pres_aver[N-1]; 
   en_aver[N]=en_aver[N-1]; 
   m_aver[N]=m_aver[N-1]; 
 
   den_aver[N+1]=den_aver[N-1]; 
   vel_aver[N+1]=vel_aver[N-1]; 
   pres_aver[N+1]=pres_aver[N-1]; 
   en_aver[N+1]=en_aver[N-1]; 
   m_aver[N+1]=m_aver[N-1]; 
 
 
   /*****  Slope at (i-1/2,i+1/2)  *****/ 
 
   for(i=0;i<=N;i++) 
    { 
  s_den[i]=(den_aver[i+1]-den_aver[i])/(x[i+1]-x[i]); 
  s_m[i]=(m_aver[i+1]-m_aver[i])/(x[i+1]-x[i]); 
  s_en[i]=(en_aver[i+1]-en_aver[i])/(x[i+1]-x[i]); 
    } 
 
   /*****  Slope at (i-1,i,i+1)  *****/ 
 
   for(i=0;i<=N;i++) 
    { 
  s1_den[i]=(den_aver[i+1]-den_aver[i-1])/(x[i+1]-x[i-1]); 
  s1_m[i]=(m_aver[i+1]-m_aver[i-1])/(x[i+1]-x[i-1]); 
  s1_en[i]=(en_aver[i+1]-en_aver[i-1])/(x[i+1]-x[i-1]); 
    } 
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   /***  Monotonized central-difference limiter ***/ 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
if(sgn(s1_den[i])==sgn(s_den[i-1]) && sgn(s_den[i-1])==sgn(s_den[i])) 
           { 
den_limiter[i]=sgn(s1_den[i])*min(fabs(s1_den[i]),fabs(2*s_den[i1]), 
                                                   fabs(2*s_den[i])); 
      } 
     else 
      { 
       den_limiter[i]=0; 
      } 
    } 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
 if(sgn(s1_m[i])==sgn(s_m[i-1]) && sgn(s_m[i-1])==sgn(s_m[i])) 
         {
 m_limiter[i]=sgn(s1_m[i])*min(fabs(s1_m[i]),fabs(2*s_m[i1]), 
                                                  fabs(2*s_m[i])); 
         } 
     else 
         { 
       m_limiter[i]=0; 
         } 
    } 
    
                for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
if(sgn(s1_en[i])==sgn(s_en[i-1]) && sgn(s_en[i-1])==sgn(s_en[i])) 
         { 
 
 en_limiter[i]=sgn(s1_en[i])*min(fabs(s1_en[i]),fabs(2*s_en[i-1]), 
                                                 fabs(2*s_en[i])); 
      } 
     else 
      { 
       en_limiter[i]=0; 
      } 
    } 
 
 /*****  Reconstructed variables  *****/ 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    {   
 den_r[i]=den_aver[i+1]+den_limiter[i+1]*(dx/2.); 
 m_r[i]=m_aver[i+1]+m_limiter[i+1]*(dx/2.);   
 en_r[i]=en_aver[i+1]+en_limiter[i+1]*(dx/2.); 
 vel_r[i]=m_r[i]/den_r[i]; 
 pres_r[i]=(gamma-1.)*(en_r[i]-(den_r[i]*pow(vel_r[i],2))/2.); 
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    } 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
    den_l[i]=den_aver[i]-den_limiter[i]*(dx/2.); 
    m_l[i]=m_aver[i]-m_limiter[i]*(dx/2.); 
    en_l[i]=en_aver[i]-en_limiter[i]*(dx/2.); 
    vel_l[i]=m_l[i]/den_l[i]; 
 pres_l[i]=(gamma-1.)*(en_l[i]-(den_l[i]*pow(vel_l[i],2))/2.); 
    } 
 
 
  /*****  Fluxes  *****/ 
 
      for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    f1[i]=den_l[i]*vel_l[i]; 
    f2[i]=den_l[i]*pow(vel_l[i],2)+pres_l[i]; 
    f3[i]=(en_l[i]+pres_l[i])*vel_l[i]; 
    } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    f10[i]=den_r[i]*vel_r[i]; 
    f20[i]=den_r[i]*pow(vel_r[i],2)+pres_r[i]; 
    f30[i]=(en_r[i]+pres_r[i])*vel_r[i]; 
    } 
 
 
  /*****  Sound speed  *****/ 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
    cs_l[i]=sqrt((gamma*pres_l[i])/den_l[i]); 
    cs_r[i]=sqrt((gamma*pres_r[i])/den_r[i]); 
    } 
 
 
  /*****  HLLE method  *****/ 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     b_r[i]=vel_r[i]+cs_r[i]; 
     b_l[i]=vel_l[i]-cs_l[i]; 
 
     if(b_l[i]>0) 
      { 
       b1_l[i]=0; 
      } 
     else 
      { 
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       b1_l[i]=b_l[i]; 
 
      } 
 
     if(b_r[i]>0) 
      { 
       b1_r[i]=b_r[i]; 
      } 
     else 
      { 
       b1_r[i]=0; 
      } 
    } 
 
 
  /*****  Numerical fluxes  *****/ 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
F_den[i]=(b1_r[i]*f1[i]-b1_l[i]*f10[i]+b1_l[i]*b1_r[i]*(den_r[i]-           
                                    den_l[i]))/(b1_r[i]-b1_l[i]); 
 
F_m[i]=(b1_r[i]*f2[i]-b1_l[i]*f20[i]+b1_l[i]*b1_r[i]*(m_r[i]-  
                                      m_l[i]))/(b1_r[i]-b1_l[i]); 
 
F_en[i]=(b1_r[i]*f3[i]-b1_l[i]*f30[i]+b1_l[i]*b1_r[i]*(en_r[i]- 
                                     en_l[i]))/(b1_r[i]-b1_l[i]); 
    } 
 
    F_den[0]=F_den[1]; 
    F_m[0]=F_m[1]; 
    F_en[0]=F_en[1]; 
                        F_den[N]=F_den[N-1]; 
    F_m[N]=F_m[N-1]; 
    F_en[N]=F_en[N-1]; 
 
 
  /***  Discrete form of the conservation law  ***/ 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
  den1_aver[i]=den_aver[i]-(dt/dx)*(F_den[i]-F_den[i-1]); 
  m1_aver[i]=m_aver[i]-(dt/dx)*(F_m[i]-F_m[i-1]); 
  en1_aver[i]=en_aver[i]-(dt/dx)*(F_en[i]-F_en[i-1]); 
  vel1_aver[i]=m1_aver[i]/den1_aver[i]; 
pres1_aver[i]=(gamma-1)*(en1_aver[i]-(den1_aver[i]*pow(vel1_aver[i],2))/2.); 
    } 
 
                   if(j==T) 
    { 
     for(i=1;i<=N-1;i++) 
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      { 
fprintf(myfile,"%lf\t%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",x[i],den1_aver[i], 
                     vel1_aver[i],pres1_aver[i],en1_aver[i]); 
           } 
    } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     den_aver[i]=den1_aver[i]; 
     pres_aver[i]=pres1_aver[i]; 
     vel_aver[i]=vel1_aver[i]; 
     en_aver[i]=en1_aver[i]; 
     m_aver[i]=m1_aver[i]; 
    } 
     } 
 fclose(myfile); 
} 
/*  Sign function  */ 
double sgn(double a) 
{ 
 if(a>0) 
  { 
   return(+1); 
  } 
 else 
  { 
   return(-1); 
  } 
} 
/*  Minimum function  */ 
double min(double b,double c,double d) 
{ 
 if(b>c && d>c) 
  { 
   return(c); 
  } 
 else if(d>b && c>b) 
  { 
   return(b); 
  } 
 else 
  { 
   return(d); 
  } 
} 
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Παράρτηµα ∆ 
Τα βήµατα για τον αλγόριθµο του σχετικιστικού HLLE 
 
Στην αρχή ενός νέου υπολογιστικού κύκλου υποτίθεται πως όλες οι ρευστοδυναµικές 
ποσότητες είναι γνωστές σε κάθε χρονικό βήµα . Πρέπει να θυµόµαστε ότι τόσο οι 
διατηρήσιµες ποσότητες όσο και οι ροές είναι συνιστώσες των διανυσµάτων                                   

n

    
                και ( ), ,U U R M E= ( ), ,F F Rv Mv p Ev pv= + +                                      (4.1) 
 
και    
                                     ( )u=u ρ,p,v                                                                      (4.2) 
 
,οπότε µπορούµε στη συνέχεια να χρησιµοποιήσουµε διανυσµατικό συµβολισµό. Το 
πρόγραµµα που αναλύεται είναι αυτό που χρησιµοποιήθηκε στην παράγραφο 4.3.1 µε 
minmod limiter και ακρίβεια δεύτερης τάξης ως προς το χρόνο. Το γράµµα n 
αναφέρεται στο χρονικό βήµα ενώ το i στο χωρικό βήµα. 
Τα βήµατα που πρέπει να ακολουθηθούν για την κατασκευή του προγράµµατος είναι 
τα εξής 
 
1. Καθορισµός των τιµών των ποσοτήτων στο όριο δύο κυψελίδων. 
 

                                        
2

n n
i i

n
i

xu u S±

∆
= ±                                                             (4.3) 

 
όπου  είναι το διάνυσµα των κλίσεων, οι οποίες ορίζονται σύµφωνα µε τις σχέσεις           
.             

n
iS

Ιδιαίτερη σηµασία πρέπει να δοθεί στο γεγονός πως για κάθε κυψελίδα i πρέπει να 
αποδοθούν τρεις διαφορετικές τιµές σε κάθε µία από τις µεταβλητές:  (στο κέντρο της 

κυψελίδας),  ( στο σηµείο 

iu

i+u 1i+
2

 ) και  (στο σηµείο i-u 1i-
2

).  Στην πραγµατικότητα 

υπάρχουν µόνο δύο ανεξάρτητες µεταβλητές , αυτή που ορίζεται στο κέντρο της 
κυψελίδας και η αντίστοιχη κλίση. Παρατηρούµε ότι τόσο στην παραπάνω σχέση, όσο 
και για τον υπολογισµό των κλίσεων χρησιµοποιούνται οι µεταβλητές . Με 
τον τρόπο αυτό είναι δυνατή η λύση προβληµάτων του Riemann των οποίων οι αρχικές 
τιµές της πίεσης εµφανίζουν µεγάλη απόκλιση. Βέβαια σε κάθε περίπτωση µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν οι εργαστηριακές µεταβλητές 

( ), ,u pρ= v

( ), ,U R M E=  , µε αµφίβολα όµως 
αποτελέσµατα σε ανάλογα προβλήµατα. 
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Ui+U
i

Ui-

i+1i+1/2ii-1/2

 
Σχήµα 1: Ορισµός των ποσοτήτων  i- i+U ,U

 
 
 

2. Υπολογισµός των εργαστηριακών ποσοτήτων 
 
Με τη βοήθεια των σχέσεων (2.16), (2.17), (2.18), υπολογίζονται οι ποσότητες 

, οι οποίες αντιστοιχούν στις ποσότητες που υπολογίστηκαν στο προηγούµενο 
βήµα. 

± ±R ,M ,E±

 
 
3. Μισό χρονικό βήµα 
 
 

                                 

( ) (

1n+
2 1U

2

n n n n
i i i i

n n n n n n
i i i i i i

n n n n n
i i i i i

R v R v
tU M v p M v
x

)
n

n
i

p

E p v E p v

+ + − −

± ± + + + − − −

+ + + − − −

⎧ −
⎪∆ ⎪= − + − +⎨∆ ⎪ + − +⎪⎩

                       (4.4) 

 
 
 
4. Υπολογισµός των ποσοτήτων ( )u= ρ,p,v  για µισό χρονικό βήµα 
 

Υπολογίζονται οι ποσότητες i± i± i± i± i±n ,e ,p ,γ ,v  στα σηµεία 
1i±
2

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟  τη χρονική στιγµή 
1n+
2

 

σύµφωνα µε τα όσα αναφέρονται στην παράγραφο          . 
Με τα βήµατα 3 και 4 εξασφαλίζεται η ακρίβεια 2ης τάξης ως προς το χρόνο. 
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5. Υπολογισµός των ταχυτήτων του ήχου 
 
Η σχετικιστική ισεντροπική ταχύτητα του ήχου, η οποία αντιστοιχεί στην καταστατική 
εξίσωση  (2.20), δίνεται, όπως έχει ήδη αναφερθεί, από τη σχέση 
 

                                                     
( )( )

( )
2 1
s

e
c

e
ρ

ρ ρ
Γ Γ − −

=
+ Γ −

                                  (4.5) 

 
 
6. Υπολογισµός των ταχυτήτων 1

2
i

b−

+
 και -

1i+
2

b  

 

Είναι απαραίτητο να καθοριστούν οι σωστές αριθµητικές τιµές των 
1n+
2
1s,i+
2

c  και 
1n+
2

i±v  για τον 

υπολογισµό των ταχυτήτων +
1i+
2

b , -
1i+
2

b . Η διαδικασία που ακολουθείται είναι η εξής  

 

                                               ( )

1 1
2 2

1 1
2

1
2

n n n

i ii
v v v

+ + +

+

1
2

+ −+

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
⎟                                             (4.6) 

 
και  
 

                                               ( )

1 1 1
2 2 2
1 , , 1,
2

1
2

n n n

s i s is i
c c c

+ + +

+ + −+

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
⎟                                           (4.7) 

 
Μπορούµε λοιπόν τώρα να γράψουµε 

 

       

1 1
1 12 2

1 1 2 2, ( 1) ,( 1)2 2
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 ( 1) ,( 1),
2 2

max 0, ,
1 1

n n
n n

i s i i s i

i n n n n

i s ii s i

v c
v c

b
v c v c

+ +
+ +

+ + + − + −+

+ + + + +

+ − + −
+ +

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+⎜=

⎜
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎟
⎟
                                        (4.8) 

 
και 
 

                             

1 1
1 12 2

1 1 2 2, ,2 2
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 ,,
2 2

min 0, ,
1 1

n n
n n

i s i i s i

i n n n n

i s ii s i

v c
v c

b
v c v c

+ +
+ +

+ + + +−

+ + + + +

+ +
+ +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟−⎜=

⎜
− −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎟
⎟
.                                      (4.9) 
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7. Υπολογισµός των αριθµητικών ροών 
 
Αρχικά υπολογίζουµε τις ροές ( )i± i± i±F =F U ,u , δηλαδή τις φυσικές ροές των νόµων 
διατήρησης. Οι αριθµητικές ροές ορίζονται ως εξής 
 

                     
( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1 11 11n+ 2 2 2 22
1i+

1 12
2 2

G

n n n n

i ii ii i i i

i i

b F b F b b U U

b b

+ + + ++ − + −
+ ++ − + −+ + + +

+ −

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝⎝ ⎠=

−

1
2

⎠                  (4.10) 

 
 
8. Υπολογισµός των ποσοτήτων  n+1U

 
Ο υπολογισµός των ποσοτήτων  την εποµένη χρονική στιγµή επιτυγχάνεται 
βρίσκοντας τη διαφορά των αριθµητικών ροών που εισέρχονται και εξέρχονται από κάθε 
κυψελίδα 

U

 

                               
1 1

n+1 2
i 1

2 2

U
n nn

i i i

dtU G G
dx

+ +

+ −

⎛ ⎞
= − −⎜

⎝ ⎠
2

1 ⎟                                                  (4.11) 

 
9. Υπολογισµός των ποσοτήτων 1nu +  
 
Στο τελευταίο βήµα θα πρέπει να λυθεί το σύστηµα των εξισώσεων               , ώστε να 
βρεθούν οι νέες τιµές των  και να χρησιµοποιηθούν στην αρχή του επόµενου 
υπολογιστικού κύκλου. 

1nu +
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/**  Special Relativity Hydrodynamics  **/ 
      /***  MC limiter , HLLE  ***/ 
 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
#define M 210 
#define N 20                                            /*number of points*/ 
#define T 358                                           /*number of time steps*/ 
double sgn(double a);                                   /* sign function  */ 
double min(double a,double b);                          /*minimum function*/ 
double minimum(double a,double b,double c);             /*minimum function*/ 
double maximum(double a,double b,double c);             /*maximum function*/ 
double function(double a,double b,double c,double d); 
double v_lower(double a,double b ,double c); 
double g_function(double a,double b,double c,double d,double e); 
double g1_function(double a,double b,double c,double d,double e); 
double main (void) 
{ 
 int i,j,k; 
 double x[M],x1[M]; 
 double den[M],pres[M],vel[M],en[M]; 
 double den_aver[M],pres_aver[M],vel_aver[M],en_aver[M]; 
 double den1_aver[M],pres1_aver[M],vel1_aver[M],en1_aver[M]; 
 double den_minus[M],pres_minus[M],vel_minus[M],en_minus[M]; 
 double den_plus[M],pres_plus[M],vel_plus[M],en_plus[M]; 
 double den1_plus[M],pres1_plus[M],vel1_plus[M],en1_plus[M]; 
 double den1_minus[M],pres1_minus[M],vel1_minus[M],en1_minus[M]; 
 double f1_minus[M],f2_minus[M],f3_minus[M]; 
 double F1_minus[M],F2_minus[M],F3_minus[M]; 
 double f1_plus[M],f2_plus[M],f3_plus[M]; 
 double F1_plus[M],F2_plus[M],F3_plus[M]; 
 double G_R[M],G_Mom[M],G_E[M]; 
 double cs_plus[M],cs_minus[M],cs_cell_int[M],v_cell_int[M]; 
 double b_r[M],b_l[M],b_rr[M],b_ll[M]; 
 double b_minus[M],b_plus[M]; 
 double L_factor[M],R[M],E[M],Mom[M]; 
 double R_aver[M],Mom_aver[M],E_aver[M]; 
 double R1_aver[M],Mom1_aver[M],E1_aver[M]; 
 double s_den[M],s_vel[M],s_pres[M]; 
 double s1_den[M],s1_vel[M],s1_pres[M]; 
 double den_limiter[M],vel_limiter[M],pres_limiter[M]; 
 double R_plus[M],Mom_plus[M],E_plus[M]; 
 double R_minus[M],Mom_minus[M],E_minus[M]; 
 double R1_plus[M],Mom1_plus[M],E1_plus[M]; 
 double R1_minus[M],Mom1_minus[M],E1_minus[M]; 
 double vl_r[M],vu_r[M],v0_r[M]; 
 double vl1_r[M],vu1_r[M],v01_r[M]; 
 double vl_l[M],vu_l[M],v0_l[M]; 
 double vl1_l[M],vu1_l[M],v01_l[M]; 
 double vl_aver[M],vu_aver[M],v0_aver[M]; 
 double vel_NR; 
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 double gamma,dx,dt,xmax,xmin,x1min; 
 FILE *myfile; 
 
 myfile=fopen("Back9.dat","w"); 
 
      /************************************************************ 
                 Definition of constants 
 ************************************************************/  
      gamma=5./3.; 
 xmax=100.; 
 xmin=0.; 
 dx=(xmax-xmin)/(N-1); 
 dt=dx/5.; 
 x1min=dx/2.; 
 
 /************************************************************ 
                      1D grid cells 
 ************************************************************/ 
 x[0]=0.; 
 x1[0]=dx/2.; 
 
 /******  Grid cells (i,i+1)  ******/ 
 for(i=1;i<=N+1;i++) 
  { 
   x[i]=xmin+dx; 
   xmin=x[i]; 
  } 
 
 /******  Grid cells (i-1/2,i+1/2)  ******/ 
 for(i=1;i<=N+1;i++) 
  { 
   x1[i]=x1min+dx; 
   x1min=x1[i]; 
  } 
 
  
 
 
    /************************************************************ 
                     Initial conditions 
    ************************************************************/ 
 for(i=1;i<=N;i++) 
  { 
   if(i<=N/2) 
    { 
     den[i]=10.; 
     pres[i]=13.+1./3.; 
     vel[i]=pow(10,-9); 
     en[i]=pres[i]/(gamma-1.)+den[i]; 
    } 
   else 
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    { 
     den[i]=1.; 
     pres[i]=(2./3.)*pow(10,-6); 
     vel[i]=pow(10,-9); 
     en[i]=pres[i]/(gamma-1.)+den[i]; 
    } 
  } 
 
     /************************************************************* 
                           Average 
     *************************************************************/ 
 
         for(i=1;i<=N;i++) 
  { 
   den_aver[i]=den[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   en_aver[i]=en[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   vel_aver[i]=vel[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   pres_aver[i]=pres[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
  } 
 
 /************************************************************* 
                          Conservative variables 
 *************************************************************/ 
 
 for(i=1;i<=N;i++) 
  { 
   L_factor[i]=sqrt(1./(1-pow(vel[i],2))); 
   R[i]=L_factor[i]*den[i]; 
   E[i]=pow(L_factor[i],2)*(en[i]+pres[i])-pres[i]; 
   Mom[i]=pow(L_factor[i],2)*(en[i]+pres[i])*vel[i]; 
  } 
 
 /************************************************************ 
              Average of conservative variables 
 ************************************************************/ 
 
 for(i=1;i<=N;i++) 
  { 
   R_aver[i]=R[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   Mom_aver[i]=Mom[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
   E_aver[i]=E[i]*(x1[i]-x1[i-1])/dx; 
  } 
 
    /************************************************************ 
                           HLLE 
    ************************************************************/ 
 
  
for(j=1;j<=T;j++) 
  { 
   R_aver[0]=R_aver[1]; 
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   Mom_aver[0]=Mom_aver[1]; 
   E_aver[0]=E_aver[1]; 
 
   R_aver[N+1]=R_aver[N]; 
   Mom_aver[N+1]=Mom_aver[N]; 
   E_aver[N+1]=E_aver[N]; 
 
   den_aver[0]=den_aver[1]; 
   vel_aver[0]=vel_aver[1]; 
   pres_aver[0]=pres_aver[1]; 
 
   den_aver[N+1]=den_aver[N]; 
   vel_aver[N+1]=vel_aver[N]; 
   pres_aver[N+1]=pres_aver[N]; 
 
       /*****   Definition of slopes at (i-1/2,i+1/2)  *****/ 
   for(i=0;i<=N;i++) 
    { 
     s_den[i]=(den_aver[i+1]-den_aver[i])/dx; 
     s_vel[i]=(vel_aver[i+1]-vel_aver[i])/dx; 
     s_pres[i]=(pres_aver[i+1]-pres_aver[i])/dx; 
    } 
 
   for(i=0;i<=N;i++) 
    { 
     s1_den[i]=(den_aver[i+1]-den_aver[i-
1])/(2*dx); 
     s1_vel[i]=(vel_aver[i+1]-vel_aver[i-1])/(2*dx); 
     s1_pres[i]=(pres_aver[i+1]-pres_aver[i-
1])/(2*dx); 
    } 
 
      /*****  Monotonized central-difference limiter *****/ 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
 if(sgn(s1_den[i])==sgn(s_den[i-1]) && sgn(s_den[i-1])==sgn(s_den[i])) 
         {   
 den_limiter[i]=sgn(s1_den[i])*minimum(fabs(s1_den[i]), 
                       fabs(2*s_den[i-1]),fabs(2*s_den[i])); 
      } 
     else 
      { 
       den_limiter[i]=0; 
      } 
    } 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
 if(sgn(s1_vel[i])==sgn(s_vel[i-1]) && sgn(s_vel[i-1])==sgn(s_vel[i])) 
         { 
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 vel_limiter[i]=sgn(s1_vel[i])*minimum(fabs(s1_vel[i]), 
                       fabs(2*s_vel[i-1]),fabs(2*s_vel[i])); 
      } 
     else 
      { 
       vel_limiter[i]=0; 
      } 
     } 
 
   for(i=1;i<=N;i++) 
    { 
 if(sgn(s1_pres[i])==sgn(s_pres[i-1]) && sgn(s_pres[i-1])==sgn(s_pres[i])) 
         { 
      
 pres_limiter[i]=sgn(s1_pres[i])*minimum(fabs(s1_pres[i]), 
                        fabs(2*s_pres[i-1]),fabs(2*s_pres[i])); 
      } 
     else 
      { 
       pres_limiter[i]=0; 
      } 
    } 
 
  /*****  Reconstructed conservative variables  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    
 den_plus[i]=den_aver[i]+den_limiter[i]*(dx/2.); 
     vel_plus[i]=vel_aver[i]+vel_limiter[i]*(dx/2.); 
    
 pres_plus[i]=pres_aver[i]+pres_limiter[i]*(dx/2.); 
     en_plus[i]=den_plus[i]+pres_plus[i]/(gamma-
1); 
    } 
 
              for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    den_minus[i]=den_aver[i]-den_limiter[i]*(dx/2.); 
    vel_minus[i]=vel_aver[i]-vel_limiter[i]*(dx/2.); 
                   pres_minus[i]=pres_aver[i]-pres_limiter[i]*(dx/2.); 
    en_minus[i]=den_minus[i]+pres_minus[i]/(gamma-
1); 
     } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
          { 
                R_plus[i]=sqrt(1./(1-pow(vel_plus[i],2)))*den_plus[i];      
E_plus[i]=(1./(1-pow(vel_plus[i],2)))*(en_plus[i]+pres_plus[i])-pres_plus[i]; 
Mom_plus[i]=(1./(1-pow(vel_plus[i],2)))*(en_plus[i]+pres_plus[i])*vel_plus[i]; 
          } 



Υπολογιστική Σχετικότητα  97

 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
          { 
                 R_minus[i]=sqrt(1./(1-pow(vel_minus[i],2)))*den_minus[i]; 
E_minus[i]=(1./(1-pow(vel_minus[i],2)))*(en_minus[i]+pres_minus[i])-pres_minus[i]; 
Mom_minus[i]=(1./(1-pow(vel_minus[i],2)))*(en_minus[i]+pres_minus[i])*vel_minus[i]; 
          } 
 
 
  /*****   Fluxes   *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    f1_minus[i]=R_minus[i]*vel_minus[i]; 
   
 f2_minus[i]=Mom_minus[i]*vel_minus[i]+pres_minus[i]; 
   
 f3_minus[i]=(E_minus[i]+pres_minus[i])*vel_minus[i]; 
    } 
 
    
 
                  for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     f1_plus[i]=R_plus[i]*vel_plus[i]; 
    
 f2_plus[i]=Mom_plus[i]*vel_plus[i]+pres_plus[i]; 
     f3_plus[i]=(E_plus[i]+pres_plus[i])*vel_plus[i]; 
 
    } 
 
   f1_minus[0]=f1_minus[1]; 
   f2_minus[0]=f2_minus[1]; 
   f3_minus[0]=f3_minus[1]; 
 
   f1_plus[0]=f1_plus[1]; 
   f2_plus[0]=f2_plus[1]; 
   f3_plus[0]=f3_plus[1]; 
 
   f1_minus[N]=f1_minus[N-1]; 
   f2_minus[N]=f2_minus[N-1]; 
   f3_minus[N]=f3_minus[N-1]; 
 
   f1_plus[N]=f1_plus[N-1]; 
   f2_plus[N]=f2_plus[N-1]; 
   f3_plus[N]=f3_plus[N-1]; 
 
  /*****  Half time step  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
   R1_minus[i]=R_minus[i]-(dt/(2*dx))*(f1_plus[i]-
f1_minus[i]); 
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  Mom1_minus[i]=Mom_minus[i]-(dt/(2*dx))*(f2_plus[i]-
f2_minus[i]); 
  E1_minus[i]=E_minus[i]-(dt/(2*dx))*(f3_plus[i]-f3_minus[i]); 
    } 
 
   R1_minus[N]=R1_minus[N-1]; 
   Mom1_minus[N]=Mom1_minus[N-1]; 
   E1_minus[N]=E1_minus[N-1]; 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
  R1_plus[i]=R_plus[i]-(dt/(2*dx))*(f1_plus[i]-f1_minus[i]); 
  Mom1_plus[i]=Mom_plus[i]-(dt/(2*dx))*(f2_plus[i]-f2_minus[i]); 
  E1_plus[i]=E_plus[i]-(dt/(2*dx))*(f3_plus[i]-f3_minus[i]); 
    } 
 
    /***** Newton-Raphson *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    
 vl1_l[i]=v_lower(gamma,E1_minus[i],Mom1_minus[i]); 
   
 vu1_l[i]=min(1,Mom1_minus[i]/E1_minus[i]+pow(10,-6)); 
v01_l[i]=(vl1_l[i]+vu1_l[i])/2.+function(vl1_l[i],vu1_l[i],R1_minus[i],E1_minus[i]); 
 
     for(k=1;k<=5;k++) 
            { 
vel_NR=v01_l[i]-
g_function(gamma,R1_minus[i],E1_minus[i],Mom1_minus[i],v01_l[i])            
             
/g1_function(gamma,R1_minus[i],E1_minus[i],Mom1_minus[i],v01_l[i]); 
                v01_l[i]=vel_NR; 
        } 
     vel1_minus[i]=vel_NR; 
    den1_minus[i]=sqrt(1-
pow(vel1_minus[i],2))*R1_minus[i]; 
    en1_minus[i]=E1_minus[i]-
vel1_minus[i]*Mom1_minus[i]; 
    pres1_minus[i]=(gamma-1)*(en1_minus[i]-
den1_minus[i]); 
    } 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    
 vl1_r[i]=v_lower(gamma,E1_plus[i],Mom1_plus[i]); 
    vu1_r[i]=min(1,Mom1_plus[i]/E1_plus[i]+pow(10,-
6)); 
     
v01_r[i]=(vl1_r[i]+vu1_r[i])/2.+function(vl1_r[i],vu1_r[i],R1_plus[i],E1_plus[i]); 
 
     for(k=1;k<=5;k++) 
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            { 
vel_NR=v01_r[i]-g_function(gamma,R1_plus[i],E1_plus[i],Mom1_plus[i],v01_r[i])
                       
             /g1_function(gamma,R1_plus[i],E1_plus[i],Mom1_plus[i],v01_r[i]); 
                v01_r[i]=vel_NR; 
      } 
 
     vel1_plus[i]=vel_NR; 
    den1_plus[i]=sqrt(1-pow(vel1_plus[i],2))*R1_plus[i]; 
     en1_plus[i]=E1_plus[i]-
vel1_plus[i]*Mom1_plus[i]; 
    pres1_plus[i]=(gamma-1)*(en1_plus[i]-den1_plus[i]); 
    } 
 
      /*****  Relativistic sound velocities  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
                   cs_minus[i]=sqrt(gamma*(gamma-1)*(en1_minus[i]-
den1_minus[i])/(den1_minus[i]+gamma*(en1_minus[i]-den1_minus[i]))); 
                    cs_plus[i]=sqrt(gamma*(gamma-1)*(en1_plus[i]-
den1_plus[i])/(den1_plus[i]+gamma*(en1_plus[i]-den1_plus[i]))); 
    } 
 
   cs_minus[N]=cs_minus[N-1]; 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     cs_cell_int[i]=(cs_plus[i]+cs_minus[i+1])/2.; 
    } 
 
 /*****  Average of the fluid bulk velocity  *****/ 
 
   vel1_minus[N]=vel1_minus[N-1]; 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    
 v_cell_int[i]=(vel1_plus[i]+vel1_minus[i+1])/2.; 
    } 
 
   /*****  Signal velocities  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
 b_r[i]=(v_cell_int[i]+cs_cell_int[i])/(1+v_cell_int[i]*cs_cell_int[i]); 
 b_rr[i]=(vel1_minus[i+1]+cs_minus[i+1])/(1+vel1_minus[i+1]*cs_minus[i
+1]); b_l[i]=(v_cell_int[i]-cs_cell_int[i])/(1-v_cell_int[i]*cs_cell_int[i]); 
 b_ll[i]=(vel1_plus[i]-cs_plus[i])/(1-vel1_plus[i]*cs_plus[i]); 
 
     b_plus[i]=maximum(0,b_r[i],b_rr[i]); 
     b_minus[i]=minimum(0,b_l[i],b_ll[i]); 
    } 
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 /*****  Fluxes at half time step  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     F1_minus[i]=R1_minus[i]*vel1_minus[i]; 
   
 F2_minus[i]=Mom1_minus[i]*vel1_minus[i]+pres1_minus[i]; 
   
 F3_minus[i]=(E1_minus[i]+pres1_minus[i])*vel1_minus[i]; 
    } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     F1_plus[i]=R1_plus[i]*vel1_plus[i]; 
    F2_plus[i]=Mom1_plus[i]*vel1_plus[i]+pres1_plus[i]; 
    F3_plus[i]=(E1_plus[i]+pres1_plus[i])*vel1_plus[i]; 
    } 
 
   F1_minus[N]=F1_minus[N-1]; 
   F2_minus[N]=F2_minus[N-1]; 
   F3_minus[N]=F3_minus[N-1]; 
 
   
 
 
 
           /*****  Numerical fluxes  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
                        G_R[i]=(b_plus[i]*F1_plus[i]-
b_minus[i]*F1_minus[i+1]+b_plus[i]*b_minus[i]*(R1_minus[i+1]-
R1_plus[i]))/(b_plus[i]-b_minus[i]); 
    G_Mom[i]=(b_plus[i]*F2_plus[i]-
b_minus[i]*F2_minus[i+1]+b_plus[i]*b_minus[i]*(Mom1_minus[i+1]-
Mom1_plus[i]))/(b_plus[i]-b_minus[i]); 
    G_E[i]=(b_plus[i]*F3_plus[i]-
b_minus[i]*F3_minus[i+1]+b_plus[i]*b_minus[i]*(E1_minus[i+1]-
E1_plus[i]))/(b_plus[i]-b_minus[i]); 
    } 
 
   G_R[0]=G_R[1]; 
   G_Mom[0]=G_Mom[1]; 
   G_E[0]=G_E[1]; 
 
   G_R[N-1]=G_R[N-2]; 
   G_Mom[N-1]=G_Mom[N-2]; 
   G_E[N-1]=G_E[N-2]; 
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   /*****  Time advanced values of conservative variables  *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     R1_aver[i]=R_aver[i]-(dt/dx)*(G_R[i]-G_R[i-1]); 
    Mom1_aver[i]=Mom_aver[i]-(dt/dx)*(G_Mom[i]-
G_Mom[i-1]); 
     E1_aver[i]=E_aver[i]-(dt/dx)*(G_E[i]-G_E[i-1]); 
    } 
 
   /*****  Time advanced values of primitive variables  *****/ 
                /***** Newton-Raphson *****/ 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
    
 vl_aver[i]=v_lower(gamma,E1_aver[i],Mom1_aver[i]); 
    vu_aver[i]=min(1,Mom1_aver[i]/E1_aver[i]+pow(10,-
6)); 
v0_aver[i]=(vl_aver[i]+vu_aver[i])/2.+function(vl_aver[i],vu_aver[i],R1_aver[i],          
                            E1_aver[i]);} 
 
     for(k=1;k<=5;k++) 
            { 
vel_NR=v0_aver[i]-g_function(gamma,R1_aver[i],E1_aver[i],Mom1_aver[i],v0_aver[i)                   
              /g1_function(gamma,R1_aver[i],E1_aver[i],Mom1_aver[i],v0_aver[i]); 
                v0_aver[i]=vel_NR; 
      } 
 
     vel1_aver[i]=vel_NR; 
    den1_aver[i]=sqrt(1-pow(vel1_aver[i],2))*R1_aver[i]; 
     en1_aver[i]=E1_aver[i]-
vel1_aver[i]*Mom1_aver[i]; 
    pres1_aver[i]=(gamma-1)*(en1_aver[i]-den1_aver[i]); 
    } 
 
   if(j==T) 
    { 
     for(i=1;i<=N-1;i++) 
      {
 fprintf(myfile,"\n%lf\t%lf\t%lf\t%lf\n",x[i],vel1_aver[i],pres1_aver[i],R1_
aver[i]); 
      } 
       } 
 
   for(i=1;i<=N-1;i++) 
    { 
     den_aver[i]=den1_aver[i]; 
     vel_aver[i]=vel1_aver[i]; 
     pres_aver[i]=pres1_aver[i]; 
     R_aver[i]=R1_aver[i]; 
     Mom_aver[i]=Mom1_aver[i]; 
     E_aver[i]=E1_aver[i]; 
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    } 
   } 
 fclose(myfile); 
    return(0); 
} 
 
/*** Sign function ***/ 
double sgn(double a) 
{ 
 if(a>0) 
  { 
   return(+1); 
  } 
 else 
  { 
   return(-1); 
  } 
} 
 
/*** Minimum function ***/ 
double min(double a,double b) 
{ 
 if(a>b) 
  { 
   return(b); 
  } 
 else 
  { 
   return(a); 
  } 
} 
 
/*** Maximum function ***/ 
double maximum(double a,double b,double c) 
{ 
 if(a>b && a>c) 
  { 
   return(a); 
  } 
 else if(b>a && b>c) 
  { 
   return(b); 
  } 
 else 
     { 
      return(c); 
     } 
} 
 
/*** Minimum function ***/ 
double minimum(double a,double b,double c) 
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{ 
 if(a>b && c>b) 
  { 
   return(b); 
  } 
 else if(b>a && c>a) 
  { 
   return(a); 
  } 
 else 
  { 
   return(c); 
  } 
} 
 
double function(double a,double b,double c,double d) 
{ 
   if(a>pow(10,-9)) 
   { 
   return((1./2.)*(1-c/d)*(a-b)); 
 } 
   else 
 { 
  return(0); 
 } 
} 
 
double v_lower(double a,double b, double c) 
 
{ 
 double v; 
 
 v=(a*b-sqrt(pow(a*b,2)-4*(a-1)*pow(c,2)))/(2*c*(a-1)); 
 return(v); 
} 
 
double g_function(double a,double b,double c,double d,double e) 
{ 
 double p; 
 
 p=pow(a*e*(c-d*e)-d*(1-pow(e,2)),2)-(1-pow(e,2))*pow(e,2)*pow(a-
1,2)*pow(b,2); 
 return(p); 
} 
 
 
double g1_function(double a,double b,double c,double d,double e) 
{ 
 double q; 
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 q=2*(a*e*(c-d*e)-d*(1-pow(e,2)))*(a*c-2*d*a*e+2*d*e)+2*e*(2*pow(e,2)-
1)*pow(a-1,2)*pow(b,2); 
 return(q); 
} 
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