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Abstract  
 
 The General Theory of Relativity (GTR) is indeed one of the most famous 
theories of mankind and along with the Special Theory it consists an important part of 
modern physics, a strong tool in the hands of Astrophysicists. The inspirer of this 
theory is. Albert Einstein who proposed the idea that gravity is the geometry of four-
dimensional curved spacetime. GTR will shortly be a century old and together with 
quantum theory is  one of the two most significant developments of twentieth century 
physics.  
 In general relativity the acceleration looses its absolute meaning. This is 
equivalent to the statement that in GTR there are no inertial or otherwise preferred 
coordinate systems: all coordinate systems are equivalent. This is actually the reason 
for which the theory is called general relativity. In the next paragraphs we shall give 
the main characteristics of Schwarzchild spacetime along with its metric and we will 
mention the exact interior solutions. We also give the demonstration that the 
maximum value of M/R at the surface of a static spherical and homogeneous body is 
4/9. 
 In the second chapter we discuss about the orbits of test particles around a 
spherically symmetric static body. We also discuss two observational relativistic 
phenomena, the Gravitational Redshift and Perihelion Precession. In chapter three we 
describe one of the most interesting relativistic phenomena the rotational dragging of 
the inertial frames. We explain how spacetime reacts to this dragging, for example if 
only a smart part of the matter in the universe is set into rotation, then the inertial 
frames might be dragged along slightly and we calculate by a fully mathematical way 
the rate of this dragging for a slowly rotating spherical body. 
  In the fourth chapter we discuss the evolution of the innermost stable circular 
orbits (ISCO) around an accreting neutron star. We calculate the general form, of the 
energy and angular momentum per unit rest mass, for a random radius r. We give the 
precise stable orbits of a test particle orbiting around a slowly rotating spherical and 
static star. Finally we compare these results along with the ones for a non-rotating 
star. 
 The Fifth chapter explains why parametric resonance is a good model for 
understanding some properties of kHz QPO’s phenomena. We derive the radial and 
meridional epicyclic frequencies in the general form for some radius r and we show 
that there is a resonance when ωr / ωθ is in a ratio of 2:3. Finally we interpret the 
results when compared to those for non-rotating neutron star. 
 Chapter six is a continuation of the fourth chapter as we study the same 
phenomena in a  different background. We use a different solution of Einstein’s 
equations, the Kerr-Newman solution. This introduces a more complicated treatment 
of the ISCO problem. 
 The seventh chapter demonstrates the results obtained by the RXTE satellite. 
Three millisecond phenomena were found, whose interpretation relies explicitly on 
the description of strong-field gravity and neutron star structure. Historically, the first 
to be discovered were the twin kilohertz quasi-periodic oscillations (kHz QPOs), 
widely interpreted now as due to orbital motion in the inner accretion flow. Then 
came the burst oscillations, probably due to the spin of a layer in the neutron star’s 
atmosphere in near-corotation with the neutron star itself. Finally RXTE detected the 
first true spin frequency of an accreting low-magnetic field neutron star, the long 
anticipated accreting millisecond pulsar. In the same chapter we also talk about the 



KHz QPOs models, emphasizing at the relativistic precession model. These models 
along with the parametric resonance model are the main promising models for 
understanding the QPOs phenomena.  
 In the eighth and final chapter we review some evidence that the two high 
frequency QPOs in SCO X-1 source are, more often than not, approximately in the 
2:3 frequency ratio familiar from studies of black hole candidates (e.g. XTE J1550-
564). This implies that the double kHz QPO phenomenon in neutron stars has its 
origin in properties of strong field gravity and has probably little to do with the 
rotation of a stellar surface or any magnetic field structure anchored in the star.  
 We have reviewed the ideas that parametric resonance affects nearly geodesic 
motion around a black hole or a neutron star, and that it may be relevant to the high 
frequency (twin) quasi-periodic oscillations occurring in some low mass X-Ray 
binaries. Assuming the particles or fluid elements of an accretion disc to be subject to 
an isotropic perturbation of a hypothetical but rather general form. The parametric 
resonance is indeed excited close to the radius where epicyclic frequencies of radial 
and meridional oscillations are in a 2:3 ratio. These results agree with actual 
frequency ratios of twin kHz QPOs that have been reported in some black hole 
candidates and they may be consistent also with correlation of the twin peaks in SCO 
X-1.      
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 Η Γενική Θεωρία Σχετικότητας (ΓΘΣ) αποτελεί πλέον µια από τις 
διασηµότερες θεωρίες που ανέπτυξε ποτέ ο ανθρώπινος νους και µαζί µε την Ειδική 
θεωρία αποτελούν αναπόσπαστο κοµµάτι της Σύγχρονης Φυσικής, ένα δυνατό 
εργαλείο στα χέρια των Φυσικών. Η διασηµότητά της οφείλεται αφενός µεν στο ότι 
αποτελεί την συνέχεια της θεωρίας του Νεύτωνα, απαντώντας σε πολλά ερωτήµατα 
που αποτελούσαν τροχοπέδη στην ιστορία της ∆υναµικής, αφετέρου δε στον 
εµπνευστή της, τον διάσηµο Albert Einstein. Για πολλά χρόνια αποτελούσε µια 
δυσνόητη θεωρία κάτι που έκανε πολλούς επιστήµονες σκεπτικούς απέναντι στην 
ορθότητά της. Τα τελευταία όµως είκοσι χρόνια η κατάσταση άλλαξε λόγω του 
ερευνητικού ενδιαφέροντος, θεωρητικού και παρατηρησιακού, για τη ΓΘΣ. Η αύξηση 
αυτή προήλθε αποκλειστικά από την περιοχή της Αστροφυσικής, περιλαµβανοµένης 
και της Κοσµολογίας, µε την παρατήρηση σχετικιστικών συστηµάτων, δηλαδή 
αστρικών συστηµάτων των οποίων το βαρυτικό πεδίο είναι αρκούντως ισχυρό ώστε 
να µπορούν να περιγραφούν από την ΓΘΣ, και την ερµηνεία των παρατηρούµενων 
ιδιοτήτων τους. Αυτή η έντονη αλληλεπίδραση ΓΘΣ και Αστροφυσικής είχε ως 
αναπόφευκτο αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός νέου ερευνητικού επιστηµονικού 
κλάδου, της Σχετικιστικής Αστροφυσικής. Στο πλαίσιο της Σχετικιστικής 
Αστροφυσικής η ΓΘΣ  χρησιµοποιείται όχι µόνο για την επαλήθευση της ασύµφωνης 
µε τις προβλέψεις της Νευτώνειας θεωρίας της βαρύτητας, αλλά κυρίως ως το 
εργαλείο για την πρόβλεψη νέων φαινοµένων που δεν προβλέπονται από την 
τελευταία. 
 Στις επόµενες παραγράφους θα δώσω την γεωµετρική εικόνα γύρω από ένα 
σφαιρικό αντικείµενο έτσι όπως το βλέπει η ΓΘΣ χωρίς να αναφερθώ καθόλου στο 
µαθηµατικό σκελετό της, έχοντας επίγνωση πως ο αναγνώστης είναι εξοικειωµένος 
µε γνώσεις διαφορικής γεωµετρίας και τανυστικού λογισµού. Θα ξεκινήσουµε µε τη 
µελέτη ισχυρών βαρυτικών πεδίων στη ΓΘΣ µε τα σφαιρικώς συµµετρικά 
συστήµατα, τα οποία αφενός µεν είναι σχετικώς απλά, αφετέρου δε έχουν µεγάλη 
φυσική σηµασία, καθώς πολλά αντικείµενα αστροφυσικού ενδιαφέροντος είναι 
σχεδόν ή τελείως σφαιρικά. Οι πιο απλοί καµπυλωµένοι χωρόχρονοι της ΓΘΣ είναι 
αυτοί που παρουσιάζουν συµµετρία και οι πιο χρήσιµοι από αυτούς είναι αυτοί που 
έχουν την γεωµετρία του κενού, έξω από µια σφαιρικά συµµετρική πηγή 
καµπυλότητας όπως για παράδειγµα ένας σφαιρικός αστέρας. Αυτή η γεωµετρία 
καλείται Γεωµετρία του Schwarzschild από το όνοµα του Γερµανού αστροφυσικού 
Karl Schwarzschild (1873-1916), ο οποίος έλυσε τις εξισώσεις πεδίου κενού του 
Einstein το 1916 λίγους µήνες µετά την δηµοσίευσή τους. 
 Στο πρώτο κεφάλαιο δίνουµε τα χαρακτηριστικά του χωροχρόνου 
Schwarzschild καθώς και τις ακριβείς εσωτερικές λύσεις. Αποδεικνύουµε ότι στη 
Γενική Θεωρία Σχετικότητας δεν µπορούν να υπάρξουν οµογενείς πυκνότητας 
αστέρες µάζας µεγαλύτερης από 4R/9. Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφερόµαστε για 
τροχιές στο χωροχρόνο του Schwarzschild και κυρίως στις τροχιές που ακολουθούν 
τα σωµατίδια ή φωτόνια γύρω από έναν συµµετρικό στατικό και µη περιστρεφόµενο 
αστέρα. Το τελευταίο το τονίζουµε διότι το κυρίως µέρος της διπλωµατικής αυτής 
είναι η µελέτη τροχιών ελεύθερων σωµατιδίων γύρω από συµπαγής αστέρες. Επίσης 
αναφερόµαστε και σε άλλα σχετικιστικά παρατηρήσιµα φαινόµενα και ιδιαίτερα στην 
Βαρυτική Μετάθεση όπου αποδεικνύουµε ότι η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει για 
έναν σφαιρικά συµµετρικό, οµογενή, και στατικό αστέρα είναι η τιµή z = 2. Τέλος  
µιλούµε και για ένα σχετικιστικά παρατηρήσιµο φαινόµενο που οφείλεται στο έντονο 
βαρυτικό πεδίο των αστέρων και ακούει στο όνοµα µετάθεση του περιηλίου.  
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 Στο τρίτο κεφάλαιο δίνουµε την πλήρη περιγραφή ενός από τα σπουδαιότερα 
σχετικιστικά φαινόµενα, του συρµού των αδρανειακών συστηµάτων λόγω 
περιστροφής της βαρυτικής πηγής. Στη ΓΘΣ όπως και στη Νευτώνεια θεωρία για την 
βαρύτητα, το µέγεθος των φυγόκεντρων δυνάµεων το οποίο επιδρά πάνω σε ένα 
στοιχειώδες ρευστό, εξαρτάται ισχυρά από τον ρυθµό περιστροφής του ίδιου του 
ρευστού σχετικά ως προς ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα. Σε αντίθεση µε την 
Νευτώνεια θεωρία, ωστόσο, τα αδρανειακά συστήµατα που βρίσκονται µέσα στο 
σχετικιστικό ρευστό, δεν είναι σε ηρεµία σε σύγκριση µε αυτά των µακρινών 
αστέρων. Τα τοπικά αυτά συστήµατα δέχονται την στρέβλωσή τους ή καλύτερα το 
συρµό τους από την περιστροφή του ρευστού Ο υπολογισµός του ρυθµού της 
περιστροφής είναι σηµαντικός για τον καθορισµό της ισορροπίας µεταξύ της 
βαρύτητας, της πίεσης και των φυγόκεντρων δυνάµεων και αυτόν διαπραγµατεύεται 
το τρίτο κεφάλαιο. 
 Το τέταρτο κεφάλαιο διαπραγµατεύεται την εξέλιξη των εσώτερων ευσταθών 
κυκλικών τροχιών των σηµειακών σωµατιδίων λόγω περιστροφής του αστέρα. 
Ξεκινούµε από συγκεκριµένα βήµατα, παρόµοια µε αυτά του δεύτερου κεφαλαίου και 
καταλήγουµε σε µια τελική έκφραση για την ενέργεια, την στροφορµή αλλά και την 
ακτίνα περιστροφής των σηµειακών σωµατιδίων γύρω από την βαρυτική πηγή. Τέλος 
κάνουµε µια σύγκριση των αποτελεσµάτων µε αυτά ενός µη περιστρεφόµενου 
αστέρα . 
 Το πέµπτο κεφάλαιο συσχετίζεται άµεσα µε το τέταρτο µάλιστα αποτελεί 
συνέχεια καθώς χρησιµοποιούµε όλα τα αποτελέσµατα για να βρούµε τις συχνότητες 
περιστροφής των σηµειακών σωµατιδίων. Στο κεφάλαιο αυτό προσπαθούµε να 
εξηγήσουµε τα παρατηρησιακά αποτελέσµατα µε την θεωρία του παραµετρικού 
συντονισµού. Αφού περιγράφουµε την παραπάνω θεωρία δίνουµε τα αποτελέσµατά 
τις και τα συγκρίνουµε µε αυτά που προκύπτουν από τις παρατηρήσεις. 
 Το έκτο κεφάλαιο είναι στην ουσία προέκταση του τετάρτου κεφαλαίου, 
καθώς µελετούµε τα ίδια φαινόµενα σε ένα διαφορετικό σύστηµα. Χρησιµοποιούµε 
ωστόσο έναν διαφορετικό χωρόχρονο ή καλύτερα µια διαφορετική λύση των 
εξισώσεων πεδίου του Einstein, την λύση Kerr-Newman. Εισβάλουµε σε µια πιο 
πολύπλοκη και ενδιαφέρουσα σκοπιά του προβλήµατος των εσώτερων ευσταθών 
κυκλικών τροχιών, καθώς µιλούµε πλέον για ένα ταχέως περιστρεφόµενο συµπαγές 
σώµα. Τέλος σχολιάζουµε τα αποτελέσµατα και τα συγκρίνουµε µε αυτά του αργά 
περιστρεφόµενου συµπαγούς σώµατος, που εξετάσαµε στο αντίστοιχο κεφάλαιο.  

Το έβδοµο κεφάλαιο παρουσιάζει µερικά αποτελέσµατα του δορυφόρου 
RXTE. Τρία διαφορετικά φαινόµενα ως τώρα έχουν παρατηρηθεί στα διπλά 
συστήµατα ακτίνων Χ. Ιστορικά, το πρώτο που ανακαλύφθηκε ήταν οι ηµι-περιοδικές 
ταλαντώσεις τάξεως των kHz (kHz QPOs) οι οποίες οφείλονται στην τροχιακή 
κίνηση της ροής της ύλης. Έπειτα σειρά είχαν οι εκρηκτικές ταλαντώσεις ( burst 
oscillations) πιθανότατα εξαιτίας της περιστροφής ενός στρώµατος ύλης κοντά στην 
ατµόσφαιρα ενός αστέρα νετρονίων. Τέλος ο RXTE ανίχνευσε την πρώτη συχνότητα 
από spin σ’έναν ασθενούς µαγνητικού πεδίου αστέρα νετρονίων µε δίσκο 
προσαύξησης κάτι που η επιστηµονική κοινότητα περίµενε ανυπόµονα αρκετό καιρό 
τώρα.  

Τα φαινόµενα αυτά παρουσιάζονται αναλυτικά και επιπλέον σχολιάζονται  τα 
χαρακτηριστικά τους. Στο ίδιο κεφάλαιο γίνεται λόγος και για τα µοντέλα περιγραφής 
των ηµι-περιοδικών ταλαντώσεων δίνοντας έµφαση κυρίως στο µοντέλο της 
σχετικιστικής µετάπτωσης, το οποίο µαζί µε το µοντέλο του παραµετρικού 
συντονισµού δείχνουν να αποτελούν τα κύρια µοντέλα περιγραφής των KHz QPOs. 
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Τέλος στο όγδοο κεφάλαιο αναφέρουµε µερικά στοιχεία που αποδεικνύουν 

ότι οι δυο συχνότητες των QPOs στην πηγή SCO X1, βρίσκονται σε λόγο 2:3 η οποία 
µας είναι γνωστή από µελέτες υποψήφιων πηγών Μελανών Οπών, όπως η            
XTE J1550-564. Αυτό υποδεικνύει ότι οι συχνότητες των KHz QPOs σε αστέρες 
Νετρονίων έχουν ως κύρια πηγή δηµιουργίας το ισχυρό βαρυτικό πεδίο, ενώ η 
περιστροφή της επιφάνειας του αστέρα Νετρονίων ή το µαγνητικό του πεδίο έρχονται 
σε δεύτερη µοίρα, επηρεάζοντας ελάχιστα έως καθόλου την τιµή του λόγου αυτού. 
 ∆ιερευνούµε επίσης την ιδέα ότι τα φαινόµενα παραµετρικού συντονισµού σε 
γεωδαισιακή κίνηση γύρω από µια Μελανή Οπή ή Αστέρα Νετρονίων, µπορεί να 
συσχετίζονται µε τις υψηλές συχνότητες των ηµι-περιοδικών ταλαντώσεων (δίδυµες 
κορυφές) που παίρνουµε σε µερικά διπλά συστήµατα µικρής µάζας ακτίνων Χ. 
Έχουµε υποθέσει ότι τα σωµατίδια ή το στοιχειώδες ρευστό του δίσκου προσαύξησης 
έχει υποστεί µια υποθετική ισοτροπική διαταραχή γενικής µορφής. Έχουµε βρει ότι ο 
παραµετρικός συντονισµός συµβαίνει κοντά στην ακτίνα στην οποία ο λόγος των 
επικυκλικών συχνοτήτων /r θω ω  είναι 2:3. Το εύρος των συχνοτήτων µε το 
µεγαλύτερο πλάτος διέγερσης ποικίλουν µε την ισχύ της διαταραχής. Τα 
αποτελέσµατα αυτά συµφωνούν µε τους πραγµατικούς λόγους συχνοτήτων των twin 
KHz QPOs που έχουν καταγραφεί σε µερικά υποψήφια συστήµατα για Μελανές 
Οπές, καθώς µπορεί να συσχετίζονται και µε τις ΄΄δίδυµες κορυφές΄΄ της πηγής SCO 
X1.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

Στατικοί χωρόχρονοι µε σφαιρική συµµετρία. 
 

ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Για την περιγραφή των φυσικών φαινοµένων στο πλαίσιο µιας συγκεκριµένης 
φυσικής θεωρίας, όπως είναι η Νευτώνεια θεωρία ή η ΓΘΣ, είναι απαραίτητη η 
παραδοχή ορισµένων ιδιοτήτων για την πολλαπλότητα, µέσα στην οποία συµβαίνουν 
αυτά. Η πολλαπλότητα είναι ένας χώρος που τοπικά µοιάζει µε τον Ευκλείδειο χώρο 
και γι’αυτό µπορεί να καλύπτεται από συντεταγµένα κοµµάτια, ένας µαθηµατικός θα 
όριζε την διαφορίσιµη πολλαπλότητα µε n το πλήθος διαστάσεις ως το συνεχές 
σηµείων, τα οποία είναι δυνατό να χαρακτηρισθούν από ένα συνεχές πλήθος n 
παραµέτρων ( 1, 2,3..., )ix i = n . Έτσι δεχόµαστε ότι η πολλαπλότητα µπορεί να 
παρασταθεί µε ένα µετρικό χώρο. Αυτό σηµαίνει, ότι δεχόµαστε την ύπαρξη ενός 
συµµετρικού µετρικού τανυστή οι συνιστώσες, gµν , του οποίου σε ένα σηµείο είναι 
συναρτήσεις των συντεταγµένων του σηµείου 
  
 ( )ig g x gµν µν ν= = µ  (1.1) 
  
Με τη βοήθεια του µετρικού τανυστή (1.1) η στοιχειώδης απόσταση ή στοιχειώδες 
µήκος ή γραµµικό στοιχείο, , µεταξύ δύο γειτονικών στοιχείων µε συντεταγµένες ds

ix και i ix dx+ εκφράζεται µε την σχέση 
  
 2ds g dx dxµ ν

µν=  (1.2) 
  

Είναι προφανές ότι η απλούστερη φυσική περίπτωση που µπορούµε να 
εξετάσουµε είναι ένα στατικό σύστηµα, αστέρας ή µελανή οπή. Ορίζουµε ως στατικό 
χωρόχρονο, ένα χωρόχρονο στον οποίο µπορούµε να βρούµε µια χρονική 
συντεταγµένη t µε τις εξής ιδιότητες: 

a) όλες οι συνιστώσες τις µετρικής να είναι ανεξάρτητες του t και 
b) η γεωµετρία να διατηρείται αµετάβλητη σε χρονικές αναστροφές t  - t. →

Ένας χωρόχρονος µε την ιδιότητα a) αλλά όχι απαραίτητα την b) ονοµάζεται 
στάσιµος.  
Η µετρική λοιπόν που χαρακτηρίζει έναν στατικό σφαιρικά συµµετρικό χωρόχρονο 
είναι 
 2 2 2 2 2 2 2 2( sinds e dt e dr r d d 2 )θ θ φΦ Λ= − + + +  (1.3) 
 
όπου τα και αντικατέστησαν τις δυο άγνωστες συναρτήσεις και 

. Επειδή το ενδιαφέρον µας περιορίζεται στους αστέρες οι οποίοι αποτελούν 
φραγµένα συστήµατα, δικαιούµαστε να απαιτήσουµε ο χωροχρόνος να είναι 
ασυµπτωτικά επίπεδος σε µεγάλη απόσταση από τον αστέρα. Κατά συνέπεια είναι 
δυνατές  οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες που θα συνοδεύουν τις εξισώσεις του 
Einstein: 

( )rΦ ( )rΛ 00 ( )g r
( )rrg r

 lim ( ) lim ( ) 0
r r

r r
→∞ →∞
Φ = Λ =  (1.4) 
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Είναι δυνατόν να δειχθεί ότι για τη µετρική (1.3) ο τανυστής Einstein έχει τις εξής 
συνιστώσες : 

 ( )2 2
00 2

1 1dG e r e
r dr

Φ − Λ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (1.5) 

 

 ( )2 2
2

1 21rrG e e
r r

Λ − Λ ′= − + Φ  (1.6) 

 

 ( )22 2G r e
r rθθ

− Λ ′ ′Φ Λ⎡ ⎤′′ ′ ′ ′= Φ + Φ + −Φ Λ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 (1.7) 

 
 2sinG Gφφ θθ= θ

r

 (1.8) 
 
όπου . Οι υπόλοιπες συνιστώσες µηδενίζονται. / και /d dr d d′ ′Φ ≡ Φ Λ = Λ
 
 
 
 
Οι εξισώσεις του Einstein για στατικό, ιδανικό ρευστό. 
 
 Ενδιαφερόµαστε για στατικούς αστέρες των οποίων το ρευστό δεν κινείται. 
Άρα η µοναδική, µη µηδενική συνιστώσα της τετραταχύτητας είναι η . Από την 
συνθήκη κανονικοποίησης της τετραταχύτητας  

0U

 
 1U U⋅ = −

G G
 (1.9) 

συνεπάγεται ότι 
 0

0U e U eκαι−Φ Φ= = −  (1.10) 
 
Τότε ο τανυστής ενέργειας – ορµής του Einstein T θα έχει τις εξής µη µηδενικές 
συνιστώσες: 
 2

00 eρ ΦΤ =  (1.11) 
 2

rrT p e Λ=  (1.12) 
  (1.13) 2r pθθΤ =

 2sinTφφ θθ θ= Τ  (1.14) 
 

Τα καιp ρ  που εµφανίζονται στον τανυστή ενέργειας – ορµής, µπορούν να 
συνδέονται µέσω µιας καταστατικής εξίσωσης. Για ένα απλό ρευστό σε τοπική 
θερµοδυναµική ισορροπία υπάρχει πάντα µια σχέση της µορφής   
 ( ),p p Sρ=  (1.15) 
η οποία παρέχει την πίεση συναρτήσει της πυκνότητας ενέργειας και της ειδικής 
εντροπίας. Συχνά αντιµετωπίζουµε καταστάσεις στις οποίες η εντροπία µπορεί να 
θεωρηθεί ως σταθερή ή αµελητέες οπότε λαµβάνουµε την σχέση 
 ( )p p ρ=  (1.16) 
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Οι νόµοι διατήρησης που υπακούν στην σχέση 
 ; 0αβ

βΤ =  (1.17) 
 
καταλήγουν σε τέσσερις εξισώσεις, µια για κάθε τιµή του ελεύθερου δείκτη α. Λόγω 
όµως των συµµετριών µόνο µια από αυτές για α = r , δεν µηδενίζεται εκ ταυτότητας, 
και οδηγεί στην εξίσωση : 

 ( ) d dp
dr dr

ρ pΦ
+ = −  (1.18) 

Από αυτήν την εξίσωση γνωρίζουµε ποια είναι η αναγκαία βαθµίδα πίεσης ώστε το 
ρευστό να παραµείνει στατικό στο βαρυτικό πεδίο, του οποίου η επίδραση εξαρτάται 
από το . /d dΦ r
 Η συνιστώσα 00 των εξισώσεων του Einstein µπορεί να προσδιορισθεί από τις 
εξισώσεις (1.5) και (1.11). Στο σηµείο αυτό θα αντικαταστήσουµε τη συνάρτηση Λ(r)  
µε µια άλλη άγνωστη συνάρτηση m( r ), η οποία ορίζεται ως  
 
 ( ) ( )21

2 1m r r e− Λ= −  (1.19) 
ή 

 ( )
2 1

2
1

rrg e
m r

r

Λ= =
−

 (1.20) 

Από την 00 εξίσωση έπεται ότι  

 ( ) 24
dm r

r
dr

π ρ=  (1.21) 

Η εξίσωση αυτή αν και έχει την ίδια µορφή µε την αντίστοιχη Νευτώνεια στην οποία 
η m(r) είναι η µάζα στο εσωτερικό µιας σφαίρας ακτίνας r, στη Σχετικότητα παίρνει 
µια εντελώς διαφορετική έννοια, την ονοµάζουµε συνάρτηση µάζας, χωρίς να 
µπορούµε να την ερµηνεύσουµε ως την ενέργεια της µάζας στο εσωτερικό της 
σφαίρας και τούτο διότι στη ΓΘΣ η ολική ενέργεια δεν είναι εντοπίσιµη. 
 Από τις εξισώσεις (1.6) και (1.12) η rr εξίσωση µπορεί να λάβει την µορφή  
 

 ( )
( )

34
2

m r r pd
dr r r m r

π+Φ
=

−⎡ ⎤⎣ ⎦
 (1.22) 

 
Εάν λοιπόν έχουµε µια καταστατική εξίσωση της µορφής (1.16) τότε οι (1.16), (1.18)
,(1.21) και (1.22) αποτελούν τέσσερις εξισώσεις για τους αγνώστους Φ, m , p και ρ. 
 Στο εξωτερικό του αστέρα θα ισχύει ρ = p = 0 οπότε θα έχουµε τις εξής 
εξισώσεις: 

 0dm
dr

=  (1.23) 

και 

 
( )2

d m
dr r r m
Φ
=

−
 (1.24) 

οι οποίες έχουν ως λύσεις τις  
 ( )m r M σταθ= =  (1.25) 

 2 21 Me
r

Φ = −  (1.26) 
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όπου χρησιµοποιήσαµε την απαίτηση Φ 0, καθώς r→→ ∞ . Εποµένως η µετρική στο 
εξωτερικό έχει την κάτωθι µορφή, η οποία ονοµάζεται µετρική του Schwarzschild :  
 

 
1

2 2 2 2 22 21 1 ( sinM Mds dt dr r d d
r r

2 2 )θ θ φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.27) 

 
Αξίζει να σηµειώσουµε για µικρές τιµές του λόγου 2Μ/r η µετρική παίρνει την µορφή  
 

 2 2 2 2 22 21 1 ( sinM Mds dt dr r d d
r r

2 2 )θ θ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.28) 

 
η οποία αποτελεί την µετρική ενός στατικού ασθενούς βαρυτικού πεδίου µε 
Νευτώνειο βαρυτικό δυναµικό Φ = - M/r , δηλαδή η µετρική σε µεγάλες αποστάσεις 
από έναν αστέρα ολικής µάζας Μ.  
 Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονίσω ότι σύµφωνα µε το θεώρηµα του 
Birkhoff, η λύση του Schwarzschild είναι η µοναδική σφαιρικά συµµετρική, 
ασυµπτωτικά επίπεδη λύση των εξισώσεων Einstein για το κενό. Εποµένως ακόµη 
και ένας ακτινικά παλλόµενος ή βαρυτικά καταρρέων αστέρας θα έχει στο εξωτερικό 
του µια στατική µετρική µε σταθερή µάζα Μ. Η σταθερά Μ έχει διαστάσεις µήκους, 
λέγεται ακτίνα βαρύτητας ή ακτίνα Schwarzschild και σε µη γεωµετροποιηµένες 
µονάδες όπου τα c, G ≠ 1 δίνεται από την σχέση 
 

 2

2
S

GMR
c

=  (1.29) 

Για συνηθισµένους αστέρες η RS είναι πολύ µικρότερη από την πραγµατική ακτίνα 
του αστέρα. Έτσι για τον Ήλιο είναι . 2,96 kmSR : ∼
 
 
 
 
Η Εσωτερική δοµή ενός αστέρα και οι ακριβείς λύσεις. 
 
 Στο εσωτερικό του αστέρα θα ισχύει ρ ≠ 0 και p ≠ 0, οπότε µπορούµε να 
διαιρέσουµε την εξ. (1.18) µε ( ρ + p ) και ακολούθως να τη χρησιµοποιήσουµε για 
την απαλοιφή του Φ από την εξ.(1.22). Το αποτέλεσµα που θα λάβουµε ονοµάζεται 
εξίσωση Oppenheimer – Volkov ή Tolman –O-V. 
 

 
( )( )

( )

34
2

p m rdp
dr r r m

ρ π+ +
= −

−

p
 (1.30) 

 
Η παραπάνω εξίσωση µαζί µε τις (1.21) και (1.16) αποτελούν µια οµάδα εξισώσεων 
για τον προσδιορισµό των m, ρ και p. Το Φ τώρα µπορεί να υπολογισθεί από την 
εξ.(1.18) εάν γνωρίζουµε είδη τα ρ και p. Τώρα πλέον µπορούµε να ορίσουµε την 
επιφάνεια του αστέρα ως την περιοχή που ισχύει p = 0. Η αιτία που η σχέση p = 0 
χαρακτηρίζει την επιφάνεια είναι ότι η συνάρτηση της πίεσης πρέπει να είναι παντού 
συνεχής, ειδάλλως θα είχαµε µια άπειρη βαθµίδα πίεσης και δυνάµεις απείρου µέτρου 
επι των στοιχείων του ρευστού. Αφού p = 0 στο κενό στο εξωτερικό του αστέρος, θα 
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πρέπει και στην επιφάνειά του να έχουµε p = 0. Κατά συνέπεια, η ολοκλήρωση της 
εσωτερικής λύσης τερµατίζεται στην επιφάνεια και επιβάλλεται η απαίτηση, η 
εξωτερική µετρική να είναι η µετρική Schwarzschild . Έστω R η τιµή της ακτίνας 
στην επιφάνεια. Για να έχουµε µια οµαλή γεωµετρία θα πρέπει οι µετρικές 
συναρτήσεις να είναι συνεχείς στο r = R. Στο εσωτερικό του αστέρα έχουµε 

 ( ) 1
2

1rr

m r
g

r

−
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.31) 

ενώ στο εξωτερικό 

 
121rr

Mg
r

−
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.32) 

 
Λόγω της συνέχειας, η σταθερά Μ είναι  
 
 ( )M m R≡  (1.33) 
 
Άρα η ολική µάζα του αστέρα, όπως προσδιορίζεται από µεγάλη απόσταση, είναι το 
ολοκλήρωµα 

 2

0

4
R

M r drπ ρ= ∫  (1.34) 

 
όπως και στη Νευτώνεια θεωρία. Γνωρίζοντας πλέον το Μ, προσδιορίζουµε το 

στο εξωτερικό του αστέρος, και κατά συνέπεια στην επιφάνειά του: 00g

 ( )00
21 Mg r R
R

⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.35) 

 
 Η σχέση αυτή θα αποτελέσει τη σταθερά ολοκλήρωσης της τελικής διαφορικής 
εξίσωσης, από την οποία θα υπολογίσουµε το Φ στο εσωτερικό του αστέρα, εξ.(1.18)
Έτσι έχουµε πλέον την πλήρη λύση του προβλήµατος. 
 Τώρα πλέον έχουµε πει όλο το υπόβαθρο για να περάσουµε στις ακριβείς 
εσωτερικές λύσεις, που άλλωστε ήταν και ο σκοπός αυτής της παραγράφου. 
Υπάρχουν δυο ακριβείς λύσεις των σχετικιστικών εξισώσεων, η λύση του 
Schwarzschild και µια πιο πρόσφατη η λύση του Buchdahl (1981), σε αυτή την 
ενότητα θα ασχοληθούµε µόνο µε την πρώτη. 
 Για λόγους απλούστευσης της προσπάθειας επίλυσης των εξ. (1.21) και (1.30) 
θα υποθέσουµε ότι  
 σταθρ =  (1.36) 
η οποία θα αποτελεί την καταστατική εξίσωση, δίχως βέβαια να υπάρχει κάποια 
φυσική αιτιολόγηση γι’αυτήν. Παρόλα αυτά, το εσωτερικό των πυκνών αστέρων 
νετρονίων χαρακτηρίζεται από µια σχεδόν σταθερή πυκνότητα. Εποµένως η λύση που 
θα παρουσιάσουµε έχει κάποιο αστροφυσικό ενδιαφέρον. Η εξ. (1.21) 
ολοκληρώνεται αµέσως και δίνει 

 ( ) 34 οταν
3

m r r r Rπ ρ= ≤  (1.37) 

όπου R η άγνωστη προς το παρόν, ακτίνα του αστέρα. Για , η πυκνότητα 
µηδενίζεται και η m( r ) είναι συνεχής για r = R. Από εδώ έπεται 

r R>
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 ( ) 34 οταν
3

m r R M r Rπ ρ= ≡ ≥  (1.38) 

όπου η σταθερά Μ είναι η µάζα του Schwarzschild .Τώρα πλέον µπορούµε να 
επιλύσουµε την εξίσωση O-V εξ. (1.30). Αντικαθιστώντας την m από την (1.37) 
έχουµε 

 ( )( )
28

3

34
3 1

p pdp r
dr r

ρ ρ
π

π ρ
+ +

= −
−

 (1.39) 

 
η οποία µετά το χωρισµό των µεταβλητών καταλήγει στην 
 

 
( )( ) 28

3

4
3 3 1

dp drr
p p r

π
ρ ρ π

= −
+ + − ρ

 (1.40) 

 
η ολοκλήρωση του αριστερού µέλους απαιτεί την διάσπαση του πολυωνύµου µε τον 
ακόλουθο τρόπο 

 
( )( )

1
3 3p p pρ ρ ρ ρ p

Α Β
= +

+ + + +
 (1.41) 

το οποίο οδηγεί  
 

 
( ) ( )

( )
3 1 0 µε την απαιτηση

3 0 1 0
1 3

2 2

p ρ

και ρ απο την οποια εχω

και
ρ ρ

Α+Β + Α+Β − =

Α+Β = Α+Β − =

Α = − Β =

 (1.42) 

Οπότε έχω 

 
( ) ( )

( )28
3

28
30

13 4
2 2 3 3 1

c c

p p r

p p

d rdp dp
p p r

πρπ
ρ ρ ρ ρ πρ

−
− + = −

+ + −∫ ∫ ∫  (1.43) 

 
όπου cp µια αυθαίρετη κεντρική πίεση το παραπάνω ολοκλήρωµα καταλήγει τελικά 
στην απλή εξίσωση 

 ( )1/ 228
3

0

3ln ln 1
c

p r

p

p r
p

ρ πρ
ρ

⎡ ⎤+ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦+⎣ ⎦
 (1.44) 

 
από όπου έχω τελικά µέσω και της (1.37)  
 

 
1/ 233 21c

c

pp m
p p r

ρρ
ρ ρ

++ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠
 (1.45) 

 
αν θυµηθούµε αυτά που αναφέραµε παραπάνω ότι στην επιφάνεια του αστέρα η 
πίεση µηδενίζεται ότι για r = R έχω p = 0 τότε καταλήγω για την κεντρική πίεση στην 
εξίσωση 
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1/ 2

1/ 2

21 1

23 1 1
c

M
Rp

M
R

ρ

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.46) 

 
αντικαθιστώντας το cp  από την τελευταία, στην εξ.(1.45) λαµβάνουµε τελικά την 
εξής πολύ χρήσιµη σχέση για την κατανοµή της πίεσης στο εσωτερικό του αστέρα 
 

 

1/ 2 1/ 22

3

1/ 21/ 2 2

3

2 21 1

2 23 1 1

Mr M
R R

p
M Mr
R R

ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.47) 

Να σηµειώσουµε ότι η εξ. (1.46) συνεπάγεται 4
9c

Mp
R

καθως→∞ → . Στην τιµή 

του λόγου αυτού θα αναφερθώ σε λίγο γιατί αποτελεί το καρπό όλων αυτών των 
εξισώσεων. Είναι η σχέση που θέλαµε να καταλήξουµε από την αρχή και την οποία 
θα την χρησιµοποιήσουµε και στη συνέχεια όταν θα µιλήσω για την βαρυτική 
µετάθεση. 
 Θα τελειώσω µε την περίπτωση της σταθερής πυκνότητας, λύνοντας την 
εξ.(1.18) ως προς Φ. Η τιµή του Φ στο r = R προκύπτει από την συνέχεια του : 00g

 ( )00
21 Mg R
R

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.48) 

Άρα λαµβάνουµε 

 ( )
1/ 21/ 2 2

3

3 2 1 2exp 1 1
2 2

M Mr r R
R R

για
⎛ ⎞⎛ ⎞Φ = − − − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (1.49) 

 
Σηµειώνουµε ότι τα Φ και m είναι µονοτόνως αύξουσες συναρτήσεις του r, ενώ η p 
είναι µονοτόνως φθίνουσα.  
 Ας επανέλθουµε όµως στο κυρίως αποτέλεσµα όλης αυτής της επεξεργασίας, 
η εξίσωση (1.46) µας έδωσε ένα όριο στη τιµή του λόγου M/R : 
 

 4
9

M R≤  (1.50) 

 
Στο παραπάνω όριο καταλήγει και η λύση του Buchdahl µε ένα βέβαια πιο 

µαθηµατικό και δυσκολότερο τρόπο, γι’αυτό άλλωστε δεν ήθελα να αναφερθώ 
σ’αυτήν την λύση. Η σχέση αυτή µας λέει ότι δεν υπάρχουν αστέρες σταθερής 
πυκνότητας µε ακτίνες µικρότερες του 9/4 Μ, καθώς η στατική ισορροπία τους θα 
απαιτούσε πιέσεις µεγαλύτερες και από άπειρες! Ουσιαστικά, τα παραπάνω ισχύουν 
για κάθε αστρικό µοντέλο, κάτι που είναι γνωστό ως θεώρηµα του Buchdahl . Έστω 
ένας αστέρας ακτίνας R = 9M/4. Εάν στον αστέρα αυτόν προσδοθεί µια (σφαιρικά 
συµµετρική) ώθηση µε κατεύθυνση προς το εσωτερικό του, ο αστέρας δεν µπορεί 
παρά να καταρρεύσει προς τα µέσα, είναι αδύνατον να επανακτήσει µια κατάσταση 
στατικής ισορροπίας. Ωστόσο, κατά την διάρκεια της κατάρρευσης, η µετρική στο 
εξωτερικό του είναι η µετρική Schwarzschild.     
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 Ανακεφαλαιώνοντας, στη Γενική Θεωρία Σχετικότητας δεν µπορούν να 
υπάρξουν οµογενείς πυκνότητας αστέρες µάζας µεγαλύτερης από 4R/9. Θέτοντάς το 
από διαφορετική σκοπιά η µέγιστη µάζα που µπορεί να έχει ένας αστέρας σταθερής 
πυκνότητας 0ρ  είναι  

 
( )

1/ 2
max 01/ 2

4
9 3

M ρ
π

−=  (1.51) 

 
Η ύπαρξη ενός µέγιστου ορίου της µάζας στη ΓΘΣ δεν έχει να κάνει µε τις 
περιορισµένες συνθήκες που θέσαµε στη πυκνότητα των αστέρων, εννοώντας την 
σταθερή πυκνότητα. Στην πραγµατικότητα αν υποθέσουµε µια πυκνότητα ρ( r ) µη 
αρνητική και φθίνουσα µονότονη συνάρτηση του r, τότε µπορούµε να πάρουµε δυο 
ειδών µέγιστα όρια στην µάζα των αστέρων. (i) Για αστέρες καθορισµένης ακτίνας R 
και σταθερής πυκνότητας, η µέγιστη µάζα δίνεται από την σχέση (1.50). (ii) Για µια 
καθορισµένη όµως καταστατική εξίσωση µικρότερης της 0ρ , υπάρχει ένα µέγιστο 
όριο στη µάζα του αστέρα, ανεξάρτητα της καταστατικής του εξίσωσης για 
πυκνότητες µεγαλύτερες της 0ρ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

 
Τροχιές στο Χωρόχρονο Schwarzschild και άλλα 

Σχετικιστικά παρατηρήσιµα φαινόµενα 
 
 

 
ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε τα κυριότερα βαρυτικά φαινόµενα 
που απασχόλησαν τον ανθρώπινο νου τα τελευταία σαράντα χρόνια. Θα ξεκινήσουµε 
µε το φαινόµενο της Βαρυτικής Μετάθεσης, καθώς είναι ένα από τα σηµαντικότερα 
σχετικιστικά βαρυτικά φαινόµενα, χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του 
προηγούµενου κεφαλαίου θα αποδείξουµε πως δεν γίνεται να έχουµε µετάθεση του z 
µεγαλύτερη από 2 στο βαρυτικό πεδίο ενός σφαιρικά συµµετρικού αστέρα. Η 
απόδειξη θα γίνει µε τον πλέον απλό τρόπο αποφεύγοντας όρους όπως διανύσµατα 
Killing, καθώς στη γνώση και χρήση του τελευταίου µπορεί να γίνει η πλέον 
κατάλληλη απόδειξη όπως αυτή υπάρχει στην ξένη βιβλιογραφία.  
 Επόµενο βήµα είναι να µελετήσουµε τις τροχιές που ακολουθούν τα 
σωµατίδια ή φωτόνια γύρω από έναν συµµετρικό στατικό και µη περιστρεφόµενο 
αστέρα. Το τελευταίο το τονίζουµε διότι το κυρίως µέρος της εργασίας αυτής είναι η 
µελέτη τροχιών ελεύθερων σωµατιδίων γύρω από συµπαγής αστέρες. Σε επόµενο 
κεφάλαιο θα µελετήσουµε τις ίδιες τροχιές σε αργά περιστρεφόµενο αστέρα.  
 Τέλος θα µιλήσουµε και για ένα σχετικιστικά παρατηρήσιµο φαινόµενο που 
οφείλεται στο έντονο βαρυτικό πεδίο των αστέρων και ονοµάζεται µετάθεση του 
περιηλίου.  
 
 
 
Βαρυτική Μετάθεση 
 
 
 Έχει γίνει γνωστό από το προηγούµενο κεφάλαιο, πως το γραµµικό στοιχείο 
στη γεωµετρία του Schwarzschild δίνεται από την σχέση  
 

 
1

2 2 2 2 22 21 1 ( sinM Mds dt dr r d d
r r

2 2 )θ θ φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.1) 

 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι δύο παρατηρητές βρίσκονται ακίνητοι ο ένας κοντά στο 
συµπαγές αντικείµενο (Π1) και ο άλλος πάρα πολύ µακριά όπου η γεωµετρία του 
χώρου του είναι επίπεδη (Π2) (Εικόνα 7.1). Οι παρατηρητές αποφασίζουν να 
ανταλλάξουν φωτεινά σήµατα, τότε για τα διαστήµατα ίδιων χρόνων του καθένα θα 
έχουµε από την (2.1)  
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⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

t

t

 (2.2) 

 
όπου θυµίζουµε ότι οι παρατηρητές θεωρούνται ακίνητοι δηλαδή dr = dθ = dφ = 0. 
∆ιαιρώντας τις (2.2) µεταξύ τους και παίρνοντας υπόψη την σχέση  
 

 2  και   c λ πω
τ τ

= =  (2.3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             
ΕΙΚΟΝΑ 7.1  Χωροχρονικό διάγραµµα που δείχνει τις κοσµικές γραµµές  των δυο παρατηρητών 
έξω από το σφαιρικά συµµετρικό σώµα. Ο ένας παρατηρητής βρίσκεται στην ακτίνα R ο άλλος στο 
άπειρο. Φωτόνιο εκπέµπεται από το R µε συχνότητα ω1 όπως αυτό µετρείται από το εργαστήριο του 
ίδιου. Το φωτόνιο πορεύεται κατά µήκος της εστιασµένης γραµµής και φτάνει στο παρατηρητή που 
βρίσκεται στο άπειρο µε συχνότητα ω2. Η µετρούµενη συχνότητα ω2 είναι µικρότερη από την ω1 διότι 
το φωτόνιο ξοδεύει ενέργεια κατά την προσπάθειά του να ανέβει το δυναµικό της βαρυτικής πηγής. Το 
φαινόµενο αυτό ονοµάζεται βαρυτική µετάθεση.  
 
 
 
έχουµε  

 

1/ 2

11 1 2
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2 2 1

2

21
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m
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⎛ ⎞
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⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (2.4) 
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Από την (2.4) καταλήγω στο συµπέρασµα πως για  όταν δηλαδή ο ποµπός 
βρίσκεται πιο κοντά στο βαρυτικό πεδίο του συµπαγούς αντικειµένου από το δέκτη 
τότε και 

2r r> 1

11 2 2  η    ω ω λ′> λ>   πράγµα που σηµαίνει πως το µήκος κύµατος του 
φωτονίου που µετρά ο δέκτης είναι µεγαλύτερο από το αρχικό µήκος µε το οποίο 
ξεκίνησε από τον ποµπό. Παρατηρούµε λοιπόν µια µετάθεση προς το ερυθρό.  
 Το παραπάνω φαινόµενο φαίνεται λογικό αν αναλογιστούµε πως το φωτόνιο 
ενέργειας ωΕ = =  θα πρέπει να ελαττώνει την ενέργειά του καθώς προσπαθεί να 
διαφύγει από το βαρυτικό πεδίο. Θεωρώντας την περίπτωση ασθενούς βαρυτικού 
πεδίου δηλαδή 

 2

2 21m GM
r c

⇔� 1
r
�  (2.5) 

 
όπου ο δεύτερος όρος προέκυψε αντικαθιστώντας τα G και c σε µη 
γεωµετρικοποιηµένες µονάδες, η σχέση (2.4) καταλήγει στην 

 1/ 2 1/ 2

2

1 1 2 1 2 2

ω 2 21 1 1 1 1
ω

m m m m m
r r r r r

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − ⋅ − − ⋅ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ∼
1

m
r

 (2.6) 

 
ή αντικαθιστώντας τα  G και c  

 2
2 2

1 1

1 GM GM
c r c r2

ω
ω

= − +  (2.7) 

 
Εκτελώντας απλές αλγεβρικές πράξεις καταλήγω στην σχέση 

 2 1 12
2 1

1 1GM
c r

ω ω ω ω
⎛ ⎞

∆ = − = ⋅ −⎜
⎝ ⎠r ⎟  (2.8) 

Η τελευταία σχέση πολλαπλασιασµένη µε  µας δίνει την διαφορά της ενέργειας του 
φωτονίου στο Νευτώνειο όριο. 

=

 Χρησιµοποιώντας τώρα την σχέση (2.4) µπορούµε να υπολογίσουµε την 
µέγιστη µετάθεση z που µπορεί να έχει το εκπεµπόµενο φως από την επιφάνεια ενός 
συµµετρικού αστέρα. Αν αντικαταστήσουµε στην σχέση (2.4) την απόσταση του 
παρατηρητή 2 µε αυτήν στο άπειρο δηλαδή πολύ µακριά του βαρυτικού πεδίου όπου 
ο χώρος θεωρείται επίπεδος και την απόσταση του παρατηρητή 1 την βάλουµε στην 
απόσταση που ορίζει η σχέση(1.50), δηλαδή στην µέγιστη ακτίνα ενός σφαιρικά 
συµµετρικού και οµογενούς αστέρα, τότε παίρνουµε  
 

 

1/ 2

1/ 2 1/ 2
2

max 1/ 2
1

21 9
8 14 1
9 921

M
M

M
ω
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ 1

3
| = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞−⎜ ⎟∞⎝ ⎠

=  (2.9) 

 
  
Θυµίζοντας ότι η µετάθεση Doppler δίνεται από την σχέση  
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 2

1

z 1λ λ
λ
−

=  (2.10) 

 
όπου λ2 είναι το κύµα που υπέστη µετάθεση έχω 
 

 2 1
max max max

1 2

1 1 3z 1 2λ ω
λ ω

= | − = | − = − =  (2.11) 

  
Το παραπάνω αποτέλεσµα µας δηλώνει πως δεν µπορούµε να πάρουµε 

µετάθεση φασµατικών γραµµών λόγω έντονου βαρυτικού πεδίου παραπάνω από 2. 
Πολλές αστροφυσικές πηγές παρουσιάζουν µετάθεση παραπάνω από 5, όπως οι 
κβάζαρς. Τα τελευταία είναι αστρικά αντικείµενα µε έντονο βαρυτικό πεδίο τα οποία 
βρίσκονται στις παρυφές του Σύµπαντος. Έτσι η µετάθεσή τους οφείλεται αφενός µεν 
στο έντονο βαρυτικό τους πεδίο αφετέρου δε στο φαινόµενο Doppler λόγω της 
αποµάκρυνσής τους από εµάς µε ταχύτητες που πλησιάζουν αυτές του φωτός. Για τον 
ήλιο µας η παραπάνω µετάθεση είναι 
  

 62 10  cmλ
λ

−∆
⋅∼  (2.12) 

 
Αν θεωρήσουµε τώρα τον παρατηρητή 2 ότι βρίσκεται πολύ µακριά από την πηγή 
τότε ο ίδιος χρόνος θα ταυτίζεται µε τον συντεταγµένο χρόνο δηλαδή dτ = dt. 
Υποθέτοντας επίσης πως ο παρατηρητής 1 βρίσκεται στην απόσταση r→2m  τότε 
βλέπουµε πως η (2.9) τείνει στο µηδέν και συνεπώς η µετάθεση z τείνει στο άπειρο. 
 Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα πως άπειρη µετάθεση του φάσµατος 
προς το ερυθρό έχουµε στην περίπτωση που πλησιάσουµε την επιφάνεια µιας 
Μελανής Οπής. 
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Επιτρεπτές Τροχιές Σωµατιδίων στο Βαρυτικό Πεδίο 
 Schwarzschild. 

 
 Η ΄΄γεωµετρία Schwarzschild΄΄ περιγράφει τον κενό χωρόχρονο στο 
εξωτερικό ενός σφαιρικού αστέρα. Καθορίζεται από µια παράµετρο, τη µάζα Μ, έχει 
δε το εξής στοιχείο µήκους  

 
1

2 2 2 2 22 21 1 ( sinM Mds dt dr r d d
r r

2 2 )θ θ φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.13) 

  
Η σπουδαιότητα αυτού του στοιχείου µήκους δεν έγκειται µόνο στη δυνατότητα 
περιγραφής του βαρυτικού πεδίου ενός αστέρα, όπως θα δούµε, περιγράφει και τη 
γεωµετρία των σφαιρικών µελανών οπών. Το κλειδί για την κατανόηση της φυσικής 
σηµασίας αυτής της µετρικής είναι µια προσεκτική µελέτη των χρονοειδών και 
φωτοειδών γαιωδεσιακών της, δηλαδή των τροχιών ελευθέρων σωµατιδίων και 
φωτονίων. 
 Ας εξετάσουµε λοιπόν τις τροχιές των σηµειακών σωµατιδίων οι οποίες 
ακολουθούν τις χρονοειδής γεωδαισιακές στην Γεωµετρία του Schwarzschild. Τα 
σηµειακά σωµατίδια µπορεί να είναι οι πλανήτες οι οποίοι περιστρέφονται γύρω από 
τον Ήλιο ή να είναι σωµατίδια ενός δίσκου προσαύξησης  εκτελώντας περιστροφές 
γύρω από έναν αστέρα νετρονίων ή µια Μελανή Οπή. 
 Γνωρίζουµε πως όταν ένας χωρόχρονος διαθέτει κάποια συµµετρία, τότε µε τη 
συµµετρία αυτή συνδέεται µια διατηρούµενη συνιστώσα της ορµής. Ο χωρόχρονός 
µας εδώ διαθέτει αρκετές συµµετρίες, όπως σφαιρική συµµετρία, ανεξαρτησία από το 
χρόνο, οπότε προκύπτει ότι οι τιµές των διατηρούµενων ποσοτήτων καθορίζουν 
πλήρως την τροχιά. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε ταυτόχρονα, σωµατίδια µε µάζα και 
σωµατίδια χωρίς µάζα (φωτόνια). 

Εξαιτίας της συµµετρίας Parity στην µετρική του Schwarzschild, δηλαδή 
ανεξαρτησία της θ  σε κυκλική εναλλαγή, θ π θ→ − , έχω σαν αποτέλεσµα αν ένα 
εφαπτόµενο διάνυσµα της γεωδαισιακής βρίσκεται σε γωνία / 2θ π= , τότε και η 
γεωδαισιακή θα βρίσκεται πάνω στο επίπεδο / 2θ π= , δηλαδή στο ισηµερινό 
επίπεδο, και κάθε περιστροφή θα την βρίσκει στο ίδιο επίπεδο. Έτσι λοιπόν έχουµε 
να µελετήσουµε µόνο τις ισηµερινές γεωδαισιακές. Η χρονική ανεξαρτησία της 
µετρικής όσο και η ανεξαρτησία της από την αζιµουθιακή γωνία φ  συνεπάγεται την 
ύπαρξη δύο ολοκληρωµάτων της κίνησης, τα οποία για την γωνία / 2θ π=  ( κίνηση 
σε ισηµερινό επίπεδο) είναι 
 

 

2

0

Ολοκληρωµα Στροφορµης :      

2Ολοκληρωµα Ενεργειας :         1

L p r

ME p t
r

φ φ= = ⋅

⎛ ⎞= − = − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

�� �

�� �
 (2.14) 

 
Αντίστοιχες εξισώσεις υπάρχουν και για τα φωτόνια. Η πρώτη σχέση των 

(2.14) στο Νευτώνειο βαρυτικό πεδίο δεν είναι άλλη από τον 2ο νόµο του Kepler, ίσα 
εµβαδά διαγράφονται σε ίσους χρόνους. Στη Γενική Σχετικότητα η γεωµετρία δεν 
είναι Ευκλείδεια και δεν µπορούµε να ερµηνεύσουµε την παραπάνω σχέση ανάλογα, 
το µόνο που µπορούµε να πούµε και αυτό εφόσον ερµηνεύσουµε καλά τα στοιχεία 

 και r φ� , είναι ότι η ποσότητα 2r φ� παραµένει ίδια τόσο σε ασθενές όσο και σε ισχυρό 
βαρυτικό πεδίο. Οι υπόλοιπες συνιστώσες της ορµής είναι για 
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και για 
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2

2φωτονιο    :  1
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 (2.16) 

 
όπου τα  είναι η ανά µονάδα µάζας Ενέργεια και Στροφορµή αντίστοιχα και λ 
µια τυχαία αφινική παράµετρος. Η γνωστή τώρα σχέση της ΓΘΣ  

,E L� �

 
 2p p m⋅ = −

G G  (2.17) 
συνεπάγεται για 

 1 1 2 2 2
2 2 2 2

2

σωµατιδιο :

2 21 1M M dr m Lm E m m
r r d rτ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�
��  (2.18) 

και για φωτόνιο : 

 
1 1 2 2

2
2

2 21 1M M dr LE
r r d rλ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0  (2.19) 

 
Η εξίσωση (2.18) ονοµάζεται χρονοειδής γεωδαισιακή ενώ η (2.19) φωτοειδής 
γεωδαισιακή. Από τις εξισώσεις αυτές λαµβάνουµε τις βασικές εξισώσεις των 
τροχιών 
Για σωµατίδιο : 

 
2 2

2 2 21 1dr M Lr E
d rτ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − − +⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

���
r ⎟  (2.20) 

για φωτόνιο : 

 
2 2

2 2 21dr M Lr E
d rλ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�
r

 (2.21) 

  
Η σχέση (2.20) µας λέει ότι η ακτινική κίνηση ενός σωµατιδίου µάζας m=1 

πάνω στην χρονοειδή γεωδαισιακή είναι ίδια µε την κίνηση σωµατιδίου µάζας m=1 
και ενέργειας Ε2 σε µονοδιάστατη µη σχετικιστική κίνηση. Η (2.20) αποτελεί µια 
άλλη έκφραση του ολοκληρώµατος της ενέργειας, η οποία περιέχει µόνο τα . 
Είναι εποµένως το ολοκλήρωµα της ενέργειας στην ισοδύναµη µονοδιάστατη κίνηση 
του υλικού σηµείου, πάνω στην ακτίνα που το παρακολουθεί. Γίνεται ολοφάνερο πως 
αν θυµηθούµε από την Μηχανική το αντίστοιχο ολοκλήρωµα της κίνησης  

 και r r�
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 21 ( )
2

r V r ′+ = Ε�  (2.22) 

τότε ταυτίζοντας την ενέργεια 
2 1
2

E −′Ε =  παίρνουµε το υποθετικό δυναµικό ( )    effV r

 ( )
2 2

2 32eff
M L MLV r
r r r

= − + −  (2.23) 

Ο νέος όρος που προσδίδει η ΓΘΣ είναι ο τελευταίος όρος  
2

3

ML
r

 που  για µικρές 

τιµές του r υπερισχύει του φυγοκεντρικού όρου 
2

22
L
r

. Για µεγάλες τιµές του r το 

δυναµικό συµπίπτει µε το Νευτώνειο δυναµικό όπως ακριβώς δείχνει και η εικόνα 
2.2. Και αυτό γίνεται διότι οι πρώτοι τρεις όροι της (2.23) είναι ακριβώς οι ίδιοι µε 
την Νευτώνεια θεωρία. Ωστόσο καθώς το r µειώνεται ο διορθωτικός όρος της ΓΘΣ 
γίνεται αρκετά σηµαντικός. 
 
Κατηγορίες Τροχιών 
  
 Τα σηµεία ισορροπίας στην ισοδύναµη µονοδιάστατη κίνηση αντιστοιχούν σε 
ακρότατα του υποθετικού δυναµικού { dV/dr = 0} . Εποµένως : 
 

 (
2 2

4 2 2 2
2 3 4

3 3dV M L ML r Mr L r ML
dr r r r

−= − + = − + =) 0

0

 (2.24) 

 
Από την (2.24) έχω τελικά  2 2 23Mr L r ML− + =    οπότε οι δύο λύσεις που 
προκύπτουν είναι : 

 

2
2 2

22

min
max

1 12
1 1 12

2 2

ML L
L Lr

M M

⎛ ⎞± − ⎜ ⎟ M
L

⎡ ⎤⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎢ ⎥= = ± − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (2.25) 

 

 
ΕΙΚΟΝΑ 2.2  Το σχετικιστικό και Νευτώνειο ενεργό δυναµικό για την ακτινική κίνηση και για την 
τιµή . Τα δυο δυναµικά φαίνονται να ταυτίζονται για µεγάλες τιµές του r αλλά / 4L M = .3
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διαφέρουν σηµαντικά για µικρά r. Για την Γη η οποία κινείται γύρω από το ασθενές βαρυτικό πεδίο 
του Ήλιου ο λόγος και η διαφορά του Νευτώνειου από το Σχετικιστικό δυναµικό είναι 
απειροελάχιστη, παραµένει όµως µετρήσιµη. 

9/ 1L M ∼ 0

 
 
 
Η τελευταία σχέση µας δίνει στην ουσία τις ακρότατες τιµές του δυναµικού V(r), η 
σχέση αυτή όµως απαιτεί και µια περαιτέρω διερεύνηση. Έτσι 
 

 ( i ) αν 2 212 0L M− <  Τότε δεν υπάρχουν ακρότατα του δυναµικού V, όπως 

φαίνεται και στην εικόνα 2.3 για την τιµή / 12 3.L M < = 46 δεν υπάρχουν 
ακρότατα, το δυναµικό έχει συνέχεια αρνητική τιµή ,στην ουσία δεν υπάρχουν ακόµα 
τροχιές, το σωµατίδιο κινείται προς το ελκτικό κέντρο, πέφτει πάνω στον ορίζοντα 
των γεγονότων και συνεχίζει ακάθεκτο την πορεία του προς την µοναδικότητα           
(r = 0). Στην περίπτωση βέβαια που δεν έχουµε Μελανή Οπή αλλά αστέρα νετρονίων 
τότε το σωµατίδιο πέφτει πάνω στην επιφάνεια του αστέρα. 

 
 ( ii )  αν 2 212 0L M− > τότε  υπάρχουν δύο συγκεκριµένες λύσεις αυτές των 
(2.25). Σε αυτήν την περίπτωση όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε και από την 
εικόνα 2.3 έχουµε δύο ακρότατα ένα µέγιστο και ένα ελάχιστο. Βρίσκοντας από την 
(2.23) τη δεύτερη παράγωγο του δυναµικού συναρτήσει του r και θέτοντας την τιµή 

, βρίσκουµε ότι  r r+=

 
2

2 0r
d V
dr +

| >  (2.26) 

 
που σηµαίνει πως οι τροχιές r+ είναι ευσταθείς και αντιστοιχούν στο ελάχιστο 
ακρότατο, το οποίο για την τιµή  βρίσκεται κάτω από την τιµή του = 0 
ενώ κάνοντας τους ίδιους υπολογισµούς  για τις 

/L M > 4 effV
r−  τροχιές βρίσκουµε πως 

αντιστοιχούν σε ασταθείς τροχιές, αποτελεί δηλαδή το µέγιστο ακρότατο, αφού η 
δεύτερη παράγωγος του δυναµικού είναι αρνητική. 

 
 ΕΙΚΟΝΑ 2.3 Το ενεργό δυναµικό Veff της τροχιακής κίνησης για αρκετές διαφορετικές 
τιµές του L. 
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Η ποιοτική συµπεριφορά τώρα µιας τροχιάς εξαρτάται από την σχέση µεταξύ 

του 
2 1
2

Eε −
=  και του ενεργού δυναµικού. Τα σηµεία αναστροφής βρίσκονται στην 

ακτίνα  για την οποία είναι tpr ( )eff tpV rε = , διότι σε αυτήν την ακτίνα µηδενίζεται η 

ακτινική ταχύτητα. Εάν /L M < 12 , τότε δεν υπάρχουν σηµεία αναστροφής για 
θετικές τιµές του ε . Σε αυτήν την περίπτωση όπως αναφέραµε ένα σωµατίδιο που 
κινείται προς την πηγή πέφτει στην βαρυτική πηγή. Αυτό βέβαια βρίσκει αντίθετη την 
Νευτώνεια θεωρία στην οποία υπάρχει ένα θετικό φυγόκεντρο όριο που ανακλά το 
σωµατίδιο (εικόνα 2.2). Οι εικόνες 2.4 και 2.5 δείχνουν τέσσερα είδη  τροχιών για 
τιµές του /L M > 12  καθώς και τις µορφές τους. Κυκλικές τροχιές είναι πιθανές 
στην τιµή της ακτίνας (2.25) στην οποία το ενεργό δυναµικό έχει ένα µέγιστο ή 
ελάχιστο. Η τροχιά στο µέγιστο ακρότατο είναι ασταθής διότι µια µικρή αύξηση στο 
ε  θα οδηγήσει το σωµατίδιο ή να διαφύγει στο άπειρο ή να πέσει προς το κέντρο της 
πηγής. Η τροχιά για το ελάχιστο ακρότατο είναι ευσταθής. Υπάρχουν δέσµιες τροχιές 
για  0ε <  που ταλαντώνονται µεταξύ των δυο σηµείων αναστροφής. 

 

 
ΕΙΚΟΝΑ 2.4  Τέσσερα είδη τροχιών  στη γεωµετρία του Schwarzchild. Τα ζεύγη των εικόνων σε 
αυτήν την σελίδα αλλά και στην επόµενη, δείχνουν τέσσερα είδη τροχιών που αντιστοιχούν σε 
διαφορετικές τιµές τουε  για την τιµή του λόγου / 4.L M 3= . Το δυναµικό σε σχέση µε το ε  φαίνεται 
αριστερά. Ο οριζόντιος άξονας σε αυτά τα διαγράµµατα είναι η τιµή του . Ο κάθετος άξονας 
είναι το ενεργό δυναµικό. Οι οριζόντιες γραµµές δείχνουν τις τιµές του 

/r M
ε . Οι κάθετες διακεκοµµένες 

γραµµές δείχνουν τα σηµεία αναστροφής, ενώ οι τελείες δείχνουν τα πιθανά σηµεία των κυκλικών 
τροχιών. Οι µορφές των τροχιών αυτών φαίνονται δεξιά όπου οι συντεταγµένες του Schwarzchild r και 
φ ζωγραφίζονται ως πολικές συντεταγµένες στο επίπεδο. Η σκιασµένη περιοχή στο κέντρο κάθε 
διαγράµµατος αντιστοιχούν σε ακτίνα 2r M< . Η πάνω εικόνα δείχνει δύο κυκλικές τροχιές µε την 
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εξωτερική να είναι σταθερή και την εσωτερική ασταθή. Η κάτω εικόνα δείχνει µια δέσµια τροχιά στην 
οποία το σωµατίδιο κινείται µεταξύ των δυο σηµείων αναστροφής που φαίνονται µε τελείες.  

 
ΕΙΚΟΝΑ 2.5  (Συνέχεια) Η πάνω εικόνα δείχνει ανακλώµενη τροχιά. Το σωµατίδιο έρχεται από 
το άπειρο, περνάει γύρω από το ελκτικό κέντρο και κινείται και πάλι προς το άπειρο. Η κίνηση αυτή 
είναι µια πολύ σχετικιστική κίνηση που διαφέρει σηµαντικά από την υπερβολική τροχιά της 
Νευτώνειας θεωρίας. Η κάτω και τελευταία εικόνα δείχνει µια σπειροειδή τροχιά στην οποία το 
σωµατίδιο έρχεται από το άπειρο περνά το ελκτικό κέντρο και πέφτει µέσα στο κέντρο της ελκτικής 
πηγής. Το είδος αυτής της τροχιάς δεν είναι δυνατόν να υπάρξει στη Νευτώνεια Μηχανική για ένα 
σωµατίδιο που κινείται σε κεντρικό δυναµικό 1/r.  

 
 
Ας θεωρήσουµε την τροχιά µε τιµή του Ε αυτή της εικόνας 2.5 (πάνω). Αν το 

σωµατίδιο έρχεται από το άπειρο, τότε δεν µπορεί να πλησιάσει περισσότερο από το r 
που ορίζει το σηµείο τοµής της καµπύλης µε την ευθεία. Το σηµείο αυτό ονοµάζεται 
σηµείο αναστροφής. Καθώς στο σηµείο αυτό ισχύει  ( )eff tpV rε =  η ακτινική 

ταχύτητα του σωµατιδίου µηδενίζεται. Παρατηρούµε ότι στο παραπάνω σηµείο η 
ακτινική επιτάχυνση της τροχιάς είναι προς τα έξω, οπότε το σωµατίδιο φθάνει µέχρι 
την ελάχιστη απόσταση r και στη συνέχεια καθώς αναστρέφεται η πορεία του, 
επιταχύνεται προς τα έξω για να επιστρέψει στο άπειρο. Πρόκειται για µια 
΄΄υπερβολική τροχιά΄΄, ανάλογη περίπου των πραγµατικών υπερβολικών τροχιών στη 
Νευτώνεια βαρύτητα. 

Είναι εµφανές ότι µια κυκλική τροχιά ( r = σταθ. ) είναι δυνατή µόνο για την 
ελάχιστη ή µέγιστη τιµή του ενεργού δυναµικού. Τις ακραίες αυτές τιµές µπορούµε 
να τις δούµε από τις άσπρες βούλες στην εικόνα 2.4 (πάνω). Ωστόσο το µέγιστο είναι 
ασταθές, καθώς οποιαδήποτε µικρή µεταβολή του r έχει ως αποτέλεσµα , µια 
επιτάχυνση µε φορά αποµακρυνόµενη από το µέγιστο. Άρα για τα σωµατίδια υπάρχει 
µόνο µια ευσταθής και µια ασταθής κυκλική τροχιά για τη συγκεκριµένη τιµή του L. 
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Ο άλλος τύπος τροχιάς που θα εξετάσουµε είναι αυτός που προκύπτει στην 
περίπτωση που η ενέργεια δίδεται από τη γραµµή της εικόνας 2.5 (κάτω). Καθώς η 
ευθεία αυτή δεν τέµνει πουθενά τη καµπύλη του δυναµικού, η τροχιά θα προσκρούει 
στο σηµείο r = 2M χωρίς να υπάρξει αναστροφή. Στην περίπτωση βέβαια που η 
εξεταζόµενη γεωµετρία αναφέρεται σε έναν αστέρα  η ακτίνα του R θα είναι 
µεγαλύτερη του 2Μ και τα διαγράµµατα δυναµικού, θα ισχύουν µόνο στο εξωτερικό 
του. Ένα σωµατίδιο που θα φτάσει στο r = R θα προσκρούσει στον αστέρα, ενώ 
ανάλογα µε την τιµή του λόγου R/M, θα επιτρέπονται µόνο συγκεκριµένοι τύποι 
τροχιών. 

Οι σταθερές κυκλικές τροχιές βρίσκονται στην ακτίνα του 
ελαχίστου του υποθετικού δυναµικού. Η ακτίνα αυτή ελαττώνεται σε απερχόµενη 
ελάττωση του λόγου 

minr r r+= =

/L M� , αλλά σταθερές κυκλικές τροχιές δεν βρίσκονται σε 
τυχαίες µικρές ακτίνες. Λόγω της (2.25) οι εσώτερες σταθερές κυκλικές τροχιές ή 
ISCO όπως αυτές συνηθίζονται να λέγονται ( Innermost Stable Circular Orbit ), 
βρίσκονται σε εκείνη την ακτίνα για την οποία /L M =� 12

M
 , δηλαδή 

 ISCO 6r =  (2.27) 
 
Το αποτέλεσµα αυτό παίζει σηµαντικό ρόλο στην δοµή των πηγών ακτίνων – Χ, όπως 
θα δούµε αργότερα. Στη ΓΘΣ λοιπόν ευσταθείς τροχιές θα υπάρχουν πάνω από 
απόσταση 6Μ όταν ο αστέρας δεν περιστρέφεται, δεν έχουµε δει όµως και το µέγιστο 
όριο, δηλαδή τι γίνεται σε µικρότερες αποστάσεις από την πηγή. Η σχέση (2.24) 
ικανοποιείται για κάθε τιµή του r, λύνοντάς την ως προς έχω  2L�

 
2

2

3
MrL

r M
=

−
�  (2.28) 

 
γίνεται ολοφάνερο τώρα ότι για να έχει ισχύ η παραπάνω σχέση θα πρέπει . 
Το παραπάνω όριο αποτελεί την µέγιστη ευσταθή τροχιά των φωτονίων, πράγµα που 
σηµαίνει πως τα όρια για ευσταθεί ή χαοτική κίνηση σωµατιδίου ή φωτονίου γύρω 
από ένα σφαιρικά συµµετρικό και οµογενή αστέρα µη περιστρεφόµενο είναι : 

3r M>

 
 3 6M r M< <  (2.29) 
 

Τώρα που βρήκαµε τα όρια των ευσταθών και ασταθών τροχιών είναι εύκολο 
να βρούµε και τις ενέργειες των τροχιών αυτών. Τις ενέργειες αυτές µπορώ να τις 
υπολογίσω µέσω της (2.20) όπου θα θέσω όπου minr r r+= =  ,τότε , και όπου 

θέτω την τιµή του όπως αυτή προκύπτει από την (2.28). Το τελικό αποτέλεσµα 
µου δίνει : 

0r =�
2L�

 
( )1/ 21/ 2

2
3

r ME
r r M

−
=

−
�  (2.30) 

Από την τελευταία σχέση παρατηρώ ότι για  r = 6M έχω Ε = 0,942, ενώ για r→ 3M 
βλέπω πως Ε → �. Τέλος για r = 4M έχω E = 1. 

 Παρατηρώ λοιπόν ότι τα σωµατίδια στις ασταθείς κυκλικές τροχιές µεταξύ 
3Μ και 4Μ θα φύγουν στο άπειρο αν διαταραχθούν ακτινικά προς τα έξω, αντίθετα 
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της ελκτικής δύναµης που τα ωθεί προς το βαρυτικό κέντρο. Η ενέργεια σύνδεσης  
της τελευταίας ευσταθής τροχιάς, δίνεται από την σχέση 

BE

  
  (2.31) ( )61 1 0,942 0B ME E= − = − � ,06
 
Σωµατίδια όµως σε τροχιές του χώρου Schwarzschild εκπέµπουν βαρυτική 
ακτινοβολία µε αποτέλεσµα να χάνουν ενέργεια και να παρεκκλίνουν ελαφρά από την 
γεωδαισιακή κίνηση. 
 Σωµατίδιο σε αρχική κυκλική τροχιά ακτίνας και άρα ενέργειας r M�

1E � θα παρεκκλίνει σιγά σιγά σε σπειροειδή τροχιά ολοένα και µικρότερης ακτίνας 
µέχρι την απόσταση . Από εκείνη την απόσταση και πέρα, η τροχιά γίνεται 
ασταθής και το σωµατίδιο σταδιακά θα πέσει προς τη µοναδικότητα. Σύµφωνα µε την 
(2.31) περίπου το 6% της αρχικής ενέργειας – µάζας του σωµατιδίου θα εκπεµφθεί 
κατά την κίνηση του σωµατιδίου από την  έως τη 

6r M=

r M� 6r M= . Σε άλλους 
χωροχρόνους όπως στο χώρο Kerr, η αντίστοιχη ποσότητα φτάνει το 42% της 
ενέργειας του σωµατιδίου. Το γεγονός αυτό µας δείχνει ότι αρκετή ενέργεια χάνεται ή 
αν θέλετε εκπέµπεται κατά την πτώση σωµατιδίων είτε προς τη µοναδικότητα, είτε 
προς την επιφάνεια του αστέρα. 
 Τέλος κλείνοντας την ενότητα των τροχιών θα πούµε λίγα πράγµατα και για 
τις συχνότητές τους. Εάν το σωµατίδιο µετατοπίζεται ελαφρώς από την ακτίνα 
ευσταθούς τροχιάς του , τότε ταλαντώνεται ακτινικά. Οπότε παίρνουµε την 
ακτινική επικυκλική συχνότητα περιστροφής ( radial epicyclic frequency ), η οποία 
αντιστοιχεί σε απλή αρµονική ταλάντωση. Οι συχνότητες αυτές δίνονται από την 
σχέση 

r+

 ( )
( )

2
2

2 3

6
3r r

M r Md V
dr r r M

ω +

+ +
+

−
= | =

−
 (2.32) 

 
η οποία προέκυψε παραγωγίζοντας την (2.24) ως προς r δύο φορές και θέτοντας  στη 
συνέχεια εξαλείφοντας παράλληλα τον όρο µέσω της (2.28). Ο χρόνος  ο 
οποίος κρύβεται στην (2.32) είναι ο ίδιος χρόνος τ, µετρούµενος από το σωµατίδιο 
και ο οποίος είναι ο αντίστοιχος χρόνος της µετρικής του Schwarzschild. 

r r+= 2L� t

t
 Η γωνιακή ταχύτητα ενός σωµατιδίου που εκτελεί κυκλική τροχιά, ορίζεται 
ως ο ρυθµός µε τον οποίο η γωνιακή του θέση αλλάζει µε το χρόνο. Ο ρυθµός φω ως 
προς τον συντεταγµένο χρόνο , είναι ο ρυθµός που µετράται από ένα στατικό ρολόι 
στο άπειρο, όπου ο συντεταγµένος χρόνος  και ο ίδιος χρόνος τ ενός τέτοιου 
ρολογιού ταυτίζονται. Την συχνότητα αυτή την ονοµάζουµε γωνιακή επικυκλική 
συχνότητα περιστροφής

t
t

φω  ( angular epicyclic frequency ) και δίνεται από την σχέση 
 

 2

1 21d d d M
dt dt d r r Eφ
φ φ τω

τ
⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
�
L  (2.33) 

 
η οποία βγήκε µε διαίρεση της τρίτης εξίσωσης µε την πρώτη  των (2.15). Την (2.33) 
θα την φέρουµε σε πιο απλή µορφή αντικαθιστώντας τις τιµές των  και L E� � . 
∆ιαιρώντας τις (2.28) και (2.30) παίρνω  

 ( )
1

1/ 2 21L Mr
E r

M −
⎛= −⎜
⎝ ⎠

�
�

⎞
⎟  (2.34) 



Κεφ. 2                     Τροχιές στο χωρόχρονο Schwarzschild  25

 
αντικαθιστώντας την τελευταία στην (2.33) παίρνω τελικά 
  

 2
3

M
rφω =  (2.35) 

  
η παραπάνω σχέση ισχύει για κυκλικές τροχιές. Η σχέση αυτή έχει την ίδια µορφή µε 
τον αντίστοιχο µη σχετικιστικό νόµο του Kepler. Η περίοδος στην χρονική 
συντεταγµένη Schwarzschild είναι 2π/ωφ και η (2.35) µας λέει ότι η περίοδος είναι 
ανάλογη του κύβου της ακτίνας της τροχιάς. Η απλή αυτή συµφωνία µεταξύ 
σχετικιστικής και µη – σχετικιστικής θεωρίας, είναι απλά µια τυχαία σύµπτωση, η 
οποία πηγάζει από την επιλογή µας η συντεταγµένη χρόνου t του Schwarzschild να 
µετράει την γωνιακή ταχύτητα, ενώ η ακτίνα της τροχιάς Schwarzschild να µετράται 
από τον ίδιο χρόνο.   
 Η γωνιακή επικυκλική συχνότητα, βρίσκεται επίσης και από την σχέση (2.14) 
όπου φφ ω=� . Εξαλείφοντας το από την (2.28) και θέτοντας όπου παίρνω 
τελικά µια άλλη τώρα σχέση για την γωνιακή συχνότητα στην οποία τόσο η γωνιακή 
ταχύτητα όσο και η ακτίνα της τροχιάς είναι µετρηµένες στο συντεταγµένο χρόνο t. 
Αυτή είναι : 

2L� r r+=

 
( )

2
2 3

M
r r Mφω
+ +

=
−

 (2.36) 

 
Στην Νευτώνεια προσέγγιση όπου  η γωνιακή και η ακτινική συχνότητα 
ταυτίζονται οπότε 

r M+ �

r φω ω≈ . Σε αυτή τη περίπτωση το σωµατίδιο θα επανέλθει στο 
αρχικό σηµείο από όπου ξεκίνησε σε χρόνο µιας περιόδου, οπότε η τροχιά του γίνεται 
κλειστή. Πράγµατι στη Νευτώνεια θεωρία όλες οι τροχιές των πλανητών είναι 
κλειστές ελλείψεις. 
 Στη ΓΘΣ όµως το r φω ω≠  , µε αποτέλεσµα οι τροχιές να µην είναι κλειστές. 
Αυτό που συµβαίνει στην ουσία είναι µια µετάθεση στην γωνία διαγραφής του 
σωµατιδίου κατά την κυκλική του ή την ελλειπτική του τροχιά. Για περίπου κυκλικές 
τροχιές η γωνιακή ταχύτητα µετάθεσης δίνεται από την σχέση rρ φω ω ω= − και η 
οποία λόγω των (2.32) και (2.36) παίρνει την µορφή  
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rρ φω ω
+

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − − ⋅⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.37) 

  
Ανακεφαλαιώνοντας λοιπόν πάνω στις ακτινικές και γωνιακές επικυκλικές 

συχνότητες, αλλά και πάνω στη µετάθεση έχουµε να πούµε πως, µια ελαφρώς µη 
κυκλική τροχιά θα εµφανίζει µια συνεχή αυξοµείωση, µια ταλάντωση, γύρω από µια 
περιφέρεια ακτίνας, έστω r. Στη Νευτώνεια βαρύτητα αυτή η τροχιά θα είναι µια 
τέλεια έλλειψη, δηλαδή, µια κλειστή καµπύλη. Κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει στη ΓΘΣ. 
Ωστόσο, όταν η επίδραση της Σχετικότητας είναι µικρή και η τροχιά είναι σχεδόν 
κυκλική, η σχετικιστική τροχιά πρέπει να είναι σχεδόν κλειστή, θα µοιάζει µε µια 
βραδέως περιστρεφόµενη έλλειψη. 
 Ένας τρόπος περιγραφής µιας τέτοιας τροχιάς δίνεται από την εξέταση του 
περιηλίου της, δηλαδή του σηµείου της τροχιάς µε την ελάχιστη απόσταση από τον 
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αστέρα, βέβαια όταν δεν µιλάµε για τον Ήλιο τότε η κατάλληλη λέξη είναι το 
περίαστρο . Αντίστοιχα το αφήλιο και  άπαστρο αναφέρονται στο σηµείο της τροχιάς 
µε τη µέγιστη απόσταση από τον ήλιο ή αντίστοιχα από ένα αστέρα. Συνεπώς το 
περιήλιο θα µετατοπίζεται γύρω από τον αστέρα και οι αστρονόµοι προσπαθούν να 
παρατηρήσουν αυτή τη µετάθεση. Η µετάθεση του περιηλίου του πλανήτη Ερµή έχει 
µετρηθεί σε 43΄΄/ αιώνα. Για τους υπόλοιπους πλανήτες, επειδή απέχουν αισθητά 
πολύ µακριά από τον ήλιο, οι σχετικιστικές διορθώσεις στην Νευτώνεια µελέτη είναι 
απειροελάχιστες. Η πρώτη ένδειξη υπέρ της ΓΘΣ ήταν ακριβώς η πρόβλεψη των 
0,43΄΄/ έτος, τα οποία αδυνατούσε να εξηγήσει η Νευτώνεια βαρύτητα. 
 Πιστεύουµε ο αναγνώστης να κατάλαβε καλά πόσο σηµαντική ήταν η 
µετάθεση του περιηλίου για τη ΓΘΣ, καθώς δεν θα θέλαµε να εµπλακούµε στην 
εξαγωγή της σχέσεως µε περαιτέρω µαθηµατικά, παρά µόνο να γράψουµε την τελική 
σχέση που δίνει την µετάθεση, άλλωστε σκοπός µας είναι η φυσική κατανόηση και 
όχι τόσο η µαθηµατική απόδειξη, καθώς το κύριο µέρος αυτής της εργασίας θα 
αφιερωθεί στις ISCO. Η µεταβολή της γωνίας φ µεταξύ δύο περιηλίων είναι 
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φ π
−

⎛ ⎞
∆ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠�  (2.38) 

 
η οποία για σχεδόν Νευτώνειες τροχιές καταλήγει στην απλή σχέση 
 

 6 M
r

φ π∆ =  (2.39) 

Στην εικόνα 2.6 δίνεται η µετάθεση του περιηλίου στην γεωµετρία του Schwarzchild.
  

Θα κλείσουµε το κεφάλαιο αυτό µε µια πολλή σηµαντική παρατήρηση, ενός 
σχετικιστικού αστρικού συστήµατος, που χάρισε δόξα στη ΓΘΣ. Ο διπλός πάλσαρ 
PSR 1913+16 ανακαλύφθηκε από τους Hulse και Taylor το 1974 στο πλαίσιο µιας 
συστηµατικής µελέτης για την ανακάλυψη νέων πάλσαρς. Η µέση απόσταση µεταξύ 
των αστέρων ισούται µε 1,2 x 109 m, οπότε µε τη βοήθεια της (2.39) και θέτοντας 

 λαµβάνουµε µια χονδρική προσέγγιση για το ∆φ = 3,3 x 101,4 2,07 kmM M= =:
-5 

ακτίνια/τροχιά = 2ο.1 ανά έτος. Η µετάθεση αυτή µπορεί να µετρηθεί πολύ πιο 
εύκολα από αυτήν του Ερµή! Έτσι µε ένα λεπτοµερέστερο υπολογισµό, λαµβάνοντας 
υπόψη τη µεγάλη εκκεντρότητα της τροχιάς και το γεγονός ότι οι µάζες των δύο 
αστέρων είναι συγκρίσιµες, καταλήγουµε στην πρόβλεψη των 4ο.2 ανά έτος.  

Από αυτό το δεδοµένο µπορούµε τώρα να υπολογίσουµε τις µάζες των µελών. 
Το άλλο δεδοµένο είναι ουσιαστικά ένα άλλο σχετικιστικό φαινόµενο, η µετάθεση 
του σήµατος προς το ερυθρό, η οποία οφείλεται πρώτα στον ΄΄εγκάρσιο όρο 
Doppler΄΄ της ΕΘΣ και δεύτερον στη µεταβαλλόµενη βαρυτική µετάθεση προς το 
ερυθρό, καθώς λόγω της έκκεντρης τροχιάς ο πάλσαρ εισέρχεται και εξέρχεται από 
το βαρυτικό δυναµικό του συνοδού του. Αν και τα δυο αυτά φαινόµενα δεν 
ξεχωρίζουν στις παρατηρήσεις, η συνισταµένη µετάθεση προς το ερυθρό είναι ένα 
άλλο µέγεθος εξαρτώµενο από τις µάζες των αστέρων. Με τη βοήθεια της µετάθεσης 
προς το ερυθρό, της µετάθεσης του περίαστρου και της Νευτώνειας συνάρτησης 
µάζας για την τροχιά είναι δυνατός ο προσδιορισµός των αστρικών µαζών και της 
κλίσης της τροχιάς.  
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ΕΙΚΟΝΑ 2.6  Η µετάθεση του περιηλίου δφperc στη γεωµετρία του Schwarzchild για τις οριακές 
τροχιές οι οποίες χαρακτηρίζονται από τις παραµέτρους ε και l . Το παραπάνω διάγραµµα δείχνει ότι 
δεν υπάρχουν δέσµιες τροχιές στην επίπεδη περιοχή στην οποία η τιµή του δφperc είναι µηδέν, το όριο 
εµφανίζεται στην καµπύλη του µε το ε για την περίπτωση των κυκλικών τροχιών. Οι µεγάλες τιµές 
του  αντιστοιχούν σε τροχιές οι οποίες βρίσκονται πολύ µακριά του αστέρα όπου τα σχετικιστικά 
φαινόµενα είναι αρκούντως µικρά. Η περίπτωση αυτή είναι η ίδια που αντιστοιχεί για τους πλανήτες 
του Ήλιου και αντιστοιχεί στη σχέση (2.39). 

l
l
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 

Συρµός των αδρανειακών συστηµάτων λόγω περιστροφής 
 

 
ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Όπως έχουµε ξαναπεί η γεωµετρία Schwarzschild είναι σφαιρικά συµµετρική, 
αποτελεί µια πολύ καλή προσέγγιση της εξωτερικής γεωµετρίας ενός µη 
περιστρεφόµενου αστέρα και είναι η ακριβής γεωµετρία µιας µη περιστρεφόµενης 
Μελανής Οπής. Ωστόσο κανένα ουράνιο σώµα στο Σύµπαν είναι µη περιστρεφόµενο. 
 Ο καµπυλωµένος χωρόχρονος των περιστρεφόµενων σωµάτων έχει µια πιο 
πολύπλοκη δοµή από την αντίστοιχη γεωµετρία του Schwarzschild, υπάρχει όµως µια 
οριακή περίπτωση στην οποία οι δύο παραπάνω χώροι σχεδόν ταυτίζονται. Αυτή 
είναι η περίπτωση της αργής περιστροφής, κατά την οποία σηµαντικές αποκλίσεις 
από την σφαιρική συµµετρία της µετρικής του Schwarzschild παρουσιάζονται στις 1ης 
τάξεως όρους ως προς την γωνιακή ταχύτητα ή την στροφορµή. Από την στιγµή που 
η κεντροµόλος επιτάχυνση περιέχει όρους 2ης τάξεως ως προς την στροφορµή, η 
µορφή και το σχήµα του αστέρα δεν θα παραµορφώνονται παίρνοντας µόνο όρους 1ης 
τάξεως και άρα το σχήµα θα παραµένει σφαιρικό. Ωστόσο αναρωτιόµαστε αν υπάρχει 
κάποια διαφορά στην εξωτερική γεωµετρία του χωρόχρονου. Η απάντηση βρίσκεται 
στην πρόβλεψη της ΓΘΣ ότι πηγή της καµπυλότητας του χώρου δεν είναι µόνο η 
κατανοµή της µάζας-ενέργειας αλλά και η ίδια η κίνηση της ύλης. Όταν η 
καµπυλότητα του χώρου είναι µικρή και οι ταχύτητες V των πηγών είναι πολύ µικρές 
τότε τα φαινόµενα της κίνησης της ύλης είναι κατά µια τάξη µικρότερα από τα 

φαινόµενα της ίδιας της κατανοµής της ύλης. Τα παραπάνω βέβαια δεν 
πλησιάζουν την περίπτωση του ηλεκτροµαγνητισµού , όπου πεδία παράγονται όχι 
µόνο από τις κατανοµές φορτίων αλλά και από τα ρεύµατα που δηµιουργούν τα 
τελευταία. Επεκτείνοντας αυτήν την αναλογία, φαινόµενα 

/V c
2/GM Rc

( )( )2/ /V c GM Rc  
καλούνται βαρυτοµαγνητικά (gravitomagnetic). Σε αυτό το κεφάλαιο αναφέρουµε 
µόνο ένα από τα πολλά βαρυτοµαγνητικά φαινόµενα –το συρµό των αδρανειακών 
συστηµάτων από ένα αργά περιστρεφόµενο σώµα. 
 Στη ΓΘΣ όπως και στη Νευτώνεια θεωρία για την βαρύτητα, το µέγεθος των 
φυγόκεντρων δυνάµεων το οποίο επιδρά πάνω σε ένα στοιχειώδες ρευστό, εξαρτάται 
ισχυρά από τον ρυθµό περιστροφής του ίδιου του ρευστού σχετικά ως προς ένα 
τοπικό αδρανειακό σύστηµα. Σε αντίθεση µε την Νευτώνεια θεωρία, ωστόσο, τα 
αδρανειακά συστήµατα που βρίσκονται µέσα στο σχετικιστικό ρευστό, δεν είναι σε 
ηρεµία σε σύγκριση µε αυτά των µακρινών αστέρων. Τα τοπικά αυτά συστήµατα 
δέχονται την στρέβλωσή τους ή καλύτερα το συρµό τους από την περιστροφή του 
ρευστού. Ο αστέρας κατά την περιστροφή του, περιστρέφει, παρασύρει στην ουσία το 
χώρο γύρω του. Το σχετικιστικό αυτό φαινόµενο είναι εντονότερο κοντά στο κέντρο 
του αστέρα και εξασθενεί πηγαίνοντας προς τα έξω. Στην ξένη βιβλιογραφία το 
συναντούµε µε τον όρο ΄΄dragging of the inertial frames΄΄ . Το φαινόµενο αυτό 
αναλύθηκε από τις αρχές του 20ου αιώνα  πρώτα από τον Thirring (1918) και 
αργότερα από τους Brill και Cohen (1966). Ο υπολογισµός του ρυθµού της 
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περιστροφής είναι σηµαντικός για τον καθορισµό της ισορροπίας µεταξύ της 
βαρύτητας, της πίεσης και των φυγόκεντρων δυνάµεων. 
 Σε αυτό το κεφάλαιο θα υπολογίσουµε το ρυθµό περιστροφής του χώρου 
γύρω από τον αστέρα, καθώς θα τον χρειαστούµε στο αµέσως επόµενο κεφάλαιο. Το 
αποτέλεσµα βγαίνει από πολλούς και δύσκολους υπολογισµούς και καθιστά έντονη 
την προσοχή του αναγνώστη. Οφείλω να εξηγήσω πως οι λύσεις ολοκληρωµάτων 
καθώς και οι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων παίρνονται έτοιµες, ώστε να 
συντοµεύσουµε την εκπόνηση του τελικού αποτελέσµατος.  
 
 Μη περιστρεφόµενοι σχετικιστικοί αστέρες 
 
 Στο πρώτο κεφάλαιο µελετήσαµε τους σφαιρικά συµµετρικούς και µη 
περιστρεφόµενους αστέρες. Είδαµε πως το γραµµικό στοιχείο αυτού του χώρου 
δίνεται από την σχέση 
 2 2 2 2 2 2( sinds e dt e dr r d dν λ 2 )θ θ φ= − + + +  (3.1) 
 
Η σχέση αυτή είναι ακριβώς ίδια µε την (1.3) µόνο που έχουµε αλλάξει τους 
συντελεστές µπροστά από τις συνιστώσες τις µετρικής. Επίσης στο ίδιο κεφάλαιο 
βγάλαµε αναλυτικά τις εξισώσεις πεδίου για έναν τέτοιο αστέρα και οι οποίες, για την 
µετρική (3.1) γράφονται 

 
( )( )

( )

34
2

p m rdp
dr r r m

ρ π+ +
= −

−

p
 (3.2) 

 
η οποία αποτελεί την γνωστή εξίσωση Tolman- Oppenheimer-Volkoff ,εξίσωση 
(1.30). 
 

 ( ) 24
dm r

r
dr

π ρ=  (3.3) 

 
κατά αναλογία της σχέσεως (1.21) και 
 

 2d
dr p dr

dpν
ρ

= −
+

 (3.4) 

 
η οποία προέκυψε από αντικατάσταση της (1.22) στην (1.30) και όπου Φ το έχω 
αντικαταστήσει µε το ν. Θα προσπαθήσουµε τώρα να βρούµε πως επιδρά η 
περιστροφή επάνω σε αυτούς τους όρους. 
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Συρµός από περιστροφή των αδρανειακών συστηµάτων. 
 
 Το ερώτηµα τώρα είναι πως αυτός ο συρµός των αδρανειακών συστηµάτων, 
εκδηλώνεται στην µετρική του χώρου ενός αργά περιστρεφόµενου αστέρα. Η µετρική 
για ένα στατικό, αξονικά συµµετρικό σύστηµα, µπορεί να γραφεί µε την παρακάτω 
µορφή, όπως αυτή δίνεται από τον Hartle (1967). 
 
 ( 22 2 2 2 2 2sinds e dt e dr r d d Ldtν λ θ θ φ )⎡ ⎤= − + + + −⎣ ⎦  (3.5) 

 
όπου τα ν, λ και L είναι συναρτήσεις των r,θ. Η ποσότητα L(r,θ) είναι η γωνιακή 
ταχύτητα /d dtφ αποκτούµενη από έναν παρατηρητή, ο οποίος πέφτει ελεύθερα από 
το άπειρο προς το σηµείο (r,θ). Γι’αυτό το λόγω θα αναφέρουµε το L(r,θ) ως το 
ρυθµό περιστροφής του αδρανειακού συστήµατος στο σηµείο (r,θ), σε σχέση πάντα µε 
ένα σύστηµα στο άπειρο. Ο συρµός λοιπόν των αδρανειακών συστηµάτων 
παρουσιάζεται στην µετρική µε τον όρο tg φ . 

 Τόσο η πυκνότητα του αστέρα όσο και η µετρική παραµένουν αναλλοίωτες 
κάτω από µια αναστροφή στη διεύθυνση περιστροφής ή σε αναστροφή του χρόνου. 
Λόγω λοιπόν της παραπάνω συµµετρίας µια ανάπτυξη των  σε δυνάµεις της 
γωνιακής ταχύτητας Ω του αστέρα µπορούν να περιέχουν µόνο άρτιους όρους αυτής, 
ενώ µια ανάπτυξη του L θα περιέχει µόνο περιττούς όρους. Εάν λοιπόν θέλουµε να 
µελετήσουµε τα διάφορα φαινόµενα που συµβαίνουν µε ακρίβεια µέχρι και την 2

λ και eeν

η 
τάξη του όρου Ω, δηλ. Ω2, θα πρέπει να θεωρήσουµε µέχρι 1ης τάξης όρους, δηλ. Ω, 
στην ποσότητα L. Αυτήν την πρώτη τάξη στον όρο L θα την συµβολίσουµε µε 
( ,r )ω θ , δηλαδή 

 ( ) ( ) ( )3, ,L r r Oθ ω θ= + Ω  (3.6) 
  

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να αναφέρουµε πως όρους Ω3 και πάνω τους 
απορρίπτουµε, επίσης επειδή µιλάµε για αργή περιστροφή, θα κρατούµε µόνο όρους 
( ,r )ω θ  και όχι ανώτερους, οπότε η (3.5) παίρνει την τελική της µορφή 

 
 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2sin 2 sinds e dt e dr r d r d r d dtν λ θ θ φ ω θ φ= − + + + −  (3.7) 
 
όπου αντικατέστησα το L µε το ω .  

Για τον υπολογισµό της 1ης τάξης του όρου ( ),L r θ , δηλαδή το ( ,r )ω θ , µας 
χρειάζεται µόνο µια από τις εξισώσεις πεδίου και την οποία για την ευκολία µας θα 
πάρουµε να είναι η  
 8t tR Tφ φπ=  (3.8) 

 
Για να βρούµε λοιπόν τον ρυθµό περιστροφής των αδρανειακών συστηµάτων 
( ,r )ω θ , θα αναπτύξουµε και τα δυο µέλη της (3.8) και θα κρατήσουµε µόνο τον 

χαµηλότερο όρο της γωνιακής ταχύτητας Ω. Το αριστερό µέλος της (3.8) µπορεί να 
γραφεί ως εξής  



Κεφ. 3      Συρµός των αδρανειακών συστηµάτων λόγω περιστροφής 31 

 ( ) ( )1/ 2 1/ 2

,
t tg R g g α ν

φ φα ν
⎡ ⎤− = − Γ⎣ ⎦  (3.9) 

( Η παραπάνω σχέση υπάρχει στην εργασία των Landau – Lifschitz ). Η παραπάνω 
σχέση µπορεί να γραφεί για την µετρική (3.7) ως  
 

 ( ) ( ) (1/ 2 1/ 2
, ,

,

1
2

t ij t tt
j t j

i
g R g g g g g gφ

φ φφ )φ
⎡ ⎤− = − − −⎣ ⎦  (3.10) 

 
Οι σταθερές  και t

tg φ g φ  είναι τουλάχιστον 1ης τάξης ως προς την γωνιακή ταχύτητα, 
ώστε οι υπόλοιποι όροι µπορούν να αντικατασταθούν από τις µηδενικής τάξης τιµές 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 4 3 2 3/2 /2 /2
2 sin sin sin

r

t
rr e R e r e r O

ν λ ν λ λ ν
φ θ

θ
θ θ ω θ

+ − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
3ω + Ω  

  (3.11) 
 

όπου έχουµε θεωρήσει την σύµβαση να εκφράζουµε τον όρο r
d
dr
ω ω= . Οι 

συναλλοίωτες και οι ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής (3.7) καθώς και µερικές 
ποσότητες, όπως αυτές στην σχέση (3.10), υπολογίζονται στο Παράρτηµα Α . Με το 
Ω να είναι η γωνιακή ταχύτητα του ρευστού, η τετραταχύτητα η οποία ικανοποιεί την 
συνθήκη κανονικοποίησης  1u uµ µ = −  είναι  
 

  (3.12) 

( ) 1/ 2
2

                   0

                     

 2

r

t

t
tt t

u u

u u

u g g g

θ

φ

φ φφ

−

= =

= Ω

⎡ ⎤= − + Ω +Ω⎣ ⎦
 
η πρώτη προέκυψε γιατί θεώρησα τον αστέρα να εκτελεί µόνο περιστροφή. Η uφ  
είναι η  τετραταχύτητα ως προς την συντεταγµένη φ ενώ η  η τετραταχύτητα ως 
προς την συντεταγµένη t. 

tu

 Για ένα οµοιόµορφα περιστρεφόµενο αστέρα ( στην ουσία το πλήθος των 
αστέρων παρουσιάζουν διαφορική περιστροφή, ακόµη και οι αστέρες νετρονίων ) 
θεωρούµε το Ω σταθερό σε όλο το ρευστό. Με την παραπάνω τετραταχύτητα τα 
στοιχεία του τανυστή ενέργειας – ορµής της σχέσεως (3.8) µπορούν να αναπτυχθούν 
ως εξής : 

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 2 3

    

    sin

t t t
t

t
t

T p u u p u g g

p u g g

p e r O

φ φ φ

φ φφ

ν

ρ ρ

ρ

ρ ω θ−

= + = + +Ω

= + +Ω

= + Ω− + Ω

tuφφ

 (3.13) 

 
όπου χρησιµοποιήσαµε την σχέση 
  

 
( ) ( )

( ) ( )2
      

t t t t t
t

t
t

u u u u u g u u g u g

u g g

φ
φ φ φφ φ φ

φ φφ

= + = +Ω

= +Ω

φ
 (3.14) 
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 Φαίνεται τώρα πως η ποσότητα ( ),rω θ  είναι η γωνιακή ταχύτητα που 
χρειάζεται παρατηρητής, ο οποίος πέφτει ελεύθερα από το άπειρο υπολογιζόµενη σε 
πρώτη τάξη ως προς το Ω. Η διαφορά ωΩ− , είναι λοιπόν η συντεταγµένη γωνιακή 
ταχύτητα του στοιχειώδους ρευστού στο σηµείο (r,θ) όπως την βλέπει ο παρατηρητής 
που πέφτει ελεύθερα προς το ρευστό. Η τελευταία είναι και η ποσότητα που µας 
ενδιαφέρει και θα την ορίσουµε µε το ( ),rω θ  δηλαδή 

 ( ) ( ),r ,rω θ ω= Ω− θ  (3.15) 
 
Κρατώντας µόνο 1ης τάξης όρους του Ω οι εξισώσεις πεδίου γράφονται 
 

 ( ) ( )
( ) ( )4 3

4 2 3

/2
/2 /21 sin 16 0

sin
er e p e

r r r r

λ ν
ν λ λ νω ωθ π ρ ω

θ θ θ

−
− + −∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

=  

  (3.16) 
 
η οποία προέκυψε αντικαθιστώντας τις (3.11) και (3.13) στην (3.8). 
  

Ας θυµηθούµε τώρα ότι οι µηδενικής τάξης εξισώσεις πεδίου  δίνονται από τις 
σχέσεις (3.2), (3.3) και (3.4).. Ορίζουµε την ποσότητα  
 

 ( ) exp
2

j r ν λ+⎛= −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (3.17) 

 
 Θα προσπαθήσουµε τώρα να βγάλουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι παραπάνω 
εξισώσεις µετασχηµατίζονται λόγω της µικρής περιστροφής. Από την (3.17) γίνεται 
εύκολα αντιληπτό ότι  

 1j e e
j

λ ν−=  (3.18) 

Θεωρώ ότι τα ν και λ  είναι συναρτήσεις µόνο του r οπότε από την (3.17) 
παραγωγίζοντας έχω  
 

 ( ) /21 1
2 2

dj d d dj d de j
dr dr dr dr dr dr

ν λ ν λ ν− + ⎛ ⎞ ⎛= − + ⇔ = − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

λ ⎞
⎟  (3.19) 

 

Η ποσότητα eν  ορίζεται ως 21 Me
r

ν = − . Η (3.4) µέσω της (3.2) γίνεται  

 
3

2

1 4
2

d M r
dr r eν
ν π+
=

p  (3.20) 

 
 

Επίσης   2

2 21 2M d Me e
r dr r

λ λ dM
rdr

λ− −= − ⇒ − = −    οπότε  

 

 2

1 1
2

d dM M e
dr r dr r

λλ ⎛= −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (3.21) 
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Η (3.19) µέσω των (3.20) και (3.21) γίνεται  
 

 (4dj e r
dr j

ν

π ρ
−

)p= − +  (3.22) 

 
Η (3.16) τώρα µέσω των (3.22) και (3.18) παίρνει την µορφή  
 

 
( )

4
4 2 3

/2
1 4 sin 0

sin
dj er j

r r r r dr r

λ ν
ω ωω θ

θ θ θ

−
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

3 =  (3.23) 

 
Ένα ανάπτυγµα του ( ,r )ω θ  σε πολυώνυµα Legendre δεν θα διαχώριζε την 

(3.23) διότι τόσο το tg φ  όσο και το ω , µετασχηµατίζονται κάτω από περιστροφή όχι 
όπως ένα βαθµωτό στοιχείο αλλά ως διανυσµατικό. Για να λύσουµε την (3.23) µε 
χωρισµό των µεταβλητών, χρειαζόµαστε να αναπτύξουµε πρώτα σε διανυσµατικές 
σφαιρικές αρµονικές το ( ,r )ω θ . Οι σχετικές γωνιακές συναρτήσεις µπορούν να 
βρεθούν κατευθείαν πως είναι της µορφής  

 ( ) ( )
1

1,
sin

l
l

l

dPr r
d

ω θ ω
θ θ

∞

=

⎛= −⎜
⎝ ⎠

∑ ⎞
⎟  (3.24) 

 
{ Την παραπάνω σχέση µπορεί κάποιος να την πάρει από την εργασία των Regge – Wheeler 
1957 }. 
 Η ακτινική συνάρτηση ( )l rω  τότε ικανοποιεί την εξίσωση 
 

 ( ) ( ) ( )4
4 2

/2 1 21 4 0l
l

l ldd djr j r e
r dr dr r dr r

λ νω ω
− + −⎡ ⎤⎡ ⎤ + −⎢⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=⎥  (3.25) 

 
Ας εξετάσουµε την συµπεριφορά της λύσης της (3.25) , για µικρά r όπου απαιτούµε η 
γεωµετρία να είναι οµαλή, ενώ για µεγάλα r απαιτούµε να είναι επίπεδη. Για µικρά r 
λοιπόν, το ( )j r είναι µια οµαλή συµµετρική συνάρτηση έτσι ώστε η διαφορική 
εξίσωση (3.25) δέχεται µια συµπεριφορά της µορφής  
 
 ( ) const. const .    καθως    0l

s sr r r rω + −→ ⋅ + ⋅ →  (3.26) 
όπου  

 ( )
( )

1/ 2
1 23 9

2 4 0
l l

s
j±

⎡ ⎤+ −
= − ± +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (3.27) 

 
Η συνάρτηση ( )j r  είναι παντού θετική µιας και τα ,e eν λ  είναι θετικά. Εάν η 
γεωµετρία είναι οµαλή κοντά στην πηγή του βαρυτικού πεδίου, τότε απαιτούµε το 

0sr − → .Για µεγάλα r, η ( )j r  γίνεται µοναδιαία  και η lω  παίρνει την µορφή 
 
 ( ) 2const . const .l

l r rω 1lr− −→ + −  (3.28) 
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 Η συµπεριφορά του ω  ήδη έχει φτιαχτεί κοντά στην πηγή. Συνεπώς ο λόγος 
των δυο σταθερών στην (3.28) καθορίζεται έτσι ώστε καµία να µην εξαφανίζεται 
εκτός κι αν και οι δυο το κάνουν. Εάν ο χώρος είναι επίπεδος για µεγάλα r, το ω  
πρέπει να ελαττώνεται γρηγορότερα από , έτσι ώστε το  31/ r ( )rω ω= Ω−  να 
πλησιάζει το . Από την (3.28) γίνεται τότε προφανές ότι όλες οι σταθερές στο 
ανάπτυγµα Legendre  του 

Ω
ω  εξαφανίζονται εκτός από την περίπτωση για l = 1. 

Συνεπώς το ω  είναι συνάρτηση µόνο του r και υπακούει στην διαφορική εξίσωση  

 ( )4
4

1 4 0d d djr j r
r dr dr r dr

ω ω⎡ ⎤ + =⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.29) 

 
 Αυτή η εξίσωση ολοκληρώνεται προς τα έξω αρχίζοντας από ( )0 const .ω =  

Έξω από τον αστέρα είναι ( ) 1j r =  και η λύση έχει την µορφή 

 ( ) 3

2                           για  0Jr
r

ω = Ω− >r  (3.30) 

 
όπου η σταθερά  µπορεί να ταυτιστεί µε την ολική στροφορµή του αστέρα. Η 
τελευταία σχέση είναι αυτή που θέλαµε να βγάλουµε και την οποία θα την 
χρησιµοποιήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. 

J

 
Συµπεράσµατα 
 
 Σκοπός του κεφαλαίου αυτού ήταν να υπολογίσουµε το ρυθµό περιστροφής 
του αστέρα και κατά συνέπεια το ρυθµό µε τον οποίο αυτός περιστρέφει το χώρο 
γύρω του. Στην πορεία χρησιµοποιήσαµε αρκετά µαθηµατικά για να βγάλουµε το 
επιθυµητό αποτέλεσµα και ελπίζω ο αναγνώστης να µην χάθηκε µέσα από τις 
πράξεις, θεωρούµε υποχρέωση να ξαναθυµίσουµε εν συντοµία τι σηµαίνουν τα 
κυρίως σύµβολα αλλά και το τελικό αποτέλεσµα.  
 
Ω  :  Είναι η γωνιακή ταχύτητα του ρευστού και κατά συνέπεια του αστέρα όπως τη  
       µετρά ένας ακίνητος παρατηρητής σε κάποιο σηµείο ( t,r,θ,φ ) µέσα στο ρευστό. 
 
( ),rω θ   :  Είναι η γωνιακή ταχύτητα (µετρηµένη στο άπειρο) ενός παρατηρητή ο 

οποίος πέφτει ελεύθερα από το άπειρο µε µηδενική στροφορµή. 
 

( ,r )ω θ−Ω   :  Είναι η συντεταγµένη γωνιακή ταχύτητα ενός στοιχείου του ρευστού 
στο σηµείο (r,θ) που βλέπει παρατηρητής ο οποίος πέφτει ελεύθερα προς αυτό.  
  
Από την (3.30) καταλαβαίνουµε πως το ( )rω  δίνεται από την σχέση 

 ( ) 3

2Jr
r

ω =  (3.31) 

βλέπουµε πως το ω εξαρτάται µόνο από το r και αυτό διότι το θ εµφανίζεται στους 
δεύτερους τάξεως όρους του ω  που παραλείψαµε, καθότι θεωρήσαµε αργή 
περιστροφή. Η (3.31) αποτελεί την βασική σχέση αυτού του κεφαλαίου την οποία και 
θα χρησιµοποιήσουµε στο αµέσως επόµενο κεφάλαιο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

 
Εξέλιξη των ISCO σε αργά περιστρεφόµενους Αστέρες 

Νετρονίων µε ∆ίσκο Προσαύξησης 
 

 
ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να εστιάσει την προσοχή στην συσχέτιση 
µεταξύ της ύπαρξης των ISCO µε το πρόβληµα του δίσκου προσαύξησης των 
Αστέρων Νετρονίων (Α.Ν.). Η ανακάλυψη των ταχέως περιστρεφόµενων Α.Ν., τους 
οποίους στη ξένη βιβλιογραφία ονοµάζουµε millisecond pulsars ( ms πάλσαρς) λόγω 
του ότι η περίοδος περιστροφής τους είναι της τάξεως των ms, υποδεικνύουν την 
πιθανότητα ύπαρξης πολλών Α.Ν. ασθενούς µαγνητικού πεδίου οι οποίοι όµως 
περιστρέφονται ταχύτατα. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στο ενδεχόµενο αυτοί οι αστέρες 
να αποτελούν πηγές βαρυτικής ακτινοβολίας ενώ παράλληλα να τους θεωρούµε και 
ως µοντέλα παραγωγής ακτίνων Χ. Σε αυτά τα ενδεχόµενα η λεπτοµερής έρευνα 
πάνω στον µηχανισµό της επιτάχυνσης της περιστροφής (spin up) θα δώσει αρκετές 
απαντήσεις στα πολλά ερωτήµατα αστροφυσικού  περιεχοµένου.  
 Η ύπαρξη των ISCO για πολλά µοντέλα Α.Ν. αποτελεί πλέον αναµφισβήτητο 
κοµµάτι της ΓΘΣ . Τα µοντέλα αυτά τα κατατάσσουµε σε δύο κατηγορίες κυρίως ως 
προς την πυκνότητα της ύλης τους. Έτσι έχουµε τους Α.Ν. µε ΄΄µαλακές΄΄ εξισώσεις 
κατάστασης τις οποίες θα αποκαλούµε soft και τους Α.Ν. µε ΄΄σκληρές΄΄ εξισώσεις 
κατάστασης τις οποίες θα αποκαλούµε stiff, ακολουθώντας τους ορισµούς της ξένης 
βιβλιογραφίας. Παρακάτω θα παρουσιάσουµε ένα σχετικιστικό υπολογισµό της 
στροφορµής του αστέρα συναρτήσει της µάζας που προσαυξάνεται. 
 Σε προηγούµενο κεφάλαιο καταλήξαµε πως οι εσώτερες ευσταθείς κυκλικές 
τροχιές για έναν σφαιρικά συµµετρικό και µη περιστρεφόµενο αστέρα βρίσκονται σε 
απόσταση , σε αυτό το κεφάλαιο θα δούµε πως εξελίσσεται αυτό το όριο για 
έναν αργά περιστρεφόµενο Α.Ν. Θυµίζουµε πως από την στιγµή που έχουµε 
περιστροφή, η σφαιρική συµµετρία παραβιάζεται, οπότε θα µιλούµε για έναν περίπου 
σφαιρικά συµµετρικό αστέρα. Τέλος όλοι οι υπολογισµοί µας γίνονται µε ακρίβεια 
1

6r M=

ης τάξεως ως προς την στροφορµή ενώ όλες οι µονάδες είναι γεωµετρικοποιηµένες   
( c = G = 1 ) και όπου αυτές δεν είναι, θα αναφερόµαστε µε ακρίβεια. Μαγνητικά 
πεδία θεωρούνται ότι δεν επηρεάζουν σηµαντικά τους υπολογισµούς µας. 
 
 
Αργά Περιστρεφόµενοι Αστέρες Νετρονίων 
 
 Σκεπτόµενοι την εξέλιξη της στροφορµής λόγω προσαύξησης, ας υποθέσουµε 
αρχικά ότι ο αστέρας περιστρέφεται αργά, έχει κάποια συµµετρία ως προς κάποιον 
άξονα και βρίσκεται σε κάθε στιγµή σε κατάσταση ΄΄περίπου΄΄ ισορροπίας. Η 
µετρική για έναν τέτοιο αστέρα, θα είναι η µετρική ενός αξονικά συµµετρικού και 
οµογενούς περιστρεφόµενου ρευστού και η οποία δόθηκε για πρώτη φορά από τους 
Hartle & Thorne το 1968. Σε συντεταγµένη βάση το γραµµικό στοιχείο έξω από τον 
αστέρα θα είναι : 
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1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 21 1 sin 2 sinM Mds dt dr r d r d r d dt
r r

θ θ φ ω θ φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

       (4.1) 
µε το ω  να δίνεται από την σχέση  

 3

2J
r

ω =  (4.2) 

 
όπου M είναι η βαρυτική µάζα του αστέρα, η ολική στροφορµή του και J ω  η 
γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του. 
 Η µετρική αυτή είναι 1ης τάξης ως προς  , υποθέτοντας ότι η µηδενικής 
τάξης ( π.χ. µη περιστρεφόµενος αστέρας) ανήκει σε σφαιρικά περιστρεφόµενο 
αστέρα. Ό,τι έχει να κάνει µε την περιστροφή του αστέρα και πως αλλάζει ο χώρος 
εξαιτίας αυτής, βρίσκεται στον όρο 

J

f d dtφ τον οποίο στην ξένη βιβλιογραφία τον 
χαρακτηρίζουµε ως ΄΄dragging΄΄ ενώ στην ελληνική θα τον αποδίδαµε ως συρµό του 
χώρου. Η συµµετρία της χρονικής αναστροφής της γενικής µορφής της µετρικής, 
επιβάλει ότι οι διαταραχές του ρευστού πρέπει να είναι 2ης τάξεως ως προς . J
 Στο προηγούµενο κεφάλαιο µελετήσαµε µόνο τις ισηµερινές γεωδαισιακές, 
ανάλογα θα πράξουµε και σε αυτό το κεφάλαιο για λόγους απλούστευσης του 
προβλήµατος. Έτσι για / 2 και αρα d 0θ π= θ =  η µετρική (4.1) γίνεται  

 
1

2 2 2 2 22 21 1 2M Mds dt dr r d r d dt
r r

2φ ω φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (4.3) 

 
για τις χρονοειδείς γεωδαισιακές θα έχω 
 

 
2 1 2 2

2 22 21 1 1 2M dt M dr d d dtr r
r ds r ds ds ds ds

φ φω
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛− = − − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

⎞
⎟
⎠

 (4.4) 

 
ή καλύτερα αν θέσουµε / , /   και  /dt ds t dr ds r d dsφ φ= = �� � =  παίρνουµε την 
απλούστερη µορφή  

 
1

2 2 2 22 21 1 1 2M Mt r r
r r

2r tφ ω φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − + − + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�� �� �  (4.5) 

 
Λύνοντας την (4.5) ως προς παίρνουµε  2r�
 

 
2

2 2 2 2 22 2 21 1 2 1 1 2M M Mr t r r t
r r r

φ ω φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − − − + − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �� �� � M
r

⎞
⎟  (4.6) 

 
Η συµµετρία του αστέρα ως προς κάποιον άξονα και η χρονική ανεξαρτησία της 
µετρικής µας οδηγούν σε δύο ολοκληρώµατα κίνησης τα οποία βγαίνουν από τις 
εξισώσεις των Euler – Lagrange, τα ολοκληρώµατα αυτά είναι : 
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MEm E p t r
r

lm l p r r tφ

θ π

ω φ

φ ω

=

⎛ ⎞≡ ≡ − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≡ ≡ = −

�� �

� � �
 (4.7) 

Η δεύτερη εξίσωση αποτελεί το ολοκλήρωµα της ενέργειας όπου ο όρος 
απευθύνεται στην ενέργεια ανά µονάδα µάζας ενώ m είναι η µάζα του σηµειακού 

σωµατιδίου. Η τρίτη εξίσωση αποτελεί το ολοκλήρωµα της στροφορµής µε τον όρο 
 να απευθύνεται στην στροφορµή ανά µονάδα µάζας, ενώ την στροφορµή την 

ορίζουµε ως . Παρατηρώντας καλύτερα τις παραπάνω εξισώσεις και συγκρίνοντάς 
τες µε τις αντίστοιχες του προηγούµενου κεφαλαίου (2.14), παρατηρούµε ότι οι 
επιπρόσθετοι όροι οι οφειλόµενοι στην περιστροφή του αστέρα είναι για την µεν 
ενέργεια ο όρος  

E�

l�
J

2rω φ�  και για την δε στροφορµή ο όρος . Επίσης γίνεται 
αµέσως αντιληπτό πως για κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς στο άπειρο οι 
σταθερές 

2r tω− �

,E l µεταπίπτουν στις συνηθισµένες εκφράσεις της ενέργειας και της 
στροφορµής. 

Έχοντας τώρα τις (4.7), λύνω ως προς τα  και r φ�� . Εν συνεχεία δηµιουργώ 
τους όρους 2 2,  και  r tφ φ ⋅� �� � και όπου βρω όρους 2ω  ή ανώτερης τάξης τους διώχνω. 
Έπειτα τις αντικαθιστώ στην (4.6), οπότε αυτή γίνεται µόνο συναρτήσει των ,E l�� . 
Μετά λοιπόν από αυτήν την αντικατάσταση η (4.6) παίρνει την µορφή  

 

 
2

2 2
2

21 1 2M lr E El
r r

ω
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞= − − + +⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

� ��� �  (4.8) 

 
Η (4.8) είναι παρόµοια µε την (2.20) που είχαµε αποδείξει για σωµατίδια γύρω από το 
χωρόχρονο Schwarzschild. Γίνεται ολοφάνερο πως αν ορίσουµε ως δυναµικό 

την ποσότητα ( )V r

 ( )
2

2

21 1 2M lV r El
r r

ω
⎛ ⎞⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

� ��  (4.9) 

τότε η (4.8) παίρνει την απλή µορφή  
 
 ( )2 2r E V r= −��  (4.10) 
 

Ο λόγος που προσπαθήσαµε να καταλήξουµε σε µια µορφή σαν την (4.10) 
είναι γιατί θέλουµε να µελετήσουµε τις τροχιές των σωµατιδίων κατά αντιστοιχία µε 
τις τροχιές σωµατιδίων σε µονοδιάστατη κίνηση της Νευτώνειας Μηχανικής. Από 
την (4.10), οι παρακάτω συνθήκες συγκεντρώνουν κυρίως  το ενδιαφέρον µας 
 
 ( ) ( )2        i E V=� r  (4.11) 

 ( ) ( )        0ii V r′ =  (4.12) 

 ( ) ( )      0iii V r′′ =  (4.13) 
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Όπου µε τον τόνο υποδηλώνουµε παραγώγιση ως προς r. Η πρώτη θα µας δώσει τα 
σηµεία αναστροφής. Η πρώτη µε τη δεύτερη συνθήκη µας δίνουν τις κυκλικές τροχιές 
και τέλος ο συνδυασµός και των τριών µας δίνουν τις οριακές σταθερές τροχιές. Ας 
ξεκινήσουµε πρώτα από την δεύτερη συνθήκη. Αντικαθιστώ πρώτα το ω  από την 
(4.2) ενώ παράλληλα ορίζω την ποσότητα  

 2

Jj
M

=  (4.14) 

 
και θυµάµαι να κρατώ µόνο 1ης τάξης όρους του , ενώ απορρίπτω ανώτερους όρους. 
Ύστερα από αυτά η πρώτη και δεύτερη παράγωγος του 

j
( )V r δίνονται από τις 

παρακάτω σχέσεις : 

 ( )
2 2

3 2 4 4

2 2 6 12l M Ml M ElV r j
r r r r

′ = − + + −
� � �2 �

 (4.15) 

και 

 ( )
2 2

4 3 5 5

6 4 24 48l M Ml M ElV r j
r r r r

′′ = − − − +
� � �2 �

0�

�

 (4.16) 

 
Εξισώνω τις τελευταίες µε το µηδέν όπως επιβάλουν οι συνθήκες (4.12) και (4.13). 
Οπότε παίρνω 
  (4.17) 2 2 2 23 6l r Mr Ml M El j− + + − =� � �
και 
  (4.18) 2 2 2 23 2 12 24 0l r Mr Ml M El j− − + =� � �
 
για την  και την  αντίστοιχα. Πολλαπλασιάζοντας την (4.17) µε το 4 και 
προσθέτοντας την στην (4.18) παίρνω  

( )V r′ ( )V r′′

 
2
orb

orb 2
lr
M

=
�

 (4.19) 

 
η τελευταία σχέση µας δίνει τις κυκλικές τροχιές των σηµειακών σωµατιδίων γύρω 
από τον Α.Ν. 
  

Παίρνω τώρα την (4.17) και την διαιρώ µε 3M  οπότε και καταλήγω στην  
 

 
2 22

3 6l r r l lE j
M M M M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � � 0=
�

 (4.20) 

 
για να απλοποιήσω την παραπάνω σχέση θέτω 

 rs
M

=  (4.21) 

οπότε η (4.20) γίνεται 

 ( )
2

23 6 0l ls E j s
M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �� =  (4.22) 
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Παρατηρώ ότι η (4.22) είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς l
M

�
 µε 

διακρίνουσα  ( ) ( )2 02 2 2 236 4 3 4 3jE j s s s→∆ = + − ⎯⎯⎯→∆ = −� s . Παρατηρούµε αµέσως 
ότι για να είναι  θα πρέπει και   ( ή κατά αντιστοιχία ). Η λύση 

λοιπόν για την 

0∆ ≥ 3s ≥ 3r M≥
l
M

�
 σύµφωνα µε τα παραπάνω είναι  

 ( ) ( )13 3 3l E j s s s
M

−= − − ± −
� � 1/ 2−  (4.23) 

 
Η τελευταία σχέση θα µας φανεί αρκετά χρήσιµη για την συνέχεια αφού σκοπός µας 
είναι να εκφράσουµε την στροφορµή ανά µονάδα τροχιακής µάζας συναρτήσει µόνο 
των . Παίρνουµε τώρα την πρώτη συνθήκη και αντικαθιστώ πάλι το ,s j ω  από την 
(4.2) ενώ παράλληλα αντικαθιστούµε και το από την σχέση (4.14), η πρώτη 
συνθήκη τώρα γράφεται 

J

 
2 2

2
2 3

2 41 1M l ME El j
r r r

⎛ ⎞⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

� �� �  (4.24) 

Η τελευταία αποτελεί πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς , πράγµατι E�
 

 
3 2

2
3

4 21 1M l M l ME E j
r M r M r

⎛ ⎞⎛ ⎞− − − +⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

� �� �
2

2 2 0=⎟  (4.25) 

 
Θέτοντας η (4.25) γίνεται /s r M=
 

 ( )
2

2 3 1 24 1 2 1lE s jE s s
M M

− − −
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜− − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

� �� � 0l ⎟ =  (4.26) 

 
Σχεδόν έχουµε φτάσει στην τελική µορφή, µένει µόνο να αντικαταστήσουµε τα 

2

 και l
M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �l από την (4.23), θυµίζουµε ξανά ότι όροι 2ης τάξης ως προς  

απορρίπτονται, οπότε ο όρος 

j

2
l
M

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
γίνεται 

 ( ) ( )
2

12 3 6 3l s s Ej s s
M

−⎛ ⎞
= − ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠

� � 3/ 2−  (4.27) 

 
Η (4.26) µέσω των (4.23) και (4.27) παίρνει την τελική της µορφή 

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1/ 2 1 12 1 1 1 12 3 2 3 3 1 2 1 2 1 3E s s s s s E j s s− −− − − − ⎡ ⎤− + − − − − + −⎣ ⎦
� �∓ 0− =

  (4.28) 
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Η τελευταία εξίσωση αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς  και η 
λύση του δίνει 

E�

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1/ 2 1/ 2 11/ 2 1 1 12 3 3 2 3 3 2E s s s s s s s s s− − −− − − −
± j⎡ ⎤= − − ± − + − −⎣ ⎦
�  (4.29) 

 
Η (4.29) είναι µια πολύ χρήσιµη σχέση και θα την χρησιµοποιήσουµε στο επόµενο 
κεφάλαιο. Η χρησιµότητά της οφείλεται στο ότι εκφράζει την ενέργεια των 
στοιχειωδών σωµατιδίων ανά µονάδα µάζας σε τυχαία απόσταση r. Με την βοήθεια 
τώρα της (4.29) η σχέση (4.23) παίρνει τώρα την µορφή 
 
 ( ) ( ) ( )1/ 2 13/ 23 1 3 3 2l s s s s s j M− −−⎡ ⎤= ± − − −⎣ ⎦

� ∓  (4.30) 

 
Καταφέραµε λοιπόν να εκφράσουµε την στροφορµή ανά µονάδα µάζας 

συναρτήσει µόνο του s και του j και για οποιαδήποτε απόσταση r. Φτάσαµε λοιπόν 
στο επιθυµητό αποτέλεσµα, τώρα πλέον µπορούµε να δώσουµε τα τελικά 
αποτελέσµατα. Για ευσταθείς τροχιές, δηλαδή για , ή 6r M=

6 6r Ms
M M

= = = παίρνουµε από την (4.30) 

 
3/ 2

orb
1 212 1
2 3

l
⎛ ⎞⎛ ⎞= ± ⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

� ∓ j M⎟⎟  (4.31) 

 
Αν θυµηθούµε τώρα την (4.19) και θέσουµε σε αυτήν όπου  την (4.31) τότε 
καταλήγουµε σε µια σχέση για την ακτίνα των ISCO 

orbl�

  

 
3/ 2

orb
26 1
3

r j M
⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∓  (4.32) 

 
Τέλος από την σχέση (4.29) και για s = 6 παίρνουµε 
 

 
3/ 2

orb
8 1 21
9 16 3

E j
⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
� ∓  (4.33) 

 
Όπου το πάνω πρόσηµο είναι όταν αστέρας και δίσκος περιστρέφονται οµόρροπα ενώ 
το κάτω πρόσηµο όταν περιστρέφονται αντίρροπα. 
 
Συµπεράσµατα 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάσαµε έναν σχετικιστικό υπολογισµό της 
στροφορµής όπως επίσης και των τροχιών των στοιχειωδών σωµατιδίων που 
περιστρέφονται γύρω από έναν αργά περιστρεφόµενο αστέρα. Σε σύγκριση και µε τα 
αποτελέσµατα του προηγούµενου κεφαλαίου, καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως η 
περιστροφή του αστέρα βρίσκει αντίκτυπο και στις τροχιές των σωµατιδίων καθότι 
µεταβάλλονται κατά µια ποσότητα. Η ποσότητα αυτή είναι η διαφορά της  (4.32) από 
την 6Μ που υπολογίσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Βλέπουµε καθαρά από την 
(4.32) πως η περιστροφή του αστέρα σπρώχνει προς τα µέσα τα σωµατίδια του 
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δίσκου προσαύξησης. Έτσι για έναν αστέρα αργά περιστρεφόµενο, οι εσώτερες 
ευσταθείς κυκλικές τροχιές δεν βρίσκονται στην απόσταση των 6Μ από το κέντρο 
της βαρυτικής πηγής αλλά ελάχιστα πιο µέσα. Για παράδειγµα, η µέγιστη περιστροφή 
για έναν αστέρα αντιστοιχεί στον όρο j = 1, επειδή µιλούµε για αργά περιστρεφόµενο 
αστέρα το j θα πρέπει να κυµαίνεται µεταξύ των τιµών 0 και 0,4. Για την τιµή 0,4 η 
εσώτερη ευσταθή κυκλική τροχιά βρίσκεται στα 5,78 Μ για σωµατίδια που κινούνται 
οµόρροπα µε τον αστέρα, και 6,22 Μ για σωµατίδια που κινούνται αντίρροπα.   
 Επιπλέον µελέτες τις οποίες δεν θα αναφέρουµε διότι ξεφεύγουν από τα 
πλαίσια αυτής της διπλωµατικής, αποδεικνύουν ότι οι Αστέρες Νετρονίων µε 
µαλακές εξισώσεις κατάστασης έχουν µικρότερη ακτίνα απο αντίστοιχους αστέρες µε 
σκληρή εξίσωση κατάστασης, οπότε οι εσώτερες ευσταθείς τροχιές βρίσκονται εκτός 
της επιφάνειάς των. Στην περίπτωση σκληρής εξίσωσης κατάστασης και για αστέρες 
χωρίς µαγνητικό πεδίο, ο δίσκος προσαύξησης σχηµατίζει ένα συνοριακό στρώµα      
( boundary layer ) επάνω στην επιφάνεια του αστέρα. Η παρακάτω εικόνα δείχνει µια 
άποψη του συνοριακού στρώµατος που σχηµατίζεται στην επιφάνεια του αστέρα, 
αλλά για τα soft µοντέλα η εσωτερική άκρη του δίσκου είναι καλά διαχωρισµένη από 
την επιφάνεια του αστέρα. Σε αυτήν την περίπτωση και για προσαυξήσεις µικρού 
ρυθµού και χωρίς έντονα µαγνητικά πεδία, η προσπιπτώµενη ύλη , πλησιάζει την 
επιφάνεια του αστέρα ή καλύτερα πέφτει ελεύθερα ακολουθώντας συγκεκριµένες 
τροχιές. Η ύλη χτυπά την επιφάνεια κατά µια συγκεκριµένη γωνία πτώσης, η οποία 
ορίζεται από την µάζα και την στροφορµή του αστέρα.   
 Όλα αυτά µας οδηγούν να πιστεύουµε πως η εκποµπή των ακτίνων Χ από την 
πρόσπτωση των σωµατιδίων θα διαφέρει στις παραπάνω δύο περιπτώσεις , θα είναι 
δηλαδή διαφορετική στα soft από τα stiff µοντέλα. Πράγµα που µας κάνει να 
πιστεύουµε πως µε σταδιακή µελέτη των παραπάνω φαινοµένων θα µπορέσουµε να 
πάρουµε πληροφορίες ώστε να µπορέσουµε να απορρίψουµε µερικές από τις πολλές 
θεωρητικές εξισώσεις κατάστασης που έχουν κατά καιρούς προτείνει οι 
αστροφυσικοί για αυτούς τους αστέρες. 

 

 
ΕΙΚΟΝΑ 4.1  Σχηµατική παράσταση ενός δίσκου προσαύξησης γύρω από έναν αστέρα Νετρονίων 
στην οποία φαίνεται το συνοριακό στρώµα της ύλης επάνω στην επιφάνεια του αστέρα. 
 
 



Κεφ. 5                       Εφαρµογή Γραµµικών ∆ιαταραχών 42 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
  

 
Εφαρµογή Γραµµικών ∆ιαταραχών 

 
 
ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί µίγµα όλων των προηγούµενων κεφαλαίων, 
εννοώντας πως θα χρησιµοποιήσουµε την ίδια µετρική, θα ανατρέξουµε σε 
προηγούµενες σχέσεις και γενικά θα βασιστούµε σε υποθέσεις και απλουστεύσεις 
των προηγούµενων κεφαλαίων. Από µαθηµατικής άποψης είναι αρκετά πλούσιο, 
καθώς αναφέρεται σε γραµµικές διαταραχές, τις οποίες θα εφαρµόσουµε σε 
συγκεκριµένους όρους, όπως για παράδειγµα σε ένα δυναµικό, για να 
προσπαθήσουµε να εξάγουµε, και σε συνδυασµό µε τα προηγούµενα βέβαια, τις 
συχνότητες των τροχιών. Θα δούµε συγκεκριµένα δύο διαταραχές την ακτινική          
( radial ) και την κάθετη ( meridional ). 
 
 
Ακτινική ∆ιαταραχή 
 
 Η µετρική που θα χρησιµοποιήσουµε είναι αυτή ενός αργά περιστρεφόµενου 
αστέρα και δίνεται από την σχέση 

 
1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 21 1 sin 2 sinM Mds dt dr r d r d r d dt
r r

θ θ φ ω θ φ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  (5.1) 
Οι συναλλοίωτες και οι ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι αυτές του 
Παραρτήµατος Α και δίνονται από τις σχέσεις : 
 
Συναλλοίωτες 

 

1

2 2 2 2

2 21    1     

        sin θ   sin

tt rr
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M Mg e g
r r
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−
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= = − = 2

e
 (5.2) 

 
Ανταλλοίωτες 

 

1

1

2 2

2 21    1     

1 2        1   
sin

rrtt

t

M Mg e g e
r r

Mg g e g
r r

ν λ

φ λ φφθθ ω ω 2

1
r θ

−
− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= = − − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.3) 

 
Η συµµετρία του αστέρα ως προς κάποιον άξονα και η χρονική ανεξαρτησία της 
µετρικής µας οδηγούν σε δύο ολοκληρώµατα κίνησης τα οποία βγαίνουν από τις 
εξισώσεις των Euler – Lagrange, τα ολοκληρώµατα αυτά είναι : 
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2

2 2

2  1

          

  

t
MEm E p t r
r

lm l p r r tφ

ω φ

φ ω

⎛ ⎞≡ ≡ − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≡ ≡ = −  (5.4) 

Επειδή οι τετρα-ορµές tp  και  pφ  δίνονται από τις σχέσεις   και   t tp mu p muφ φ= =  
αντίστοιχα, από την (5.4) παίρνουµε 
    και   tE u l uφ= − =  (5.5) 
Από την συνθήκη κανονικοποίησης για την τετραταχύτητα 1u uα α = −  παίρνουµε 
  
 ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2tt rr t

t r tg u g u g u g u g u uθθ φφ φ
θ φ φ+ + + + 1= −  (5.6) 

 
Επειδή µιλάµε για ακτινική διαταραχή θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη 
 0uθ =  (5.7) 
 
Η (5.6) λόγω των (5.5) και (5.7) γίνεται  

 ( )
2

2
2

12tt t rr
r

l lg g g g u 2

1
E E E E

φ φφ ⎛ ⎞
− + + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.8) 

 
όπου έχω διαιρέσει κάθε όρο µε το 2 0E ≠ , τώρα θέτοντας  
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φ φφθ
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⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 (5.9) 

 
η (5.8) καταλήγει στην απλή µορφή 
 

 

( )

( ) ( )
( )

2
2 2

22

2

2 2

1 1

οµως           οποτε

1 1

rr
r

rr r
r rr

r
rr

U g u
E E

g u g u

U g u
E E

+ = −

=

+ = −

 (5.10) 

 

Η τετρα-ταχύτητα  όµως δίνεται από την σχέση ru r dru
dτ

=  όπου τ  είναι ο ίδιος 

χρόνος, συνεπώς η (5.10) καταλήγει στην τελική µορφή 
 

 ( )
2 2 1

rr

dr E U F r
d gτ

+⎛ ⎞ = − ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.11) 

 
Η (5.11) είναι ανάλογη της εξίσωσης (4.10) που συναντήσαµε στο προηγούµενο 
κεφάλαιο, ο λόγος που την φέραµε σε αυτήν την µορφή είναι για να µπορέσουµε να 
µελετήσουµε τις τροχιές καλύτερα. Με την (5.11) σε αυτήν την µορφή είναι εύκολο 
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να εφαρµόσουµε διαταραχή στον όρο ( )F r , προτού όµως διαταράξουµε το  ας 
αντικαταστήσουµε το  όπως αυτό δίνεται από την (5.9) και ας βάλουµε τις 
ανταλλοίωτες συνιστώσες µε τις τιµές που δίνονται από την (5.3). Το τελικό 
αποτέλεσµα από την παραπάνω διαδικασία δίνεται από την σχέση 

( )F r
U

 ( ) 2 2
2 2

21
22

sin

M

1 MrF r E El l
r r

ω
θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛⎝ ⎠= − − − −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (5.12) 

 
ή σε µια πιο απλή µορφή 
 

 ( ) ( )
222 2

2 2 1
sin
lF r e e E l

r
α ν ω

θ
−⎧ ⎫

= − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (5.13) 

 
Οι (5.12) ή (5.13) αποτελούν την γενική µορφή του όρου ( )F r . Τώρα µπορούµε να 

εφαρµόσουµε πάνω στην γραµµική διαταραχή. Με την µέθοδο αυτή βρίσκουµε 
την γενική λύση κατά προσέγγιση, σε µια µικρή περιοχή του σηµείου ισσοροπίας. 

( )F r

 Από την (5.11) έχουµε ότι     ( ) ( )
2

    η  ́   dr drF r F
d dτ τ

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

r   η σχέση 

0dr
dτ

=  και κατά αναλογία η  ( ) 0F r =  µου δίνει τα σηµεία αναστροφής, έστω αυτά 

υπάρχουν σε κάποιο σηµείο , αν απαιτήσουµε παράλληλα και την πρώτη παράγωγο 
του  να είναι µηδέν τότε µαζί µε την 

or

( )F r ( ) 0oF r = , θα πάρω τις κυκλικές τροχιές, 
δηλαδή  
 ( ) ( )0       και       0   oF r F r′= o =  (5.14) 
 
Θυµηθείτε ότι η διαδικασία που ακολουθούµε είναι παρόµοια µε την περίπτωση του 
προηγούµενου κεφαλαίου, που απαιτήσαµε τις συνθήκες (4.11-12-13) για να 
µελετήσουµε τις τροχιές των σηµειακών σωµατιδίων. Κάτι ανάλογο κάνουµε και 
τώρα µε τη διαφορά ότι διαταράσσουµε την ακτινική ταχύτητα των σηµειακών 
σωµατιδίων για να δούµε σε ποιες τιµές αυτή µπορεί να καταλήξει, την ίδια δουλειά 
θα κάνουµε και για την µεσηµβρινή διαταραχή.  
 Εφαρµόζω τώρα την διαταραχή or r rδ= + . Αναπτύσσω την  κατά 
Taylor γύρω από το σηµείο , οπότε  

( oF r r− )
or

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
o

o o o o

r r
F r r F r r r F r F r

−
o′ ′′− = + − +

!
 (5.15) 

 
όπου µε τον ένα τόνο υποδηλώνουµε µια φορά παραγώγιση, ενώ µε δύο τόνους 
εννοούµε δύο φορές παραγώγιση ως προς τον αντίστοιχο όρο, στη συγκεκριµένη 
περίπτωση είναι ως προς . Η τελευταία σχέση σε συνδυασµό µε την r or r rδ− =  
αλλά και µε τις συνθήκες  (5.14) που επιβάλαµε, οδηγούν στην παρακάτω µορφή 
 

 ( ) ( ) ( )21
2 oF r r Fδ δ r′′=  (5.16) 
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οπότε θα έχω  
 

 ( ) ( ) ( ) ( )21
2o o

dr d dF r r F r r F
d d d

δ δ δ
τ τ τ

′′= ⇒ + = ⇒ = r  (5.17) 

 
όπου η τελευταία εξίσωση µε οδηγεί στην 
 

 ( ) ( )
2

oF rd r r
d

δ δ
τ

′′
=  (5.18) 

 
Την τελευταία σχέση θα την φέρουµε σε µια πιο γνώριµη µορφή, διότι αποτελεί 
γνωστή διαφορική εξίσωση. Γι’αυτό γράφω την (5.18) ως 
 

 ( ) 0
2

oF r
rδ δ

′′
r− =  (5.19) 

 
όπου η τελεία δηλώνει παραγώγιση ως προς τον χρόνο, στη συγκεκριµένη περίπτωση 
ως προς τον ίδιο χρόνο. Υψώνοντας την τελευταία σχέση στο τετράγωνο και 
παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο  παίρνω 

 ( ) ( )2     η  ́     0
2

o
o

F r
r r F r r r r rδ δ δ δ δ δ

′′⎛ ⎞
′′⋅ = ⋅ ⋅ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  (5.20) 

 
Η (5.20) είναι µια γραµµική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως της µορφής 

, η οποία όπως γνωρίζουµε πολύ καλά αποτελεί την διαφορική εξίσωση 
του απλού αρµονικού ταλαντωτή µε το 

2 0x xω+ =
ω  να είναι η  κυκλική συχνότητα, και να 

παίρνει θετικές τιµές. Η (5.20) λοιπόν µου δίνει την ακτινική κυκλική συχνότητα rω  
 

 ( )
2

o
r

F r
ω

′′
= −  (5.21) 

 
 Ο λόγος που έφερα την (5.21) σε αυτή την µορφή είναι γιατί η δεύτερη 
παράγωγος του F ως προς r είναι αρνητική, πράγµα που σηµαίνει πως περιµένουµε 
από αυτήν να έχει κάποιο µέγιστο, πράγµατι παρακάτω, όταν θα σχεδιάσουµε την 
µορφή της θα δούµε που εµφανίζει µέγιστο. Η λύση της (5.20) µου δίνει τη 
συµπεριφορά του υλικού σηµείου στην περιοχή του σηµείου ισορροπίας. Στη 
συγκεκριµένη όµως στιγµή δεν µας ενδιαφέρει η λύση της διαφορικής εξίσωσης παρά 
µόνο η συχνότητα (5.21). 

Η rω  όµως αναφέρεται στον ίδιο χρόνο τ , επόµενο βήµα είναι να την 
ανάγουµε στο συντεταγµένο χρόνο , στο χρόνο δηλαδή του δικού µας συστήµατος, 
µακριά από τον αστέρα. Για να το κάνουµε αυτό θα πρέπει να ανατρέξουµε στα 
ολοκληρώµατα της ενέργειας και στροφορµής ανά µονάδα µάζας τα οποία δίνονται 
από τις σχέσεις (5.4). Συνδυάζοντας τα δύο ολοκληρώµατα βρίσκω πως 

t

 

 ( )
121 M dtE l t

r d
ω

τ

−
⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

≡  (5.22) 
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αλλά µεταξύ ίδιου και συντεταγµένου χρόνου ισχύει 
 

 
22 2

2

d dt d
d d dτ τ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2t

 (5.23) 

 
Η (5.20) λόγω της (5.23) θα γίνει 
 

 ( ) ( ) ( )2 22

2 0 0
2 2

o oF r F rdt d dtr r r
d dt d

δ δ δ δ
τ τ

−′′ ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⇒ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r =  (5.24) 

 
Από την οποία παίρνω κατευθείαν ότι  
 

 
( ) 1

2
o

r

F r dt
d

ω
τ

−′′ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.25) 

 
Η (5.25) λόγω της (5.22) καταλήγει στην τελική µορφή για την ακτινική κυκλική 
συχνότητα  

 ( ) ( )1 21
2

o
r

F rME l
r

ω ω
− ′′⎛ ⎞= − ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.26) 

  
Επόµενο βήµα είναι να βρούµε τον όρο ( )oF r′′ και να τον θέσουµε στην 

(5.26). Θα πρέπει δηλαδή να βρούµε την δεύτερη παράγωγο ως προς το που 
αποτελεί το σηµείο αναστροφής των σηµειακών σωµατιδίων που περιφέρονται γύρω 
από τον αργά περιστρεφόµενο αστέρα.. Ο όρος αυτός όµως είναι συναρτήσει των 

or

, ,E l ω  τα οποία όµως θα πρέπει να γραφούν µε την γενική τους µορφή. ∆ηλαδή το 
 θα αντικατασταθεί από την εξίσωση (4.29) η οποία εκφράζει την ενέργεια των 

στοιχειωδών σωµατιδίων ανά µονάδα µάζας σε τυχαία απόσταση r, το  θα 
αντικατασταθεί από την εξίσωση (4.30) η οποία εκφράζει την στροφορµή ανά µονάδα 
µάζας συναρτήσει µόνο του s και του j, σε τυχαία απόσταση r, θυµίζουµε πως το j 

δίνεται από την ποσότητα 

E
l

2

Jj
M

= . Βέβαια όλη αυτή η διαδικασία απαιτεί πολύ 

χρόνο και κόπο γι’αυτό και θα δώσω την απευθείας τελική σχέση που προκύπτει, ενώ 
ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να βρει την πλήρης λύση στο Παράρτηµα Β. 

Η τελική µορφή που παίρνει η ακτινική επικυκλική συχνότητα rω  δίνεται από 
την ακόλουθη σχέση  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )1/ 2 1 12 3/ 26 1 3 3 6 1 2 4r s s s s s s s j Mω − −− −− − − − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦= 1−  

  (5.27) 
Η (5.27) είναι η σχέση που θέλαµε εξαρχής να καταλήξουµε και η οποία δίνει την 
ακτινική επικυκλική συχνότητα των σηµειακών σωµατιδίων σε τυχαία απόσταση r. 
Θυµίζουµε πως µε το γράµµα s συµβολίσαµε τον όρο . Προτού αναφέρουµε 
οτιδήποτε για την παραπάνω συχνότητα θα ήταν συνετό να βγάζαµε και την 
αντίστοιχη κάθετη επικυκλική συχνότητα, κατόπιν µπορούµε να τις συγκρίνουµε και 
να δούµε αν υπάρχουν και που υπάρχουν φαινόµενα συντονισµού. 

/r M



Κεφ. 5                       Εφαρµογή Γραµµικών ∆ιαταραχών 47

 
 
Κάθετη ∆ιαταραχή 
 
  
 Από την συνθήκη κανονικοποίησης για την τετρα-ταχύτητα  
παίρνουµε 

1u uα α = −

 ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2tt rr t
t r tg u g u g u g u g u uθθ φφ φ

θ φ φ+ + + + 1= −  (5.28) 
 
Επειδή µιλάµε για κάθετη διαταραχή θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη 
 0ru =  (5.29) 
οπότε η (5.28) γίνεται 
 ( ) ( ) ( )22 2 2tt t

tg u g u g u g u uθθ φφ φ
θ φ φ+ + + 1t = −  (5.30) 

 
Η (5.30) λόγω των (5.5) καταλήγει στην  

 ( )
2

2
2

12tt t l lg g g g u 2

1
E E E E

φ φφ θθ
θ

⎛ ⎞
− + + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.31) 

 
όπου έχω διαιρέσει κάθε όρο µε το 2 0E ≠ , τώρα θέτοντας 
 

 
2

, , 2tt tl lU r g g g l
E E E

φ φφθ
⎛ ⎞ ⎛

= − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 (5.32) 

 
οπότε η (5.31) καταλήγει στην 
  

 

( )

( ) ( )
( )

2
2 2

22

2

2 2

1 1

οµως           οποτε

1 1

U g u
E E

g u g u

U g u
E E

θθ
θ

θθ θ
θ θθ

θ
θθ

+ = −

=

+ = −

 (5.33) 

 

Η τετρα-ταχύτητα uθ  όµως δίνεται από την σχέση du
d

θ θ
τ

=  όπου τ  είναι ο ίδιος 

χρόνος, συνεπώς η τελευταία από τις  (5.33) καταλήγει στην τελική µορφή 
 

 
2 2 1 , , , ,rrgd E U lG r F r

d g E gθθ θθ

θ θ
τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎛ ⎞ = − ≡ =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

l
E

θ ⎟  (5.34) 

 
Η (5.34) είναι ανάλογη της εξίσωσης (4.10) που συναντήσαµε στο προηγούµενο 
κεφάλαιο, ο λόγος που την φέραµε σε αυτήν την µορφή είναι για να µπορέσουµε να 
µελετήσουµε τις τροχιές καλύτερα. Ο τελευταίος όρος της (5.34) βγήκε συνδυάζοντάς 
την µε την (5.11) .Με την (5.34) σε αυτήν την µορφή είναι εύκολο να εφαρµόσουµε 
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διαταραχή στον όρο , , lG r
E

θ
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟ , ο όρος , , lF r
E

θ
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟  δίνεται από την (5.12). 

Αντικαθιστώντας τις συναλλοίωτες της µετρικής και το ( ),F r θ , η ( ),G r θ παίρνει 
την τελική της µορφή η οποία δίνεται από την παρακάτω σχέση 
 

 ( )
1 1 2

2
2 2 2

1 2 21 1 1
sin

M M lG r E El
r r r r

ω
θ

− −

2
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦
 (5.35) 

 
Η (5.35) αποτελεί την γενική µορφή του όρου ( ),G r θ  . Τώρα µπορούµε να 
εφαρµόσουµε την διαταραχή. 

 Από την (5.34) έχουµε ότι     ( ) ( )
2

,     η  ́   ,  d dG r G r
d d
θ θθ θ
τ τ

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  η 

σχέση 0d
d
θ
τ
=  και κατά αναλογία η  ( ),G r θ 0=  µου δίνει τα σηµεία αναστροφής, 

έστω αυτά υπάρχουν σε κάποιο σηµείο oθ , αν απαιτήσουµε παράλληλα και την 
πρώτη παράγωγο του ( )G θ  να είναι µηδέν τότε µαζί µε την ( ) 0oG θ = , θα πάρω τις 
κυκλικές τροχιές, δηλαδή  
 ( ) ( )0       και       G 0   oG θ ′= oθ =  (5.36) 
 

Εφαρµόζω τώρα την διαταραχή oθ θ δθ= + . Αναπτύσσω την ( oG )θ θ−  κατά 
Taylor γύρω από το σηµείο oθ , οπότε  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
o

o o o oG G G G
θ θ

oθ θ θ θ θ θ
−

′− = + − +
!

θ′′  (5.37) 

 
όπου µε τον ένα τόνο υποδηλώνουµε µια φορά παραγώγιση, ενώ µε δύο τόνους 
εννοούµε δύο φορές παραγώγιση ως προς τον αντίστοιχο όρο, στη συγκεκριµένη 
περίπτωση είναι ως προς θ . Η τελευταία σχέση σε συνδυασµό µε την oθ θ δθ− =  
αλλά και µε τις συνθήκες  (5.36) που επιβάλαµε, οδηγούν στην παρακάτω µορφή 
 

 ( ) ( ) (21
2 oG )Gδθ δθ θ′′=  (5.38) 

οπότε θα έχουµε 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
2o o

d d dG G
d d d
θ

oGθ θ δθ δθ δθ θ
τ τ τ

′′= ⇒ + = ⇒ =  

  (5.39) 
όπου η τελευταία εξίσωση µας οδηγεί στην 

 ( ) ( )
2

oGd
d

θ
δθ δθ

τ
′′

=  (5.40) 

 
Την τελευταία σχέση θα την φέρουµε σε µια πιο γνώριµη µορφή, διότι αποτελεί 
γνωστή διαφορική εξίσωση. Γι’αυτό γράφω την (5.40) ως 
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 ( ) 0
2

oG θ
δθ δθ

′′
− =  (5.41) 

 
όπου η τελεία δηλώνει παραγώγιση ως προς τον χρόνο, στη συγκεκριµένη περίπτωση 
ως προς τον ίδιο χρόνο. Υψώνοντας την τελευταία σχέση στο τετράγωνο και 
παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο  παίρνουµε 

 ( ) ( )2     η  ́     0
2

o
o

G
G

θ
δθ δθ θ δθ δθ δθ δθ

′′⎛ ⎞
′′⋅ = ⋅ ⋅ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  (5.42) 

 
Η (5.42) είναι µια γραµµική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως της µορφής 

, η οποία όπως γνωρίζουµε πολύ καλά αποτελεί την διαφορική εξίσωση 
του απλού αρµονικού ταλαντωτή µε το 

2 0x xω+ =
ω  να είναι η  κυκλική συχνότητα. Η (5.42) 

λοιπόν µας δίνει την κάθετη επικυκλική συχνότητα θω  

 ( )
2

oG
θ

θ
ω

′′
= −  (5.43) 

 
Η θω  όµως αναφέρεται στον ίδιο χρόνο τ , επόµενο βήµα είναι να την ανάγουµε στο 
συντεταγµένο χρόνο , στο χρόνο δηλαδή του δικού µας συστήµατος, µακριά από τον 
αστέρα. Ανάλογη δουλειά κάναµε και στην ακτινική διαταραχή οπότε θα πάρουµε 
την σχέση έτοιµη, η 

t

θω στο συντεταγµένο χρόνο t γράφεται σε αναλογία µε την 
(5.26) ως 

 ( ) ( )1 21
2

oGME l
rθ

θ
ω ω

− ′′⎛ ⎞= − ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.44) 

 
 Επόµενο βήµα είναι να βρούµε τον όρο ( )oG θ′′ και να τον θέσουµε στην 
(5.44). Θα πρέπει δηλαδή να βρούµε την δεύτερη παράγωγο ως προς το oθ που 
αποτελεί το σηµείο αναστροφής των σηµειακών σωµατιδίων που περιφέρονται γύρω 
από τον αργά περιστρεφόµενο αστέρα.. Ο όρος αυτός όµως είναι συναρτήσει των 

, ,E l ω  τα οποία όµως θα πρέπει να γραφούν µε την γενική τους µορφή. Ό,τι κάναµε 
λοιπόν στην προηγούµενη ενότητα, ανάλογα θα πρέπει να πράξουµε και εδώ. Επειδή 
η διαδικασία απαιτεί κόπο και χρόνο, την δίνουµε αναλυτικά στο Παράρτηµα Β. Εδώ 
θα αναγράψουµε µόνο την τελική µορφή της. 

Η τελική µορφή που παίρνει η κάθετη επικυκλική συχνότητα θω  δίνεται από 
την ακόλουθη σχέση 
  (5.45)

  

( ) ( ) ( )1 11/ 2 3/ 2 12 1 3 3 1s s s s s j Mθω
− −− −⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦

−

Τώρα έχουµε και τις δύο απαιτούµενες σχέσεις. Επόµενο βήµα είναι να κάνουµε τις 
γραφικές τους παραστάσεις και να δούµε για ποιο s υπάρχει συντονισµός. Στην 
επόµενη σελίδα υπάρχουν οι γραφικές παραστάσεις των (5.27) και (5.45) για δύο 
διαφορετικές τιµές της παραµέτρου j, θυµίζουµε πως µε την παράµετρο αυτή 
συµβολίζουµε την περιστροφή του αστέρα. Η τιµή j = 0 αναφέρεται για µη 
περιστρεφόµενο αστέρα ενώ για τιµές του j µεγαλύτερες του 0.5 αναφερόµαστε σε 
ταχέως περιστρεφόµενους, σε αυτήν την περίπτωση στις εξισώσεις µας θα πρέπει να 
λάβουµε υπόψη και όρους j2. Τα παρακάτω σχήµατα είναι για τιµές του j 0.3 και 0.5. 
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Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται η µορφή των εξισώσεων της ακτινικής επικυκλικής 
συχνότητας καθώς και της κάθετης. Στον άξονα Υ έχουµε τοποθετήσει τις τιµές των 
συχνοτήτων ενώ στον Χ έχουµε τοποθετήσει το αδιάστατο µέγεθος S. Από το 
παραπάνω σχήµα φαίνεται πως έχουµε ένα τοπικό µέγιστο της ακτινικής επικυκλικής 
συχνότητας κοντά στην τιµή S = 8 ενώ η τιµή της µηδενίζεται για S = 5.54. Αντίθετα 
η µορφή της κάθετης επικυκλικής συχνότητας έχει µια τελείως διαφορετική µορφή 
και µόνο για πολύ µεγάλα r δείχνει να ταυτίζεται µε την ακτινική. Συντονισµό 2 : 3 
έχουµε για την τιµή S = 8.079 ενώ συντονισµό 1 : 3 έχουµε για S = 15.054. Πρέπει να 
τονίσουµε σε αυτό το σηµείο οτι οι συντονισµοί αυτοί εµφανίζονται σε πολλές 
βαρυτικές πηγές είτε αστέρων νετρονίων είτε σε µελανές οπές. 
 Στην επόµενη σελίδα βλέπουµε πάλι την γραφική παράσταση της ακτινικής 
και επικυκλικής συχνότητας συναρτήσει της απόστασής της από την πηγή. Η διαφορά 
είναι ότι εδώ θεωρήσαµε ότι η πηγή περιστρέφεται γρηγορότερα ( j = 0.5 ). Η µορφή 
των δυο συχνοτήτων δεν θα µπορούσε βέβαια να αλλάξει ριζικά, αυτό που άλλαξε 
είναι η κλίση τους. Έτσι φαίνεται καθαρά ότι οι δύο συντονισµοί τώρα δείχνουν να 
µετατοπίζονται δεξιότερα του άξονα των Χ , δηλαδή προς µεγαλύτερες τιµές του r. Ο 
συντονισµός 2 : 3 τώρα συµβαίνει για την τιµή S = 8.37 ενώ ο 1 : 3 συµβαίνει για      
S = 15.25. Πρέπει να τονίσουµε σε αυτό το σηµείο ότι και τα δύο αυτά διαγράµµατα 
έχουν γίνει για τιµή µάζας   Μ = 1.4 Μ � . 
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 Το διάγραµµα της επόµενης σελίδας αντιστοιχεί σε µεγαλύτερη µάζα. Σε αυτό 
το διάγραµµα χρησιµοποιήσαµε την τιµή Μ = 1.8 Μ � και περιστροφή j = 0.3. Στο 

διάγραµµα δίνεται ένας νέος συντονισµός ο 3 : 5 ο οποίος συναντάται σε πολλές 
πηγές και κυρίως σε αυτές που είναι υποψήφιες για Μελανές Οπές. Ο συντονισµός 
συµβαίνει για S = 8.78. 
 
Συµπεράσµατα 
 
 Αναπτύξαµε σε αυτό το κεφάλαιο την θεωρία του παραµετρικού συντονισµού 
µε σκοπό να ερµηνεύσουµε τα παρατηρήσιµα αποτελέσµατα, που παίρνουµε από 
µακρινές βαρυτικές πηγές. Όπως θα πούµε και στα κεφάλαια επτά και οκτώ, οι 
παρατηρήσεις των συχνοτήτων για πολλές συµπαγείς πηγές φαίνεται να 
παρουσιάζουν δύο κορυφές. Η µία κορυφή εκ των δύο (η µεγαλύτερη) φαίνεται να 
κυµαίνεται σε µια περιοχή από 850 έως 1250 Hz ενώ η µικρότερη κυµαίνεται στην 
περιοχή 200 – 350 Hz. Το σηµαντικότερο είναι ότι ο λόγος των δύο συχνοτήτων 
βρίσκεται στην τιµή 2:3.  
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 Αποδίδοντας τις δυο κορυφές σε µια ακτινική και µια επικυκλική συχνότητα 
και διατυπώνοντας την θεωρία του παραµετρικού συντονισµού καταλήξαµε να 
βγάλουµε τον παραπάνω λόγο (2:3) στην κατάλληλη περιοχή, βέβαια η ίδια θεωρία 
µπορεί να δουλέψει και για άλλους λόγους (1:3, 3:5) µε διαφορετικές όµως κάθε 
φορά αρχικές συνθήκες. Το σηµαντικότερο συµπέρασµα που βγαίνει από όλη αυτή τη 
δουλειά είναι ότι καταφέραµε να εξηγήσουµε τα αποτελέσµατα µόνο µε την 
παρουσία του ισχυρού βαρυτικού πεδίου και χωρίς να εισάγουµε καθόλου θεωρία 
ηλεκτροµαγνητισµού, εννοώντας ότι τα µαγνητικά πεδία είναι ασθενή και εποµένως 
δεν επηρεάζουν καθόλου το σύστηµα ή να στηριχθούµε σε κάποια αστρική 
επιφάνεια. Εποµένως η παραπάνω θεωρία µπορεί να δουλέψει το ίδιο καλά είτε σε 
αστέρες νετρονίων είτε σε µελανές οπές. Σηµαντικό είναι επίσης το γεγονός πως οι 
παραπάνω συχνότητες για στροφορµή j = 0 καταλήγουν στις αντίστοιχες που 
βγάλαµε για οµογενείς σφαιρικούς και µη περιστρεφόµενους αστέρες, ενώ ο 
µηδενισµός της ακτινικής επικυκλικής συχνότητας γίνεται στην τιµή r = 6M, δηλαδή 
στην τιµή των ευσταθών κυκλικών τροχιών. Καταλαβαίνουµε λοιπόν πως αν 
δώσουµε µια µικρή περιστροφή οι τροχιές αυτές δείχνουν να πλησιάζουν προς την 
βαρυτική πηγή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 

 
Εξέλιξη των ISCO σε περιστρεφόµενες Μελανές Οπές µε 

∆ίσκο Προσαύξησης 
 

 
ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Μέχρι τώρα µελετήσαµε τις τροχιές σηµειακών σωµατιδίων γύρω από 
σφαιρικά συµµετρικό και οµογενή αστέρα ο οποίος είναι µη περιστρεφόµενος. Κατά 
την µελέτη καταλήξαµε ότι οι ευσταθείς κυκλικές τροχιές υπάρχουν στην απόσταση 
των , έπειτα προχωρήσαµε σε ένα πιο σύνθετο πρόβληµα, βάζοντας και µια 
µικρή περιστροφή στον αστέρα. Μελετώντας τις τροχιές στον αργά περιστρεφόµενο 
αστέρα είδαµε πως αυτές εξελίχθηκαν παραβιάζοντας το όριο των , πράγµα 
που σηµαίνει πως η περιστροφή µεταβάλει τις ευσταθείς κυκλικές τροχιές. Στο 
κεφάλαιο αυτό θα κάνουµε το πρόβληµα ακόµα πιο δύσκολο εισάγοντας περισσότερη 
περιστροφή. Συνεπώς θα µιλούµε για ένα ταχέως περιστρεφόµενο σώµα. Κατά την 
µελέτη αυτή θα χρησιµοποιήσουµε τη µετρική του χώρου Kerr-Newman. 

6r M=

6r M=

 Σήµερα είναι γνωστές µόνον τέσσερις ακριβείς λύσεις των εξισώσεων πεδίου, 
που διαφέρουν µεταξύ τους ως προς τις συµµετρίες του χωρoχρόνου και τις 
παραµέτρους που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή του αντίστοιχου χωροχρόνου. 
Την λύση Schwarzschild την έχουµε αναφέρει σε προηγούµενη ενότητα, η λύση 
Reissner – Nordstrom είναι µια διπαραµετρική λύση, µε παραµέτρους Μ και Q 
(ηλεκτρικό φορτίο της βαρυτικής πηγής) η οποία για Q = 0 ταυτίζεται µε την λύση  
Schwarzschild. Η λύση Reissner – Nordstrom µάλλον δεν παρουσιάζει αστροφυσικό 
ενδιαφέρον, διότι τα αστροφυσικά σώµατα, πιθανότατα είναι ηλεκτρικά ουδέτερα. 
Αντίθετα η διπαραµετρική λύση Kerr, µε παραµέτρους M και  J (ολική στροφορµή 
της βαρυτικής πηγής), παρουσιάζει αστροφυσικό ενδιαφέρον, διότι η µελανή οπή 
Kerr, πιθανότατα, είναι το αποτέλεσµα της κατάρρευσης ενός αστέρα αξονικά 
περιστρεφόµενου και αµετάβλητου µε το χρόνο. Για J = 0, η λύση Kerr ταυτίζεται µε 
την λύση  Schwarzschild. Τέλος, η τριπαραµετρική λύση Kerr – Newman, µε 
παραµέτρους Μ,J και Q, γενικεύει τις τρεις προηγούµενες λύσεις. 
 Η οικογένεια λύσεων Kerr – Newman περιγράφει πλήρως όλες τις χρονικά 
αµετάβλητες, σχετικιστικές µελανές οπές που προκύπτουν από βαρυτική 
κατάρρευση. Αυτό σηµαίνει ότι οι ποσότητες M,J και Q περιγράφουν κατά µοναδικό 
τρόπο το εξωτερικό βαρυτικό και ηλεκτροµαγνητικό πεδίο της µελανής οπής. Τέλος   
οι ποσότητες M,J και Q, οι οποίες στη λύση εµφανίζονται ως σταθερές ολοκλήρωσης, 
είναι δυνατό να προσδιοριστούν µόνο από την δυναµική επίδραση της µελανής οπής 
στο περιβάλλον της.  
 
 
 
 
 
. 
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Ταχέως περιστρεφόµενοι Αστέρες Νετρονίων και Μελανές Οπές 
 

Η λύση Kerr-Newman είναι η πιο γενική ασυµπτωτικά επίπεδη, αξονικά 
συµµετρική και χρονικά αµετάβλητη λύση κενού µε µια Μελανή Οπή. Στο κεφάλαιο 
αυτό θα βγάλουµε τις ευσταθείς κυκλικές τροχιές τις οποίες µπορεί ένα σηµειακό 
σωµατίδιο να εκτελέσει, γύρω από µια περιστρεφόµενη µελανή οπή Kerr-Newman µε 
µάζα Μ, στροφορµή J και ηλεκτρικό φορτίο Q. Στη µελέτη που θα ακολουθήσει 
ξεκινάµε και µε τις τρεις παραµέτρους, σταδιακά όµως θα δίνεται και το αποτέλεσµα 
για Q = 0, δηλαδή για Μελανή Οπή δίχως ηλεκτρικό φορτίο.  

Θα µελετήσουµε λοιπόν τις τροχιές στο χώρο του Kerr-Newman. Στις 
συντεταγµένες Boyer-Lindquist σε γεωµετρικές µονάδες ( c = G = 1 ) το γραµµικό 
στοιχείο της λύσης Kerr-Newman είναι της µορφής : 

2 2 2
2 2 2

2 2

2
2 2 2 2 2

2

2 21 2 sin

2                                             sin sin

Mr Q Mr Qds dt a d dt dr d

Mr Qr a a d

ρ 2 2 2
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θ φ ρ θ
ρ ρ

θ θ φ
ρ

⎛ ⎞− −
= − − − + +⎜ ⎟ ∆⎝ ⎠

⎛ ⎞−
+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.1) 

όπου 

 2 2 2 2 2 2cos 2 Jr a r Mr a Q a
M

ρ θ και≡ + ∆ ≡ − + + ≡  (6.2) 

 
Οι συναλλοίωτες συνιστώσες της παραπάνω µετρικής είναι : 
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Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι : 
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∆

 (6.4) 

 
Οι τροχιές στην γεωµετρία του Schwarzschild παραµένουν σε ένα επίπεδο 

εξαιτίας του ολοκληρώµατος της στροφορµής του σηµειακού σωµατιδίου, ως 
συνέπεια βέβαια της σφαιρικής συµµετρίας του παραπάνω χώρου. Η γεωµετρία όµως 
του χώρου Kerr-Newman δεν είναι σφαιρικά συµµετρική, µόνο αξονικά συµµετρική 
και µόνο η συνιστώσα κατά µήκος του άξονα συµµετρίας της στροφορµής 
διατηρείται. Υπάρχουν βέβαια περιορισµένες  τροχιές οι οποίες βρίσκονται στο 
ισηµερινό επίπεδο ( θ = π / 2 ), αλλά γενικά οι τροχιές δεν περιορίζονται σε ένα 
επίπεδο. Ωστόσο η µελέτη της γενικής περίπτωσης είναι αρκετά δύσκολη, γι’αυτό και 
θα περιοριστούµε στην απλούστερη περίπτωση δηλαδή στις τροχιές του ισηµερινού 
επιπέδου.  
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Η ανάλυση των ισηµερινών τροχιών βαδίζει στα ίδια περίπου βήµατα µε αυτή 
που συναντήσαµε στο Κεφ. 4 της γεωµετρίας του Schwarzschild, µόνο που οι 
αλγεβρικές πράξεις είναι πολύ πιο επίπονες. Τονίζουµε ότι η συµµετρία της 
γεωµετρίας του χώρου Kerr-Newman ως προς το ισηµερινό επίπεδο θ π θ→ −  
προτρέπει στο συµπέρασµα ότι υπάρχουν τροχιές στο ισηµερινό επίπεδο / 2θ π=  µε 
µηδενική θ-συνιστώσα της τετρα-ταχύτητας , δηλαδή u 0uθ = . Αυτές οι τροχιές 
κατευθύνονται από την µετρική (6.1) µε τον περιορισµό  / 2θ π= .  
 
Οι συναλλοίωτες συνιστώσες αυτής της µετρικής είναι : 
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Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι : 
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 (6.6) 

 
 Οι τροχιές µπορούν να παραµετροποιηθούν από την διατηρούµενη ενέργεια 
ανά µονάδα µάζας και την διατηρούµενη στροφορµή ανά µονάδα µάζας κατά 
µήκος του άξονα συµµετρίας, οι οποίες προέρχονται από την ανεξαρτησία της 
µετρικής στο χρόνο t και στο φ. Σε όρους των διανυσµάτων Killing τα οποία 
συσχετίζονται µε αυτές τις συµµετρίες, οι διατηρούµενες ποσότητες γράφονται 

E�

  (6.7)            E και≡ − ⋅ ≡ ⋅ξ u η u�� l
Η ερµηνεία των ποσοτήτων αυτών ως η ενέργεια και η στροφορµή ανά µονάδα µάζας 
ηρεµίας, πηγάζει από την εκτίµηση τους στο άπειρο, δηλαδή πάρα πολύ µακριά από 
την πηγή όπου η γεωµετρία είναι επίπεδη. Η διατηρούµενη στροφορµή κατά µήκος 
του άξονα συµµετρίας, συµπίπτει επίσης και µε την ολική στροφορµή για τις 
ισηµερινές τροχιές. Όπως πάντα σε αυτή την περίπτωση υπάρχει ένα επιπρόσθετο 
γενικό ολοκλήρωµα των γεωδαισιακών εξισώσεων, το οποίο βγαίνει από την 
κανονικοποίηση της τετραταχύτητας  

 ⋅u u = -1  (6.8) 
Από την µετρική των Kerr-Newman τα  αποτελούν γραµµικό συνδυασµό 
των 

  και   E �� l
u και  tu φ  έτσι ώστε να ισχύει  
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tt t
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t

E g u g u
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�  (6.9) 

Τις παραπάνω εξισώσεις µπορούµε να τις λύσουµε για τα  και  tu uφ οπότε θα 
πάρουµε 
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 (6.10) 
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Πρέπει τώρα να αντικαταστήσουµε τις συναλλοίωτες συνιστώσες όπως αυτές 
δίνονται από την (6.5), κάνοντας την δουλειά αυτή παίρνουµε : 
 

 
2 2

2 2

1 2 21d Mr Q Mru l a
d r r

φ φ
τ

⎡ ⎤⎛ ⎞− −
= = − +⎢ ⎥⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠⎣ ⎦

� �Q E  (6.11) 

και 

 
2 2

2 2 2
2

1 2 2t dt Mr Q Mr Qu r a a E a
d rτ

⎡ ⎤⎛ ⎞−
= = + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠⎣ ⎦

��
2 l

r
−  (6.12) 

 
Τις (6.11) και (6.12) µπορώ να τις αντικαταστήσω στην (6.8) και µαζί µε την  

να βγάλω την ακτινική εξίσωση 

0uθ =
dr
dτ

. Η (6.8) µου δίνει 
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φφ φ+ + + 1= −  (6.13) 

 
Αρχικά αντικαθιστούµε τις (6.10) για να ελαττώσουµε τις πράξεις και λύνουµε ως 

προς την r dru
dτ

= το τελικό αποτέλεσµα είναι: 

 ( ) ( )
2 2

2

2

2 1tt tr

rrrr tt t

g l g E g lE
u

gg g g g
φφ φ

φφ φ

+ +
+

−

� �� �
= −  (6.14) 

 
Τώρα µένει να αντικαταστήσουµε τις συνιστώσες της µετρικής όπως αυτές δίνονται 
από την (6.5), θα αναφέρουµε µόνο το τελικό αποτέλεσµα γιατί µόνο αυτό ενδιαφέρει 
τον αναγνώστη. Μετά από πράξεις λοιπόν καταλήγουµε στην παρακάτω µορφή 
  

 (
22 1 1 , , , ,

2 2 eff
E dr r l E Q a

d
V

τ
− ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

� � � )  (6.15) 

 
Η (6.15) µας θυµίζει την (4.10), σκοπός µας ήταν να την φέρουµε σε µια τέτοια 
µορφή ώστε να µπορέσουµε να µελετήσουµε καλύτερα τις τροχιές όπως κάναµε και 
στο τέταρτο κεφάλαιο. Το ενεργό δυναµικό δίνεται από την σχέση 
 

 
( ) (

2 2 22 2 2

2 2 4

12 2
2 2 2eff

l a EMr Q Mr Q l aE
r r r

V
− −− −

= − + − −
� �

� � )  (6.16) 

 
Στην περίπτωση που το  το δυναµικό παίρνει την απλούστερη µορφή 0Q =

 
( ) ( )22 2 2

2

1

2eff 3

M l aEl a EM
r r r

V
−− −

= − + −
� �� �

 (6.17) 

 
 

Παρατηρούµε πως η (6.17) µοιάζει µε την σχέση (2.23) που καταλήξαµε για 
το ενεργό δυναµικό των τροχιών στη γεωµετρία του Schwarzschild, µάλιστα 
ταυτίζεται µε αυτήν όταν η ολική στροφορµή του συµπαγούς αντικειµένου είναι 
µηδενική,  . Ο δεύτερος όρος αποτελεί το φυγοκεντρικό κοµµάτι ενώ ο τρίτος 
όρος είναι ο σχετικιστικός παράγοντας. Πολλές σηµαντικές ιδιότητες µπορούµε να 

0a =
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βγάλουµε για τις τροχιές των σηµειακών σωµατιδίων στο ισηµερινό επίπεδο 
χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις για τα ενεργά δυναµικά, ιδιότητες όπως οι 
σταθερές κυκλικές τροχιές και η ενέργεια σύνδεσης των εσώτατων σταθερών 
κυκλικών τροχιών.   

Ορίζοντας την σταθερά 
2 1
2

Eε −
≡
�

µπορούµε να µελετήσουµε τις τροχιές. Οι 

συνθήκες που θα µας απασχολήσουν είναι 
 
 ( ) ( )        effi Vε = r  (6.18) 

 ( ) ( )        0effii rV =′  (6.19) 

 ( ) ( )      0effiii rV =′′  (6.20) 
 
Όπου µε τον τόνο υποδηλώνουµε παραγώγιση ως προς r. Η πρώτη θα µας δώσει τα 
σηµεία αναστροφής. Η πρώτη µε τη δεύτερη συνθήκη µας δίνουν τις κυκλικές τροχιές 
και τέλος ο συνδυασµός και των τριών µας δίνουν τις οριακές σταθερές τροχιές. 
Θυµίζουµε πως το όπου J η ολική στροφορµή της Μ.Ο. Επίσης το Q είναι 
σταθερό. Κατά την διάρκεια των πράξεων θα κρατήσουµε και δεύτερους τάξεως 
όρους του , ενώ θα απορρίψουµε µεγαλύτερους. Η πρώτη παράγωγος ως προς r του 
ενεργού δυναµικού είναι 

/a J M≡

a

 ( ) ( ) (
2 2 22 2 2

3 3 5

1 3 2l a EMr Q Mr QV r l aE
r r r

− −− −′ = − + −
� �

� � )  (6.21) 

 
και η δεύτερη δίνεται από την σχέση 
 

 ( )
( ) (

2 2 22 2 2

4 4 6

3 12 3 12 10l a EMr Q Mr QV r l aE
r r r

⎡ ⎤− −− −⎣ ⎦′′ = − + − −
� �

� � )  (6.22) 

 
Εφαρµόζοντας τις συνθήκες (6.19) και (6.20) παίρνω 
  

 ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2 2 2 21 3 2Mr Q r l a E r Mr Q l aE⎡ ⎤− − − − + − −⎣ ⎦
� �� � 0=  (6.23) 

και 

 ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2 2 2 22 3 3 1 12 10 0Mr Q r l a E r Mr Q l aE⎡ ⎤− − + − − − − − =⎣ ⎦
� �� �  (6.24) 

 
Πολλαπλασιάζοντας την (6.23) µε 3 και προσθέτοντάς την στην (6.24), καταλήγω σε 
µια πολύ χρήσιµη για την συνέχεια σχέση 

 ( )( )23 23 4Mr Mr Q l aE− − − =� � 0  (6.25) 

 
βέβαια είναι τρίτου βαθµού ως προς r πράγµα που δεν βοηθάει στο να τη λύσουµε, 
στην περίπτωση όµως που το 0Q =  η παραπάνω καταλήγει σε µια απλούστερη 
µορφή την  

 ( )3r l a= ± −� �E  (6.26) 
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Η τελευταία σχέση µας δίνει στην ουσία τις ακρότατες τιµές του ενεργού δυναµικού, 
θα επανέλθουµε όµως αργότερα στη σχέση αυτή. Την (6.25) µπορώ να την γράψω ως 
εξής, διαιρώ µε Μ4 και θέτω  

  (6.27) 2/     και     / /s r M j a M J M≡ ≡ =
όπου κρατάµε και τους όρους απορρίπτοντας όλους τους ανώτερους. Η (6.25) 
γράφεται 

2j

 ( )
2

3 3 4 0ls s z j E
M

⎛ ⎞
− − − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

� �  (6.28) 

όπου µε τον όρο z έχω θέση  

 
2Qz

M
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.29) 

 
Πηγαίνουµε τώρα στην πρώτη συνθήκη (6.18) µε την βοήθεια των (6.27),(6.29) 
γίνεται 

 ( ) ( ) ( )
2 2

4 2 3 2 2 2 2 21 2 1 2l ls E s zs s s E j s z jE
M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − + + − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �� � �  (6.30) 

 
Η τελευταία µε την βοήθεια  της (6.28) θα µας δώσει µια δευτεροβάθµια εξίσωση του 

 , αντικαθιστούµε δηλαδή κάθε όροE� l
M

�
 της (6.30)  από την (6.28), η τελική σχέση 

που παίρνω είναι 
 ( ) ( ) ( )1/ 2 12 2 3/ 2 2 22 3 4 2 3 4 1s E s s z jE s s z s s z j− −⎡ ⎤− − − − + − + −⎣ ⎦

� � 0=

1

 (6.31) 

µε διακρίνουσα  
 ( ) ( ) 12 2 24 2 3 4D s s s z j s s z −⎡ ⎤= − + + − +⎣ ⎦  (6.32) 

Η λύση της δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι  

 ( ) ( ) ( )
1/ 21/ 2 11 2 23 4 2 3 4 1E s s z j s s s z j s s z

− −− ⎡ ⎤= − ± − + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
�  (6.33) 

 
Με την βοήθεια της  (6.33) η (6.28)  γίνεται 
 

 ( ) ( ) ( ){ }1/ 21/ 2 1/ 23/ 2 5/ 2 2 2 23 4 1 2 2l s s z s s z s s z j s j
M

− − −= − ± − − + +
�

 (6.34) 

 
Τόσο η (6.33) όσο και η (6.34) δεν αποτελούν τις γενικές µορφές της ανά 

µονάδας µάζας ενέργειας και στροφορµής, δεν ισχύουν δηλαδή για κάθε r παρά µόνο 
για εκείνα τα r που ικανοποιούν την συνθήκη (6.25). Η συνθήκη αυτή µας δίνει µόνο 
τα ακρότατα του δυναµικού, µας δίνει δηλαδή τις ευσταθείς κυκλικές τροχιές που 
βρίσκονται στο ισηµερινό επίπεδο του συµπαγούς σώµατος. Θυµηθείτε ότι κατά την 
ανάλυση των ISCO στο αργά περιστρεφόµενο συµπαγές σώµα, που 
διαπραγµατευτήκαµε στο κεφάλαιο 4 δεν στηριχθήκαµε σε καµία συνθήκη παρόµοια 
της (6.25).Αν θέλαµε να βγάζαµε την γενική µορφή η οποία να ισχύει για κάθε r θα 

έπρεπε να λύναµε την  (6.23) ως προς l
M

�
η οποία θα ήταν συναρτήσει του  και 

στην συνέχεια να την αντικαταστούσαµε στην (6.30) ώστε να καταλήγαµε σε µια 

E�
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δευτεροβάθµια εξίσωση του  που η λύση της θα ήταν η γενική µορφή της ανά 
µονάδα µάζας ενέργειας των σηµειακών σωµατιδίων σε τυχαίο r. Μια τέτοια δουλειά 
είναι αρκετά επίπονη και θα χρειαζόταν αρκετές σελίδες πράξεων για να βγάζαµε το 
επιθυµητό αποτέλεσµα, ωστόσο θα δούµε παρακάτω πως η παραπάνω διαδικασία 
γίνεται για την περίπτωση που έχω 

E�

0Q = . 
 
 
 

Η  περίπτωση    0Q =
 
 Σε αυτή την ενότητα θα δούµε την εξέλιξη των ISCO για την περίπτωση που 
το συµπαγές αντικείµενο δεν έχει ηλεκτρικό φορτίο. Θα εφαρµόσουµε την παραπάνω 
διαδικασία εξαγωγής των γενικών σχέσεων για τυχαίο r, και στο σηµείο που οι 
πράξεις αρχίσουν να γίνονται πολύπλοκες θα αντικαταστήσουµε µόνο µια τιµή την 
τιµή r = 6M. Έτσι θα δούµε πώς εξελίσσονται οι τροχιές για την περίπτωση της 
ταχείας περιστροφής. 
 Ξεκινούµε πρώτα από το ενεργό δυναµικό της σχέσεως (6.17) η πρώτη 
παράγωγος και η δεύτερη παράγωγος ως προς r δίνονται από τις σχέσεις  
 

 ( ) ( ) (
2 2 2

2

2 3 4

1 3l a EM MV r l aE
r r r

− −
′ = − + −

� �
� � )  (6.35) 

και 

 ( )
( ) (

2 2 2
2

3 4 5

3 12 12l a EMV r l aE
r r r

⎡ ⎤− −⎣ ⎦′′ = − + − −
� �

� � )M  (6.36) 

 
Εφαρµόζοντας την δεύτερη συνθήκη (6.19) στην (6.35) παίρνω 
 

 ( ) ( )22 2 2 2 1 3Mr l a E r M l aE⎡ ⎤− − − + − =⎣ ⎦
� �� 0�  (6.37) 

 
Αναπτύσσω τώρα την (6.37) ώστε να πάρω µια δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς 
το ενώ ταυτόχρονα χρησιµοποιούµε και τις σχέσεις (6.27) , µετά από όλα αυτά 
παίρνουµε 

/l M�

 ( ) ( )
2

2 2 23 6 3l ls Ej s E s j
M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎡ ⎤ 0s− + − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �� � =  (6.38) 

Η παραπάνω είναι µια δευτεροβάθµια εξίσωση του µε λύση  /l M�
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1/ 21 1/ 2 11 23 3 3 1 3 1 3l s Ej s s s s s E j

M
− − −− ⎡ ⎤= − − ± − + − − +⎣ ⎦

� � � 2  (6.39) 

 
Η πρώτη συνθήκη (6.18), χρησιµοποιώντας παράλληλα και τις (6.27) µας δίνουν µια 
εξίσωση από την οποία θα προκύψει η γενική µορφή του  για τυχαίο r. Πράγµατι 
έχω 

E�
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 ( ) ( )
2

3 2 2 2 22 4 2l ls s j E j E s s sj
M M

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎢ ⎥+ + − ⋅ − − + + =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

� �� � 0  (6.40) 

Η τελευταία είναι µια δευτεροβάθµια εξίσωση του  που για να βρούµε την 
λύση της θα πρέπει να αντικαταστήσουµε τον όρο  από την (6.39). Κάτι τέτοιο 
όµως θα ήταν αρκετά δύσκολο και ασύµφορο, αφού οι αλγεβρικές πράξεις είναι πολύ 
µεγάλες και επίπονες ακόµα και για τους πιο επίµονους και σχολαστικούς λύτες. Αντ’ 
αυτού θα δοκιµάσουµε µια άλλη µέθοδο η οποία χρειάζεται λιγότερο κόπο! Αφού σε 
προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε την εξέλιξη των τροχιών µε αργή περιστροφή για την 
τιµή των ευσταθών κυκλικών τροχιών r = 6M, σκεφτόµαστε να χρησιµοποιήσουµε 
την τιµή αυτή για να απλοποιήσουµε τόσο την (6.39) όσο και την (6.40). 
Αντικαθιστώντας λοιπόν την τιµή 

E�

/l M�

6s = η (6.39) γίνεται : 
 

 ( )
1/ 2

2 212 3 1 2 1 1
6

l Ej E j
M

⎡ ⎤= − ± + − +⎣ ⎦
� � �  (6.41) 

 
Θέτοντας την τιµή  και κάνοντας χρήση της (6.41), η (6.40) παίρνει την τελική 
µορφή 

6s =

 ( ) ( )2 2 22 27 2 3 48 0j E jE j− ± − +� � =  (6.42) 
 

Η διακρίνουσα της οποίας είναι 
1/ 2

21372 2 1
864

D j⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

οπότε 

 

 ( ) (
1/ 2

1 12 23 1327 18 2 1 27
2 864

)2E j j j j
− −⎛ ⎞= − ± − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
� ∓  (6.43) 

Η τιµή του j κυµαίνεται από 0 έως 1 µε την τελευταία τιµή να αντιστοιχεί στην πιο 
γρήγορη περιστροφή! Παρατηρούµε ότι οι όροι στην παρένθεση είναι αρκετά µικροί 
ώστε να µπορούµε να εφαρµόσουµε τον τύπο του διωνύµου! 

 ( ) ( ) 21
1 1 ....

2!
a a a

x ax x
−

+ ≈ + + +  (6.44) 

επισηµαίνουµε ότι κρατάµε όρους µέχρι και δευτέρας τάξεως, η (6.43) γίνεται λοιπόν 
 

 21 3 2 2 171
27 2 3 576

E j ⎛= ± +⎜
⎝ ⎠

� ∓ j ⎞
⎟  (6.45) 

Την (6.45) µπορούµε να την γράψουµε µε µια καλύτερη µορφή η οποία δίνεται 
παρακάτω 

 
3/ 2 3

28 1 2 1 21
9 16 3 10 3

E j j
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ±⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
� ∓  (6.46) 

 
 
Έχοντας την (6.46) µπορούµε να την αντικαταστήσουµε στην (6.41) και να πάρουµε 
και την τελική µορφή της στροφορµής ανά µονάδα µάζας. Μετά από την 
αντικατάσταση παίρνω τελικά : 
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3/ 2 3

21 2 1 212 1
2 3 4 3

l j
M

j
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± ±⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

�
∓  (6.47) 

 
Μας έµεινε τώρα κάτι τελευταίο να βρούµε και την εξέλιξη των τροχιών, θυµόµαστε 
ότι από τις συνθήκες (6.19) και (6.20) καταλήξαµε στην σχέση (6.26) , η οποία µου 
δίνει τις κυκλικές τροχιές και η οποία µπορεί να γραφεί ως  

 3 lr j
M

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

� �E M  (6.48) 

Αν στην τελευταία αντικαταστήσουµε τις τιµές των  και lE
M

��  όπως αυτές δίνονται 

από τις (6.46) και (6.47) αντίστοιχα τότε θα πάρουµε  τις ευσταθείς κυκλικές τροχιές  
 

 
3/ 2

22 16 1
3 12

r M j j
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= ±⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∓  (6.49) 

 
 
Συµπεράσµατα 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε την εξέλιξη των ISCO για ένα ταχέως 
περιστρεφόµενο συµπαγές σώµα και καταλήξαµε να βγάλουµε τις αντίστοιχες 
εξισώσεις των (4.32) και (4.33) οι οποίες δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις   
 

 
3/ 2

2
orb

2 16 1
3 12

r M j j
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= ±⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∓  (6.50) 

 

 
3/ 2 3

2
orb

1 2 1 212 1
2 3 4 3

l M j j
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± ±⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
� ∓  (6.51) 

 

 
3/ 2 3

2
orb

8 1 2 1 21
9 16 3 10 3

E j j
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ±⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
� ∓  (6.52) 

 
Όπου το πάνω πρόσηµο αντιστοιχεί σε οµµόρροπη στροφή των σωµατιδίων του 
δίσκου προσαύξησης µε το συµπαγές αντικείµενο και το κάτω πρόσηµο για 
αντίρροπη στροφή. Βλέπουµε πως αν παραλείψουµε τους δεύτερους τάξεως όρους   
ως προς  j , οι παραπάνω σχέσεις καταλήγουν στις σχέσεις του τέταρτου κεφαλαίου 
για αργά περιστρεφόµενο συµπαγές αντικείµενο. 
 Επίσης βλέπουµε πως η ταχεία περιστροφή σπρώχνει τις τροχιές προς τα έξω, 
πράγµα λογικό αφού λόγω της περιστροφής έχουµε παραµόρφωση του αστέρα στον 
ισηµερινό του, ή αν προτιµάτε έχουµε έναν συµπιεσµένο αστέρα από τους πόλους. 
Από τους δύο όρους εκείνος που υπερισχύει είναι ο πρώτος δηλαδή το j. Όσο και 
γρήγορη και να είναι η περιστροφή οι τροχιές εξακολουθούν να βρίσκονται κάτω από 
την απόσταση των 6M. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 
 
 

Ταλαντώσεις ms σε διπλά συστήµατα ακτίνων Χ και άλλα 
Σχετικιστικά Παρατηρήσιµα φαινόµενα 

 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Τα πρώτα φαινόµενα µεταβλητότητας των millisecond ακτινών Χ από 
συµπαγή αντικείµενα µε δίσκο προσαύξησης ανακαλύφθηκαν πρόσφατα από τον 
δορυφόρο Rossi X Ray Timing Explorer (RXTE). Τρία καινούργια φαινόµενα 
παρατηρήθηκαν από µικρής µάζας διπλά συστήµατα ακτινών Χ (low mass X-Ray 
binaries) τα οποία περιέχουν αστέρες νετρονίων µε ασθενές µαγνητικό πεδίο, αυτά 
είναι: 

 
• Millisecond Pulsations ( Παλµοί τάξεως των ms ) 
• Burst Oscillations ( Εκρηκτικές Ταλαντώσεις ) 
• KiloHertz   Quasi-Periodic Oscillations ( kHz QPOs) 

 
Παρακάτω θα γίνει µια αναφορά των παραπάνω φαινοµένων καθώς µας είναι 

εξαιρετικής σηµασίας αφού αντλούµε πληροφορίες σχετικά µε την πυκνότητα της 
ύλης αλλά και του ισχυρού βαρυτικού πεδίου των πηγών από τις οποίες προέρχονται. 

 
Μια βασική έκφραση που δείχνει πόσο συµπαγής είναι ένας αστέρας, είναι ο 

δυναµικός χρόνος µικρής κλίµακας, ~ 1 ms, ο οποίος χαρακτηρίζει την κίνηση της 
ύλης, γύρω από αυτούς, καθώς η ύλη σχηµατίζει το δίσκο προσαύξησης, κάτω από 
την επίδραση του βαρυτικού πεδίου του συµπαγούς σώµατος. Προτού όµως 
αναφερθούµε στα παραπάνω φαινόµενα, ας δώσουµε µια γενική εικόνα για το πώς 
πιστεύουµε ότι δηµιουργείται ο δίσκος προσαύξησης στα διπλά συστήµατα    
ακτίνων- Χ.  

Ο καλύτερος τρόπος για την ανακάλυψη µελανών οπών είναι η εξέταση 
δυαδικών συστηµάτων ακτίνων Χ. Τα διπλά συστήµατα αποτελούν το ένα τρίτο του 
συνόλου των άστρων του Γαλαξία µας, ωστόσο µόνο ένα πολύ µικρό κλάσµα αυτών 
θα γίνει τελικά δυαδικό ακτίνων Χ. Για να λάβουν χώρα οι απαραίτητες 
αλληλεπιδράσεις, ο ένας σύντροφος πρέπει να ξεκινήσει την ζωή του µε µια µάζα 
µεγαλύτερη από δέκα ηλιακές µάζες και το ζεύγος θα πρέπει να κινείται σε αρκετά 
κλειστή τροχιά ώστε να είναι δυνατή η ανταλλαγή ύλης.  

Αλλά η εκποµπή ακτίνων Χ δεν σηµαίνει αυτόµατα και την ύπαρξη µελανής 
οπής. Η εκποµπή των ακτίνων Χ υποδηλώνει ότι η ύλη αποβάλλεται από τον ορατό 
αστέρα προς ένα απίστευτα πυκνό και συµπαγές αντικείµενο. Μονάχα όµως µε την 
εκτίµηση της µάζας και της τροχιακής ταχύτητας του αόρατου συντρόφου του 
συστήµατος µπορούµε να καθορίσουµε αν βρήκαµε το ζητούµενο αντικείµενο η αν 
βρήκαµε απλά έναν αστέρα νετρονίων. Ο υπολογισµός αυτός της µάζας και της 
τροχιακής ταχύτητας του αόρατου συνοδού του ζεύγους ακτινών χ, δεν είναι εύκολος 
.Απαιτεί µια ακριβή εκτίµηση της µάζας του ορατού συνοδού-κάτι που οι 
επιστήµονες έχουν κατορθώσει για τους µονούς αστέρες, µετρώντας τη φωτεινότητα 
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και το χρώµα τους. Αλλά η ακρίβεια αυτών των µετρήσεων είναι αµφισβητήσιµη, 
όταν πρόκειται για έναν αστέρα που βρίσκεται πολύ κοντά σε ένα συνοδό. 

Παρακάτω δείχνεται καλλιτεχνικά η εξέλιξη αυτή, ένας τρόπος δηλαδή 
εύρεσης µελανών οπών. 
 
1) Το σκηνικό για την εξέλιξη ενός δυαδικού 
συστήµατος ακτίνων Χ έχει ήδη στηθεί όταν 
δύο αστέρες σχηµατίζονται αρκετά κοντά 
ώστε η αµοιβαία βαρυτική έλξη να τους 
δεσµεύσει. Ο ένας αστέρας είναι σηµαντικά 
πιο µεγάλος από τον άλλο, λόγω του 
τεραστίου µεγέθους του, ο αστέρας αυτός 
συντήκει το καύσιµο Η του µε πολύ πιο ταχύ 
ρυθµό από το σύντροφό του. 
 
 
 
 
 
 
2) Μετά από µερικά εκατοµµύρια χρόνια, ο 
µεγαλύτερος αστέρας αρχίζει να εξαντλεί το 
απόθεµα του υδρογόνου του και δείχνει τα 
πρώτα σηµάδια του θανάτου: Μπαίνει στη 
φάση της αστρικής εξέλιξης γνωστής σαν 
φάση του ερυθρού γίγαντα, διαστελλόµενος 
σε τέτοιο βαθµό που το αέριο του εξωτερικού 
του κελύφους πέφτει επάνω στο µικρότερο 
αστέρα, µε συνέπεια να αυξάνει σε µέγεθος η 
µάζα του. 
 
 
 
 
 
 
 
 
3) Αφού καταναλώσει όλο το υδρογόνο και 
τις άλλες πηγές καυσίµου, το ετοιµοθάνατο 
άστρο ξαφνικά εκρύγνεται ως σουπερνόβα. 
Μέσα σε λίγα δευτερόλεπτα, ο πυρήνας του 
αρχίζει να καταρρέει ανελέητα. 
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4) Η έκρηξη σουπερνόβα εκτοξεύει το 
µεγαλύτερο τµήµα του εξωτερικού κελύφους 
του άστρου στο διάστηµα. Στον πυρήνα όµως 
παραµένει περισσότερη ύλη από 3 ηλιακές 
µάζες. Συνθλιβόµενη από την ίδια της την 
βαρύτητα, η ύλη αυτή συµπυκνώνεται σε µια 
µοναδικότητα-µια µαύρη τρύπα από την οποία 
ούτε το φως δεν µπορεί να διαφύγει. Η µαύρη 
τρύπα συνεχίζει να βρίσκεται σε τροχιά γύρω 
από το σύντροφο αστέρα όπως και πριν, µόνο 
που τώρα είναι αόρατη. 
 
 
 
5) Εξαιτίας της πρόσθετης µάζας που 
απόκτησε πρόσφατα ο αστέρας –συνοδός, 
ξεκινά τώρα µια πιο γοργή εξέλιξη, στη 
διάρκεια της οποίας αναπτύσσει ένα αστρικό 
άνεµο, που σαρώνει σωµατίδια από την 
επιφάνεια του άστρου προς τη µαύρη τρύπα, 
όπου και σχηµατίζεται ένας γρήγορα 
περιστρεφόµενος δίσκος προσαύξησης 
Η τριβή µεταξύ των εσωτερικών και των 
εξωτερικών πλευρών του δίσκου παράγει 
θερµοκρασίες αρκετά υψηλές, ώστε να κάνουν 
τα σωµατίδια να εκπέµψουν έντονες ακτίνες 
Χ-αποκαλύπτοντας έτσι την παρουσία της 
Μαύρης τρύπας. 
 

 
Για παράδειγµα θερµές αέριες µάζες ή γενικά θερµή ύλη η οποία 

περιστρέφεται µέσα σε έναν δίσκο προσαύξησης γύρω από µια Μελανή Οπή ή έναν 
Αστέρα Νετρονίων προκαλεί ηµιπεριοδική µεταβλητότητα τάξης µεγέθους του ενός 
millisecond. Αστέρες νετρονίων µε ασθενές µαγνητικό πεδίο µπορούν να φτάσουν σε 
περιστροφές µε περίοδο 1 ms από την πτώση  πάνω τους ύλης, η οποία υπάρχει στο 
δίσκο προσαύξησης. Το φαινόµενο αυτό παρατηρήθηκε πρώτα από το RXTE δυόµισι 
χρόνια µετά την εκτόξευσή του το 1995 και το οποίο ανίχνευσε ασύµµετρες εκποµπές 
στην αναλαµπή των ακτινών Χ, λόγω της πτώσεως της ύλης πάνω στην επιφάνεια του 
αστέρα. 

Αστέρες Νετρονίων ή Μελανές Οπές µε δίσκους προσαύξησης συναντούµε 
στα διπλά συστήµατα εκποµπής ακτίνων Χ. Σε αυτά τα συστήµατα, όπως φαίνεται 
άλλωστε και από τις παραπάνω εικόνες, ύλη µεταφέρεται από έναν αστέρα µικρής 
µάζας, ο οποίος πολλές φορές ονοµάζεται δωρητής, στο συµπαγές αντικείµενο. 
Θερµικές ακτίνες Χ ενισχυµένες από την απελευθέρωση βαρυτικής δυναµικής 
ενέργειας, εκπέµπονται από τις εσώτερες περιοχές του δίσκου προσαύξησης ή από 
την επιφάνεια του αστέρα νετρονίων αν υπάρχει. Για ένα συµπαγές αντικείµενο 
µεγέθους ~ 10 km το 90% της ενέργειας εκλύεται από τις εσώτερες περιοχές του 
δίσκου προσαύξησης περίπου 100 km από το κέντρο της πηγής. 

Υποθέτοντας λεπτό δίσκο, η ύλη κινείται σε τροχιές Kepler µε µια 
αζιµουθιακή ταχύτητα η οποία είναι περίπου ίση µε αυτή µιας κυκλικής τροχιάς 
Kepler, και µια πιο µικρή ακτινική ταχύτητα. Ο δίσκος έχει ακτίνα που κυµαίνεται 
από 105- 107 km, ανάλογα µε το συµπαγές αντικείµενο που βρίσκεται στο κέντρο. 
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Στα περισσότερα µοντέλα µε αστέρα νετρονίων ασθενούς µαγνητικού πεδίου, ένα 
µέρος του ρευστού είτε καταλήγει πάνω στην επιφάνεια του αστέρα ακτίνας R είτε 
πολύ πιο µακριά σε µια τροχιά rin. Εντός της περιοχής R- rin οι τροχιές δεν 
ακολουθούν τους νόµους του Kepler και εµφανίζονται αστάθειες, υπάρχει βέβαια και 
το ενδεχόµενο να µην έχουµε καν δίσκο σ’αυτήν την περιοχή.  

Ανεξάρτητα της γεωµετρίας αν οι ταχύτητες κοντά στον συµπαγή αστέρα 

είναι της τάξεως  ( )
1

2 0,5GM
R cυ � ∼ ο δυναµικός χρόνος, δηλαδή ο χρόνος κίνησης 

της ύλης µέσω της περιοχής εκποµπής είναι µικρός   ( )
1
23 0,1dyn

r
GM msτ � ∼        

για r = 10 km, ενώ κυµαίνεται στα 2 ms για r = 100 km περίπου και για έναν αστέρα 
νετρονίων µε µάζα περίπου 1, 4M: . Αντίστοιχα για µια Μελανή Οπή µάζας 
10M: και απόσταση r = 10 km, ο δυναµικός χρόνος είναι περίπου 1 ms. 

Τα ms λοιπόν είναι η φυσική κλίµακα χρόνου της προσαύξησης στις περιοχές 
εκποµπής ακτίνων Χ. Η τροχιακή κίνηση, το spin των αστέρων νετρονίων, οι 
ταλαντώσεις τόσο του δίσκου όσο και του αστέρα υπολογίζονται να συµβαίνουν 
σ’αυτές τις κλίµακες χρόνου. 

Επειδή οι ακριβείς αλληλεπιδράσεις µεταξύ των στοιχειωδών σωµατιδίων στο 
εσωτερικό του αστέρα νετρονίων δεν είναι γνωστές και οι οποίες χρειάζονται διότι 
µας δίνουν πληροφορίες για την εξίσωση κατάστασης της υπέρπυκνης πυκνότητας 
της ύλης, γι’αυτό αξιολογώντας σωστά τα µακροσκοπικά φαινόµενα του δίσκου 
προσαύξησης µπορούµε να πάρουµε έµµεσα πληροφορίες τόσο για την ακτίνα του 
αστέρα νετρονίων όσο και για την εξίσωση κατάστασής του. 

Τρία διαφορετικά φαινόµενα ως τώρα έχουν παρατηρηθεί στα διπλά 
συστήµατα ακτίνων Χ. Ιστορικά, το πρώτο που ανακαλύφθηκε ήταν οι ηµι-περιοδικές 
ταλαντώσεις τάξεως των kHz (kHz QPOs) οι οποίες οφείλονται στην τροχιακή 
κίνηση της ροής της ύλης. Έπειτα σειρά είχαν οι εκρηκτικές ταλαντώσεις ( burst 
oscillations) πιθανότατα εξαιτίας της περιστροφής ενός στρώµατος ύλης κοντά στην 
ατµόσφαιρα ενός αστέρα νετρονίων. Τέλος ο RXTE ανίχνευσε την πρώτη συχνότητα 
από spin σ’έναν ασθενούς µαγνητικού πεδίου αστέρα νετρονίων µε δίσκο 
προσαύξησης κάτι που η επιστηµονική κοινότητα περίµενε ανυπόµονα αρκετό καιρό 
τώρα (accreting ms pulsar).   

 
 

 Παλµοί τάξεως των ms 
 
 ∆ύο χρόνια µετά την εκτόξευση του δορυφόρου RXTE ανακαλύφθηκε ο 
πρώτος ms πάλσαρ λόγω προσαύξησης (13 Απριλίου 1998), κοντά στην πηγή 
περιοδικών ακτίνων Χ, SAX J1808,4-3658. Η συχνότητά του ήταν στα 401 Hz 
πράγµα που τον κάνει να περιστρέφεται µε περίοδο 2,5 ms (Εικ. 7.1). Ο πάλσαρ είναι 
κοντά στο αντικείµενο που το 1996 δόθηκε το όνοµα SAX J1808,4-3658 λόγω της 
εκποµπής ακτίνων Χ, πράγµα που κάνει το αντικείµενο µοναδικό, αφού είναι ο 
πρώτος εκρηκτικός πάλσαρ (bursting pulsar), παραβιάζοντας τον κανόνα ότι οι 
παλµικές κινήσεις και οι τύπου Ι εκποµπή ακτίνων Χ (στην τύπου Ι η εκποµπή 
ακτίνων Χ γίνεται κατά τρόπο περιοδικά κανονικό σε χρονικά διαστήµατα µερικών 
δευτερολέπτων) είναι ασυµβίβαστες. 
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ΕΙΚΟΝΑ 7.1 : Η ανακάλυψη του φάσµατος ισχύος καθώς και το προφίλ του παλµού (εσωτερική 
εικόνα) του πρώτου ms X-Ray πάλσαρ µε δίσκο προσαύξησης.  
 

Η τροχιακή περίοδος του πάλσαρ είναι 2 ώρες και ο συνοδός του αστέρας 
είναι µικρής µάζας. Ένας τέτοιος αστέρας νετρονίων ο οποίος περιστρέφεται 
ταχύτατα πρέπει να έχει µικρό µαγνητικό πεδίο της τάξεως 108-109 Gauss. Αν κάτι 
τέτοιο 
δεν συµβαίνει τότε θα πρέπει να υποθέσουµε ότι η ακτίνα της µαγνητόσφαιρας  
ξεπερνά την ακτίνα περιστροφής της ύλης γύρω από τον αστέρα νετρονίων, έτσι ώστε 
η ύλη που περιστρέφεται µέσα στην µαγνητόσφαιρα να µην ξεπερνά το όριο της 
κεντρόφυγης δύναµης. 

mgr

 Μια απλή εκτίµηση οδηγεί σε ένα άνω όριο για την ακτίνα της 
µαγνητόσφαιρας στα 31 km και ένταση µαγνητικού πεδίου κοντά στην επιφάνεια του 
αστέρα    2-6 x 108 G. Επίσης από απλούς υπολογισµούς οδηγούµαστε στο 
συµπέρασµα ότι για να πάλλεται ο πάλσαρ, η ακτίνα της µαγνητόσφαιρας   θα 
πρέπει να είναι µεγαλύτερη από την ακτίνα R του αστέρα νετρονίων, οδηγώντας σε 
περιορισµούς στην σχέση ακτίνας – µάζας και στην εξίσωση κατάστασης του αστέρα. 

mgr

 Το  σηµαντικότερο συµπέρασµα που βγαίνει από την µελέτη των 
αντικειµένων αυτών, είναι ότι οι αστέρες αυτοί φαίνονται ως ραδιοπάλσαρ µόλις 
σταµατήσει η διαδικασία της προσαύξησης. Κάτι τέτοιο βέβαια θα γίνει στο τέλος της 
ζωής του πάλσαρ, ως πηγή εκποµπής ακτίνων Χ του διπλού συστήµατος, όπως για 
παράδειγµα έγινε στον SAX J1808,4-3658.  
 ∆εν έχει γίνει ακόµη γνωστό γιατί µπορούµε να δούµε τον συγκεκριµένο 
αστέρα να περιστρέφεται ταχύτατα στην πηγή SAX J1808,4-3658 και όχι άλλους 
αστέρες νετρονίων σε άλλα διπλά συστήµατα εκποµπής ακτίνων Χ µε την ίδια ή 
περισσότερη ροή ύλης. Ίσως η γεωµετρία αυτού του αντικειµένου, όπως για 
παράδειγµα η πολύ µικρή κλίση της τροχιάς του συστήµατος, µας επιτρέπει να δούµε 
τις παλµικές κινήσεις (pulsations) µόνο σε αυτό το σύστηµα. 
 Αν και καµία εκρηκτική ταλάντωση (burst oscillation) η kHz QPOs δεν έχει 
ανιχνευτεί σ’αυτό το σύστηµα, η απουσία τους είναι σύµφωνη µε αυτό που 
περιµένουµε από τυπικά διπλά συστήµατα εκποµπής ακτίνων Χ µικρής µάζας 
(LMXB) παρόµοιας κατάστασης.  Με εντατικότερες παρατηρήσεις κατά την διάρκεια 
της επόµενης παροδικής αναλαµπής (out burst), τέτοιου είδους φαινόµενα γίνονται 
πλέον ανιχνεύσιµα. Οι ιδιότητες του φάσµατος των ακτίνων Χ καθώς και η 
µεταβλητότητα της πηγής είναι παρόµοια και σε άλλα LMXB µε ηπιότερους ρυθµούς 
προσαύξησης, υποδεικνύοντας είτε ότι ο αστέρας νετρονίων σε αυτά τα συστήµατα 
έχει µαγνητικό πεδίο εντάσεως της ίδιας τάξης, είτε ότι η παρουσία της µικρής 
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µαγνητόσφαιρας δεν επηρεάζει το φάσµα και τα χαρακτηριστικά της µικρής 
µεταβλητότητας της πηγής. 
 
 
Εκρηκτικές Ταλαντώσεις 
 
 Οι τύπου Ι εκρήξεις ακτίνων Χ ( X-Ray bursts) προέρχονται από την 
συσσώρευση θερµαινόµενου πλάσµατος πάνω στην επιφάνεια του αστέρα νετρονίων 
υπό την επίδραση του ισχυρού βαρυτικού πεδίου αλλά και του µαγνητικού πεδίου του 
αστέρα νετρονίων. Όταν η πυκνότητα και η θερµοκρασία στο συσσωρευµένο 
πυρηνικό καύσιµο, κυρίως ήλιο ή άνθρακα, πλησιάσει το σηµείο ανάφλεξης, η ύλη 
αναφλέγεται σ’ένα συγκεκριµένο σηµείο, που συχνά ονοµάζεται θερµή κηλίδα πάνω 
στην επιφάνεια του αστέρα νετρονίων. Έτσι οδηγούµαστε σε µια λάµψη µε την 
µορφή έκρηξης ακτίνων Χ µεγάλης έντασης, 1039-1040 erg και µικρής διάρκειας < 1 
sec. Σε µερικές εκρήξεις το κρίσιµο όριο της φωτεινότητας του Eddington 
ξεπερνιέται και ατµοσφαιρικά στρώµατα τινάζονται από την επιφάνεια του αστέρα, 
οδηγώντας σε αύξηση της ακτίνας της φωτόσφαιρας κατά ένα παράγοντα 10-100 km, 
ακολουθούµενο από µια σταδιακή επανασυστολή. Αυτές οι εκρήξεις συνηθίζονται να 
λέγονται ΄΄εκρηκτικά φουσκώµατα της ακτίνας΄΄ ( radius expansion bursts). 
 Στην αρχική φάση, όταν εξαπλώνεται το πρώτο µέτωπο της έκρηξης, η 
παραγόµενη ενέργεια είναι ολοκληρωτικά ανισοτροπική. Επίσης στην αρχική φάση 
συγκαταλέγονται και πολλαπλές περιστασιακές εκρήξεις, οι οποίες είναι χρονικά 
κοντά η µία µε την άλλη και οι οποίες µας υποδηλώνουν ότι µέρος µόνο της ύλης 
αναφλέγεται κατά την έκρηξη, έτσι ώστε ένα µικρό µόνο κοµµάτι της επιφάνειας του 
αστέρα να παίρνει µέρος στην έκρηξη. Επίσης και τα µαγνητικά πεδία µαζί µε την 
ανάφλεξη της ύλης, µόνο όµως τµηµατικά και όχι ολοκληρωτικά, µπορούν να 
δώσουν κι αυτά ανισοτροπική εκποµπή ενέργειας κατά την διάρκεια των εκρηκτικών 
ακτίνων Χ. Ανισοτροπική εκποµπή από την περιστροφή του αστέρα νετρονίων  
οδηγεί σε περιοδικά ή ηµι-περιοδικά παρατηρήσιµα φαινόµενα και ο λόγος είναι ότι 
εξαιτίας της περιστροφής του αστέρα, η γεωµετρία που βλέπουµε από την Γη των 
λαµπρότερων περιοχών ποικίλει περιοδικά, εκτός βέβαια και αν υπάρχει συµµετρία 
στο χώρο γύρω από τον άξονα περιστροφής. 
 Η πρώτη αναµφισβήτητα εκρηκτική ταλάντωση τύπου Ι παρατηρήθηκε από 
τον RXTE στις 16 Φεβρουαρίου 1996 στην εκρηκτική πηγή (burst source)               
4U 1728-34 και στην οποία καταγράφηκε µια ταλάντωση µε ελαφρά µετατοπισµένη 
συχνότητα  κοντά στα 363 Hz, η οποία ξεκίνησε λίγο πριν την έκρηξη. Η συχνότητα 
ταλάντωσης αυξήθηκε από τα 362,5 Hz στα 363,9 Hz σε λιγότερο από 10 sec      
(Εικ. 7.2). 
 Εκρηκτικές ταλαντώσεις έχουν ανιχνευτεί σε έξι ή επτά άλλες διαφορετικές 
πηγές. Μερικές φορές οι ταλαντώσεις είναι ισχυρές για λιγότερο του ενός 
δευτερολέπτου κατά την διάρκεια του µεγίστου της έκρηξης, µετά γίνονται 
ασθενέστερες ή µη ανιχνεύσιµες και τέλος συµβαίνουν για 10 sec στην ουρά της 
έκρηξης (burst cooling tail). Παρόµοιο γεγονός µπορεί να γίνει και σε εκρηκτικά 
ακτινικά φουσκώµατα, όπου οι ταλαντώσεις εµφανίζονται αφού συσταλεί η 
φωτόσφαιρα. 
 Συνήθως η συχνότητα αυξάνει 1 µε 2 Hz κατά την ουρά της έκρηξης, 
εννοώντας στο τελείωµά της όπου η θερµότητά της έχει µειωθεί δραµατικά, στη 
συνέχεια µεταπίπτει σε ασυµπτωτική, όπου για µια καθορισµένη πηγή τείνει να γίνει 
σταθερή, µε διαφορές της τάξεως του 0,1% από έκρηξη σε έκρηξη. Ίσως να µπορεί 
να ανιχνευθεί και η καµπύλη της τροχιακής ακτινικής ταχύτητας στην ασυµπτωτική 
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συχνότητα, αλλά µπορούµε µόνο να την δούµε αν οι ασυµπτωτικές συχνότητες είναι 
ουσιαστικά αρκετά σταθερές γι’αυτό το σκοπό. 
 

 
Εικόνα 7.2 : Το προφίλ µιας εκρηκτικής ταλάντωσης και το φάσµα ισχύως της (εσωτερική εικόνα) 
της πηγής 4U 1728-34. 
 
Κατά ένα ευρύ, αλλά όχι παγκοσµίως αποδεκτό σενάριο, οι εκρηκτικές ταλαντώσεις 
οφείλονται στην θερµή κηλίδα ή στις θερµές κηλίδες που δηµιουργούνται πάνω στο 
στρώµα της ατµόσφαιρας του αστέρα νετρονίων, το οποίο κινείται ελαφρώς 
βραδύτερα από τον υπόλοιπο αστέρα και αυτό λόγω της διαστολής του κατά 5-50 m 
κατά την διάρκεια της έκρηξης των ακτίνων Χ κρατώντας βέβαια σταθερή µόνο την 
στροφορµή του. 
 Οι µετατοπίσεις στην συχνότητα συµβαίνουν από την επιτάχυνση της 
ατµόσφαιρας που δηµιουργήθηκε κατά την έκρηξη στον αστέρα νετρονίων καθώς 
αυτή επανασυστέλεται  στο τέλος της έκρηξης. Η συστολή αυτή επιβάλλεται από το 
ισχυρό βαρυτικό πεδίο του αστέρα. Η ασυµπτωτική τώρα συχνότητα ανταποκρίνεται 
κυρίως στη φυσική περιστροφική συχνότητα του αστέρα νετρονίων. Από αυτό το 
σενάριο θα περίµενε κανείς να είχαµε πτώση της συχνότητας κατά την διάρκεια 
κορύφωσης της έκρηξης, αλλά στοιχεία για την απόδειξη αυτής της υπόθεσης δεν 
έχουν βρεθεί ακόµα. Όσον αφορά την περίπτωση της µείωσης της συχνότητας στο 
τελείωµα της έκρηξης, αυτό εξηγείται αν επικαλεστούµε επιπρόσθετη θερµοπυρηνική 
ενέργεια να προστίθεται στο τελευταίο στάδιο της έκρηξης, το οποίο όµως επηρεάζει 
το προφίλ της έκρηξης.  
 Εάν τελικά οι εκρηκτικές ταλαντώσεις οφείλονται στις θερµές κηλίδες, τότε 
το πλάτος των συχνοτήτων τους περιορίζει το πόσο συµπαγής είναι ο αστέρας. Το 
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πόσο συµπαγής είναι ο αστέρας, µας το δηλώνει ο λόγος RG / R όπου R είναι η ακτίνα 
του αστέρα και RG = GM/c2 η βαρυτική ακτίνα. Όσο πιο συµπαγής είναι ο αστέρας 
τόσο µικρότερο είναι το πλάτος της ταλάντωσης. Συγκεκριµένα όταν οι ταλαντώσεις 
προέρχονται από δυο θερµές κηλίδες οι οποίες βρίσκονται στους αντίποδες και το 
πλάτος είναι µεγάλο, τότε οι περιορισµοί είναι ισχυροί. Τα ακριβή όρια εξαρτώνται 
από τα χαρακτηριστικά της εκποµπής ενώ δεν είµαστε ακόµα σε θέση να βγάλουµε 
συµπεράσµατα γι’αυτά.  
 Κλείνοντας την συζήτηση πάνω στις εκρηκτικές ταλαντώσεις δεν θα 
µπορούσαµε να µην αναφέρουµε µερικά ερωτήµατα που µένουν ανοικτά ακόµη, 
όπως το γιατί µόνο µερικές εκρηκτικές πηγές µας δίνουν ταλαντώσεις και γιατί µόνο 
µερικές από αυτές µας τις επιδεικνύουν. Τα ερωτήµατα αυτά είναι δύσκολο να 
απαντηθούν ειδικά σ’ένα µοντέλο συσσώρευσης των µαγνητικών πόλων όπου η 
γεωµετρία των πόλων παραµένει η ίδια από έκρηξη σε έκρηξη. Μελέτες πάνω στην 
συσχέτιση µεταξύ των χαρακτηριστικών των εκρήξεων και της εκποµπής των 
ακτίνων Χ καθώς και της παρουσίας των εκρηκτικών ταλαντώσεων θα µπορούσαν να 
ρίξουν φως στα αναπάντητα αυτά ερωτήµατα.  
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Ηµιπεριοδικές Ταλαντώσεις τάξεως kHz ( kHz QPOs) 
 
 Ιστορικά αξίζει να αναφέρουµε ότι τα kHz QPOs ανακαλύφθηκαν στο 
Goddard Space Flight Center της NASA το Φεβρουάριο του 1996, δύο µόλις µήνες 
µετά την εκτόξευση του RXTE. ∆ύο ταυτόχρονες κορυφές ηµι-περιοδικών 
ταλαντώσεων, τις οποίες συχνά αποκαλούµε δίδυµες κορυφές ΄΄twin peaks΄΄,φάνηκαν 
σε µια περιοχή από 300-1300 Hz στο φάσµα ισχύος  των µικρής µάζας διπλών πηγών 
ακτίνων Χ (Εικ. 7.3). Η ανίχνευση αυτή έγινε από τις πηγές SCO X-1 και               
4U 1728-34, οι οποίες χαρακτηρίζονται από αστέρες νετρονίων ασθενούς µαγνητικού 
πεδίου και διαφορετικής λαµπρότητας ακτίνων Χ  Lx (X-ray luminosity). Η 
συχνότητα και των δύο κορυφών είναι κοντά στην συχνότητα έκρηξης  νburst. Αυτή η 
ιδιότητα των συχνοτήτων µας παρέχει ένα ισχυρό επιχείρηµα για την ερµηνεία των 
ταλαντώσεων στο πλαίσιο του µοντέλου του διακροτήµατος (beat frequency model). 
 
 

 
 
Εικόνα 7.3 :  Οι δύο δίδυµες KHz κορυφές στην πηγή SCO X-1 (αριστερά) και 4U 1608-52 (δεξιά) 
 
 
 
 
Α)  Τροχιακές συχνότητες και συχνότητα διακροτήµατος 
 
 Οι τροχιακές κινήσεις γύρω από έναν αστέρα νετρονίων (υποθέτοντας τροχιές 
Kepler) γίνονται σε συχνότητες  
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και η αντίστοιχη τροχιακή ακτίνα είναι 
 



Κεφ.              7 Ταλαντώσεις ms σε διπλά συστήµατα ακτίνων Χ 71

1 23 3
1/3
1,42 2 15

4 1200
orb

orb
orb

vGMr km
v Hzπ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

� m  

 
όπου m1,4 είναι η µάζα του αστέρα σε µονάδες 1,4 M: . 

Στη Γενική θεωρία της Σχετικότητας δεν υπάρχουν σταθερές κυκλικές τροχιές 
σε µικρότερη ακτίνα από την RISCO = 6 M: = 6 GM/c2 ~ 12,5  km. Η συχνότητα 
που αντιστοιχεί σ’αυτές τις τροχιές και αποτελεί την µέγιστη συχνότητα είναι : 

1,4m
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m
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 Οι σχέσεις αυτές ισχύουν βέβαια όταν η γεωµετρία είναι σφαιρική, δηλαδή 
αυτής του Schwarzchild ( σφαιρικά συµµετρικός µη περιστρεφόµενος αστέρας ή 

µελανή οπή ). ∆ιορθώσεις σε πρώτη τάξη του όρου 2

Jj
M

=  όπου  η στροφορµή 

του αστέρα νετρονίων, έχουν γίνει σε προηγούµενη ενότητα η οποία µας έδωσε µια 
διαφορά στην ακτινική τροχιά της τάξης του 10% περίπου. 

J

 Στα µοντέλα spin orbit frequency µερικοί µηχανισµοί παράγουν διαταραχές 
της συχνότητας σε συγκεκριµένες ακτίνες στο δίσκο προσαύξησης, µε την 

συχνότητα περιστροφής 
orbv

sv του αστέρα νετρονίων, έτσι ώστε ένα σήµα να 

παρατηρείται στην συχνότητα beat orb sv v v= − . 

 
 
Εικόνα 7.4 : Αστέρας Νετρονίων µε µάζα 1.4M:  και ακτίνας 10 Km µε τις αντίστοιχες εσώτερες 
ευσταθείς κυκλικές τροχιές του (ISCO διακεκοµµένες γραµµές) και µε τις τροχιές (πλήρεις κύκλοι) 
που αντιστοιχούν στις παραπάνω τροχιακές συχνότητες των 1200 και 500 Hz. 
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Β)  Αρχικές Ερµηνείες 
 
 Η ερµηνεία της συχνότητας διακροτήµατος υποδεικνύει ότι η παρατηρούµενη 
διαφορά των δυο κορυφών στα kHz QPOs ∆ν = ν2 – ν1 θα πρέπει να είναι ίση µε την 
συχνότητα περιστροφής του αστέρα νετρονίων sv και γι’αυτό θα πρέπει να είναι 

σταθερή και κοντά στην συχνότητα . Όπως θα δούµε παρακάτω, ο ισχυρισµός 
αυτός δεν είναι απόλυτα σωστός, διότι το ∆ν δεν είναι ακριβώς σταθερό ούτε ίδιο µε 
την συχνότητα , πράγµα το οποίο οδήγησε σε περαιτέρω µοντέλα περιγραφής 
των kHz QPOs. Πρώτοι οι Stella & Vietri (1998) επισήµαναν ότι η χαµηλή 
συχνότητα 

burstv

burstv

LFv  των  QPOs στην περιοχή 15-60 Hz, η οποία µας ήταν γνωστές στις 
πηγές Ζ ( Ζ- sources) από το 1980 και οι οποίες ανακαλύφθηκαν πρόσφατα από το 
RXTE στις πηγές atoll , είναι ανάλογες του , όπου ν2

2v 2 είναι η τροχιακή συχνότητα 
σε µια συγκεκριµένη ακτίνα στο δίσκο προσαύξησης και ν1 και νLF είναι οι δύο 
βασικές συχνότητες στο σχετικιστικό µοντέλο τους. Η επισήµανση αυτή πυροδότησε 
µια σειρά εργασιών και ανακοινώσεων από τους Stella & Vietri περιγράφοντας αυτό 
που µας είναι γνωστό ως ΄΄ relativistic precession model΄΄. Σχεδόν όλα τα µοντέλα  
βασίζονται στην ερµηνεία ότι µια εκ των δύο συχνοτήτων στα kHz QPOs είναι η 
τροχιακή συχνότητα του δίσκου. Το µοντέλο της σχετικιστικής µετάπτωσης θα το 
αναφέρουµε αργότερα καθώς είναι από τα κυριότερα µοντέλα που προσπαθούν να 
εξηγήσουν τα KHz QPOs.  
 
 
 
Γ)  Εξάρτηση της συχνότητας των QPOs από την φωτεινότητα 
 
 Τα kHz QPOs παρατηρούνται σε παρόµοιες συχνότητες σε πηγές που 
διαφέρουν στην λαµπρότητα των ακτίνων Χ, LX ,κατά ένα παράγοντα µεγαλύτερο 
από 2 τάξης µεγέθους και η συχνότητα των  QPOs φαίνεται να καθορίζεται 
περισσότερο από την διαφορά µεταξύ του µέσου όρου της xL και της στιγµιαίας τιµής 

 της πηγής, παρά µόνο από τον όρο . Σ’ένα διάγραµµα  ν -   (EΙΚ. 7.5) αυτό 
που φαίνεται είναι µια σειρά από παράλληλες περίπου γραµµές όπου η κάθε γραµµή 
αντιστοιχεί σε µια πηγή. Σε κάθε πηγή υπάρχει µια ορισµένη σχέση µεταξύ των  
και ν, αλλά η ίδια σχέση δεν ισχύει για άλλη πηγή που έχει διαφορετικό µέσο όρο 
φωτεινότητας 

xL xL xL

xL

xL . Αντί αυτού η ίδια η πηγή καλύπτει την ίδια περιοχή συχνότητας ν 
γύρω από τον µέσο όρο της φωτεινότητας των ακτίνων Χ , που αντιστοιχεί στην ίδια. 
 Το γεγονός αυτό είναι ανεξήγητο αλλά δείχνει να σηµαίνει ότι θα πρέπει να 
υπάρχει και άλλη µια παράµετρος η οποία να συσχετίζεται µε την xL  εκτός της 
στιγµιαίας , η οποία και επηρεάζει την συχνότητα των QPOs. Ίσως αυτή η 
παράµετρος να είναι η ένταση του µαγνητικού πεδίου του αστέρα νετρονίων, αλλά 
υπάρχουν σίγουρα και άλλες εκδοχές. 

xL
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Εικόνα 7.5 : Το φαινόµενο των παράλληλων γραµµών κατά µήκος των πηγών. Οι υψηλότερες και 
χαµηλότερες συχνότητες των KHz κορυφών δίνονται µε διαφορετικά σύµβολα. 
 
 
 
∆)  Ισχυρό πεδίο βαρύτητας και η ύλη σε υψηλές πυκνότητες  
 
 Ενδεχοµένως τα kHz QPOs µπορούν να µας δώσουν πληροφορίες για την 
µάζα και την ακτίνα των αστέρων νετρονίων αλλά και να µας προσφέρουν ένα τεστ 
της Γενικής Θεωρίας Σχετικότητας. Η εύρεση των προβλεπόµενων από την θεωρία 
σταθερών εσωτερικών κυκλικών τροχιών ( Innermost Stable Circular Orbit ή ISCO ) 
θα συγκροτούσε την πρώτη άµεση ανίχνευση ενός σχετικιστικού γεγονότος στο οποίο 
σηµαντικό ρόλο παίζει το ισχυρό βαρυτικό πεδίο και κατά επέκταση θα 
αποδεικνύαµε ότι η ακτίνα του αστέρα νετρονίων είναι µικρότερη από αυτήν της 
ISCO. Το ενδεχόµενο αυτό είχε ενθουσιάσει πολλούς αστροφυσικούς πριν ακόµα της 
ανακάλυψης των QPOs. Αν τελικά τα QPOs kHz οφείλονται στην τροχιακή κίνηση 
της ύλης γύρω από έναν αστέρα νετρονίων, η συχνότητά τους δεν µπορεί να είναι 
µεγαλύτερη από την παρατηρούµενη συχνότητα στο ISCO. Πρώτος ο Kaaret (1997) 
πρότεινε ότι οι µεταβολές στην συχνότητα των kHz QPOs οι οποίες ήταν ανεξήγητες 
τότε αν τις αποδίδαµε στη ροή των ακτίνων Χ ( Χ – ray flux ) που προερχόταν από τις 
πηγές 4U 1608-52 και 4U 1636-53, οφειλόταν τελικά στην τροχιακή κίνηση κοντά 
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στο ISCO και από αυτό οδηγήθηκε σε εκτίµηση της µάζας του αστέρα νετρονίων 
κοντά σε 2 M: . Ωστόσο από εντατικότερες µελέτες που έγιναν αργότερα, έγινε 
σαφές ότι στις µικρές κλίµακες χρόνου η συχνότητα συσχετίζεται στις πηγές αυτές µε 
την ροή ύλης.  
 Οι µέγιστες συχνότητες των kHz QPOs που παρατηρήθηκαν σε κάθε πηγή 
περιορίζονται σε µια στενή περιοχή συχνοτήτων. Σε δώδεκα πηγές atoll  που 
µελετήθηκαν εντατικά, παρατηρήθηκε ότι οι δύο κορυφές είχαν µέγιστη συχνότητα ν2 
στην περιοχή 1074-1329 Hz, ενώ µεταξύ των Ζ πηγών υπάρχουν δύο περιπτώσεις µε 
χαµηλότερη συχνότητα ν2 που κυµαίνονταν στην περιοχή < 900 Hz    ( GX5-1 και 
GX 340+0). Ο Zang (1997) για να εξηγήσει την κατανοµή της µέγιστης συχνότητας 
στην στενή αυτή περιοχή των συχνοτήτων, πρότεινε ότι οι στενές περιοχές θα πρέπει 
να δηµιουργούνται από κάποιο όριο, το οποίο θέτει η συχνότητα των ISCO, οι οποίες 
οδηγούν και αυτές σε µια µάζα του αστέρα νετρονίων κοντά στις 2 M: . Είναι πολύ 
πιθανόν το µέγιστο των συχνοτήτων να καθορίζεται από ένα άλλο όριο οφειλόµενο 
στην ακτινική τροχιά, όπως για παράδειγµα στην επιφάνεια του αστέρα νετρονίων, ή 
να καθορίζεται από τις ISCO, µε την διαφορά βέβαια ότι η συχνότητα που 
παρατηρούµε δεν είναι τροχιακή, οπότε σ’αυτήν την περίπτωση δεν µπορούµε να 
κάνουµε καµία εκτίµηση για την µάζα του αστέρα. 
 Από την άλλη ο Miller πρότεινε (1996-98) ότι όταν η εσωτερική τροχιά στον 
δίσκο προσαύξησης πλησιάσει την ISCO, τότε η συχνότητα των QPOs τείνει να 
οριζοντιοποιηθεί, τείνει να γίνει δηλαδή σταθερή καθώς η M� συνεχίζει να αυξάνεται 
( όπου M� είναι ο ρυθµός µεταφοράς µάζας ). Αργότερα µια παρόµοια 
οριζοντιοποίηση  παρατηρήθηκε στην πηγή 4U 1820-30 σε συχνότητα ν2 = 1060 ±  
20 Hz. Στην (Εικ. 7.6) µπορούµε να δούµε την οριζοντιοποίηση αυτή για την πηγή 
4U 1820-30. Αν αυτή η συχνότητα είναι η τροχιακή συχνότητα της ISCO, τότε ο 
αστέρας νετρονίων έχει µάζα 2, 2M:∼ , ώστε πολλές καταστατικές εξισώσεις να 
απορρίπτονται. Η ΄΄οριζοντιοποίηση΄΄ παρατηρείται επίσης σαν συνάρτηση της ροής 
των ακτίνων Χ και του χρώµατος ( Kaaret 1999), και της θέσεως σε ένα διάγραµµα 
των πηγών atoll . Μέχρι στιγµής δεν υπάρχουν στοιχεία για παρόµοιο κορεσµό στην 
συχνότητα άλλων πηγών, απεναντίας φτάνουν σε υψηλότερες συχνότητες. Πιθανών η 
πηγή 4U 1820-30 να έχει κάτι το µοναδικό που να συσχετίζεται µε κάποιο από τα 
παραπάνω ( η 4U 1820-30 είναι µια διπλή πηγή τροχιακής περιόδου 11 min σε ένα 
σφαιρωτό σµήνος µε συνοδό έναν  αστέρα που κυριαρχείται από το στοιχείο He ). 

Αν η κορυφή των QPOs σε συχνότητα ν αντιστοιχεί σε σταθερή κίνηση 
Kepler, γύρω από τον αστέρα νετρονίων, τότε εύκολα µπορούµε να θέσουµε κάποια 
όρια στην µάζα του αστέρα νετρονίων, όσο και στην ακτίνα του. Για την γεωµετρία 
του Schwarzchild πρώτον η ακτίνα R του αστέρα πρέπει να είναι µικρότερη της ,  
όπου  η ακτίνα της τροχιά Kepler  
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και δεύτερον η ακτίνα των ISCO πρέπει και αυτή να είναι µικρότερη της , καθώς 
δεν υπάρχουν ευσταθές τροχιές µεταξύ αυτής της ακτίνας  
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Εικόνα 7.6 : Αποδεικτικά στοιχεία για την οριζοντιοποίηση της συχνότητας των KHz QPOs . 
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Η πρώτη συνθήκη µας δίνει ένα άνω όριο για την ακτίνα R του αστέρα ενώ η 

δεύτερη συνθήκη ένα άνω όριο για την µάζα Μ. Η (Εικ. 7.7) δείχνει αυτά τα όρια 
σ’ένα διάγραµµα µάζας-ακτίνας για συχνότητα ν = 1220 Hz. Στο σχήµα φαίνεται 
καθαρά επίσης η απαγορευµένη περιοχή ( excluded area) η οποία µικραίνει για 
µεγαλύτερες τιµές του ν. Η µέχρι πρότινος υψηλότερη συχνότητα ν2, η οποία 
ταυτίζεται στα περισσότερα µοντέλα µε την τροχιακή συχνότητα είναι 1329  4 Hz 
(Va Straaten 1999), έτσι οι σκληρότερες εξισώσεις κατάστασης αρχίζουν να χάνουν 
το κύρος τους από την µέθοδο. ∆ιορθώσεις από τον συρµό των αδρανειακών 
συστηµάτων επεκτείνουν την επιτρεπόµενη περιοχή. Για την συχνότητα των 1329 Hz 
οι παραπάνω εξισώσεις δίνουν 

±

1,65M M< :   και   12, 4NSR km= . Με διορθώσεις 
όµως λόγω περιστροφής του αστέρα σε συχνότητα 300 Hz , οι αριθµοί αυξάνονται σε 

1,9M M< :  και  15,2NSR km= . 
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Εικόνα 7.7 : Περιορισµοί στην µάζα και ακτίνα των αστέρων νετρονίων από την ανίχνευση 
τροχιακής κίνησης µε τις αντίστοιχες συχνότητες. Η αριστερή εικόνα δείχνει τους περιορισµούς για 
αµελητέα στροφορµή των αστέρων νετρονίων ενώ δεξιά φαίνονται για µικρές τιµές στροφορµής j.  

 
 
 
 
Εάν η διαφορά ∆ν των δύο κορυφών στα QPOs είναι περίπου κοντά στην 

συχνότητα περιστροφής του αστέρα sv τότε οι 18 αστέρες νετρονίων που έχουν κατά 
καιρό µελετηθεί βρίσκονται σε συχνότητες ~ 240 Hz και ~ 360 Hz µια εκπληκτικά 
στενή περιοχή.  

Οι White & Zhang (1997) πρότειναν ότι όταν η , η ακτίνα δηλαδή της 
µαγνητόσφαιρας, είναι µικρή, όπως σε αυτή ην περίπτωση, θα εξαρτάται µόνο κατά 
ένα µικρό µέρος από το ρυθµό της προσαύξησης. Μια άλλη πιθανότητα είναι ότι η 
συχνότητα περιστροφής των αστέρων νετρονίων µε δίσκο προσαύξησης, περιορίζεται 
από την απώλεια της βαρυτικής ακτινοβολίας (Andersson, Kokkotas, Stergioulas 
1999)*. Εάν αυτό αληθεύει, τότε η βαρυτική ακτινοβολία κάνει τον αστέρα 
νετρονίων να χάνει στροφορµή τόσο γρήγορα όσο η προσαύξηση του προσφέρει 
στροφορµή κάνοντας τις πηγές αυτές να είναι από τις λαµπρότερες σε βαρυτική 
ακτινοβολία πηγές στον ουρανό. 

mgr

 
 
Συσχετισµοί φαινοµένων χαµηλής συχνότητας µε άλλες πηγές 
 
 Οι µοναδικές ταλαντώσεις µε συχνότητες που ξεπερνούν τα 102.5 Hz και που 
είναι γνωστές σε υποψήφιες Μελανές Οπές (BHCs) είναι οι 100-300 Hz ταλαντώσεις 
στην πηγή GRO J1655-40 και XTE J1550-564 και αυτές που δηµοσιοποιήθηκαν 
τώρα τελευταία των πηγών Cyg X-1 και 4U 1630-47. Συνήθως η φαινοµενολογία που 
συνοδεύει τις υψηλές συχνότητες των QPOs µε αυτές των χαµηλών είναι πολύπλοκη. 
  
 
*Andersson, N., Kokkotas, K. D., Stergioulas, N., Astrophysical J. 516, 307 (1999) 
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Το γεγονός ότι οι 300 και 67 Hz ταλαντώσεις παρέµεναν σταθερές (κάτι το 
οποίο διαφέρει από τις άλλες πηγές αστέρων νετρονίων) πυροδότησε διάφορες 
ερµηνείες σχετικά µε την προέλευσή τους, ότι θα πρέπει να προέρχονταν κυρίως από 
την στροφορµή µιας Μελανής Οπής και ασθενέστερα από την µετάπτωση         
Lense-Thirring ή από την φωτεινότητα, όπως για παράδειγµα τροχιακές κινήσεις στις 
ISCO. 
 Όπως είναι γνωστό, υπάρχουν αρκετές οµοιότητες των φασµατικών και 
χρονοειδών φαινοµένων, (όταν λέµε χρονοειδών εννοούµε φαινόµενα που 
εξαρτώνται άµεσα από το δυναµικό χρόνο), µεταξύ των ασθενών µαγνητικών πεδίων 
αστέρων νετρονίων και υποψήφιων Μελανών Οπών. Καθώς οι 100-300 Hz 
ταλαντώσεις µπορεί να συσχετίζονται µε τις παρατηρούµενες KHz QPOs των 
αστέρων νετρονίων, µπορεί να υπάρχει ωστόσο και µια συσχέτιση µεταξύ της 
πρόσφατης παρατήρησης των κορυφών QPOs κοντά στα 100 Hz στην 4U 0614-09 
και 4U 1728-34 οι οποίες διαφέρουν αισθητά από τα KHz QPOs. 
 Χαµηλής συχνότητας µικρότερων από 100 Hz QPOs έχουν µελετηθεί σε 
αστέρες νετρονίων και υποψήφιες µελανές οπές από το 1980, κυρίως µε τον 
δορυφόρο EXOSAT αλλά και Ginga. ∆ύο διαφορετικές συχνότητες έχουν 
παρατηρηθεί κυρίως στις πηγές Ζ ή 6-20 Hz γνωστή ως (normal and flaring – branch 
oscillation, NBO) κανονικός κλάδος αναλαµπής ταλαντώσεων και η 15-60 Hz 
γνωστή ως (horizontal branch oscillation, HBO) οριζόντιος κλάδος ταλαντώσεων. Η 
συχνότητα του HBO συσχετίζεται τελικά µε αυτές των KHz QPOs, όπως και η NBO 
για την πηγή SCO X-1. Με τον δορυφόρο RXTE, συχνότητες των QPOs παρόµοιες 
µε τις HBO έχουν συχνά παρατηρηθεί στις πηγές atoll και οι συχνότητές τους 
συσχετίζονται καλά µε την συχνότητα των KHz QPOs. ∆εν έχει γίνει βέβαιο ακόµα 
αν τα QPOs από τις πηγές atoll είναι ίδια, τουλάχιστον ως προς τη φύση τους, µε 
αυτά των HBO των Ζ πηγών, αλλά µάλλον κάτι τέτοιο πρέπει να συµβαίνει.  
 Είναι πιθανό ότι αυτοί οι συσχετισµοί να εµφανίζονται διότι όλα τα QPO 
φαινόµενα εξαρτώνται από µια κοινή παράµετρο, η οποία προτείνει ότι η προέλευσή 
τους είναι µια φυσική εξάρτηση των συχνοτήτων που έχουν µεταξύ τους. Στο 
µοντέλο της σχετικιστικής µετάπτωσης των Stella & Vietri, οι HBO και οι παρόµοιες 
συχνότητες των QPOs στις πηγές atoll αποτελούν ίδια φαινόµενα και η συχνότητά 
τους vLF προβλέπεται να είναι ανάλογη της v2

2. Το γεγονός καθίσταται απόλυτα 
αληθές σε όλες τις πηγές Ζ εκτός από την SCO X-1.  
 Επιπρόσθετες ενδιαφέρουσες συσχετίσεις υπάρχουν µεταξύ των KHz QPOs 
και των φαινοµένων χαµηλής συχνότητας, το οποίο µπορεί να συνδέει τους αστέρες 
νετρονίων µε τις µελανές οπές. Είναι χρήσιµο να µελετήσουµε πρώτα µια συσχέτιση 
µεταξύ δυο χαµηλών – συχνοτήτων φαινόµενα. Για µικρές προσαυξήσεις, υποψήφιες 
µελανές οπές και πηγές atoll, ο ms πάλσαρ SAX J1808.4-3658 και ίσως ακόµα οι 
πηγές Ζ έχουν παρόµοια φάσµατα ισχύος (ΕΙΚ. 7.8) µε κύριο στοιχείο έναν ευρύ 
θόρυβο, ο οποίος δείχνει να σπάει στις χαµηλές συχνότητες µε την εµφάνιση ενός 
QPO στην συχνότητα εκείνη. Η συχνότητα του QPO και το σπάσιµο ποικίλουν µε µια 
αξιοπρόσεχτη συσχέτιση τόσο στους αστέρες νετρονίων όσο και στις µελανές οπές 
(ΕΙΚ. 7.9 αριστερά), πράγµα που µας κάνει να πιστεύουµε πως τα δυο αυτά 
φαινόµενα είναι τα ίδια ακριβώς τόσο στους αστέρες νετρονίων όσο και στις µελανές 
οπές. Αυτό θα µας οδηγούσε έµµεσα στον αποκλεισµό κάποιων µοντέλων όπως του 
µοντέλου της συχνότητας διακροτήµατος και οποιουδήποτε άλλου µοντέλου το οποίο 
στηρίζεται σε µια αστρική επιφάνεια ή έναν ορίζοντα γεγονότων ή ακόµα κι ενός  
µαγνητικού πεδίου, και θα επικεντρώνονταν κυρίως σε φαινόµενα που παράγονται ή 
παίρνουν µέρος στο δίσκο προσαύξησης γύρω από ένα αντικείµενο ασθενούς 
µαγνητικού πεδίου.  
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ΕΙΚΟΝΑ 7.8 : Το φάσµα ισχύος σε µια µεγάλη περιοχή για a) ms pulsar  b) πηγή atoll                    
c) µελανή οπή   και    d) πηγή Ζ 
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ΕΙΚΟΝΑ 7.9 : Οι συχνότητες διαφόρων QPO και ευρύ θορύβου που παρατηρούνται σε δίσκους 
προσαύξησης και µελανές οπές, αποτυπώνονται στο διάγραµµα µεταξύ τους ,δείχνοντας ότι παρόµοια 
στοιχεία συµβαίνουν τόσο στις πηγές Ζ, ΗΒΟ (vLF ) και της χαµηλότερης κορυφής του KHz (v1) . Οι 
γεµάτοι κύκλοι παριστάνουν µελανές οπές, οι ανοικτοί πηγές Ζ, οι σταυροί πηγές atoll και τα τρίγωνα 
τον ms πάλσαρ SAX J1808.4 – 3658. 
  
 

Ο D. Psaltis τονίζει ότι σε πολλές πηγές Ζ αλλά και πηγές atoll, η παράξενη 
πηγή Cir Χ-1 και µερικοί µικρής φωτεινότητας αστέρες νετρονίων αλλά και 
υποψήφιες µελανές οπές, µερικές φορές παρουσιάζουν δύο συχνότητες QPOs ή έναν 
ευρύ θόρυβο των οποίων οι κεντρικές συχνότητες, όταν τοποθετούνται σε ένα 
διάγραµµα v-vLF ταυτίζονται, (Εικ. 7.9 δεξιά). Αυτό µας δηλώνει πιθανότατα ότι τα 
KHz QPOs συµβαίνουν και σε µελανές οπές αλλά σε πολύ χαµηλές συχνότητες, κάτω 
τον 50 Hz.  
 
 
 
Μοντέλα KHz QPO 
 
 Η πιθανότατα να βγάλουµε πλούσια συµπεράσµατα αλλά παράλληλα να 
µαζέψουµε και χρήσιµες πληροφορίες για τα KHz QPOs, οδήγησαν στη διατύπωση 
πολλών µοντέλων περιγραφής. Τα περισσότερα, αλλά όχι όλα από αυτά, περιέχουν 
την τροχιακή κίνηση γύρω από τον αστέρα νετρονίων. Σε αυτήν την ενότητα 
παρουσιάζουµε τα κυριότερα από αυτά και δίνουµε κυρίως τον βασικό κορµό στον 
οποίο στηρίζονται. Τα κυριότερα µοντέλα που προτάθηκαν ήταν το sonic point beat 
frequency του Miller (1996), το µοντέλο της σχετικιστικής µετάπτωσης των Stella & 
Vietri (1998-99) το µοντέλο photon bubble από τον Klein (1996) και τέλος το 
µοντέλο disk transition layer (µετάβαση του στρώµατος του δίσκου) του Titarchuk 
(1998-99). 
 Τα κυριότερα µοντέλα διατυπώθηκαν και εξελίχθηκαν ως απάντηση στα 
καινούργια παρατηρησιακά δεδοµένα. Το µοντέλο sonic point φτιάχτηκε για να 
συµβιβάσει τις παρατηρούµενες αποκλίσεις από το µοντέλο beat frequency. Το 
µοντέλο της σχετικιστικής µετάπτωσης αρχικά εξήγησε την χαµηλότερη KHz κορυφή 
των QPOs ως συχνότητα spin-τροχιάς και αργότερα την αψιδική τροχιά των 
σωµατιδίων. Το photon bubble βασίζεται σε αριθµητική εξοµοίωση η οποία µε τον 
καιρό έτεινε προς τα παρατηρούµενα αποτελέσµατα. 
 Το µοντέλο της σχετικιστικής µετάπτωσης κάνει τις καλύτερες προβλέψεις 
σχετικά µε τα υπόλοιπα µοντέλα αλλά εξίσου έχει κι αυτό τις αδυναµίες του όπως δεν 
µπορεί να εξηγήσει το βαθµό αναλογίας ή αντιστοιχίας των KHz QPOs µε τις 
συχνότητες των εκρηκτικών ταλαντώσεων. Το µοντέλο αυτό θα περιγράψουµε στη 
συνέχεια. 
 
 
Το µοντέλο της Σχετικιστικής Μετάθεσης 
 
 Ελαφρές κεκλιµένες έκκεντρες τροχιές ελευθέρων σηµειακών σωµατιδίων 
γύρω από ένα περιστρεφόµενο αστέρα νετρονίων, δείχνουν κοµβική µετάπτωση 
(κλυδωνισµός του επιπέδου της τροχιάς) εξαιτίας του σχετικιστικού φαινοµένου του 
συρµού των αδρανειακών συστηµάτων και του σχετικιστικού φαινοµένου της 
µετάθεσης (ή µετάπτωσης) του περίαστρου (ανάλογο του περιηλίου όταν µιλάµε για 
αστέρες). Το µοντέλο αυτό ταυτίζει την συχνότητα v2 µε την τροχιακή συχνότητα του 
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δίσκου, τις συχνότητες v1 και vLF των παρατηρούµενων χαµηλών συχνοτήτων µε τις 
συχνότητες της µετάπτωσης του περίαστρου και της κοµβικής µετάπτωσης (nodal 
precession) αντίστοιχα των τροχιών. Παρακάτω θα δώσουµε µέσα από εικόνες τις 
παραπάνω συχνότητες και πώς ταυτίζονται αυτές µε τις κινήσεις των σωµατιδίων. 
 Η εικόνα του φάσµατος ισχύος που παίρνουµε από συστήµατα µικρής µάζας 
εκποµπής ακτίνων Χ είναι αυτή της Εικ. 7.10. Πάνω στο διάγραµµα έχουν 
τοποθετηθεί και οι αντίστοιχες συχνότητες. Φαίνονται καθαρά οι συχνότητες v1 και v2 

 
 
ΕΙΚΟΝΑ 7.10 : Φάσµα ισχύος των LMXB µε τις αντίστοιχες συχνότητες. 
 
oι οποίες αντιστοιχούν στην χαµηλότερη και υψηλότερη αντίστοιχα συχνότητα των 
QPOs. Επίσης φαίνεται και η συχνότητα του οριζόντιου κλάδου ταλάντωσης (ΗΒΟ), 
η οποία κυµαίνεται σε µικρές συχνότητες. 
 Στην Εικ. 7.11 φαίνεται η κίνηση του σηµειακού σωµατιδίου γύρω από τον 
αστέρα νετρονίων καθώς υπόκειται στην µετάπτωση του περίαστρου λόγω του 
ισχυρού πεδίου βαρύτητας που σύρει µαζί του το χώρο, καθώς περιστρέφεται. Η 
διαφορά των δύο συχνοτήτων v2 – v1 αντιστοιχεί στην ακτινική επικυκλική  
συχνότητα, µε την v1 να οφείλεται στην µετάπτωση του περίαστρου και την v2 να 
οφείλεται στην τροχιακή κίνηση. 
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 Η Εικ. 7.12 παρουσιάζει την λεγόµενη κοµβική µετάπτωση. Παρατηρούµε ότι 
οι τροχιές ξεφεύγουν από το επίπεδο έχοντας µια κλίση β. Την συχνότητα λόγω της 
κοµβικής µετάπτωσης την αντιστοιχούµε στην συχνότητα του οριζόντιου κλάδου  
vnod  =  vΗΒΟ .
  

 
 
ΕΙΚΟΝΑ 7.11 : Περιγραφή της κίνησης ενός σωµατιδίου λόγω της µετάπτωσης του περιάστρου. 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΕΙΚΟΝΑ 7.12 : Περιγραφή της κίνησης λόγω της κοµβικής µετάπτωσης και αντιστοιχία της 
συχνότητας αυτής µε την συχνότητα του ΗΒΟ. Η γωνία β δείχνει την κλίση του άξονα περιστροφής 
του αστέρα µε τον άξονα περιστροφής του σωµατιδίου. Vs είναι η συχνότητα περιστροφής του αστέρα. 
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η τροχιακή ακτίνα. Η αστρική πεπλάτυνση του αστέρα λόγω της περιστροφής του 
επηρεάζει τους δυο ρυθµούς µετάπτωσης που θα πρέπει να τους υπολογίσουµε. Για 
λογικές παραµέτρους στους αστέρες νετρονίων, υπάρχει µια προσεγγιστική 
σύµπτωση µε τις παρατηρούµενες συχνότητες v1, v2 και vLF εάν βέβαια η τελευταία 
είναι διπλάσια ( ή σε µερικές περιπτώσεις ακόµα και τετραπλάσια) της συχνότητας 
vnod, η οποία πρέπει καταρχήν να βγαίνει από µια στρεβλωµένη γεωµετρία του 
δίσκου. Σε αυτό το µοντέλο οι συχνότητες του spin του αστέρα νετρονίων δεν 
συνωστίζονται  στην περιοχή 250-350 Hz και η ∆v µε την vburst δεν ταυτίζονται όπως 
στο µοντέλο του beat frequency. Μια καθαρή πρόβλεψη είναι η ∆v να µειώνεται µε 
την αύξηση της v2.  
 Από το µοντέλο αυτό καταλήγουµε σε µάζες από 1.8 2M− :  για stiff 
εξισώσεις κατάστασης του αστέρα νετρονίων και συχνότητες spin 300-900 Hz. 
Επειδή το παραπάνω µοντέλο δουλεύει καλά και χωρίς αστέρα νετρονίων αλλά µε 
δίσκο προσαύξησης, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για µελανές οπές. Η ιδέα ότι οι 
τρεις κυριότερες συχνότητες που παρατηρούνται είναι στην ουσία οι τρεις 
σχετικιστικές συχνότητες που χαρακτηρίζουν ένα ελεύθερο περιφερόµενο σωµατίδιο 
(Εικ. 7.13) δίνει στο µοντέλο αυτό µια υπεροχή σε σύγκριση µε τα άλλα. Ωστόσο 
όµως παραµένουν ανοικτά µερικά ερωτήµατα, όπως µε ποιον τρόπο επιβιώνουν οι 
έκκεντρες και µεταπτωτικές τροχιές στο δίσκο προσαύξησης, πώς η ροή 
προσαρµόζεται µε τις προβλεπόµενες συχνότητες και γιατί η βασική τροχιακή 
συχνότητα v2 µεταβάλλεται µε την φωτεινότητα του αστέρα.  
 
Συµπεράσµατα 
  

Ο δορυφόρος RXTE άνοιξε ένα καινούργιο παράθυρο από το οποίο µπορούµε 
να κοιτάµε από τα δυναµικά των αστέρων νετρονίων µέχρι τους ορίζοντες των 
µελανών οπών. Τρία ms φαινόµενα ανακαλύφθηκαν των οποίων οι ερµηνείες 
στηρίζονται στην περιγραφή του ισχυρού βαρυτικού πεδίου και στη δοµή των 
αστέρων νετρονίων. Για να κλείσουµε τα πολλά ερωτήµατα τα οποία παραµένουν 
ανοικτά ακόµη και τώρα, θα πρέπει να φτιάξουµε µεγαλύτερα και  ισχυρότερα 
όργανα, έτσι ώστε να µπορούµε να παρακολουθούµε και να καταγράφουµε τις 
τροχιές των θερµών κηλίδων γύρω από τα συµπαγή σώµατα, δίνοντας µας την 
δυνατότητα να εκτιµήσουµε το πόσο συµπαγής είναι αυτά αλλά παράλληλα να 
πάρουµε και αρκετές πληροφορίες για τη µάζα τους ώστε να καταλάβουµε από ποιες 
καταστατικές εξισώσεις περιγράφεται η ύλη τους.  
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ΕΙΚΟΝΑ 7.13 : Οι τρεις κυριότερες συχνότητες του µοντέλου της σχετικιστικής µετάπτωσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 
 

Συντονισµός 2:3 στην πηγή  SCO – X1 
 

ΓΕΝΙΚΑ 
 
 Πρόσφατες παρατηρήσεις στις ακτίνες Χ δείχνουν ότι σε µερικές Μελανές 
Οπές όπως και σε Αστέρες Νετρονίων, οι υψηλές συχνότητες των ηµι-περιοδικών 
ταλαντώσεων (QPOs) εµφανίζονται σε ζεύγη. Οι συχνότητες των ζευγών αυτών σε 
τρεις πηγές, υποψήφιες Μ.Ο., παρατηρούνται στα 300 Hz και 450 Hz για την πηγή     
GRO J1655-40, στα 42 Hz και 70 Hz για την πηγή GRS 1915+105 και στα 184 Hz 
και 276 Hz για την πηγή XTE J1550-564. Φαίνεται λοιπόν ότι οι λόγοι αυτών των 
συχνοτήτων είναι 2:3 για τις πρώτες δυο πηγές και 3:5 για την τρίτη. Oι 
χαρακτηριστικές συχνότητες είναι αντιστρόφως ανάλογες της µάζας, έτσι αν 
αντιστοιχήσουµε την συχνότητα των 42 Hz σε µια µελανή οπή µάζας             ~ 
20M: ,τότε η ~ 1 M: , όση είναι περίπου και η µάζα ενός τυπικού αστέρα νετρονίων, 
αντιστοιχεί σε ~ 800 Hz, µια τυπική συχνότητα, της χαµηλότερης από τις δύο QPOs 
συχνότητες που ανιχνεύσαµε σε Αστέρες Νετρονίων. Από µόνο του αυτό µας δείχνει 
ότι τα QPOs φαινόµενα σε Μελανές Οπές και σε Αστέρες Νετρονίων έχουν µάλλον 
κοινή προέλευση. Πιστεύουµε σήµερα ότι οι λόγοι αυτών των συχνοτήτων έχουν να 
µας πουν πολλά ακόµα. 
 Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζουµε τα δηµοσιευµένα στοιχεία µιας καλά 
µελετηµένης πηγής της SCO X-1, υποψήφιας πηγής ενός λαµπρού Αστέρα 
Νετρονίων, για να διερευνήσουµε αν οι δυο QPOs συχνότητες είναι σε αναλογία 2:3 
ή 3:5 όπως είναι στις Μελανές Οπές. Εάν µια τέτοια αναλογία τελικά καθιερωθεί 
µεταξύ Α.Ν. και Μ.Ο., τότε θα µπορέσουµε να ισχυριστούµε, σχεδόν βέβαιοι, ότι οι 
΄΄δίδυµες συχνότητες΄΄ των QPOs, παράγονται από έναν µηχανισµό ο οποίος δρα 
ανεξαρτήτως της παρουσίας αστρικής επιφάνειας µαζί µε το περιστρεφόµενο 
µαγνητικό πεδίο της, και θα οφείλεται κυρίως στο ισχυρό βαρυτικό πεδίο. 
 
 
 
 
Η εσώτερη ακτίνα του δίσκου προσαύξησης σε LMXBs Αστέρων   

Νετρονίων 
 
 Μια ερώτηση στην οποία πρέπει να απαντήσουµε είναι αν η διαδικασία της 
προσαύξησης σε Αστέρες Νετρονίων, οι οποίοι είναι µέλη διπλών συστηµάτων 
µικρής µάζας ακτίνων Χ (LMXBs), διαφέρει ριζικά από αυτήν των Μελανών Οπών, 
ή αν είναι ακριβώς η ίδια. Η ερώτηση αυτή βέβαια απαντάται µόνο από την µελέτη 
των συχνοτήτων αυτών των συστηµάτων. Μια µερίδα επιστηµόνων ισχυρίζονται ότι 
οι αστέρες Νετρονίων των LMXBs έχουν µαγνητικά πεδία και ρυθµούς περιστροφής 
συγκριτικά ίδιους µε τους millisecond ράδιο πάλσαρς, από το οποίο έπεται ότι ο 
δίσκος προσαύξησης τερµατίζεται µακριά από την επιφάνεια του αστέρα και άρα οι 
συχνότητες τις οποίες πρέπει να περιµένουµε είναι περίπου στα 200-300 Hz το πολύ.  
 Μια άλλη πάλι µερίδα επιστηµόνων πιστεύουν πως το µαγνητικό πεδίο είναι 
µικρό, υπάρχει ωστόσο, αλλά δεν µπορεί να παίξει δυναµικό ρόλο στην διαδικασία 
της προσαύξησης, έτσι ώστε ο λεπτός δίσκος να τερµατίζεται κοντά στην επιφάνεια 
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του αστέρα λόγω ισχυρών βαρυτικών φαινοµένων κυρίως. Κατά την τελευταία 
άποψη, περιµένουµε τροχιακές συχνότητες τάξεως των KHz ( Michelson, Wagoner & 
Kluzniack 1990). Φαίνεται πως η ανακάλυψη των KHz ηµι-περιοδικών ταλαντώσεων 
σε συστήµατα αστέρων Νετρονίων, προτιµά την δεύτερη άποψη. 
 Οι ιδιότητες των KHz QPOs σε πολλά συστήµατα είναι παρόµοιες. 
Συγκεκριµένα οι υψηλές συχνότητες έχουν παρόµοιες τιµές στις εκρηκτικές πηγές 
ακτίνων Χ, καθώς και σε λαµπρότερες πηγές όπως η πηγή SCO X1. Το γεγονός αυτό 
έρχεται σε αντίθεση µε κάθε είδους ειδικό µηχανισµό που οδηγεί σε τυχαίες ιδιότητες 
του συστήµατος, όπως για παράδειγµα το µαγνητικό πεδίο ή ο ρυθµός προσαύξησης. 
Εάν κάτι τέτοιο ισχύει οι ταλαντώσεις θα αυξάνουν στο ρευστό του δίσκου και οι 
τροχιακές συχνότητες θα ορίζουν την κλίµακα των προβλεπόµενων συχνοτήτων. 
Στην ουσία η σχετική συχνότητα είναι η κάθετη επικυκλική συχνότητα, η οποία είναι 
ίδια µε την συχνότητα περιστροφής στις τροχιές Kepler, όταν ισχύει η βαρύτητα του 
Νεύτωνα, ωστόσο στους δίσκους προσαύξησης γύρω από αστέρες Νετρονίων όπου η 
Γενική Θεωρία της Σχετικότητας υπερισχύει της βαρύτητας του Νεύτωνα, η κάθετη 
επικυκλική συχνότητα είναι ελάχιστα µικρότερη από την τροχιακή. Παρατηρήσεις 
τότε συχνοτήτων τάξεως των KHz, δείχνουν να µην προτιµούν την γεωµετρία µιας 
προσαύξησης, κατά την οποία οι µέγιστες τροχιακές συχνότητες δεν ξεπερνούν τις 
µερικές εκατοντάδες Hz. Αυτό φαίνεται να κυριαρχεί σε διπολικά µαγνητικά πεδία 
ισχύος 108 Gauss και δείχνει µια προτίµηση στην άποψη ότι οι δίσκοι προσαύξησης 
σε αυτούς τους αστέρες Νετρονίων τελειώνουν κοντά στις οριακές σταθερές τροχιές 
της Γενικής Σχετικότητας. Στις παρακάτω εικόνες µπορούµε να πάρουµε µια ιδέα για 
το πώς κυµαίνονται οι ευσταθείς τροχιές καθώς και ο ρυθµός της προσαύξησης, τον 
οποίο συµβολίζουµε ως M� , σε σχέση µε την ένταση του µαγνητικού πεδίου του 
αστέρα.  
 Στην πρώτη εικόνα βλέπουµε έναν αστέρα µε µικρό µαγνητικό πεδίο 
(πράσινες γραµµές) του οποίου η ακτίνα της µαγνητόσφαιράς (µαύρη γραµµή) είναι 
µικρότερη από την εσώτερη ακτίνα των ευσταθών τροχιών (κόκκινη), σε αυτήν την 
περίπτωση η προσαύξηση είναι µεγάλη. 
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 Στην δεύτερη εικόνα παρουσιάζεται το µοντέλο της προπέλας, στο οποίο το 
µαγνητικό πεδίο είναι ισχυρό πράγµα που κάνει την ακτίνα της µαγνητόσφαιρας να 
βρίσκεται µεταξύ των ευσταθών κυκλικών τροχιών και του κυλίνδρου φωτός. Σε 
αυτήν την περίπτωση η ύλη συσσωρεύεται ή εκτινάσσεται από την περιοχή της 
µαγνητόσφαιρας, συνεπώς όλη η προσαύξηση γίνεται πάνω σε αυτήν την ακτίνα και 
εκεί σταµατάει. Ο ρυθµός της προσαύξησης της ύλης σε αυτή την περίπτωση γίνεται 
µικρότερος από την προηγούµενη. 
 

 
 

Στην τρίτη εικόνα φαίνεται η περίπτωση του ραδιοπάλσαρ, στον οποίο το 
µαγνητικό πεδίο είναι αρκούντως ισχυρό ώστε να σταµατήσει κάθε είδους 
προσαύξηση. Η ύλη δεν µπορεί να πλησιάσει τις ευσταθείς κυκλικές τροχιές καθότι η 
πίεση και ο άνεµος του πάλσαρ την αποµακρύνει. Σε αυτήν την περίπτωση το ισχυρό 
βαρυτικό πεδίο είναι ανίκανο να οδηγήσει τα σωµατίδια σε τροχιές. Η ακτίνα της 



 Κεφ. 8                   Συντονισµός 2:3 στην πηγή SCO – X1 87

µαγνητόσφαιρας εκτείνεται πέρα της ακτίνας του κυλίνδρου φωτός.  
  
 
Η συχνότητα της περιστροφής στα KHz QPOs 
 
 Το 1979 ο αστροφυσικός J. Patterson τόνισε ότι αν υπάρχει άµεση 
αλληλεπίδραση µεταξύ µιας δοµής που περιστρέφεται µαζί µε τον αστέρα και ενός 
δίσκου προσαύξησης, τότε σαν αποτέλεσµα µπορούµε να πάρουµε ένα QPO στη 

συχνότητα διακροτήµατος 1 1

kP P∗

−  , όπου P∗  είναι η περίοδος της περιστροφής του 

αστέρα και  η περίοδος της τροχιακής κίνησης. Η ιδέα αυτή του Patterson 
προέκυψε από την µελέτη που έκανε πάνω στο Λευκό Νάνο AE Aqu όπου η 
περιστρεφόµενη δοµή ήταν ένα ΄΄φωτεινό ίχνος φωτός΄΄ . 

kP

 Μετά την ανακάλυψη των ~ 40 Hz QPOs σε µικρής µάζας διπλά συστήµατα 
ακτίνων Χ, η ιδέα αυτή υιοθετήθηκε για έναν αστέρα Νετρονίων µε συχνότητα 
περιστροφής ~ 160 Hz, του οποίου το σήµα προερχόταν κοντά από την ακτίνα 
Alfven, και µίας συχνότητας ~ 200 Hz λόγω τροχιακής κίνησης την οποία 
λαµβάνουµε, από το εσώτερο άκρο του δίσκου προσαύξησης ( Alpan & Shaham 
1985) , στο παραπάνω µοντέλο δόθηκε η ονοµασία ΄΄beat frequency model΄΄. Αλλά 
µια µέγιστη συχνότητα από τροχιακή κίνηση στα ~ 200 Hz είναι ασυµβίβαστη µε τις 
πιο πρόσφατες ανακαλύψεις των KHz ταλαντώσεων από τις ίδιες πηγές, έτσι το 
όνοµα του µοντέλου άλλαξε σε ΄΄sonic –point model΄΄ µε το ένα από τα δύο QPO να 
εξακολουθεί να αντιστοιχεί σε µια ολοένα αυξανόµενη συχνότητα διακροτήµατος και 
η άλλη κορυφή στην τροχιακή συχνότητα. Έχει επίσης τονιστεί ότι η διαφορά µεταξύ 
των δύο παρατηρούµενων υψηλών συχνοτήτων σε αστέρες Νετρονίων που ανήκουν 
σε LMXBs, δεν είναι σταθερή, όπως θα περίµενε κανείς στο  beat frequency model. 
Ανάλογα, άλλα µοντέλα προτάθηκαν στα οποία η αλληλεπίδραση µεταξύ του δίσκου 
προσαύξησης και της µαγνητόσφαιρας του αστέρα , η οποία παίζει το ρόλο της συ-
περιστρεφόµενης δοµής, οδήγησαν σε συχνότητες οι οποίες έρχονταν σε µεγαλύτερη 
συµφωνία µε τις παρατηρούµενες ( Osherovich & Titarchuk 1999 ).  
 Η ανίχνευση όµως της διπλής συχνότητας QPOs και σε συστήµατα υποψήφια 
για Μελανή Οπή, επισκίασε την άποψη ότι υπάρχει άµεση σχέση µεταξύ του 
αστρικού spin και της παρουσίας των δυο κορυφών στις συχνότητες των QPOs, αφού 
οι Μελανές Οπές δεν έχουν επιφάνεια και η συχνότητα του spin τους δεν µπορεί να 
παρατηρηθεί άµεσα. 
 Οι υψηλές συχνότητες των QPOs στην πηγή SCO X1 έχουν συζητηθεί 
λεπτοµερώς από των Van der Klis (1997). Η συχνότητα 2f  της µιας εκ των δυο 
κορυφών βρίσκεται στην περιοχή από 850 – 1100 Hz, ενώ η άλλη κορυφή µε 

συχνότητα 1f κυµαίνεται µεταξύ 300 – 200  Hz . Υπολογίζοντας το λόγο 1

2

f
f για 

κάθε παρατήρηση του SCO X1, το βρίσκουµε να κυµαίνεται σε µια στενότερη 
περιοχή  από κάθε άλλη πηγή Αστέρα Νετρονίων. 

 Για την τιµή του λόγου 1

2

f
f µεταξύ των τιµών 1

2
0,64 0,8f

f< <  , 

παρουσιάζουµε το παρακάτω ιστόγραµµα της κατανοµής του λόγου των συχνοτήτων 
των QPO, συνδυάζοντας το λόγο σε κατάλληλα ολοκληρώµατα (Εικ. 8.1 και 8.2). 
Όπως φαίνεται η κατανοµή δεν είναι οµοιόµορφη, δείχνει να συγκεντρώνεται κοντά 
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στην τιµή 2:3. Να τονίσουµε ότι το αποτέλεσµα αυτό δεν επηρεάζεται από το εύρος 
της δέσµης. 

 
 ΕΙΚΟΝΑ 8.1 : Η παρατηρούµενη κατανοµή του λόγου των συχνοτήτων των δυο KHz 
QPOs της πηγής GX 5-1.Παρατηρούµε ότι η κατανοµή είναι περίπου επίπεδη. Τα στοιχεία αυτά 
προέρχονται από τον Jonker et al.2002b  
 
 
Οι εικόνες δείχνουν ότι εκτός από την πηγή GX 5-1, οι περισσότερες πηγές αστέρων 
Νετρονίων δεν έχουν επίπεδη κατανοµή των λόγων συχνοτήτων των KHz QPOs . Για 
την κατανοµή αυτή των συχνοτήτων υπεύθυνος είναι ο συντονισµός τουλάχιστον για 
την SCO X1. Η τιµή 2:3, παρόµοια µε το λόγο που είδαµε σε υποψήφιες Μελανές 
Οπές, όπως GRO J1655-40 και XTE J1550-564, οι µάζες των οποίων µετρήθηκαν και 
βρέθηκαν 6M:∼ και 8M:∼  αντίστοιχα, αποτελεί µια ισχυρή ένδειξη ότι οι υψηλές 
συχνότητες των QPOs σχετίζονται µε το ισχυρό πεδίο βαρύτητας και όχι µε την 
παρουσία αστρικής επιφάνειας και περιστρεφόµενης δοµής.  

Το επιχείρηµα που υποστηρίζουν οι επιστήµονες για το ρόλο που παίζει το 
ισχυρό βαρυτικό πεδίο στη δηµιουργία των συχνοτήτων QPOs, βασίζεται στην 
οµοιότητα µεταξύ αστέρων Νετρονίων και Μελανών Οπών, γι’αυτό χρειάζεται να 
υποθέσουµε ότι τα µικρό-κβάζαρ GRO J1655-40 και XTE J1530-564 είναι Μελανές 
Οπές µε δίσκο προσαύξησης. 
 Για να κάνουµε το εγχείρηµα αυτό ισχυρό, χρειαζόµαστε µια θεωρία για την 
πηγή των υψηλών συχνοτήτων των QPOs, µια θεωρία ικανή να ικανοποιεί τόσο τις 
ακριβείς αναλογίες των συχνοτήτων στις Μελανές Οπές όσο και την εκτεταµένη 
κατανοµή που παρατηρείται στην SCO X1 αλλά και σε µερικές άλλες πηγές αστέρων 
Νετρονίων. Επισηµάνουµε ότι όλα αυτά µοιάζουν να συµβαδίζουν µε την θεωρία του 
επικυκλικού παραµετρικού συντονισµού σε σχετικιστικούς δίσκους προσαύξησης, 
τον οποίο έχουµε αναφέρει σε προηγούµενο κεφάλαιο, παρακάτω θα αναφερθούµε 
στον ίδιο παίρνοντας όµως υπόψη και άλλους παράγοντες. Σε αυτή την θεωρία η 
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 ΕΙΚΟΝΑ 8.2 :Η παρατηρούµενη κατανοµή του λόγου των συχνοτήτων των δυο KHz 
QPOs της πηγής SCO X1. Η διακεκοµµένη γραµµή δείχνει το λόγο 2:3. Παρατηρούµε ότι η κορυφή 
αποκλίνει ελάχιστα από την παραπάνω τιµή. Τα στοιχεία αυτά προέρχονται από τον Van der Klis et al. 
1997. 
 
 
υψηλότερη συχνότητα QPO συµβαίνει στην συχνότητα της κάθετης ταλάντωσης θω , 
και σε µια τέτοια τροχιά ώστε η ακτινική επικυκλική συχνότητα να είναι 

2 / 3r θω ω= . Για την µετρική του Schwarzschild αυτό συµβαίνει σε απόσταση 
 την οποία αν συγκρίνουµε µε την παρατηρούµενη 

συχνότητα των 900 Hz στην SCO X1 δείχνει ότι 1
2:3 5, 4 16, 2 /gr r Km= = :M

M M= : .  
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Μη Γραµµικός Συντονισµός σε γεωδαισιακή κίνηση κοντά σε ∆ιπλά 
Συστήµατα Ακτίνων Χ. 

  
 Όπως έχουµε αναφέρει ηµι-περιοδικές ταλαντώσεις συχνότητας των KHz ή 
διαφορετικά KHz QPOs, έχουν ανιχνευτεί σε διπλά συστήµατα ακτίνων Χ µικρής 
µάζας ή (LMXBs) σε περισσότερους από 20 αστέρες Νετρονίων και αρκετές 
Μελανές Οπές. Έχει προταθεί ότι ένας µη-γραµµικός συντονισµός µέσα στο δίσκο 
προσαύξησης που ο χωρόχρονος διακατέχεται από µια σχετικιστική µετρική, παίζει 
σηµαντικό ρόλο στη διέγερση και εξαγωγή των δυο αυτών συχνοτήτων που 
εµφανίζονται στις δίδυµες κορυφές. 
 Έγινε γνωστό πλέον για δυο πηγές ακτίνων Χ, πιθανότατα Μελανές Οπές, ότι 
ο λόγος συχνοτήτων των δυο κορυφών είναι 2:3 ενώ για µια τρίτη ο λόγος είναι 3:5. 
Μέχρι τώρα πιστεύαµε ότι οι συχνότητες σ’αυτές τις Μελανές Οπές είναι σταθερές 
και µέχρι την ανακάλυψη αυτών των λόγων συχνοτήτων, πιστεύαµε ότι 
αντιστοιχούσαν σε ένα g-mode ή c-mode σε δίσκο ταλάντωσης στην µετρική του 
Kerr.  
 Ο λόγος 2:3 εµφανίζεται τόσο σε αστέρες Νετρονίων όσο και σε Μελανές 
Οπές. Οι Kluzniak & Abramowicz ισχυρίζονται ότι ο λόγος αυτός οφείλεται στις 
ιδιότητες του παραµετρικού συντονισµού µεταξύ δυο ιδιοσυχνοτήτων, των οποίων η 
µια είναι πάντα µικρότερη από την άλλη. Συγκεκριµένα δυο τρόποι (modes) 
ταλάντωσης του δίσκου πιθανότητα να συµβαίνουν, κοντά στις δυο επικυκλικές 
συχνότητες της ελεύθερης τροχιακής κίνησης. Στα πλαίσια της Γενικής Σχετικότητας, 
η ακτινική επικυκλική συχνότητα είναι γενικά µικρότερη από την κάθετη επικυκλική, 
µε το λόγο τους να κυµαίνεται από 1 έως 0, καθώς η ακτίνα των σταθερών τροχιών 
ελαττώνεται από το άπειρο σε αυτήν των οριακά σταθερών τροχιών. 
 Οι παρατηρούµενοι αυτοί λόγοι συχνοτήτων προέρχονται από τις θεµελιώδεις 
ιδιότητες τόσο του ισχυρού πεδίου βαρύτητας όσο και από το µη-γραµµικό 
συντονισµό µεταξύ της ακτινικής και µιας κάθετης σε αυτήν ταλάντωσης στο δίσκο 
προσαύξησης, όπου το ρευστό θεωρείται ότι εκτελεί περίπου γεωδαισιακή, περίπου 
κυκλική και περίπου επίπεδη κίνηση. Σ’αυτήν την ενότητα ερευνούµε ένα 
µαθηµατικό µοντέλο µε τις παραπάνω απλουστεύσεις. Για το σκοπό αυτό, συζητούµε 
τις ιδιότητες του παραµετρικού συντονισµού στο µοντέλο Paczynski-Wiita της 
µετρικής του Schwarzchild. 
 Ας θεωρήσουµε ένα ρευστό του οποίου η κίνηση διαφέρει ελάχιστα από την 
κυκλική και από την επίπεδη. Σε σφαιρικές συντεταγµένες εφαρµόζουµε τα 
παραπάνω ως  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, ,
2or t r r t t t t tδ θ π δθ φ= + = + = Ω  (8.1) 

Με ακρίβεια τρίτης τάξης για τα   και   / 2or rδ δθ π� �   οι εξισώσεις κίνησης του 
ρευστού ακολουθούν τις  
 

 
( ) ( )2 2 4

2 2
2 2 2 4

1 2 11 1
2 6

r ur r r
r r r

θ θ 3 fθ θ
θ θ

ω ω δδθ ω δ δ δθ δθ δ δθ
ω ω θ

⎡ ⎤′ ′′
⎛ ⎞∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

�� � �  

  (8.2) 
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( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 31 1
2 6r r rr r r r r rδ ω δ ω δ ω δ δθ δ δθ′ ′′+ + + − + =�� � �

rf  (8.3) 

 
 2 2sinl r fφθ=�  (8.4) 
 
Τις παραπάνω εξισώσεις απλώς αναφέρουµε πως βγαίνουν και δεν τις αποδεικνύουµε 
καθώς ξεφεύγουν από τα πλαίσια αυτής της ενότητας. Στις εξισώσεις αυτές η 
παράγωγος ως προς το χρόνο συµβολίζεται µε τελεία, η ακτινική παράγωγος µε τόνο 
και τα if  είναι τα στοιχεία µιας µικρής δύναµης µη – βαρυτικής πηγής (πίεσης, 
πυκνότητας ρευστού, µαγνητικού πεδίου, κ.α.). Οι επικυκλικές ιδιοσυχνότητες 

  και  rθω ω  ορίζονται µε όρους του υποθετικού δυναµικού  

 ( )
2

2 2,
2 sin

lu r
r

θ
θ

= Φ +  (8.5) 

και συγκεκριµένης στροφορµής 
 2 2sinl rφ θ= �  (8.6) 
ως 

 
2 2

2
2 2 2

1    και   r
l l

u
r rθω ω

θ
⎛ ⎞ ⎛∂ ∂

= ⎜ ⎟ ⎜∂⎝ ⎠ ⎝
2 u ⎞
= ⎟∂ ⎠

 (8.7) 

 
Παραγώγιση των παραπάνω εξισώσεων υποθέτει την επίπεδη συµµετρία για το 
βαρυτικό δυναµικό Φ. Εδώ υποθέτουµε ένα δυναµικό σφαιρικής συµµετρίας 
 

 ( ) G 2

2  οπου   r
G

GM GMr
r r c

Φ = − =
−

 (8.8) 

 
Από τις εξισώσεις (8.7) και (8.8) έχω : 
 

 
( ) ( )

2 2
3 1 ms

r
G G

rGM GM
rr r r r rθω ω⎛ ⎞= − < =⎜ ⎟

⎝ ⎠− − 2

r

 (8.9) 

 
όπου 3  οι οριακές σταθερές τροχιές. ms Gr =
 
 
 
Συντονισµός 2:3 λόγω Ισχυρού Βαρυτικού Πεδίου 
 
 Αστάθεια σε παραµετρικό συντονισµό συµβαίνει κοντά στην 

=2 /  οπου  =1,2,3...r n nθω ω και για έναν ταλαντωτή που υπακούει στην εξίσωση 
κίνησής του Mathieu (Landau & Lifshitz 1976). 
 
 ( )2

11 cos rh tθδθ ω ω δθ λδθ+ + + =⎡ ⎤⎣ ⎦
�� � 0  (8.10) 
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Ας θεωρήσουµε µια απλούστερη εκδοχή των εξισώσεων (8.2),(8.3) και (8.4) όπου τα 
 και µερικοί ανώτερη τάξεως όροι παραλείπονται. Με ακρίβεια γραµµικών 

µόνο όρων, δεχόµαστε ως λύση της (8.3) την 
0if =

( ) ( )cos rr t tδ ω∝ . 
 Αντικαθιστώντας την παραπάνω λύση στην (8.2) παίρνουµε την (8.10). Οι 
εξισώσεις αυτές λύνονται για 2rn θω ω=  ,µε το  ως θετική παράµετρο. Οι περιοχές 
αστάθειας για τις χαµηλότερης τάξης όρους των (8.2) και (8.3) µοιάζουν µε τις 
περιοχές αστάθειας της εξίσωσης του Mathieu. Αφού στην Γενική Σχετικότητα η 
ακτινική επικυκλική συχνότητα είναι µικρότερη της κάθετης, η χαµηλότερη τιµή 
στην οποία έχουµε συντονισµό είναι για 

n

3n =  και οι πρώτες δύο ΄΄γλώσσες΄΄( όπως 
τουλάχιστον φαίνονται να µοιάζουν στην Εικ .8.3 ) θα απουσιάζουν, έτσι ο λόγος 
των δυο ιδιοσυχνοτήτων θα είναι 2:3 και αντιστοιχεί στον ισχυρότερο συντονισµό. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
EIKONA 8.3 : Περιοχές αστάθειας της εξίσωσης του Mathieu. Ο κατακόρυφος άξονας  δείχνει το 
πλάτος των ιδιοσυχνοτήτων h1, ενώ ο οριζόντιος την τιµή του λόγου =2 / rn θω ω µε     λ = 0. 

Οι διαφορετικά σκιασµένες περιοχές υποδηλώνουν διαφορετικές τιµές της αύξησης του ( )tδθ .Τρεις 

περιοχές αστάθειας γίνονται φανερές για τις τιµές 1, 2 και 3n = . Οι εξισώσεις 8.2 και 8.3 έχουν 
παρόµοιες περιοχές αστάθειας. Παρατηρήστε ότι το πεδίο των συχνοτήτων στο οποίο η αστάθεια 
εξελίσσεται αυξάνει µε το h1. 
 

Ωστόσο η συµπεριφορά του συντονισµού µπορεί να µελετηθεί διεξοδικά µόνο 
αν κρατήσουµε τους 3ης τάξεως όρους της εξίσωσης (8.2) και τους δεύτερης τάξεως 
όρους της (8.3). Οι όροι αυτοί παρέχουν την αναγκαία µη-γραµµικότητα για τον 
κορεσµό του πλάτους σε µια ορισµένη τιµή. Χρησιµοποιώντας µια συγκεκριµένη 
αναλυτική µέθοδο για προσεγγίσεις (Landau & Lifshitz 1976), αποδεικνύουµε, όπως 
άλλωστε περιµέναµε, ότι δεν συµβαίνει παραµετρικός συντονισµός για αυστηρή 
γεωδαισιακή κίνηση, π.χ. για 0if = , στις εξισώσεις (8.2)-(8.4). Επίσης και 
αριθµητικά δεν υπάρχει συντονισµός στην περίπτωση της γεωδαισιακής κίνησης. 
Ωστόσο, συντονισµός συµβαίνει για µια ελάχιστα µη-γεωδαισιακή κίνηση, όταν οι 
ανώτεροι τάξεως όροι επηρεάζονται από φαινόµενα µη-γεωδαισιακά . 
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Οι Συχνότητες του SCO X1 
 
 Όπως αναφέραµε και στην αρχή, ο λόγος των συχνοτήτων των QPOs σε 
µερικές Μελανές Οπές είναι ακριβώς 2:3. Συγκεκριµένα στην πηγή GRO J1655-40 ο 
λόγος των συχνοτήτων είναι στα 300 Hz και 450Hz, καθώς και στην πηγή XTE 
J1550-564 είναι 184 και 276 Hz. Οι ιδιότητες του παραµετρικού συντονισµού, που 
συζητήθηκαν παραπάνω, παρέχουν µια φυσική εξήγηση για το λόγο 2:3. 
 Μπορεί ο ίδιος µηχανισµός να ευθύνεται και για τις παρατηρούµενες 
συχνότητες των KHz QPOs στους αστέρες Νετρονίων; Στις πηγές των αστέρων 
Νετρονίων οι δυο συχνότητες συσχετίζονται αλλά ωστόσο δεν είναι ανάλογες η µια 
µε την άλλη. Ωστόσο, η κατανοµή των σηµείων γύρω από την γραµµή συσχετισµού 
δεν είναι οµοιόµορφη και η κατανοµή των λόγων των συχνοτήτων έχει µια κορυφή 
στην τιµή 2:3, η οποία µας υποδεικνύει ισχυρά την παρουσία µη-γραµµικού 
συντονισµού. 
 Τονίζουµε ότι ταλαντώσεις των QPOs είναι µη συνεκτικές. Βρήκαµε ότι η 
κλίση της γραµµής συσχετισµού για το SCO X1 µπορεί να παραχθεί εάν υποθέσουµε 
ότι το σήµα που παρατηρούµε σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή αντιστοιχεί στις 
συχνότητες οι οποίες πηγάζουν από µια συγκεκριµένη ακτίνα. Εάν αυτή η ακτίνα δεν 
βρίσκεται ακριβώς στην ακτίνα εκείνη που έχουµε µέγιστο πλάτος συντονισµού, οι 
λόγοι των συχνοτήτων ξεφεύγει από την τιµή 2:3. Παίρνοντας ένα τυχαίο αρχικό 
πλάτος οδθ  φτιάχνουµε ένα Fourier φάσµα ισχύος  και rδθ δ . Οι κορυφές του 
παραπάνω φάσµατος εµφανίζονται σε συχνότητες  και  rθω ω∗ ∗ , τις οποίες 
ερµηνεύουµε ως τα παρατηρούµενα ζεύγη ταλαντώσεων.  
 Η Εικ. 8.4 δείχνει την συσχέτιση µεταξύ   και  rθω ω∗ ∗  κατά µήκος της α-
γραµµής. Υποθέτουµε κ = 1 όπως πριν. Η αληθής τιµή του οδθ  έχει επιλεγεί έτσι 
ώστε να ταιριάζει στην κλίση του SCO X1. Η κύρια γραµµή της εικόνας δείχνει τα 
αποτελέσµατα του παραπάνω υπολογισµού, ενώ για να έχουµε και µια σύγκριση µε 
τις παρατηρήσεις έχουµε φέρει στην κατάλληλη κλίµακα όλες τις µετρούµενες 
συχνότητες. Οι συχνότητες τότε δείχνουν να εξαρτώνται µόνο από την δύναµη της 
διαταραχής , η οποία εµφανίζεται στο σχήµα να παίρνει τιµές από 

. Παρατηρήστε την 
συµφωνία µεταξύ της κλίσης της κύριας γραµµής και των παρατηρήσεων των KHz 
QPOs για την πηγή SCO X1, οι οποίες φαίνονται µε κύκλους. Οι ροζ γραµµές είναι οι 
ευθείες που περιλαµβάνουν όλες τις  παρατηρήσεις. Η διακεκοµµένη κόκκινη γραµµή 
µε τελείες είναι η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ η διακεκοµµένη µπλέ 
αποτελεί µια γραµµή αναφοράς σχετικά µε την κλίση 2:3 για σύγκριση. 

a
1.0  για  900 Hz   σε   0,98  κοντα  στα 1050 Hza aθω

∗= = =
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ΕΙΚΟΝΑ 8.4 : Ζεύγη ταλαντώσεων των συχνοτήτων σε σηµεία κατά µήκος της γραµµής .  
Παρατηρήστε την συµφωνία µεταξύ της κλίσης της κύριας γραµµής και των παρατηρήσεων των KHz 
QPOs για την SCO X1, οι οποίες φαίνονται µε κύκλους. Η διακεκοµµένη κόκκινη γραµµή µε τελείες 
που ακολουθεί την κύρια είναι η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ η διακεκοµµένη µπλέ 
αποτελεί µια γραµµή αναφοράς σχετικά µε την κλίση 2:3 για σύγκριση (van der Klis etal.1997) 

3n =

 
 
 
 
 
Συµπεράσµατα 
 
 Το ανάπτυγµα, µέχρι τρίτης τάξεως, των σχετικιστικών εξισώσεων της 
κίνησης αντιστοιχεί στην εξίσωση του Mathieu. Όταν εφαρµόστεί µια µη 
γεωδαισιακή διαταραχή, οι αποκλίσεις αρχίζουν αργά να εµφανίζονται σε 
συγκεκριµένες ακτίνες και η κίνηση αποκλίνει από την κυκλικά γεωδαισιακή. Αυτό 
συµβαίνει λόγω του παραµετρικού συντονισµού µεταξύ της κάθετης και ακτινικής 
επικυκλικής κίνησης και ο ισχυρός συντονισµός συµβαίνει όταν οι δυο συχνότητες 
φτάσουν το λόγο 2:3. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
 

Το παράρτηµα αυτό αναφέρεται στο 3ο κεφάλαιο στο οποίο γίνεται ο 
υπολογισµός του ρυθµού περιστροφής των αδρανειακών συστηµάτων. Παρακάτω 
γίνονται κάποιοι χρήσιµοι υπολογισµοί βασικών όρων που βοηθούν στην καλύτερη 
κατανόηση των σχέσεων του 3ου κεφαλαίου. 

Η µετρική την οποία χρησιµοποιούµε είναι της µορφής 
 
 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2sin 2 sinds e dt e dr r d r d r d dtν λ θ θ φ ω θ φ= − + + + −  (Α.1) 

 
η οποία υπό µορφή πίνακα γράφεται 
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 (A.2) 

 
η ορίζουσα λοιπόν της µετρικής βγαίνει ύστερα από απλές αλγεβρικές πράξεις να 
είναι 

 ( ) ( )1/ 2 / 2 2 2sing e rν λ θ+− =  (A.3) 
 
Οι συναλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι 
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 (A.4) 

 
Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι 
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 (A.5) 

 
οι παραπάνω ανταλλοίωτες συνιστώσες βγήκαν από την απαίτηση  
 

  (A.6) 
0 οταν 

   
1 οταν 

g gαν α
µν µ

α µ
δ

α µ
≠⎧

= = ⎨ =⎩
 
Από τις παραπάνω σχέσεις γίνεται φανερό τώρα πως  
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t

dg r r
dr

g r

g r

g r r

φ

φφ

φφ θ

φ θ θ

ωω θ ω ω

θ

θ θ

ω θ θ θ ω

= − − =

=

=

= − −

 (A.7) 

 
όπου µε το κόµµα υποδηλώνουµε παραγώγιση ως προς τον αντίστοιχο όρο. Οπότε οι 
παρακάτω όροι παίρνουν τις εξής τιµές 
 

 
( )

( )

2 2 2
, ,

2 2
, ,

2 sin sin

                                   και

2 sin cos sin

t tt
r t r r

t tt
t

g g g g r e e r e

g g g g r e e r e

φ λ ν ν
φφ φ

φ λ 2ν ν
φφ θ φ θ θ

ω θ θω

ω θ θ θω

− − −

− − −

− = − + −

− = − + −

 (A.8) 

 
Τώρα γίνεται σαφές πως προκύπτει η (3.11) από την (3.10). Τονίζουµε πως κατά την 
διάρκεια των πράξεων παραλείπονται όροι 2ω . Ας δούµε τώρα πως προέκυψαν οι 
σχέσεις (3.12).  

 td d dtu
d dt d

φ uφ φ
τ τ

≡ = = Ω  (A.9) 

 
Επίσης από την συνθήκη κανονικοποίησης της τετρα-ταχύτητας έχω 
 

 

( ) ( )2 2

1 1

           αλλα    0    οποτε

1 2

t r
t r

r

t t t
t tt t

u u u u u u u u u u

u u

u u u u g u g u u g u

α φ θ
α φ θ

θ

φ φ
φ φ φ

= − ⇒ + + + = −

= =

1φ
φ+ = − ⇒ + + = −

 (A.10) 

 
Η (A.10) µέσω της (A.9) γίνεται  
 

 ( ) ( ) ( )2 2 222t t t
tt tg u g u g uφ φφ+ Ω +Ω = −1 (A.11) 

 
Από την οποία παίρνω την τελική µορφή 
 

 ( ) 1/ 222t
tt tu g g gφ φφ

−
⎡= − + Ω +Ω⎣ ⎤⎦  (A.12) 

 
Με την (A.12) συµπληρώθηκε και η απόδειξη των σχέσεων (3.12). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 
 

Ακτινική Επικυκλική Συχνότητα 
 
Στο παράρτηµα Β θα προσπαθήσουµε να βγάλουµε την τελική µορφή της 

σχέσεως (5.26) καθώς και της (5.46). Θα πρέπει  να εκφράσουµε κάθε όρο ως προς 
κάποια τυχαία απόσταση r. Στην προσπάθειά µας αυτή θα ανατρέξουµε σε σχέσεις 
του κεφαλαίου 4. Πρέπει λοιπόν να βρούµε την γενική µορφή της σχέσεως  

 

 ( ) ( )1 21
2

o
r

F rME l
r

ω ω
− ′′⎛ ⎞= − ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
��  (Β.1) 

 
Θα πάρουµε κάθε όρο χωριστά και θα βρούµε την αντίστοιχη µορφή του. Ας 
ξεκινήσουµε πρώτα µε τον όρο ( )oF r′′ . Θυµόµαστε ότι η ( )F r δίνεται από την 
σχέση (5.12) 

 ( ) 2 2
2 2

21
22

sin

M

1 MrF r E El l
r r

ω
θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛⎝ ⎠= − − − −⎜
⎝ ⎠

� �� � ⎞
⎟  (Β.2) 

 
Θυµίζουµε ότι τα ,E l�� είναι σταθερές κίνησης οπότε η παράγωγός τους ως προς την r 
είναι µηδέν, θυµίζουµε επίσης πως για την ω  ισχύει η σχέση (4.2)  
 

 3

2J
r

ω =  (Β.3) 

η οποία σε συνδυασµό µε την (4.14) 

 2

Jj
M

=  (Β.4) 

καταλήγει στην  

 
2

3

2M j
r

ω =  (Β.5) 

 
οπότε έχουµε εκφράσει το ω συναρτήσει µόνο της απόστασης r και του όρου j. Στο 
κεφάλαιο 4 είχαµε βγάλει τις γενικές σχέσεις των ,E l�� συναρτήσει της µάζας Μ και 
της τυχαίας απόστασης r, οι σχέσεις αυτές δίνονται από τις (4.29) και (4.30) 
 

 ( )( ) ( ) [ ]1/ 2 3/ 21/ 2 22 3 3 5 12E s s s s s s− −− −
± = − − ± − −� j  (Β.6) 

και 
 ( ) ( ) ( )1/ 2 13/ 23 1 3 3 2l s s s s s j M− −−⎡ ⎤= ± − − −⎣ ⎦

� ∓  (Β.7) 

Ορίζοντας τώρα και την  

 rs
M

=  (Β.8) 
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έχω τις κατάλληλες σχέσεις για να ξεκινήσω. Η (Β.2) δεν είναι άλλη από την (4.10) 
δηλαδή  

 ( ) ( )2F r E V r= −�  (Β.9) 
 
όπου το  είναι το υποθετικό δυναµικό της σχέσεως (4.9) ( )V r
 

 ( )
2

2

21 1 2M lV r El
r r

ω
⎛ ⎞⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

� ��  (Β.10) 

 
οπότε η δεύτερη παράγωγος ως προς την απόσταση r, είναι  
 

 ( ) ( )F r V r′′ ′′= −  (Β.11) 
 
η οποία όµως είναι υπολογισµένη και δίνεται από την (4.16) 
 

 ( )
2 2

4 3 5 5

6 4 24 48l M Ml M ElV r j
r r r r

′′ = − − +
� � �2 �

 (Β.12) 

την οποία την γράφω στην µορφή  
 

 ( ) { }5 2 2 2 22 3 2 12 24V r r l r Mr Ml M El j−′′ = − − +� � � �  (Β.13) 

οπότε λόγω της (Β.11) έχω 
 

 ( ) ( ) { }5 2 2 2 22 2 12 3 24F r V r r Mr Ml l r M El j−′′ ′′= − = + − −� � ��  (Β.14) 

 
την παραπάνω σχέση την φέρνω στην µορφή 
 

 ( )
2 2

5 3 22 2 12 3 24l l lF r r M s s E j
M M M

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

′′ ⎢ ⎥= + − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

� � ��  (Β.15) 

στην οποία έχω κάνει χρήση της σχέσης (Β.8). Απορρίπτοντας όρους  η (Β.15) 
µέσω των (Β.6) και (Β.7) καταλήγει στην  

2j

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 13 1/ 23 6 1 6 2 3 6
2

F r
s s s s s s s j M− −− −′′ ⎡ ⎤− = − − ± − − −⎣ ⎦

1 2− −  

  (Β.16) 
Το j όµως επειδή µιλάµε για αργή περιστροφή παίρνει τιµές µικρές το πολύ µέχρι 0,4 
µε την µέγιστη τιµή να αγγίζει την µονάδα, επίσης ο συντελεστής µπροστά από το j 
είναι πολύ µικρός ώστε να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του διωνύµου. 
Η ρίζα λοιπόν της (Β.16) είναι η  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1/ 2 1/ 2 1 13/ 2 1/ 2 13 6 1 3 2 3 6
2

F r
s s s s s s s j M− −− −′′ ⎡ ⎤− = − − ± − − −⎣ ⎦

− −  

  (Β.17) 
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Η (Β.17) αποτελεί την γενική σχέση για τυχαία απόσταση r. Τώρα θα πρέπει να 
εκφράσουµε και τους υπόλοιπους όρους της (Β.1). Θα ξεκινήσουµε από τον όρο 

η σχέση αυτή και µε την βοήθεια των (Β.5), (Β.6)και (Β.7) καταλήγει στην 

παρακάτω µορφή 
( 1
E lω

−
− �� )

 ( )( ) ( ){ }1/ 2 11/ 2 3/ 22 3 1 3 3E l s s s s s jω −− −− = − − ± −�� −  (Β.18) 

 
επειδή ο όρος µέσα στην παρένθεση είναι πολύ µικρότερος της µονάδας, µιλάµε 
πάντα για αργές περιστροφές, οπότε ο όρος j παίρνει µικρές τιµές, µπορούµε να 
εφαρµόσουµε και πάλι το τύπο του διωνύµου οπότε και  καταλήγουµε στην  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1/ 2 11/ 2 3/ 22 3 1 3 3E l s s s s s jω
− − −−− = − − −�� ∓  (Β.19)  

 
Ο επόµενος όρος που πρέπει να βρούµε είναι ο  
 

 ( ) (1 121 1 2M s s s
r

− −⎛ ⎞− = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

)2  (Β.20) 

 

οπότε ο όρος ( ) 1 21 ME l
r

ω
− ⎛− ⋅ −⎜

⎝ ⎠
�� ⎞

⎟ της (Β.1) γίνεται σύµφωνα µε τις (Β.19) και 

(Β.20) : 

 ( ) ( ) ( )
1 1/ 2 11/ 2 3/ 221 3 1 3M 3E l s s s s

r
ω

− −− −⎛ ⎞ j⎡ ⎤− ⋅ − = ⋅ − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
�� ∓  (Β.21) 

 
τώρα πια µένει στην (Β.21) να πολλαπλασιάσουµε την (Β.17). Μετά από την 
εκτέλεση του πολλαπλασιασµού παίρνω 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1/ 2 1 12 3/ 26 1 3 3 6 1 2 4r s s s s s s s j Mω − −− −− ± − − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦= 1−  (Β.22)

   
Η (Β.22) είναι η σχέση που θέλαµε εξαρχής να βγάλουµε για την ακτινική επικυκλική 
συχνότητα rω , η οποία έχει παραµέτρους µόνο τα j,r και M. Η (Β.22) ισχύει για 
οποιαδήποτε απόσταση r. Το πρώτο µέρος τελείωσε, τώρα θα πρέπει να βρούµε και 
την αντίστοιχη σχέση που ισχύει για την κάθετη επικυκλική συχνότητα, η διαδικασία 
που θα ακολουθήσουµε θα είναι περίπου η ίδια.     
 
 
 
 
Κάθετη Επικυκλική Συχνότητα 
 
 Όπως είπαµε και παραπάνω σε αυτή την ενότητα θα προσπαθήσουµε να 
βρούµε την δεύτερη παράγωγο ως προς θ του G, η οποία δίνεται από την (5.35) 
 

 ( )
1 1 2

2
2 2 2

1 2 2, 1 1 1 2
sin

M M lG r E El
r r r r

θ ω
θ

− −⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

� �� �  (Β.23) 
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βλέπουµε πως οι µοναδικοί όροι που εξαρτώνται από το θ είναι το sin2θ. Θυµίζουµε 
πως το ω περιέχει το θ µόνο στους δεύτερους τάξεως όρους τους οποίους τους 
παραλείπουµε γιατί µιλάµε για αργή περιστροφή, έτσι το ω εξαρτάται µόνο από το r. 
Εκτελώντας δύο φορές την παραγώγιση παίρνουµε  
 

 ( )
2 2

2
4

2 2 1 4cos1
sino

MG l
r r 4

θθ
θ

− ⎧ ⎫−⎛ ⎞′′ = − − ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

�  (Β.24) 

Για / 2oθ π=  έχω  

 ( ) 2
2

4

1 21
2

oG M l
r r

θ −′′ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  (Β.25) 

 
Επειδή µετά την εφαρµογή της διαταραχής κατέληξα για την κάθετη επικυκλική 
συχνότητα στην σχέση  

 ( ) ( )1 21
2

oGME l
rθ

θ
ω ω

− ′′⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

��  (Β.26) 

θα πάρω τελικά, χρησιµοποιώντας την (Β.25) 
 

 ( ) 1

2

1 E l l
rθω ω

−
= − �� �  (Β.27) 

Θα προσπαθήσουµε τώρα να αντικαταστήσουµε τα ,E l�� µε τις γενικές τους µορφές 
για τυχαία απόσταση r , όπως αυτές δίνονται από τις σχέσεις (4.29) και (4.30).  

Ο όρος ( )
21

3

2   οπου   ME l
r

ω ω
−

− =�� j   υπολογίστηκε παραπάνω και δίνεται από την 

(Β.19) 
 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1/ 2 11/ 2 3/ 22 3 1 3 3E l s s s s s jω
− − −−⎡ ⎤− = − − −⎣ ⎦

�� ∓  (Β.28) 

 
Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω εξίσωση µε το όπως αυτό δίνεται από την (Β.7) 
παίρνουµε  

l�

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 13/ 2 3/ 22 1 3 3 1E l l s s s s s j Mω
− − −−⎡ ⎤− = ± − − −⎣ ⎦

� �� ∓  (Β.29) 

 
Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία και µε το 1/r2 παίρνουµε την τελική σχέση  
 

  (Β.30) ( ) ( ) ( )1 11/ 2 3/ 2 12 1 3 3 1s s s s s j Mθω
− −− −⎡= ± − − −⎣ ∓

−⎤
⎦

 
Η τελευταία σχέση αποτελεί την τελική µορφή που ψάχναµε για την κάθετη 
επικυκλική συχνότητα. 
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