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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία µελετούµε την ακρίβεια αλλά και τον απαιτούµενο υ-
πολογιστικό χρόνο των διάφορων µεθόδων αριθµητικής ολοκλήρωσης που χρη-
σιµοποιεί η Mathematica. Στην συνέχεια χρησιµοποιώντας τις κατάλληλες µε-
ϑόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης και µε την ϐοήθεια των επιφανειών τοµής
Poincare αλλά και των εξισώσεων µεταβολών προσδιορίζουµε περιοδικές τροχιές
του περιορισµένου κυκλικού προβλήµατος για το σύστηµα ΄Ηλιος-Ποσειδώνας-
αντικείµενο της Ϲώνης Kuiper (µ = 5, 178 · 10−5). Για µία συγκεκριµένη οι-
κογένεια η οποία περιέχει ευσταθείς και ασταθείς ελλειπτικές περιοδικές τρο-
χιές µελετούµε τις µεταβολές του µεγέθους των ευσταθών περιοχών αλλά και
την οριακή εκκεντρότητα των ελλειπτικών περιοδικών τροχιών για την οπο-
ία οι τροχιές από ευσταθείς γίνονται ασταθείς για 4 διαφορετικά συστήµατα
(µ = 5, 178 · 10−5, µ = 0, 001, µ = 0, 01, µ = 0, 1). Τέλος για κάθε ένα από τα πα-
ϱαπάνω συστήµατα ξεκινώντας από µία ευσταθή περιοδική τροχιά του κυκλικού
προβλήµατος περνούµε στο ελλειπτικό και το γενικό πρόβληµα και µελετούµε
την συµπεριφορά της τροχιάς σε αυτά µε την ϐοήθεια του F.L.I..



Abstract

In this present thesis we study the accuracy and the computing time of
the various methods of numerical integrations used by Mathematica. Having
chosen the proper methods of numerical integration and by using the Poincare
surfaces of section and the variational equations we find periodic orbits of the
restricted circular problem for the system Sun-Neptune-Kuiper belt object
(µ = 5, 178 · 10−5). For a certain family that contains both stable and unstable
elliptic periodic orbits we study the changes that occur in the size of the
stable areas along with the critical eccentricity of the elliptic periodic orbits
for which the orbits form stable become unstable for 4 different systems (µ =
5, 178 · 10−5, µ = 0, 001, µ = 0, 01, µ = 0, 1). Finally for each different system
starting from a stable periodic orbit of the circular problem we pass into the
elliptic and the general problem and study its behaviour using the F.L.I. .
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3
σωµάτων

1.1 Γενικά

Το πρόβληµα των 3 σωµάτων αφορά τον προσδιορισµό της κίνησης 3 σωµάτων των οποίων
οι αρχικές ϑέσεις και ταχύτητες καθώς επίσης και οι µάζες είναι γνωστές. Ο προσδιορισµός
της κίνησης αυτής γίνεται σε 2 άξονες. Από την µια έχουµε τους νόµους της κλασικής
µηχανικής του Newton και από την άλλη έχουµε τον νόµο της παγκόσµιας ϐαρύτητας.
Συνεπώς η επίλυση του προβλήµατος των 3 σωµάτων συνίσταται στην εύρεση κατάλλη-
λης µεθόδου η οποία ϑα προσδιορίζει τις τροχιές των σωµάτων, χρησιµοποιώντας τους
παραπάνω νόµους.

(α΄) Isaac Newton 1643 – 1727 (ϐ΄) Johann Bernoulli 1667 –
1748

(γ΄) Leonhard Euler 1707 – 1783

Σχήµα 1.1: Επιστήµονες οι οποίοι µελέτησαν το πρόβληµα των 3 σωµάτων

Πριν συνεχίσουµε µε την µελέτη του προβλήµατος των 3 σωµάτων ϑα αναφερθούµε
στο απλούστερο πρόβληµα των 2 σωµάτων. Αυτό το πρόβληµα επιλύθηκε από τον ίδιο
τον Newton στο ϐιβλίο του Principia ήδη από το 1687. Ακόµη ο J. Bernoulli απέδειξε
ότι 2 σώµατα τα οποία αλληλεπιδρούν µε ϐαρυτικές δυνάµεις δύναται να εκτελούν είτε
ελλειπτικές, είτε υπερβολικές, είτε παραβολικές τροχιές. Τέλος ο Euler απέδειξε ότι το
πρόβληµα των 2 σωµάτων είναι δυνατόν να αναχθεί σε πρόβληµα της κίνησης ενός σώµατος
µε µάζα την ανηγµένη µάζα του συστήµατος µ = m1m2

m1+m2
.

Ο πρώτος ο οποίος ασχολήθηκε µε το πρόβληµα των 3 σωµάτων ήταν ο Newton στο
ϐιβλίο Principia. Ειδκότερα ασχολήθηκε µε το ῾῾σεληνιακό᾿᾿ πρόβληµα (lunar problem)
δηλαδη το πρόβληµα 3 σωµάτων που αφορά το σύστηµα ΄Ηλιος-Γη-Σελήνη. Το πρόβληµα
αυτό απασχόλησε έντονα τους επιστήµονες του 18oυ αιώνα οι οποίοι προσπαθούσαν να
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

προσδιορίζουν εάν η κίνηση της Γης γύρω από τον ΄Ηλιο αλλά και η κίνησης της Σελήνης
γύρω από την Γη είναι ευσταθείς.

Ακόµη την δεκαετία του 1740 οι J. D’ Alembert και A. Clairaut προσπάθησαν να
επιλύσουν τις διαφορικές εξισώσεις που περιέγραφαν το πρόβληµα χρησιµοποιώντας δια-
δοχικές προσεγγίσεις. Μάλιστα είναι ο J. D’ Alembert αυτός ο οποίος χρησιµοποίησε
πρώτος το όνοµα ῾῾ πρόβληµα των 3 σωµάτων ᾿᾿ το 1747. Η µελέτη του lunar problem
συνεχίστηκε από τον Euler το 1772 ο οποίος και εισήγαγε την έννοια του περιορισµένου
κυκλικού προβλήµατος των 3 σωµάτων στο οποίο το ένα σώµα ϑεωρείται ότι δεν έχει µάζα
οπότε και δεν επηρεάζει την κίνηση των 2 άλλων σωµάτων τα οποία κινούνται σε κυκλικές
τροχιές. Στην συνέχεια ο Lagrange το 1778 κατάφερε να προσδιορίσει µερικές ειδικές
λύσεις του προβλήµατος οι οποίες δηµιουργούν το περίφηµο ισόπλευρο τρίγωνο όπως
αυτό ϕαίνεται στο σχήµα 1.2.

Σχήµα 1.2: Οι ειδικές λύσεις του Lagrange που αντιστοιχούν στα σηµεία ισορροπίας του σώµατος χωρίς
µάζα

Το περιορισµένο πρόβληµα µελετήθηκε περαιτέρω και από τον Jacobi ενώ χρησιµοποι-
ήθηκε και για τον προσδιορισµό κοµητών απο τον Tisserand. Τέλος σηµαντική δουλειά
έγινε και από τους Hill (1878) και Delaunay (1860). Παρά την ενασχόληση πολλών ε-
πιστηµόνων µε το πρόβληµα έως εκείνη την στιγµή το πρόβληµα δεν είχε επιλυθεί πλην
ορισµένων εξαιρετικών περιπτώσεων. Ο τελευταίος της κλασικής περιόδου ο οποίος και
ασχολήθηκε µε το πρόβληµα ήταν ο H. Poincare. Με αφορµή ένα ϐραβείο το οποίο ϑα
έδινε ο ϐασιλιάς της Σουηδίας σε όποιον έλυνε το πρόβληµα των Ν σωµάτων ο Poincare
ασχολήθηκε ενεργά µε το ϑέµα. Το αποτέλεσµα της δουλειάς αυτής το οποίο και απέφε-
ϱε στον Poincare το ϐραβείο ήταν η απόδειξη ότι το πρόβληµα των 3 σωµάτων δεν έχει
αναλυτική λύση.

΄Ετσι µετά από την απόδειξη αυτή του Poincare ο τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµα-
τος άλλαξε καθώς ο µόνος τρόπος εύρεσης λύσεων ήταν η αριθµητική ολοκλήρωση. Συνε-
πώς γινόταν προσπάθεια για ϐήµα ϐήµα ολοκλήρωση η οποία εισήγαγε και την έννοια του
αριθµητικού σφάλµατος σε κάθε ϐήµα. Χαρακτηριστική είναι η προσέγγιση του Burrau
µε το περίφηµο Πυθαγόρειο πρόβληµα των 3 σωµάτων όπου αρχικά τα σώµατα ϐρίσκονται
στις γωνίες ορθογωνίου τριγώνου και έχουν µάζα ανάλογη της απέναντι πλευράς. Η πραγ-
µατική όµως έκρηξη για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος των 3 σωµάτων έγινε
µε την ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών απο το 1950 έως και σήµερα η οποία
διευκόλυνε πολύ την αριθµητική ολοκλήρωση. Σήµερα η µελέτη δεν είναι σε στάσιµο ε-
πίπεδο αλλά εξελίσσεται ϱαγδαία µε την ϐελτίωση των υπολογιστών αλλά και των µεθόδων
αριθµητικής ολοκλήρωσης.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

(α΄) Jean le Rond d’Alem-
bert 1717 - 1783

(ϐ΄) Joseph-Louis Lagrange
1736 - 1813

(γ΄) Henri Poincaré 1854 –
1912

Σχήµα 1.3: Επιστήµονες οι οποίοι µελέτησαν το πρόβληµα των 3 σωµάτων

1.2 Το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων αναφέρεται σε 3 σώµατα τα
οποία αλληλεπιδρούν µε ϐαρυτικές δυνάµεις. Προκειµένου να µελετήσουµε το πρόβληµα
αυτό ϑα πρέπει να γράψουµε τις εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν την κίνηση των σω-
µάτων αλλά και να επιλέξουµε το κατάλληλο σύστηµα συντεταγµένων πάνω στο οποίο ϑα
µελετήσουµε τις τροχιές των σωµάτων.

1.2.1 Αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων

Ο πρώτος τρόπος µελέτης του προβλήµατος είναι η χρήση ενός αδρανειακού συστήµατος
συντεταγµένων το κέντρο του οποίου είναι είναι το κέντρο µάζας του συστήµατος. Συνεπώς
µε αυτόν τον τρόπο εάν γνωρίζουµε τις συντεταγµένες ϑέσης και ταχύτητας των 2 σωµάτων
µπορούµε να προσδιορίσουµε τις αντίστοιχες του 3oυ σώµατος χρησιµοποιώντας τις σχέσεις
που προκύπτουν από το κέντρο µάζας.

Σχήµα 1.4: Το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων στο επίπεδο στο αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων

Ανάλογα µε το εάν µελετούµε το πρόβληµα στο χώρο ή στο επίπεδο έχουµε 6 ή 4
ϐαθµούς ελευθερίας. Εµείς στην παρούσα εργασία ϑα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα των
3 σωµάτων στο επίπεδο για όλες τις προσεγγίσεις του. Για την περίπτωση λοιπόν του
επίπεδου γενικού προβλήµατος όπου όπως γνωρίζουµε το (0,0) είναι το κέντρο µάζας των
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3 σωµάτων οι συντεταγµένες της µιας µάζας προκύπτουν συναρτήσει των συντεταγµένων
των άλλων 2 µαζών ως εξής :

ξ1 = −(m3ξ3 +m2ξ2)

m1

(1.1)

η1 = −(m3η3 +m2η2)

m1

(1.2)

ξ̇1 = −(m3ξ̇3 +m2ξ̇2)

m1

(1.3)

η̇1 = −(m3η̇3 +m2η̇2)

m1

(1.4)

Οι διαφορικές εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων.

ξ̈3 = −m1
ξ3 − ξ1
ρ3

13

−m2
ξ3 − ξ2
ρ3

23

(1.5)

ξ̈2 = −m1
ξ2 − ξ1
ρ3

12

−m3
ξ2 − ξ3
ρ3

23

(1.6)

η̈3 = −m1
η3 − η1

ρ3
13

−m2
η3 − η2

ρ3
23

(1.7)

η̈2 = −m1
η2 − η1

ρ3
12

−m3
η2 − η3

ρ3
23

(1.8)

όπου ισχύει :

ρ2
12 = (ξ1 − ξ2)2 + (η1 − η2)

2 (1.9)

ρ2
13 = (ξ1 − ξ3)2 + (η1 − η3)

2 (1.10)

ρ2
23 = (ξ3 − ξ2)2 + (η3 − η2)

2 (1.11)

1.2.2 Περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων

΄Ενας τρόπος να µελετήσουµε τον γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων είναι να αλλάξουµε το
σύστηµα συντεταγµένων που χρησιµοποιούµε. Το σύστηµα αυτό είναι το περιστρεφόµενο
σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο τα 2 µεγαλύτερα σώµατα (ήλιος και πλανήτης) ϐρίσκον-
ται πάντοτε πάνω στον άξονα των x έχουν δηλαδή y = 0 ενώ για το τρίτο σώµα δεν υπάρχει
κανένας περιορισµός για την κίνηση του. Αυτή η αλλαγή συντεταγµένων αφορά κάθε ένα
από τα σώµατα ξεχωριστά και µπορεί να αναπαρασταθεί µε έναν πίνακα ως εξής :[

ξi
ηi

]
= Ai ·

[
xi
yi

]
όπου ο Α είναι ο πίνακας ο οποίος περιγράφει τον µετασχηµατισµό.

Ο πίνακας αυτός έχει την εξής µορφή:

A1,2 =

[
cosθ 0

0 sinθ

]
A3 =

[
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

]
΄Εχουµε 2 διαφορετικούς πίνακες µετατόπισης διότι ο πρώτος αφορά στα σώµατα τα οποία
ϐρίσκονται πάνω στον έναν άξονα του περιστρεφόµενου συστήµατος ενώ ο άλλος αφορά
στο σώµα το οποίο κινείται ελεύθερα.
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Το νέο σύστηµα συντεταγµένων ϕαίνεται στο σχήµα 1.5.

Σχήµα 1.5: Η σχέση µεταξύ περιστρεφόµενου και αδρανειακού συστήµατος συντεταγµένων

Η Λαγκρανζιανή του συστήµατος είναι η επόµενη:

L =
m1

2(1− µ)
(ẋ2

2 + ẋ2
2θ̇

2)+

m3

2M
(m1 +m2)[ẋ

2
3 + ẏ2

3 + (x2
3 + y2

3)θ̇2 + 2θ̇2(x3ẏ3 − y3ẋ3)]

+
G(1− µ)m1m2

x2

+
Gm1m3

[(x3 − x2)2 + y2
3]1/2

+
Gm2m3

[(x3 + m1

m2
x2)2 + y2

3]1/2

(1.12)

όπου ισχύει µ = m1

m1+m2
,M = m1 +m2 +m3 και G η σταθερά της παγκόσµιας έλξης.

Αν µάλιστα τώρα κάνουµε αδιάστατο το πρόβληµα ϑεωρώντας ότιG,M = 1 προκύπτουν
οι εξής εξισώσεις για το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων στο περιστρεφόµενο σύστηµα.

ẍ2 − x2θ̇
2 + (1− µ)3(1−m3)

1

x2
2

− (1− µ)m3
x3 − x2

[(x3 − x2)2 + (y3)2]1/2
+

+(1− µ)m3

x3 + µ
1−µx2

[(x3 − µ
1−µx2)2 + y2

3]3/2
= 0

(1.13)

ẍ3 − 2ẏ3θ̇ − y3θ̈ − x3θ̇
2 + µ

x3 − x2

[(x3 − x2)2 + y2
3]3/2

+ (1− µ)
x3 + µ

1−µx2

[(x3 − µ
1−µx2)2 + y2

3]3/2
= 0

(1.14)

ÿ3 + 2ẋ3θ̇ + x3θ̈ − y3θ̇
2 + µ

y3

[(x3 − x2)2 + y2
3]3/2

+ (1− µ)
y3

[(x3 − µ
1−µx2)2 + y2

3]3/2
= 0

(1.15)
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

1.3 Το περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα των 3 σωµάτων

΄Εχοντας µελετήσει το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων το επόµενο ϐήµα το οποίο και
κάνουµε είναι να προσπαθήσουµε να απλοποιήσουµε το πρόβληµα. Μία τέτοια προ-
σέγγιση λοιπόν είναι το περιορισµένο πρόβληµα των 3 σωµάτων. Στην προσέγγιση αυτή
ϑεωρούµε ότι το µικρότερο σώµα έχει µηδενική µάζα (m3 = 0), συνεπώς δεν ασκεί καµία
ϐαρυτική δύναµη στα 2 άλλα σώµατα. Η προσέγγιση αυτή είναι ιδιαίτερα ικανοποιητική
σε συστήµατα όπου η µάζα του τρίτου σώµατος είναι πάρα πολύ µικρή σε σχέση µε την
µάζα των άλλων 2. Το περιορισµένο πρόβληµα µε την σειρά του µπορεί να αναλυθεί σε
2 διαφορετικές υποπεριπτώσεις ανάλογα µε το είδος των τροχιών τις οποίες εκτελούν τα
2 σώµατα τα οποία έχουν µάζες(πρωτεύοντα σώµατα). Ουσιαστικά η µελέτη της κίνησης
των 2 αυτών σωµάτων είναι µελέτη του προβλήµατος των 2 σωµάτων, οπότε οι τροχιές που
κάνουν τα 2 σώµατα στο περιορισµένο πρόβληµα είναι είτε κυκλικές είτε ελλειπτικές. ΄Ε-
τσι δηµιουργείται το κυκλικό και το ελλειπτικό περιορισµένο πρόβληµα των 3 σωµάτων.
Η µελέτη των 2 προβληµάτων και πάλι µπορεί να γίνει σε 2 συστήµατα συντεταγµένων,
το αδρανειακό και το περιστρεφόµενο τα οποία ορίζονται όπως ακριβώς και στο γενικό
πρόβληµα των σωµάτων.

1.3.1 Αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων

Η πορεία την οποία κάνουµε για να πάρουµε τις εξισώσεις στο περιορισµένο κυκλικό
πρόβληµα για το αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων είναι αυτήν την ϕορά λίγο διαφορε-
τική από αυτήν που ακολουθήσαµε στο γενικό πρόβληµα. Ξεκινώντας από τις εξισώσεις
κίνησης του γενικού προβλήµατος (σχέση 1.5 - 1.8) το πρώτο ϐήµα είναι να ϑέσουµε στον
τύπο m3 = 0,m1 = 1 − µ,m2 = µ. ΄Ετσι οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το
πρόβληµα:

ξ̈3 = −(1− µ)
ξ3 − ξ1
ρ3

13

− µξ3 − ξ2
ρ3

23

(1.16)

η̈3 = −(1− µ)
η3 − η1

ρ3
13

− µη3 − η2

ρ3
23

(1.17)

Ταυτόχρονα η αρχή του συστήµατος των συντεταγµένων παραµένει το κέντρο µάζας
οπότε εκ νέου ισχύουν οι τύποι (1.1-1.4) µόνο που αντικαθιστούµε εκ νέου m3 = 0,m1 =
1− µ,m2 = µ. ΄Ετσι από την αρχή διατήρησης της ορµής ισχύει :

ξ1 = − µξ2
1− µ

(1.18)

η1 = − µη2

1− µ
(1.19)

ξ̇1 = − µξ̇2
1− µ

(1.20)

η̇1 = − µη̇2

1− µ
(1.21)

Η διαφοροποίηση στην προσέγγιση του προβλήµατος έχει να κάνει µε τις περαιτέρω
παραδοχές τις οποίες κάνουµε πέραν των διαφορικών εξισώσεων. Αναφέραµε ήδη ότι το
περιορισµένο πρόβληµα έχει 2 υποπεριπτώσεις, το κυκλικό και το ελλειπτικό. Τα 2 προ-
ϐλήµατα δεν διαφέρουν στο σύστηµα των εξισώσεων αλλά στο εάν τα πρωτεύοντα σώµατα
εκτελούν κυκλικές ή ελλειπτικές τροχιές. Αυτό εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες τις
οποίες έχουν.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

Στην περίπτωση του περιορισµένου κυκλικού προβλήµατος τα πρωτεύοντα σώµατα το-
ποθετούνται ως εξής : Το σώµα µε µάζα µ στην ϑέση ξ20 = 1− µ και το σώµα µε µάζα 1-µ
στην ϑέση ξ10 = µ ούτως ώστε να ισχύει η αρχή διατήρησης της ορµής . Ταυτόχρονα δίνου-
µε στο σώµα µε µάζα 1-µ αρχική ταχύτητα κάθετη στο αρχικό διάνυσµα ϑέσης κατάλληλη
ώστε το σώµα να εκτελέσει κυκλική τροχιά. Το ϕαινόµενο είναι γνωστό από το πρόβληµα
των 2 σωµάτων και η αρχική ταχύτητα ώστε το σώµα να εκτελέσει κυκλική τροχιά είναι
η̇20 = 1 − µ. ΄Οσον αφορά τώρα στο άλλο σώµα που έχει µάζα, και αυτό αναγκαστικά ϑα
εκτελέσει κυκλική τροχιά, όπως προκύπτει από το πρόβληµα των 2 σωµάτων.

1.3.2 Περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων

Περνώντας στο περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων η Λαγκρανζιανή δίνεται από τον
τύπο:

L =
1

2
(ẋ2

3 + ẏ2
3 + x2

3 + y2
3) + x3ẏ3 − ẋ3y3 +

(1− µ)

r13

+
µ

r23

(1.22)

όπου ισχύει :

r2
13 = (x3 − x1)

2 + y2
3 = (x3 + µ)2 + y2

3 (1.23)

r2
23 = (x3 − x2)

2 + y2
3 = (x3 + µ− 1)2 + y2

3 (1.24)

Παρατηρούµε την απουσία της γωνίας ϑ σην Λαγκρανζιανή του περιορισµένου κυκλι-
κού προβλήµατος κάτι το οποίο προκύπτει από το γεγονός ότι τα 2 πρωτεύοντα σώµατα
εκτελούν κυκλικές τροχιές οπότε και η ταχύτητα µε την οποία διαγράφουν τις κυκλικές
τροχιές είναι σταθερή. Ως εκ τούτου η γωνία στην περίπτωση µας είναι αγνοήσιµη συντε-
ταγµένη και ϑέτουµε στους τύπους µας θ = t όπου µε t συµβολίζουµε τον χρόνο. Εξάλλου
στο περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων τα σώµατα αυτά είναι ακίνητα στις ϑέσεις
x1 = −µ, x2 = 1 − µ ενώ ισχύει και πάλι m1 = 1 − µ,m2 = µ.Τέλος το σώµα χωρίς
µάζα κινείται ελεύθερα. Οι αρχικές συνθήκες των σωµάτων στο περιορισµένο κυκλικό
πρόβληµα ϕαίνονται στο σχήµα 1.6.

Σχήµα 1.6: Οι ϑέσεις των σωµάτων στο επίπεδο περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα των 3 σωµάτων στο περι-
στρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

΄Ετσι οι εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν το περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα στο περι-
στρεφόµενο σύστηµα είναι οι επόµενες :

ẍ3 = x3 + 2ẏ3 − (1− µ)
x3 − x1

r3
13

− µx3 − x2

r2
23

(1.25)

ÿ3 = y3 − 2ẋ3 − y3(
1− µ
r3
13

+
µ

r3
23

) (1.26)

1.4 Το περιορισµένο ελλειπτικό πρόβληµα των 3 σωµάτων

1.4.1 Αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων

΄Εχοντας µελετήσει ενδελεχώς το περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα στο αδρανειακό σύστη-
µα συντεταγµένων είναι πολύ εύκολο να επεκτείνουµε την µελέτη µας και στο αντίστοιχο
ελλειπτικό πρόβληµα. Καταρχάς όπως αναφέραµε ήδη το σύστηµα εξισώσεων και στις
2 περιπτώσεις είναι το ίδιο. Συνεπώς οι διαφορικές εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν το
ελλειπτικό πρόβληµα των σωµάτων είναι οι 1.16 - 1.17. Η διαφοροποίηση των 2 προ-
ϐληµάτων οφείλεται στις αρχικές συνθήκες των πρωτευόντων σωµάτων. Παρατηρήσαµε
ότι στο κυκλικό πρόβληµα τα 2 σώµατα τα τοποθετούσαµε αρχικά ως εξής : Το σώµα µε
µάζα µ στην ϑέση ξ2 = 1 − µ και το σώµα µε µάζα 1-µ στην ϑέση ξ1 = µ. Στην περίπτω-
ση τώρα του ελλειπτικού προβλήµατος εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι τα 2 πρωτεύοντα
συµπεριφέρονται σαν σώµατα του προβλήµατος των 2 σωµάτων ϐρίσκουµε από την ϑεωρία
ότι για να εκτελούν ελλειπτικές τροχιές ϑα πρέπει αρχικά να τοποθετούνται στις ϑέσεις
ξ20 = (1 − µ)(1 + e)

1
3 ,ξ10 = µ(1 + e)

1
3 και µε ταχύτητες κάθετες στο αρχικά διανύσµατα

ϑέσης η̇20 = (1 − µ)(1 + e)
1
3 , η̇10 = µ(1 + e)

1
3 . Μια ακόµα σηµαντική αλλαγή που

προκύπτει είναι στην περίοδο κίνησης των πρωτευόντων. Στην περίπτωση του κυκλικού
προβλήµατος η περίοδος της κίνησης αυτών των σωµάτων αυτή ήταν σταθερά 2π. Τώρα
για το ελλειπτικό πρόβληµα η περίοδος Τ είναι µεταβλητή όπως επίσης και ο µεγάλος ηµι-
άξονας Α της έλλειψης εξαρτώνται από την εκκεντρότητα και σύµφωνα µε τον Ichtiaroglou
[13] δίνονται από τους τύπους :

T = 2π[
1 + e

(1− e)3
]
1
2 (1.27)

A3 =
1− e

(1 + e)3
(1.28)

1.4.2 Περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων

Και στην περίπτωση του ελλειπτικού προβλήµατος µπορούµε να µελετήσουµε τις κινήσεις
των σωµάτων στο περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων. Για την γωνία ϑ δεν µπορο-
ύµε να κάνουµε την ίδια απλοποίηση την οποία κάναµε στο κυκλικό πρόβληµα καθότι
πλέον δεν είναι αγνοήσιµη συντεταγµένη του προβλήµατος. Στην περίπτωση του κυκλικού
προβλήµατος µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε ότι τα 2 σώµατα µε µάζα ϐρίσκονται σταθερά
σε κάποιες ϑέσεις και λόγω κανονικοποιήσης των µονάδων µας η µεταξύ τους απόσταση
ήταν r = 1. Κάτι τέτοιο δεν ισχύει στο ελλειπτικό πρόβληµα. Πλέον η απόσταση µεταξυ
των 2 σωµάτων που έχουν µάζα είναι µεταβλητή r(t). Μπορεί όµως πολύ εύκολα αυτή η
απόσταση να συσχετιστεί µε την γωνία ϑ η οποία υπάρχει στην Λαγκρανζιανή του γενικού
προβλήµατος µελετώντας και πάλι ξεχωριστά το πρόβληµα των 2 πρωτευόντων.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

Από αυτό προκύπτει ότι ισχύει :

θ̇ =
Pθ
µ

1−µx
2
2

(1.29)

Ακόµα από την διατήρηση της στροφορµής του συστήµατος εάν ϑεωρήσουµε τις αρχικές
ταχύτητες των 2 σωµάτων κάθετες στα διανύσµατα των µετατοπίσεων τους ισχύει :

Pθ = P1 + P2 = (1− µ)x10u10 + µx20u20 (1.30)

΄Οµως µπορούµε να απλοποιήσουµε περαιτέρω τις ταχύτητες καθώς γνωρίζουµε ότι
ω=1:

u10 = ωR = ωx10 = x10 (1.31)

u20 = ωR = ωx20 = x20 (1.32)

Σχήµα 1.7: Οι αρχικές ϑέσεις των πρωτευόντων σωµάτων στο πρόβληµα των 2 σωµάτων

Τέλος από την αρχή διατήρησης της ορµής ισχύει ότι :

µx20 = (1− µ)x10 => x10 =
µ

1− µ
x20 (1.33)

Η συνολική στροφορµή τελικά προκύπτει ότι είναι :

Pθ =
µ

1− µ
x2

20 (1.34)

Συνεπώς αντικαθιστώντας την 1.34 στην 1.29 ισχύει :

θ̇ =
x2

20

x2

(1.35)

και

θ̈ = −2x2
20

x3
2

ẋ2 (1.36)

Περνώντας στις συντεταγµένες των 2 πρωτευόντων αυτές πλέον δίνονται από τους τύπους
x1 = −µr, x2 = (1 − µ)r, ενώ για την µεταξύ τους απόσταση r(t) ισχύει r3

0 = 1 + e οπότε
x10 = −µ(1 + e)1/3, x20 = (1 − µ)(1 + e)1/3. Τέλος το τελευταίο στοιχείο το οποίο ϑα
πρέπει να αναφέρουµε για την µελέτη του ελλειπτικού προβλήµατος στο περιστρεφόµενο
σύστηµα είναι η περίοδος και ο µεγάλος ηµιάξονας για τα 2 πρωτεύοντα σώµατα. Και σε
αυτήν την περίπτωση ισχύουν οι τύποι που αναφέραµε στο αδρανειακό σύστηµα (ϐλέπε
σχέσεις 1.27-1.28). Η Λαγκρανζιανή του ελλειπτικού προβλήµατος δίνεται από την σχέση:

L =
1

2
(ẋ2

3 + ẏ2
3 + (x2

3 + y2
3)θ̇2 + 2(x3ẏ3 − ẋ3y3)θ̇) +

(1− µ)

r13

+
µ

r23

(1.37)

όπου ως γνωστόν ισχύει :
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή στο πρόβληµα των 3 σωµάτων

r2
13 = (x3 − x1)

2 + y2
3 (1.38)

r2
23 = (x3 − x2)

2 + y2
3 (1.39)

Τελικά παίρνουµε 2 διαφορικές εξισώσεις από την Λαγκρανζιανή του ελλειπτικού προ-
ϐλήµατος και µία ακόµα από το πρόβληµα των 2 σωµάτων. Το τελικό σύστηµα εξισώσεων
κίνησης είναι το επόµενο.

ẍ3 = x3θ̇
2 + 2ẏ3θ̇ + y3θ̈ − (1− µ)

x3 − x1

r3
13

− µx3 − x2

r2
23

(1.40)

ÿ3 = y3θ̇
2 − 2ẋ3θ̇ − x3θ̈ − y3(

1− µ
r3
13

+
µ

r3
23

) (1.41)

r̈ =
x4

20

(1− µ)4r3
− 1

r2
(1.42)

Μπορούµε σε αυτό το σηµείο να παρατηρήσουµε ότι το κυκλικό πρόβληµα είναι υπο-
περίπτωση του ελλειπτικού καθώς για e = 1, θ̇ = 1, r = 1 προκύπτουν οι εξισώσεις του
κυκλικού προβλήµατος 1.25,1.26.
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Κεφάλαιο 2

Μέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης.

Η µελέτη εν γένει του προβλήµατος των 3 σωµάτων ανάγεται στην αριθµητική επίλυση
ενός συστήµατος διαφορικών εξισώσεων οι οποίες είναι διαφορετικές ανάλογα µε την προ-
σέγγιση του προβλήµατος την οποία µελετάµε. Σε κάθε περίπτωση αυτή η επίλυση γίνεται
αριθµητικά χρησιµοποιώντας κάποια µέθοδο αριθµητικής ανάλυσης. Στα επόµενα ϑα α-
ναφερθούµε στις διάφορες µεθόδους τις οποίες χρησιµοποιεί η Mathematica και τις οποίες
καλούµε αλλάζοντας την παράµετρο Method της εντολής NDSolve. Το χαρακτηριστικό
το οποίο διαχωρίζει τις διάφορες µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης µεταξύ τους είναι
ο αριθµός των ϐηµάτων (steps) τα οποία εµπεριέχει κάθε µέθοδος αλλά και το εάν είναι
Implicit η Explicit, κάτι το οποίο ϑα επεξηγήσουµε παρακάτω.

2.1 Implicit και Explicit µέθοδοι Αριθµητικής ολοκλήρωσης

Μία πολύ σηµαντική παράµετρος στην αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισωεων ε-
ίναι το εάν η µέθοδος µας έιναι Implicit ή Explicit. Η µετάφραση των δύο αυτών λέξεων
στα ελληνικά είναι πεπλεγµένες και λελυµένες µέθοδοι. Η διαφοροποίηση των 2 µεθόδων
έγκειται στον τρόπο επίλυσης τους. ΄Ετσι οι µεν Explicit µέθοδοι υπολογίζουν την κατάστα-
ση του συστήµατος σε επόµενη χρονική στιγµή από την δεδοµένη ενώ αντίθετα οι Implicit
µέθοδοι υπολογίζουν και την τωρινή κατάσταση του συστήµατος αλλά και την µελλοντική.
΄Ετσι εάν ϑεωρήσουµε την τωρινή µας κατάσταση σαν X(t) και την µελλοντικη κατάσταση
έπειτε από χρόνο ∆t όπου ∆t είναι ένα πολύ µικρό ϐήµα ολοκλήρωσης τότε για την µεν
Explicit µέθοδο η λύση προκύπτει από την

X(t+ ∆t) = F (x(t)) (2.1)

ενώ για την Implicit µέθοδο προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης :

G(X(t), X(t+ ∆t)) = 0 (2.2)

Ειδικότερα για την επίλυση της προηγούµενης εξίσωσης συνήθως χρησιµοποιείται η
µέθοδος Newton-Raphson. Παρατηρούµε λοιπόν ότι η επίλυση µιας Implicit µεθόδου
απαιτεί περισσότερο υπολογιστικό χρόνο οπότε δεν ϑα πρέπει να προτιµάται. Κάτι τέτοιο
είναι ανακριβές διότι υπάρχουν εξισώσεις οι οποίες ονοµάζονται stiff, οι οποίες έχουν ως
χαρακτηριστικό ότι το ϐήµα ∆t πρέπει να γίνει άπειρα µικρό προκειµένου να επιλυθεί η
διαφορική εξίσωση µε Explicit µέθοδο κάτι το οποίο καθιστά µια τέτοια επίλυση αδύνατη.
΄Ετσι σε τέτοιες περιπτώσεις στρεφόµαστε σε Implicit µεθοδους.
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Κεφάλαιο 2. Μέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης.

2.2 Μέθοδοι 1ης τάξης.

2.2.1 Explicit Euler.

Μία πολύ απλή µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης η οποία στηρίζεται σε διαφορές είναι η
µέθοδος Euler. Στην Mathematica υπάρχει σαν έτοιµη µέθοδος η Explicit Euler η οποία
αναφέρεται σε εµπρόσθιες διαφορές ενώ η Implicit Euler δεν υπάρχει ξεχωριστά αλλά
προκύπτει από την µέθοδο Implicit Runge-Kutta 1ης τάξης όπως ϑα δούµε παρακάτω.

΄Εστω ένα πρόβληµα αρχικών τιµών:

y′(t) = f(t, y(t)) (2.3)

y(t0) = y0 (2.4)

Από το ανάπτυγµα Taylor προκύπτει ότι για ένα ϐήµα ολοκλήρωσης tn+1 = tn + h
ισχύει και κρατώντας µόνο 2 όρους :

yn+1 = yn + hf(tn, yn) (2.5)

Βέβαια καθώς οµιλούµε για µία 1ης τάξεως προσέγγιση είναι πολύ λογικό να έχουµε
αρκετά µεγάλο σφάλµα. Αυτό µπορεί να υπολογιστεί µε µία σύγκριση των αποτελεσµάτων
µας µε το ανάπτυγµα Taylor. ΄Ετσι από την µεν µέθοδο του Euler προκύπτει :

y(t0 + h) = y(t0) + hf(t0, y(t0)) = y(t0) + hy′(t0) (2.6)

ενώ από το ανάπτυγµα προκύπτει ότι :

y(t0 + h) = y(t0) + hy′(t0) +
1

2
h2y2(t0) +O(h3) (2.7)

Συνεπώς το σφάλµα είναι :
1

2
h2y′′(t0) +O(h3) (2.8)

2.2.2 Linearly Implicit Euler

Μία ακόµα µέθοδος 1ης τάξης την οποία χρησιµοποιεί η Mathematica για την επίλυση
διαφορικών εξισώσεων είναι η Linearly Implicit Euler, η οποία είναι προέκταση της µε-
ϑόδου Euler την οποία αναφέραµε πιο πριν. Η µέθοδος αυτή είναι Implicit δηλαδή πρέπει
να λυθεί µία εξίσωση προκειµένου να ϐρεθεί το yn+1 κάτι το οποίο επιτυγχάνεται µε την
µέθοδο Newton-Raphson. Το πλεονέκτηµα αυτών των µεθόδων είναι ότι είναι σταθερότε-
ϱες κάτι το οποίο σηµαίνει ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί µεγαλύτερο ϐήµα ολοκλήρωσης
αλλά απαιτούν µεγαλύτερο υπολογιστικό χρόνο.

Η µέθοδος είναι ίδια µε την Explicit Euler µε την διαφορά ότι πλέον ισχύει :

y(t0 − h) = y(t0)− hf(t0, y(t0)) = y(t0)− hy′(t0) (2.9)

2.3 Μέθοδοι 2ης τάξης

2.3.1 Explicit Mid-Point (Leap-frog)

Η µέθοδος αυτή είναι µία µέθοδος η οποία καλείται στην Mathematica µε την εντολή
ExplicitMidPoint. Ο τρόπος µε τον οποίον λειτουργεί είναι ο εξής :

Προκειµένου να λύσουµε το σύστηµα:
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Κεφάλαιο 2. Μέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης.

y′(t) = f(t, y(t)) (2.10)

y(t0) = y0 (2.11)

Χρησιµοποιούµε τον τύπο:

yn+1 = yn + hf(tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)) (2.12)

όπου h είναι το εύρος του ϐήµατος όπως προκύπτει από τον τύπο tn = t0 + nh και
yn = y(tn) είναι η τιµή την οποία υπολογίζουµε. Προφανώς ο χαρακτηρισµός MidPoint
προκύπτει από το ότι οι υπολογισµοί γίνονται για χρόνο t = tn + h

2
, το οποίο είναι το

ενδιάµεσο σηµείο Midpoint µεταξύ του tn στο οποίο είναι γνωστή η τιµή της y(t) και του
tn+1 στο οποίο ψάχνουµε την y. Το σφάλµα σε κάθε ϐήµα είναι της τάξεως του Ο(h3),
συνεπώς ακριβέστερα από την µέθοδο του Euler. Η µέθοδος Midpoint είναι µία ϐελτίωση
της µεθόδου Euler

yn+1 = yn + hf(tn, yn) (2.13)

και προκύπτει µε παρόµοιο τρόπο. Προκειµένου να προκύψει η µέθοδος η κύρια
ανισότητα στην οποία στηριζόµαστε είναι η εξής :

y(t+ h) ≈ y(t) + hf(t, y(t)) (2.14)

η οποία προκύπτει από την :

y′(t) ≈ y(t+ h)− y(t)

h
(2.15)

Ακριβέστερα για την µέθοδο Midpoint υπάρχει ο τύπος :

y′
(
t+

h

2

)
≈ y(t+ h)− y(t)

h
(2.16)

όπου

y(t+ h) ≈ y(t) + hf

(
t+

h

2
, y

(
t+

h

2

))
(2.17)

Στην συνέχεια µε ανάπτυγµα Taylor προκύπτει ότι :

y(t+ h) ≈ y(t) + hf

(
t+

h

2
, y(t) +

h

2
f(t, y(t))

)
(2.18)

Βεβαίως ο τύπος αυτός µπορεί να γραφτεί και διαφορετικά αν έχουµε ως σηµείο ανα-
ϕοράς το µέσο του ϐήµατος και όχι την αρχή του όπως εργαζόµασταν έως τώρα. Σε αυτήν
την περίπτωση η µέθοδος γράφεται ως εξής :

yn+1 = yn−1 + 2hf(tn, yn), n = 1, 2, .... (2.19)

΄Οπως είναι προφανές το σηµέιο n+ 1 είναι το σηµείο το οποίο αντιστοιχεί στο ϐήµα h,
το σηµείο n− 1 είναι το αρχικό σηµείο ενώ το σηµείο n είναι το σηµείο που αντιστοιχεί σε
ϐήµα h

2
.

Η µέθοδος αυτή στην ϐιβλιογραφία ειδικά µε την µορφή που παίρνει στην τελευταία
σχέση ονοµάζεται µέθοδος Leap-frog λόγω του ότι απαιτείται και το σηµέιο n+ 1 αλλά και
το σηµείο n− 1.
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Κεφάλαιο 2. Μέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης.

2.3.2 Explicit Modified Midpoint(Gragg)

Μία ακόµα Explicit µέθοδος την οποία χρησιµοποιεί η Mathematica και είναι παράγωγη
της προηγούµενης είναι η Explicit Modified Midpoint στην οποία το ενδιάµεσο σηµείο µε
ϐάση το οποίο γίνεται ο υπολογισµός δεν ϐρίσκεται στο µισό του ϐήµατος h

2
αλλά είναι

µεταβλητό.
Προκειµένου λοιπόν να λύσουµε ένα πρόβληµα της µορφής:

y′(t) = f(t, y(t)) (2.20)

y(t0) = y0 (2.21)

η µέθοδος Modified Midpoint εφαρµόζει την

yn+1 = yn−1 + 2hf(tn, yn), n = 1, 2, .... (2.22)

Η διαφοοποίηση από την προηγούµενη µέθοδο έρχεται όταν σε κάποιο ϐήµα Ν όπου
το Ν είναι περιττός ακέραιος υπολογίζεται ξανά από τον τύπο:

yN :=
1

2
(yN + yN−1 + hf(tN , yN)). (2.23)

Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται και µέθοδος του Gragg.

2.3.3 Linearly Implicit Midpoint

΄Εχοντας µελετήσει διεξοδικά προβλήµατα αρχικών συνθηκών της µορφής:

y′(t) = f(t, y(t)) (2.24)

y(t0) = y0 (2.25)

µπορούµε να γενικεύσουµε την µελέτη µας µελετώντας πλέον συστήµατα όπως το :

My′(t) = f(t, y(t)) (2.26)

y(t0) = y0 (2.27)

όπου ο Μ είναι σταθερός πίνακας ο οποίος αναφέρεται συνήθως σαν πίνακας µάζας (mass
matrix).

Μελετώντας το παραπάνω σύστηµα παρατηρούµε την αύξηση των προσαυξήσεων καθώς
περιγράφουµε τις διάφορες µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης. Ειδικότερα για την Linearly
Implicit Midpoint µπορούµε να ϑεωρήσουµε µια σειρά από ϐήµατα χρησιµοποιώντας
n = nk και h = H

n
ως εξής :

(M − hJ)δy0 = hf(to, y0) (2.28)

y1 = y0 + δy0 (2.29)

(M − hJ)δy1 = hf(t1, y1) (2.30)

y2 = y1 + δy1 (2.31)

... (2.32)

(M − hJ)δyn−1 = hf(tn−1, yn−1) (2.33)

ή διαφορετικά:

(M − hJ)δy0 = hf(to, y0) (2.34)
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(M − hJ)δy1 = hf(t1, y0 + δy0) (2.35)
(M − hJ)δy2 = hf(t1, y0 + (δy0 + δy1)) (2.36)

... (2.37)
(M − hJ)δyn−1 = hf(tn−1, y0 + (δy0 + δy1) + ...+ δyn−2) (2.38)

όπου J είναι η ιακωβιανή της f ώστε J = ∂f
∂y

(t0, y0).
Η λύση των εξισώσεων µε τις προσαυξήσεις επιτυγχάνεται µε εναν απλό µετασχηµατισµό

M=LU, όπου οι πίνακες L,U είναι κάτω και άνω τριγωνικοί αντίστοιχα και επιλύοντας τα
αντίστοιχα προκύπτοντα τριγωνικά γραµµικά συστήµατα για την δεξιά πλευρά τους.

Το αποτέλεσµα που προκύπτει είναι :

yn = yn−1 + δyn−1 (2.39)

2.3.4 Linearly Implicit Modified Midpoint

Η µέθοδος αυτή δουλέυει ως εξής : ΄Εστω ενα ϐήµα της µεθόδου Linearly Implicit Euler
ακολουθούµενο από πολλαπλά ImplicitMidpoint ϐήµατα µε n = 2nk και h = H

n
, ώστε

χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό των Bader,Deuflhard παίρνει την µορφή:

(M − hJ)δy0 = hf(to, y0) (2.40)
y1 = y0 + δy0 (2.41)

(M − hJ)(δy1 − δy0) = 2(hf(t1, y1)− δy0) (2.42)
y2 = y1 + δy1 (2.43)

(M − hJ)(δy2 − δy1) = 2(hf(t2, y2)− δy1) (2.44)
y3 = y2 + δy2 (2.45)

... (2.46)
(M − hJ)(δyn−1 − δyn−2) = 2(hf(tn−1, yn−1)− δyn−2) (2.47)

ή διαφορετικά:

(M − hJ)δy0 = hf(to, y0) (2.48)
(M − hJ)(δy1 − δy0) = 2(hf(t1, y0 + δy0)− δy0) (2.49)

(M − hJ)(δy2 − δy1) = 2(hf(t2, y0 + (δy0 + δy1))− δy1) (2.50)
... (2.51)

(M − hJ)(δy2n− 1− δyn−2) = 2(hf(t2, y0 + (δy0 + δy1 + ...+ δyn−2))− δyn−2) (2.52)
Αν επιλυθεί για 2nk−1

ϐήµατα τότε η µέθοδος αυτή έχει συµµετρική εξέλιξη του σφάλ-
µατος.

Ειδικά για το ϐήµα εξοµάλυνσης το οποίο προτείνει ο Bader και κάνει την µέθοδο µας
Linearly Implicit Modified Midpoint αυτό προκύπτει ως εξής :

Syh(n) =
1

2
(yn − yn−1) (2.53)

ή καλύτερα σε µορφή µε προσαύξηση:

S∆yh(n) = Syh(n)− y0 = Σ∆yn +
1

2
(∆yn −∆yn−1) (2.54)

Το ϐήµα εξοµάλυνσης για την µέθοδο αυτή δεν είναι το ίδιο µε αυτό στην µέθοδο
Gragg. Καθώς δεν υπάρχει εδώ αδύναµος σταθερός όρος για να παραληφθεί ο στόχος
είναι η ϐελτίωση της ασυµπτωτικής σταθερότητας.
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Κεφάλαιο 2. Μέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης.

2.4 Μέθοδοι πολλαπλής τάξης

2.4.1 Adams

Η µέθοδος Adams είναι µία Explicit µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης που χρησιµο-
ποιείεται για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών συνθηκών:

y′(t) = f(t, y(t)) (2.55)

y(t0) = y0 (2.56)

Η y(t) στους χρόνους ti προσεγγίζεται ως εξής :

ti = t0 + ih (2.57)

yi = y(ti) = y(t0 + ih) (2.58)

fi = f(ti, yi) (2.59)

όπου και πάλι h είναι το ϐήµα. Κάθε γραµµική µέθοδος πολλαπλής τάξεως λειτουργεί
ως εξής :

yn+k + ak−1yn+k−1 + ak−2yn+k−2 + · · ·+ a0yn

= h
(
bkf(tn+k, yn+k) + bk−1f(tn+k−1, yn+k−1) + · · ·+ b0f(tn, yn)

) (2.60)

Με k συµβολίζεται η τάξη της µεθόδου. Ειδικότερα η Mathematica χρησιµοποιεί την
Adams 5ης τάξης, συνεπώς για τον υπολογισµό της η τιµή του k είναι 5. Αυτό σηµα-
ίνει ότι για τον υπολογισµό του yn+5 απαιτείται να υπολογίσουµε πιο πριν τις τιµές των
yn+4, yn+3, yn+2, yn+1, yn. Καθώς διαθέτουµε µία µόνο αρχική συνθήκη ένας τέτοιος υ-
πολογισµός δεν είναι δυνατόν να γίνει άµεσα. Η λύση είναι να υπολογίσουµε κάθε µια
ξεχωριστά από την προηγούµενη µε την µέθοδο Explicit Euler και στην συνέχεια να ϐρο-
ύµε την yn+5.

΄Οσον αφορά στις τιµές των συντελεστών ai για αυτούς ισχύει ότι ak−1 = −1, ak−2 =
· · · = a0 = 0 ενώ για τους bi επιλέγονται καταλλήλως ώστε η µέθοδος να έχει τάξη k = 4
µέσω πολύπλοκων πράξεων. Τελικά η µέθοδος γράφεται ως εξής :

yn+5 = yn+4 + h
(

1901
720

f(tn+4, yn+4)− 1387
360

f(tn+3, yn+3)

+ 109
30
f(tn+2, yn+2)− 637

360
f(tn+1, yn+1) + 251

720
f(tn, yn)

) (2.61)

2.4.2 BDF (Backward Differentiation Formula)

Η µέθοδος BDF είναι µία Implicit µέθοδος. Και πάλι χρησιµοποιείται για την επίλυση
προβληµάτων αρχικών τιµών τα οποία συντάσσονται ως εξής :

y′(t) = f(t, y(t)) (2.62)

y(t0) = y0 (2.63)

Με τις σχέσεις οπίσθιων διαφορών (BDF) ϐρίσκουµε προσεγγιστικά την τιµή της παρα-
γώγου µε την ϐοήθεια όµως της y(t) για χρόνο tn αλλά και για προηγούµενους χρόνους.
Οι σχέσεις σχηµατίζονται από το κης τάξης παρεµβαλόµενο πολυώνυµο καθώς η y(t) προ-
σεγγίζεται αρχικά µε την ϐοήθεια των y(tn), y(tn−1), · · · , y(tn−k) για χρόνο tn.

Για να κατανοήσουµε τα παραπάνω παίρνουµε µια τέτοια σχέση 1ης τάξης. ΄Ετσι κάνον-
τας γραµµική παρεµβολή η y(t) γράφεται :
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y(t) ≈ y(tn) + (t− tn)
yn − yn−1

tn − tn−1

(2.64)

οπότε η παράγωγος γράφεται σαν :

y′n ≈
yn − yn−1

tn − tn−1

(2.65)

Αν µάλιστα εισάγουµε την προηγούµενη τιµή της παραγώγου στην 2.62 τότε προκύπτει
η µέθοδος Implicit Euler.

Επεκτείνοντας την µελέτη µας σε µεγαλύτερες τάξεις τότε οι σχέσεις οπίσθιων διαφορών
(BDF) δίνονται από τον τύπο:

y(t) ≈ yn+
1

h
(t− tn)∇yn+

1

2h2
(t− tn)(t− tn−1)∇2yn+ · · ·+ 1

hkk!
(t− tn) · · · (t− tn−k+1)∇k

(2.66)
όπου µε ∇ δίνεται ο τελεστής ∇yn = yn − yn−1 και ∇pyn = ∇p−1yn −∇p−1yn−1 Τελικά

αν αντικαταστήσουµε στην σχέση 2.62 προκύπτει ότι οι σχέσεις B.D.F. γράφονται ως :

hy′n =
k∑
j=0

αkjyn−j (2.67)

µε τους συντελεστές αkj εξαρτώνται από την τάξη k και ϕαίνονται στον επόµενο πίνακα:

k αk0 αk1 αk2 αk3 αk4 αk5 αk6
1 1 −1
2 3/2 −2 1/2
3 11/6 −3 3/2 −1/3
4 25/12 −4 3 −4/3 1/4
5 137/60 −5 5 −10/3 5/4 −1/5
6 49/20 −6 15/2 −20/3 15/4 −6/5 1/6


2.4.3 Explicit-Runge Kutta

Οι µέθοδοι Explicit-Runge Kutta είναι µέθοδοι πολλαπλής τάξης που χρησιµοποιούνται
για την επίλυση προβληµάτων αρχικών τιµών τα οποία συντάσσονται ως εξής :

y′(t) = f(t, y(t)) (2.68)

y(t0) = y0 (2.69)

Γενικά µε την µέθοδο αυτήν η λύση της διαφορικής προκύπτει ως εξής :

yn+1 = yn + h
k∑
i=1

biki (2.70)

όπου για τα ki ισχύει :

ki = f

(
tn + cih, yn + h

k∑
j=1

aijkj

)
. (2.71)

ενώ ορίζεται ο µνηµονικός πίνακας Α (πίνακας του Butcher) ως εξής :
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
0 0 0 ... 0 0
c2 a2,1 0 ... 0 0
...

...
... . . . ...

...
cs ak,1 ak,2 ... ak,k−1 0

b1 b2 ... bk−1 bk


µε:

ci =
k∑
i=1

aij (2.72)

ai,j = 0, j >= i (2.73)

j = 1, 2, ..., k (2.74)

Ο πίνακας Α όπως παρατηρούµε είναι άνω τριγωνικός.
Περνώντας στην Explicit Runge Kutta 4ης τάξης την οποία χρησιµοποιεί η Mathematica

ο πίνακας Α γίνεται :
0 0 0 0 0

1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6


και κατά συνέπεια προκύπτουν οι εξής σχέσεις :

yn+1 = yn + 1
6
h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (2.75)

tn+1 = tn + h (2.76)

k1 = f(tn, yn)

k2 = f(tn + 1
2
h, yn + 1

2
hk1)

k3 = f(tn + 1
2
h, yn + 1

2
hk2)

k4 = f(tn + h, yn + hk3)

(2.77)

2.4.4 Implicit-Runge Kutta

Η µέθοδος αυτή µοιάζει µε την Explicit Runge Kutta αλλά διαφοροποιείται όσον αφορά
στον πίνακα του Butcher. Αυτός πλέον δεν είναι κατ΄ ανάγκην άνω τριγωνικός αλλά
τυχαίος. ∆ίνεται λοιπόν ως εξής :

c1 a1,1 a2,1 ... a1,s

c2 a2,1 a2,2 ... a2,s
...

...
... . . . ...

cs as,1 as,2 ... as,s
b1 b2 ... bs


Παρατηρούµε τον πολύ µεγάλο αριθµό συντελεστών οι οποίοι και απαιτούνται για την

επίλυση του προβλήµατος.

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

biki (2.78)

ki = f(tn + cih, yn + h
s∑
j=1

ai,jkj) (2.79)
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Η µέθοδος είναι πολύ σηµαντική λόγω της σταθερότητας της. Το απλούστερο παράδειγ-
µα της µεθόδου αυτής είναι η µέθοδος Implicit Euler. Είχαµε αναφέρει οτι η Mathemati-
ca δεν υποστηρίζει την µέθοδο µόνη της αλλά την εµπεριέχει στην µέθοδο Implicit-Runge
Kutta. Σε αυτήν την περίπτωση ο πίνακας του Butcher είναι ο εξής :[

1 1
1

]
΄Ετσι προκύπτει ο εξής τύπος :

yn+1 = yn + hf(tn + h, yn+1) (2.80)

Η Mathematica χρησιµοποιεί την µέθοδο Implicit Runge Kutta Lobatto IIIA 4ης τάξης
της οποίας ο πίνακας του Butcher είναι ο εξής :

0 0 0 0
1/2 5/24 1/3 −1/24
1 1/6 2/3 1/6

1/6 2/3 1/6


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Κεφάλαιο 3

Αποτελέσµατα αριθµητικής
ολοκλήρωσης για τις διάφορες
προσεγγίσεις του προβλήµατος των
τριών σωµάτων.

Σε αυτό το τµήµα της εργασίας έχοντας παραθέσει αναλυτικά τις διάφορες µεθόδους αριθ-
µητικής ολοκλήρωσης τις οποίες χρησιµοποιούµε για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων
µε την Mathematica τις επιλύουµε για τις διάφορες προσεγγίσεις του προβλήµατος των
3 σωµάτων προσπαθώντας κάθε ϕορά να προσδιορίσουµε την ακρίβεια κάθε µεθόδου,
καθώς επίσης και τον υπολογιστικό χρόνο ο οποίος απαιτείται για να επιλυθούν οι διαφο-
ϱικές εξισώσεις. ΄Οσον αφορά στην ακρίβεια αυτή ελέγχεται καθώς µελετούµε την εξέλιξη
κατάλληλων ποσοτήτων οι οποίες γνωρίζουµε ότι διατηρούνται σταθερές ανάλογα µε την
προσέγγιση του προβλήµατος των τριών σωµάτων την οποία µελετάµε. Τέτοιες είναι το
ολοκλήρωµα της ενέργειας, ολοκλήρωµα του Jacobi καθώς επίσης και το ολοκλήρωµα
της στροφορµής του συστήµατος. Συνεπώς το πόσο καλά διατηρούνται αυτές οι ποσότητες
µας δείχνουν την ακρίβεια της µεθόδου την οποία χρησιµοποιούµε.

Εξάλλου για τον προσδιορισµό του υπολογιστικού χρόνου χρησιµοποιούµε την εσωτε-
ϱική εντολή Timing της Mathematica η οποία µας δίνει µε ακρίβεια τον χρόνο ο οποίος
απαιτείται για να γίνει κάποιος υπολογισµός. Σαν αριθµός ο χρόνος αυτός δεν έχει καµία
σηµασία διότι εξαρτάται από τον υπολογιστή στον οποίο γίνονται οι υπολογισµοί, από το
λειτουργικό σύστηµα αλλά και από την ίδια την έκδοση της Mathematica η οποία χρη-
σιµοποιείται. Αλλά εφόσον όλα τα προηγούµενα παραµείνουν για όλες τις µετρήσεις µας
ίδια τότε έχει νόηµα η σύγκριση µεταξύ των διάφορων µεθόδων.

Κάτι το οποίο ϑα πρέπει να αναφέρουµε είναι η επιλογή της ακρίβειας µε την οποία
ϑέλουµε να εργάζεται η Mathematica. Αυτό στην περίπτωση της επίλυσης διαφορικών
εξισώσεων µπορεί να ελεγχθεί µε τις επιλογές Precision και Accuracy Goal. Με την
επιλογή Precision Goal η Mathematica µας δίνει την δυνατότητα να ελέγξουµε τον αριθµό
των δεκαδικών τα οποία ϑεωρούµε ότι είναι σωστά ώστε να χρησιµοποιηθούν σε επόµενες
πράξεις ενώ µε την Accuracy Goal µπορούµε να καθορίσουµε µε πόσα δεκαδικά ακρίβεια
να εκτελούνται οι υπολογισµοί. Η default τιµή που χρησιµοπποιεί η Mathematica είναι 8
δεκαδικά.

Συνεπώς ανάλογα µε την τιµή την οποία ϑα ϑέσουµε στις δύο αυτές παραµέτρους
αυξάνουµε ή µειώνουµε την ακρίβεια µε αντίστοιχο αποτέλεσµα και στον υπολογιστικό
χρόνο. Θεωρητικά η Mathematica µας δίνει µέγιστη ακρίβεια 16 δεκαδικών ψηφίων.
΄Οσον αφορά τώρα στην επιλογή των τιµών των παραµέτρων Precision και Accuracy
Goal αυτή είτε είναι η µέγιστη δυνατή για την οποία παίρνουµε αποτέλεσµα είτε είναι
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τέτοια ώστε ο υπολογιστικός χρόνος να είναι παρόµοιος µε αυτόν τον άλλων µεθόδων.
Τέλος ο χρόνος ολοκλήρωσης t παίρνει την τιµή 100 σε όλες τις υποπεριπτώσεις του
προβλήµατος των 3 σωµάτων τις οποίες µελετήσαµε. Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας
αναφερθήκαµε εκτενώς στο πρόβληµα των 3 σωµάτων στο επίπεδο χωρίζοντας την µελέτη
µας στο γενικό πρόβληµα, στο κυκλικό πρόβληµα και τέλος στο ελλειπτικό πρόβληµα
χρησιµοποιώντας το αδρανειακό αλλά και το περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων. Σε
αυτό το κεφάλαιο πλέον δεν ϑα ασχοληθούµε µε την ακρίβεια που έχουµε επιτύχει σε
όλες αυτές τις προσεγγίσεις παρά µόνον µε αυτές µε τις οποίες ϑα ασχοληθούµε στην
συνέχεια της εργασίας µας. ΄Ετσι ϑα αναφερθούµε για την ακρίβεια της αριθµητικής
ολοκλήρωσης για τις ακόλουθες προσεγγίσεις : για το γενικό πρόβληµα στο αδρανειακό
σύστηµα συντεταγµένων καθώς επίσης και για το κυκλικό πρόβληµα στο περιστρεφόµενο
σύστηµα συντεταγµένων. Για το ελλειπτικό πρόβληµα δεν υπάρχει κάποιο ολοκλήρωµα
της κίνησης και για αυτόν τον λόγο δεν αναφερόµαστε στην ακρίβεια της αριθµητικής
ολοκλήρωσης σε αυτό.

Ακόµη ϑα παραθέσουµε τον τρόπο µε τον οποίο συντάσσεται η εντολή NDSolve µε την
οποία επιλύουµε διαφορικές εξισώσεις. Η σύνταξη είναι ως εξής :

NDSolve[{equations+initial conditions},{solutions},{variable,minimum value,
maximum value},Method->"Method we want to use",AccuracyGoal->number of digits,
PrecisionGoal->number of digits]

΄Ετσι εάν ϑελήσουµε να επιλύσουµε την εξίσωση ẋ(t) + 2x(t) = 0 µε x(0) = 1 µε την
µέθοδο Explicit Euler για χρόνο t = 20 και µε ακρίβεια 10 δεκαδικών ψηφίων γράφουµε
ως εξής :

NDSolve[{x’[t]+2x[t]==0,x[0]==1},{x[t]},{t,0,20},
Method->"ExplicitEuler",AccuracyGoal->10,PrecisionGoal->10]

Τέλος ϑα αναφέρουµε την µέθοδο ολοκλήρωσης StiffnessSwitching. Αυτή η µέθοδος
δεν είναι µία ξεχωριστή µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης αλλά είναι ένας τρόπος µε
τον οποίο µπορούµε να ελιχθούµε εάν δεν γνωρίζουµε το εάν το σύστηµα διαφορικών
εξισώσεων προς επίλυση είναι stiff ή όχι. ΄Ετσι καλώντας την µέθοδο αυτή η Mathematica
ξεκινά να επιλύει µε µία Explicit µέθοδο η οποία είναι πολύ γρήγορη και εάν σε κάποιο
σηµείο οι διαφορικές εξισώσεις είναι stiff και απαιτείται απείρως µικρό ϐήµα ολοκλήρωσης
για να συνεχίσει η διαδικασία τότε αυτόµατα η Mathematica επιλέγει µία Implicit µέθοδο.
Οι µέθοδοι τις οποίες χρησιµοποιούνται σαν default είναι οι ExplicitModifiedMidpoint και
LinearlyImplicitEuler.

3.1 Γενικό πρόβληµα τριών σωµάτων.

Η πρώτη προσέγγιση του προβλήµατος την οποία ϑα µελετήσουµε είναι το γενικό πρόβλη-
µα των τριών σωµάτων. ΄Εχουµε αναλύσει σε προηγούµενη παράγραφο λεπτοµερώς το
συγκεκριµένο πρόβληµα οπότε στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µόνο µε τις διαφορικές εξι-
σώσεις που περιγράφουν την κίνηση των σωµάτων καθώς επίσης και ϑα παραθέσουµε τα
διάφορα ολοκληρώµατα της κίνησης, ποσότητες δηλαδή οι οποίες ϑεωρητικά πρέπει να
παραµένουν σταθερές και από την µεταβολή τους στον χρόνο ελέγχουµε την ακρίβεια των
λύσεών µας. Τέτοια ολοκληρώµατα είναι το ολοκλήρωµα της ενέργειας και το ολοκλήρωµα
της στροφορµής. Αυτά δίνονται από τους επόµενους τύπους :

Το ολοκλήρωµα της ενέργειας δίνεται από τον τύπο:

E =
1

2
m1(ξ̇

2
1 + η̇2

1) +
1

2
m2(ξ̇

2
2 + η̇2

2) +
1

2
m3(ξ̇

2
3 + η̇2

3)− m1m2

ρ12

− m1m3

ρ13

− m2m3

ρ23

(3.1)
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Το ολοκλήρωµα της στροφορµής είναι :

L1 = m1(ξ1η̇1 − ξ̇1η1) +m2(ξ2η̇2 − ξ̇2η2) +m3(ξ3η̇3 − ξ̇3η3) (3.2)

Σε αυτό το σηµείο ϑα πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι το σύστηµα των εξισώσεων το οποίο
περιγράφει το γενικό πρόβληµα των 3 σωµάτων στο επίπεδο είναι οι εξισώσεις 1.5-1.8,
οπότε η αριθµητική επίλυση του προβλήµατος στηρίζεται στην επίλυση αυτού του συ-
στήµατος εξισώσεων. ΄Οσον αφορά τώρα στις αρχικές συνθήκες τις οποίες ορίζουµε για το
πρόβληµα, αυτές είναι οι εξής :

m3 = 0.001,m2 = 0.002,m1 = 1− (m3 +m2)

ξ30 = 1, ξ20 = 2, e = 0,

η30 = 0, η20 = 0,

ξ̇30 = 0, ξ̇20 = 0,

η̇20 =

√
2

2
,η̇30 = 1,

tmin = 0,tmax = 100

Η τροχιές των 3 σωµάτων για αυτές τις αρχικές συνθήκες στο αδρανειακό σύστηµα
συντεταγµένων είναι οι επόµενες :

Σχήµα 3.1: Η κίνηση του σώµατος m1 για τις αρχικές συνθήκες µε τις οποίες έγινε ο έλεγχος της ακρίβειας
της αριθµητικής ολοκλήρωσης στο γενικό πρόβληµα
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Σχήµα 3.2: Η κίνηση του σώµατος m2 για τις αρχικές συνθήκες µε τις οποίες έγινε ο έλεγχος της ακρίβειας
της αριθµητικής ολοκλήρωσης στο γενικό πρόβληµα

Σχήµα 3.3: Η κίνηση του σώµατος m3 για τις αρχικές συνθήκες µε τις οποίες έγινε ο έλεγχος της ακρίβειας
της αριθµητικής ολοκλήρωσης στο γενικό πρόβληµα

3.1.1 Explicit Euler

Ξεκινώντας την µελέτη της ακρίβειας που υπάρχει στην αριθµητική ολοκλήρωση που
παρέχει κάθε µία από τις µεθόδους ολοκλήρωσης τις οποίες έχουµε περιγράψει πιο πάνω
η πρώτη την οποία και χρησιµοποιήσαµε είναι η Linearly Implicit Euler. ΄Εχοντας ϑέσει
στα Precision και Accuracy Goal την τιµή 9 τα αποτελέσµατα τα οποία παίρνουµε είναι τα
εξής : ΄Οσον αφορά στην ενέργεια η µεταβολή της είναι της τάξεως του 10−6 ενώ η µεταβολή
της στροφορµής είναι της τάξης του 10−6, ενώ ο απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος είναι
26,95 δευτερόλεπτα.

3.1.2 Linearly Implicit Euler

Η επόµενη µέθοδος την οποία χρησιµοποιήσαµε είναι η Linearly Implicit Euler. Οι
υπολογισµοί µας έγιναν χρησιµοποιώντας σαν Precision και Accuracy Goal την τιµή 6 και
ο υπολογιστικός χρόνος ο οποίος απαιτήθηκε ήταν 9,47 δευτερόλεπτα. ΄Ετσι καταφέραµε
να έχουµε διατήρηση της ενέργειας µε ακρίβεια 10−4 και της στροφορµής µε ακρίβεια
10−4.
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(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.4: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Explicit Euler

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.5: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Linearly Implicit Euler

3.1.3 Explicit Midpoint

Μία ακόµα µέθοδος Explicit την οποία χρησιµοποιούµε είναι η Explicit Midpoint. Μέ
αυτήν την µέθοδο η ακρίβεια στην διατήρηση του ολοκληρώµατος της ενέργειας είναι της
τάξεως του 10−14 και η ακρίβεια στην διατήρηση του ολοκληρώµατος της στροφορµής είναι
10−12. Τα αποτελέσµατα αυτά προκύπτουν για Precision και Accuracy Goal 12 µέσα σε
χρόνο 16,55 δευτερόλεπτα.

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.6: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Explicit Midpoint
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3.1.4 Explicit Modified Midpoint

Με την χρήση της µεθόδου Explicit Modified Midpoint συνεχίζουµε την παράθεση των
αποτελεσµάτων µας. Σε αυτήν την περίπτωση χρησιµοποιούµε σαν Precision και Accuracy
Goal την τιµή 11. Η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων απαιτεί 9,98 δευτερόλεπτα και
κατ΄ αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται διατήρηση της ενέργειας µε ακρίβεια 10−13 , ενώ η
στροφορµή διατηρείται µε ακρίβεια 10−12.

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.7: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Explicit Modified Midpoint

3.1.5 Linearly Implicit Midpoint

Για την µέθοδο Linearly Implicit Midpoint χρησιµοποιούµε σαν Precision και Accuracy
Goal την τιµή 10 επιτυγχάνοντας έτσι διατήρηση της ενέργειας µε ακρίβεια 10−12 και της
στροφορµής 10−11. Η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων απαιτεί χρόνο 21,31 δευτερόλε-
πτα.

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.8: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Linearly Implicit Midpoint

3.1.6 Linearly Implicit Modified Midpoint

Η επόµενη µέθοδος την οποία χρησιµοποιήσαµε είναι η Linearly Implicit Modified Mid-
point. Η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων έγινε σε χρόνο 25,21 δευτερόλεπτα έχοντας
ϑέσει στα Precision και Accuracy Goal την τιµή 10. Η ενέργεια προκύπτει ότι διατηρείται
µε ακρίβεια 10−5 . Η στροφορµή διατηρείται µε ακρίβεια της τάξεως του 10−5.
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(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.9: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Linearly Implicit Modified Midpoint

3.1.7 Adams

Περνάµε πλέον στις µεθόδους πολλαπλών ϐηµάτων (Multi-step) ξεκινώντας µε την µέθοδο
Adams. Η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων γίνεται σε χρόνο 0,05 δευτερόλεπτα ϑέτοντας
σαν Precision και Accuracy Goal την τιµή 13. ΄Οσον αφορά τώρα στα ολοκληρώµατα της
κίνησης αυτά διατηρούνται ως εξής. Η ενέργεια µε ακρίβεια 10−10 και η στροφορµή µε
ακρίβεια 10−10.

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.10: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Adams

3.1.8 BDF

Η επόµενη µέθοδος Multi-step την οποία χρησιµοποιούµε στην επίλυση του επίπεδου
γενικού προβλήµατος είναι η BDF. Χρησιµοποιούµε σαν Precision και Accuracy Goal
την τιµή 13, οπότε η ακρίβεια στην διατήρηση του ολοκληρώµατος του ενέργειας που
επιτυγχάνεται είναι της τάξεως του 10−12. Την ίδια στιγµή η στροφορµή µε ακρίβεια της
τάξης του 10−12. ο απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος είναι 0,38 δευτερόλεπτα.

3.1.9 Explicit Runge-Kutta

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Explicit Runge-Kutta καθορίζοντας τα Precision και Accu-
racy Goal να έχουν την τιµή 16 επιτυγχάνεται ακρίβεια στην διατήρηση της ενέργειας της
τάξεως του 10−12 . ΄Οσον αφορά τώρα στο ολοκλήρωµα της στροφορµής αυτό διατηρείται
µε ακρίβεια 10−11 . Ο υπολογιστικός χρόνος ο οποίος απαιτείται είναι 0,35 δευτερόλεπτα.
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(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.11: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο BDF

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.12: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Explicit Runge-Kutta

3.1.10 Implicit Runge-Kutta

Τέλος χρησιµοποιείται και η αντίστοιχη Implicit µέθοδος η οποία δίνει µε τη σειρά της και
για Precision και Accuracy Goal 14 τα εξής αποτελέσµατα. Η διατήρηση της ενέργειας
γίνεται µε ακρίβεια 10−16 και η διατήρηση της στροφορµής µε ακρίβεια 10−14. ΄Οσον
αφορά τώρα στον χρόνο ο οποίος απαιτείται για την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων
είναι 76,87 δευτερόλεπτα.

(α΄) Ολοκλήρωµα της ενέργειας E (ϐ΄) Ολοκλήρωµα της στροφορµής L1

Σχήµα 3.13: Εξέλιξη των ολοκληρωµάτων της κίνησης µε την µέθοδο Implicit Runge-Kutta
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Μέθοδος Precision και Accuracy Goal Ακρίβεια Ε Ακρίβεια L χρόνος(sec)
Explicit
Euler 9 10−6 10−6 26,95

Linearly
Implicit Euler 6 10−4 10−4 9,47

Explicit
Midpoint 12 10−14 10−12 16,55
Explicit

Modified Midpoint 11 10−13 10−12 9,98
Linearly

Implicit Midpoint 10 10−12 10−11 21,31
Linearly Implicit

Modified Midpoint 10 10−5 10−5 25,21
Adams 13 10−10 10−10 0,05
BDF 13 10−12 10−12 0,38

Explicit
Runge-Kutta 16 10−12 10−11 0,35

Implicit
Runge-Kutta 14 10−16 10−14 76,87

Πίνακας 3.1: Σύγκριση των διάφορων µεθόδων αριθµητικής ολοκλήρωσης για το γενικό πρόβληµα

3.2 Περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα τριών σωµάτων

Συνεχίζοντας µε την µελέτη της ακρίβειας της αριθµητικής ολοκλήρωσης του προβλήµατος
των 3 σωµάτων περνούµε στο επίπεδο περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα. ΄Εχοντας κάνει
ήδη εκτενή αναφορά στον τρόπο προσέγγισης του προβλήµατος αυτού στο περιστρεφόµενο
σύστηµα συντεταγµένων , κρίνουµε σκόπιµο σε αυτήν την παράγραφο να υπενθυµίσουµε
µόνο τις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το συγκεκριµένο πρόβληµα. Αυτές είναι
οι εξισώσεις 1.25,1.26.

Προκειµένου τώρα να ελέγξουµε την ακρίβεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης στην πε-
ϱίπτωση του περιορισµένου κυκλικού προβλήµατος χρησιµοποιούµε το ολοκλήρωµα του
Jacobi, ποσότητα η οποία διατηρείται σταθερή στο πρόβληµά µας. Το ολοκλήρωµα του
Jacobi δίνεται από τον επόµενο τύπο:

Cj = ẋ2
3 + ẏ2

3 − x2
3 − y2

3 −
2(1− µ)

r13

− 2µ

r23

(3.3)

Οι αρχικές συνθήκες τις οποίες χρησιµοποιήσαµε προκειµένου να ελέγξουµε την α-
κρίβεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι οι επόµενες :

x30 = −1.02745, y30 = 0,

ẋ30 = 0,ẏ30 = 0.04032

tmin = 0,tmax = 100

µ = 0.000953875,x10 = −µ, x20 = 1− µ
Οι τροχιές που εκτελούν τα σώµατα για αυτές τις αρχικές συνθήκες είναι οι επόµενες :

3.2.1 Explicit Euler

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο αυτήν για την επίλυση των διαφορικών µας εξισώσεων χρη-
σιµοποιούµε σαν Precision και Accuracy Goal την τιµή 9. Στο παρακάτω σχήµα πα-
ϱατηρούµε την διατήρηση του ολοκληρώµατος του Jacobi κατά την χρονική εξέλιξη του
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(α΄) Στο περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων (ϐ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων

Σχήµα 3.14: Η κίνηση του σώµατοςm3 για τις αρχικές συνθήκες µε τις οποίες έγινε ο έλεγχος της ακρίβειας
της αριθµητικής ολοκλήρωσης στο κυκλικό πρόβληµα

Σχήµα 3.15: Η κίνηση του σώµατοςm1 για τις αρχικές συνθήκες µε τις οποίες έγινε ο έλεγχος της ακρίβειας
της αριθµητικής ολοκλήρωσης στο κυκλικό πρόβληµα

συστήµατος. Παρατηρούµε ότι ο χρόνος που απαιτείται για τον υπολογισµό είναι 11,03
δευτερόλεπτα και η ακρίβεια διατήρησης του ολοκληρώµατος είναι 10−6.
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Σχήµα 3.16: Η κίνηση του σώµατοςm2 για τις αρχικές συνθήκες µε τις οποίες έγινε ο έλεγχος της ακρίβειας
της αριθµητικής ολοκλήρωσης στο κυκλικό πρόβληµα

Σχήµα 3.17: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Explicit Euler.

3.2.2 Linearly Implicit Euler

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο αυτήν και ϑέτωντας σαν Precision και Accuracy Goal την
τιµή 7 ο απαιτούµενος χρόνος είναι 16,02 δευτερόλεπτα. Η ακρίβεια την οποία επιτύγχάνει
η µέθοδος στην διατήρηση του ολοκληρώµατος του Jacobi είναι της τάξεως του 10−5.
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Σχήµα 3.18: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Linearly Implicit Euler.

3.2.3 Explicit Midpoint

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Explicit Midpoint τα αποτελέσµατα τα οποία προέκυψαν για
Precision και Accuracy Goal 13 είναι τα εξής. Ο µεν απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος
ήταν 15,55 δευτερόλεπτα η δε ακρίβεια που επετεύχθη στην διατήρηση του ολοκληρώµα-
τος του Jacobi ήταν της τάξεως του 10−13.

Σχήµα 3.19: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Explicit Midpoint.

3.2.4 Explicit Modified Midpoint

Συνεχίζοντας µε τις διάφορες µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης η επόµενη η οποία µε-
λετήθηκε είναι η Explicit Modified Midpoint. Με την µέθοδο αυτή τα αποτελέσµατα που
προκύπτουν για Precision και Accuracy Goal 13 είναι για τον µεν απαιτούµενο υπολογι-
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στικό χρόνο 21,42 δευτερόλεπτα, για την δε ακρίβεια στην διατήρηση του ολοκληρώµατος
του Jacobi περίπου 10−13.

Σχήµα 3.20: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Explicit Modified Midpoint.

3.2.5 Linearly Implicit Midpoint

Για την µέθοδο Linearly Implicit Midpoint χρησιµοποιούµε σαν Precision και Accuracy
Goal την τιµή 11 και ο απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος προκύπτει 27,37 δευτερόλε-
πτα ενώ η ακρίβεια στην διατήρηση του ολοκληρώµατος του Jacobi της τάξεως του 10−12.

Σχήµα 3.21: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Linearly Implicit Midpoint.

3.2.6 Linearly Implicit Modified Midpoint

Στην µέθοδο Linearly Implicit Modified Midpoint χρησιµοποιούµε σαν Precision και A-
ccuracy Goal την τιµή 10. Η επίλυση των διαφορικών µας εξισώσεων απαιτεί 14,77
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δευτερόλεπτα υπολογιστικού χρόνου ενώ η µέθοδος παρέχει ακρίβεια αναφορικά µε το
ολοκλήρωµα του Θαςοβι της τάξεως του 10−6.

Σχήµα 3.22: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Linearly Implicit Modified Midpoint.

3.2.7 Adams

Χρησιµοποιοώντας την µέθοδο Adams για την επίλυση των διαφορικών µας εξισώσεων
η µέγιστη δυνατή ακρίβεια που µπορεί να επιτευχθεί είναι της τάξεως του 10−11 µε τον
απαιτούµενο υπολογιστικό χρόνο να είναι 0,02 δευτερόλεπτα και για τιµές των Precision
και Accuracy Goal 13.

Σχήµα 3.23: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Adams.
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3.2.8 BDF

Με την µέθοδο BDF χρησιµοποιούµε σαν Precision και Accuracy Goal την τιµή 13, ο-
πότε η ακρίβεια στην διατήρηση του ολοκληρώµατος του Jacobi που επιτυγχάνεται είναι
της τάξεως του 10−12. Την ίδια στιγµή ο απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος είναι 0,1
δευτερόλεπτα.

Σχήµα 3.24: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο BDF.

3.2.9 Explicit Runge-Kutta

Η µέθοδος Explicit Runge-Kutta είναι µία µέθοδος η οποία ϕαίνεται έχει πολύ καλά α-
ποτελέσµατα. Αν καθορίσουµε τα Precision και Accuracy Goal να έχουν την τιµή 16 ο
υπολογιστικός χρόνος που απαιτείται είναι 0,19 δευτερόλεπτα και η ακρίβεια στην δια-
τήρηση του ολοκληρώµατος του Jacobi είναι της τάξης του 10−16.

3.2.10 Implicit Runge-Kutta

Εξαιρετικά ϕαίνεται ότι δουλέυει και η µέθοδος Implicit Runge-Kutta ειδικά όσον αφορά
στο κοµµάτι της ακρίβειας ολοκλήρωσης. ΄Ετσι τα αποτελέσµατα τα οποία προκύπτουν
από την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων µε την µέθοδο αυτή αναφέρονται σε τιµή
των Precision και Accuracy Goal 14. Ο απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος είναι 41,89
δευτερόλεπτα και η ακρίβεια που επιτυγχάνεται είναι της τάξεως του 10−16.

3.3 Συµπεράσµατα

΄Εχοντας πλέον δει τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα της κάθε µεθόδου ϑα πρέπει
πλέον να αποφασίσουµε το ποια µέθοδο ϑα χρησιµοποιούµε από εδώ και πέρα στους υ-
πολογισµούς µας. Είναι προφανές ότι δεν υπάρχει µία µέθοδος η οποία να δουλεύει τόσο
καλύτερα από όλες τις άλλες ώστε η χρήση της να είναι πανάκεια. Βεβαίως σε σχέση µε
τα αποτελέσµατα µας µπορούµε να πειραµατιστούµε ακόµα περισσότερο µε τις διάφορες
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Σχήµα 3.25: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Explicit Runge-Kutta.

Σχήµα 3.26: Εξέλιξη του ολοκληρώµατος του Jacobi µε την µέθοδο Implicit Runge-Kutta.

µεθόδους µας αυξοµειώνοντας τα Precision και Accuracy Goal και παρατηρώντας τι ε-
πίδραση υπάρχει στον υπολογιστικό χρόνο και στην διατήρηση των ολοκληρωµάτων της
κίνησης σε κάθε πρόβληµα ξεχωριστά.

Σε γενικές γραµµές οι µέθοδοι οι οποίες παρέχουν πολύ καλά αποτελέσµατα αναφο-
ϱικά µε την ακρίβεια είναι οι multistep µέθοδοι Runge Kutta,Adams,BDF. Θα σταθούµε
κυρίως στην Explicit Runge Kutta µέθοδο διότι είναι είναι αρκετά γρήγορη ενώ ταυ-
τόχρονα παρέχει και εξαιρετική ακρίβεια. ΄Ετσι σε γενικές γραµµές στους υπολογισµούς
µας προτιµήσαµε αυτήν σαν µέθοδο αριθµητικής ολοκλήρωσης. Μάλιστα όταν ϑέσαµε τα
Precision και Accuracy Goal στην Explicit Runge Kutta τότε επιτύχαµε διατήρηση των

35



Κεφάλαιο 3. Αποτελέσµατα αριθµητικής ολοκλήρωσης για τις διάφορες προσεγγίσεις του προβλήµατος
των τριών σωµάτων.

Μέθοδος Precision και Accuracy Goal Ακρίβεια χρόνος(sec)
Explicit Euler 9 10−7 11,91

Linearly Implicit Euler 7 10−5 13,56
Explicit Midpoint 13 10−13 17

Explicit Modified Midpoint 13 10−13 23,63
Linearly Implicit Midpoint 11 10−11 25,7

Linearly Implicit Modified Midpoint 10 10−5 13,73
Adams 13 10−11 0,015
BDF 13 10−13 0,088

Explicit Runge-Kutta 16 10−12 0,19
Implicit Runge-Kutta 14 10−16 38,64

Πίνακας 3.2: Σύγκριση των διάφορων µεθόδων αριθµητικής ολοκλήρωσης για το περιορισµένο κυκλικό
πρόβληµα

ολοκληρωµάτων της κίνησης εφάµιλλη µε την Implicit µέθοδο και µάλιστα λίγο ταχύτερα
. ΄Οταν όµως είχαµε stiff εξισώσεις τότε αναγκαστικά είτε χρησιµοποιούσαµε την Stiff-
nessSwitching µέθοδο είτε απευθείας την Implicit Runge Kutta κάτι το οποίο επιβράδυνε
όπως είπαµε τους υπολογισµούς µας αλλά µας εξασφάλιζε την επίλυση των διαφορικών
εξισώσεων.

Σε κάποιες όµως περιπτώσεις δεν µας ενδιέφερε τόσο πολύ η ακρίβεια αλλά περισσότερο
η ταχύτατη αριθµητική ολοκλήρωση. Σε τέτοιες περιπτώσεις (π.χ. υπολογισµός περιοδι-
κών τροχιών) χρησιµοποιήσαµε την ταχύτατη µέθοδο Adams. Η µέθοδος αυτή παρέχει
καλή ακρίβεια, όχι ϐέβαια τόσο καλή όσο άλλες µέθοδοι έχει το πλεονέκτηµα όµως ότι
είναι πάρα πολύ γρήγορη. ΄Ετσι προτιµάται σε περιπτώσεις όπου έχουµε να επιλύσουµε
ένα τεράστιο αριθµό διαφορικών εξισώσεων οπότε µας ενδιαφέρει πάρα πολύ η ταχύτητα
σε ϐάρος της ακρίβειας.

Συνοψίζοντας η επιλογή της κατάλληλης µεθόδου επαφίεται στο τι είδους αριθµητική
ολοκλήρωση επιθυµούµε. Εάν το κριτήριο είναι η ακρίβεια τότε χρησιµοποιούµε την
Explicit Runge Kutta, όταν έχουµε stiff εξισώσεις τότε χρησιµοποιούµε την Implicit Runge
Kutta, ενώ τέλος όταν ϑέλουµε να έχουµε ταχύτατη επίλυση διαφορικών εξισώσεων έχοντας
µια καλή ακρίβεια χρησιµοποιούµε την µέθοδο Adams.
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Κεφάλαιο 4

Περιοδικές τροχιές στο περιορισµένο
κυκλικό πρόβληµα

4.1 Επιφάνειες τοµής Poincare

4.1.1 Ορισµός και ιδιότητες τοµής Poincare

Πριν αναλύσουµε την διαδικασία εύρεσης περιοδικών τροχιών είναι αναγκαίο να ανα-
ϕερθούµε σε ένα απο τα σηµαντικότερα εργαλεία της Μηχανικής, τις επιφάνειες τοµής
Poincare. Καθώς αναφερόµαστε στο περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα είναι χρήσιµο να
υπενθυµίσουµε ότι οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβληµα είναι οι 1.25-
1.26. Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα πρόβληµα το οποίο έχει 2 ϐαθµούς ελευθερίας.
Συνεπώς ο χώρος των ϕάσεων στην περίπτωση αυτή είναι ένας τετραδιάστατος χωρος (οι
συντεταγµένες είναι οι ϑέσεις x, y και οι ορµές ẋ, ẏ) οπότε είναι πάρα πολύ δύσκολο να
αναπαραστίσουµε στον χώρο αυτόν µία τροχιά. ΄Ολες οι συντεταγµένες οι οποίες αναφέρον-
ται στο κεφάλαιο αφορούν το 3o σώµα και για λόγους ευκολίας δεν ϑα τοποθετείται στο
κεφάλαιο αυτό ο δείκτης 3 στις συντεταγµένες.

Το πρόβληµα δύναται να απλοποιηθεί αν λάβουµε υπόψιν µας την ύπαρξη ενός ολο-
κληρώµατος της κίνησης στο κυκλικό πρόβληµα,του ολοκληρώµατος του Jacobi. Με την
ϐοήθεια αυτού µπορεί να εκφραστεί µία από τις συντεταγµένες συναρτήσει των άλλων 3
οπότε πλέον δηµιουργείται ένας τριδιάστατος χώρος µε συντεταγµένες τις x, y, ẋ. ΄Ηδη
κατά αυτόν τον τρόπο µπορούµε να οπτικοποιήσουµε τον χώρο τον ϕάσεων. Εν τούτοις το
πρόβληµα µπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω εάν ϑεωρήσουµε µία τοµή του χώρου αυτού,
παραδείγµατος χάριν την y = 0. Πλέον δηµιουργείται µία επίπεδη επιφάνεια η οποία
ονοµάζεται επιφάνεια τοµής Poincare. Είναι πλήρως αντιληπτό ότι οι επιφάνειες τοµής
Poincare αποτελούν ένα εργαλείο µελέτης συστηµάτων 2 ϐαθµών ελευθερίας για τον απλό
λόγο της οπτικοποίησης του χώρου των ϕάσεων. Η όλη διαδικασία αποτελεί την µετάβαση
από µια συνεχή ϱοή σε έναν πολύπλοκο χώρο των ϕάσεων σε µία διακριτή ϱοή σε έναν
χώρο λιγότερων διαστάσεων.

Το επόµενο ερώτηµα το οποίο εγείρεται είναι το τι είδους πληροφορία µπορούµε να
αντλήσουµε από µία τοµή Poincare για µία τροχιά. Η αλήθεια είναι ότι ανάλογα µε το
είδος της τροχιάς που έχουµε υπάρχει και διακριτή απεικόνιση της τροχιάς στην τοµή.
΄Ετσι µπορούµε µέσω της τοµής να αποφανθούµε για το εάν η τροχιά που έχουµε είναι
χαοτική ή κανονική και τέλος για το εάν είναι περιοδική ή ηµιπεριοδική τροχιά.

Πράγµατι η απεικόνιση µιας χαοτικής τροχιάς στην τοµή είναι η ύπαρξη διάσπαρτων
σηµείων και είναι πλήρως διακριτή από την συµπεριφορά µιας κανονικής τροχιάς η ο-
ποία σχηµατίζει µια αναλλοίωτη καµπύλη. Ακόµα µία περιοδική τροχιά αντιστοιχεί σε
ένα σταθερό σηµείο της απεικόνισης ενώ από την µορφή του χώρου γύρω από το σταθερό
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σηµείο της περιοδικής τροχιάς µπορούµε να προσδιορίσουµε το εάν έχουµε ευσταθή ή
ασταθή περιοδική τροχιά. Εάν το σταθερό σηµείο ϐρίσκεται εντός µιας νησίδας στην τοµή
τότε πρόκειται για ευσταθή περιοδική τροχιά ενώ όταν η περιοχή σχηµατίζει µία υπερ-
ϐολική δοµή (ένα Χ) τότε πρόκειται για ασταθή περιοδική τροχιά. Για να γίνουν όλα τα
παραπάνω αντιληπτά στο σχήµα 4.1 ϕαίνονται παραδείγµατα των παραπάνω διακριτών
συµπεριφορών.

Σχήµα 4.1: Επιφάνεια τοµής Poincare στην οποία ϕαίνονται χαοτικές, ευσταθείς και ασταθείς περιοδικές
τροχιές

4.1.2 Υπολογιστική µέθοδος κατασκευής τοµών Poincare

Η κατασκευή υπολογιστικά µίας τοµής Poincare είναι µια σχετικά απλή διαδικασία. Σε
πρώτη ϕάση όπως έχουµε ήδη πει εκµεταλευόµαστε το ότι υπάρχει ολοκλήρωµα της κίνη-
σης για το κυκλικό πρόβληµα στο περιστρεφόµενο σύστηµα. ΄Ετσι για µία δεδοµένη τιµή
του ολοκληρώµατος του Jacobi Cj µπορούµε να εκφράσουµε την µία µεταβλητή συναρ-
τήσει των άλλων 3. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο µπορούµε γνωρίζοντας την τιµή του ολοκληρώµα-
τος του Jacobi και τις αρχικές συνθήκες 3 εκ των 4 µεταβλητών µας να προσδιορίσουµε
και την 4η µεταβλητή. ΄Εχοντας αρχικές λοιπόν αρχικές συνθήκες για όλες τις µεταβλητές
µπορούµε να επιλύσουµε τις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβληµά µας.

Η εντολή NDSolve της Mathematica µπορεί να πάρει σαν option την εντολή Event
Locator µε την οποία ενώ επιλύει τις διαφορικές εξισώσεις ελέγχει ταυτόχρονα και το
εάν κάποια µεταβλητή παίρνει την τιµή την οποίο ορίζουµε στο πρόγραµµα να ελέγξει.
΄Ετσι καθώς µιλάµε για τοµή εµάς µας ενδιαφέρει όχι µόνο η επίλυση των διαφορικών
εξισώσεων αλλά και ο έλεγχος της τιµής του y. ΄Ετσι απαιτούµε από το πρόγραµµα όποτε
το y = 0 να µας εκτυπώνει τις τιµές των άλλων 3 µεταβλητών. Κρατώντας µάλιστα το
Ϲεύγος τιµών ( x0, ẋ0) µπορούµε στο επίπεδο ( x, ẋ) να σχηµατίσουµε ένα σηµείο. Καθώς
εξελίσσεται το σύστηµα µας συµβαίνει και σε µελλοντικούς χρόνους το y = 0, οπότε
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παίρνουµε περισσότερα σηµεία. Η διαδικασία διακόπτεται κατ΄ εντολή µας αφού έχει
τρέξει για κάποιο χρονικό διάστηµα ή αλλιώς αν έχουµε πάρει εναν συγκεκριµένο αριθµό
σηµείων.

Σχήµα 4.2: Κατασκευή τοµής Poincare

Θα πρέπει τέλος να προσέξουµε ότι καθώς η τροχιά τέµνει το επίπεδο y = 0 υπάρχουν
δύο διαφορετικοί τρόποι διαγραφής του ϕαινοµένου, από πάνω προς τα κάτω (ẏ < 0) και
αντίστροφα (ẏ > 0). Εµάς σε κάθε περίπτωση µας ενδιαφέρει ένας από τους 2 τρόπους
διαγραφής και όχι και οι 2. Αυτό µπορούµε να το δηλώσουµε στην Event Locator µε την
εντολή Direction. Στο πρόγραµµά µας συνήθως απαιτούσαµε (ẏ < 0).

Ο τρόπος σύνταξης της EventLocator ϕαίνεται στο επόµενο τµήµα κώδικα:

NDSolve[{equations+initial conditions},{solutions},
{variable,minimum value,maximum value},
Method->{EventLocator, "Event" -> function to be examined,
"Direction" -> direction of phenomenon,
"EventAction" :> action to be done when event is satisfied}]

Αν παραδείγµατος χάρη ϑέλουµε να εξετάσουµε την διαφορική εξίσωση ẍ(t)+2x(t) = 0
µε x(0) = 0, ẋ(0) = 1 ως προς το πότε η λύση x(t) γίνεται 0 γράφουµε τα εξής :

NDSolve[{x’’[t] + 20 x[t] == 0, x[0] == 0, x’[0] == 1}, x, {t, 0, 10},
Method -> {EventLocator, "Event" -> x[t], "Direction" -> 1,

"EventAction" :> Print["t when x=0 t=", t]}]

΄Εχοντας αναλύσει τον τρόπο λειτουργίας του EventLocator κατασκευάζουµε µία υ-
πορουτίνα προκειµένου να κατασκευάζουµε τοµές Poincare. Αυτή είναι η PoincareSe-
ction2 και ο τρόπος που λειτουργεί ϕαίνεται στο σχήµα 4.3.

4.2 Ευρεση περιοδικών τροχιών στο περιορισµένο κυκλικό πρόβλη-
µα

΄Εχοντας µελετήσει ένα πολύ σηµαντικό εργαλείο όπως είναι η τοµή Poincare είδαµε το ότι
οι περιοδικές τροχιές παρουσιάζουν διακριτή συµπεριφορά οπότε µπορούµε να αποφαν-
ϑούµε για τις αρχικές συνθήκες µιας περιοδικής τροχιάς. Η αλήθεια είναι ότι δεν είναι
τόσο εύκολο να προσδιορίσουυµε περιοδικές τροχιές Ασφαλώς είδαµε ότι µέσω της τοµής
είναι αρκετά εύκολο να προσδιορίσουµε που περίπου ϐρίσκεται µια περιοδική τροχιά εν
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Σχήµα 4.3: Υπολογιστική µέθοδος κατασκευής επιφάνειας τοµής Poincare

τούτοις το να την προσδιορίσουµε µε µεγάλη ακρίβεια δεν είναι και τόσο εύκολο. Συνεπώς
η διαδικασία εύρεσης µίας περιοδικής τροχιάς περιλαµβάνει την εκκίνηση από µία τροχιά
η οποία ϐρίσκεται κοντά στην περιοδική και στην συνέχεια σταδιακή προσέγγιση της.

Για να προσδιορίσουµε όµως µια περιοδική τροχιά ϑα πρέπει να γνωρίζουµε τα ιδια-
ίτερα χαρακτηριστικά που την διαχωρίζουν από τις άλλες τροχιές. ΄Εστω x0, y0, ẋ0, ẏ0 οι
αρχικές συνθήκες µίας τροχιάς. Καθώς το σύστηµα εξισώσεων του κυκλικού προβλήµατος
των 3 σωµάτων είναι οι (1.25-1.26), οι λύσεις του συστήµατος µπορούν να γραφτούν µε
την µορφή:

x = x(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t)

y = y(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t)

Με ϐάση αυτόν τον ϕορµαλισµό για µία περιοδική τροχιά ισχύει :

x(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t+ T ) = x(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t)

y(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t+ T ) = y(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t)

αλλά και :
ẋ(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t+ T ) = ẋ(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t)

ẏ(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t+ T ) = ẏ(x0, y0, ẋ0, ẏ0; t)

όπου µε Τ συµβολίζεται η περίοδος της περιοδικής τροχιάς.
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4.2.1 Συµµετρικές περιοδικές τροχιές

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία ϑα προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε συµµετρικές
περιοδικές τροχιές οι οποίες αποτελούν και την πιο απλή κατηγορία περιοδικών τροχιών.
Η διαφοροποίησή τους έγκειται στο γεγονός ότι είναι αναλλοίωτες κατά τον µετασχηµατι-
σµό :

x→ x y → −y t→ −t
Πρακτικά αυτό σηµαίνει ότι για τις συµµετρικές περιοδικές τροχιές όταν αυτές ανα-

παρασταθούν στο επίπεδο x, y υπάρχει άξονας συµµετρίας ο οποίος είναι ο άξονας x′x.
Συνεπώς αντιλαµβανόµαστε ότι αυτό µπορεί να συµβεί µόνο όταν αρχικά το σώµα ξεκινήσει
από κάποιο σηµείο του άξονα x′x µε ταχύτητα κάθετη δηλαδή έχοντας αρχικές συνθήκες :

(x0, y0, ẋ0, ẏ0) = (x0, 0, 0, ẏ0) (4.1)

Ουσιαστικά λοιπόν µια συµµετρική περιοδική τροχιά µπορεί να περιγραφεί από 2 µόνο
αρχικές συνθήκες ως εξής : (x0, ẏ0). Ασφαλώς είναι πολύ εύκολο να προσδιοριστεί και το
ολοκλήρωµα του Jacobi µέσω αυτόν των 2 µεταβλητών οπότε οι αρχικές συνθήκες τις
τροχιάς να γραφούν σαν (x0, Cj).

Σχήµα 4.4: Μία συµµετρική περιοδική τροχιά

4.2.2 Οι εξισώσεις µεταβολών

΄Εστω ότι έχουµε το µη γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

ẋ = Fi(xi, ..., xn), (i = 1, ..., n) (4.2)

και έστω µία λύση x10(t) του συστήµατος αυτού. Μια γειτονική λύση µπορεί να γραφτεί
µε την µορφή

x′i(t) = xi(t) + ξi(t), (i = 1, ..., n) (4.3)

όπου οι ξi(t) είναι οι µετατοπίσεις της γειτονικής λύσης ως προς την αρχική λύση για την
ίδια χρονική στιγµή t. Εφόσον και η γειτονική λύση είναι λύση του αρχικού συστήµατος
ισχύει ότι :

ẋi(t) + ξ̇i(t) = Fi(xi + ξi, ..., xn + ξn), (i = 1, ..., n) (4.4)
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Αναπτύσσοντας σε όρους 1ης προκύπτει ότι :

ẋi(t) + ξ̇i(t) = Fi(xi, ..., xn) +
n∑
j=1

∂Fi
∂xj

ξj, (i = 1, ..., n) (4.5)

Λαµβάνοντας υπόψιν την 4.2 προκύπτει λοιπόν ότι οι εξισώσεις µεταβολών δίνονται από
τον τύπο:

ξ̇i(t) =
n∑
j=1

∂Fi
∂xj

ξj, (i = 1, ..., n) (4.6)

Η πληροφορία που µπορούµε να αντλήσουµε από τις εξισώσεις µεταβολών αφορά την
συµπεριφορά στην περιοχή της λύσης xi(t) σε όρους πρώτης τάξης ως προς ξi .

Προκειµένου όµως να λυθούν οι εξισώσεις µεταβολών απαιτούνται και αντίστοιχες αρ-
χικές συνθήκες. Οι αρχικές συνθήκες των εξισώσεων µεταβολών είναι οι :

ξ
(k)
i (0) =

∂xi0
∂xk0

= δik (4.7)

όπου το δik είναι το δέλτα του Kronecker.
Περνώντας στο κυκλικό πρόβληµα των 3 σωµάτων αλλάζουµε λίγο τον ϕορµαλισµό και

συµβολίζουµε µε x, y, ẋ = ux, ẏ = uy τις λύσεις των εξισώσεων οι οποίες περιγράφουν το
πρόβληµα και µε w1, w2, w3, w4 τις αντίστοιχες διαταραχές.

Σύµφωνα µε την 4.6 µπορούµε να γράψουµε για τις εξισώσεις µεταβολών την σχέση:
ẇ1

ẇ2

ẇ3

ẇ3

 =


∂F1

∂x
∂F1

∂y
∂F1

∂ux

∂F1

∂uy
∂F2

∂x
∂F2

∂y
∂F2

∂ux

∂F2

∂uy
∂F3

∂x
∂F3

∂y
∂F3

∂ux

∂F3

∂uy
∂F4

∂x
∂F4

∂y
∂F4

∂ux

∂F4

∂uy




w1

w2

w3

w4

 (4.8)

όπου

F1 = ẋ3

F2 = ẏ3

F3 = u̇x3 = ẍ3

F3 = u̇y3 = ÿ3

Συνεπώς ο πίνακας απλοποιείται περαιτέρω εκτελώντας τις πράξεις και γίνεται :
ẇ1

ẇ2

ẇ3

ẇ3

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
Uxx Uxy 0 2
Uxy Uyy −2 0




w1

w2

w3

w4

 (4.9)

όπου ισχύει :

Uxx = 1 +
µ[2(x+ µ− 1)2 − y3]

r5
23

+ (1− µ)
2(x+ µ)2 − y2

r2
13

(4.10)

Uyy = 1 + µ
2y2 − (x+ µ− 1)2

r5
23

+ (1− µ)
2y2 − (x+ µ)2

r2
13

(4.11)
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Uxy = 3y(µ
x+ µ− 1

r5
23

+ (1− µ)
x+ µ

r2
13

) (4.12)

΄Οσον αφορά τώρα στην λύση του συστήµατος των εξισώσεων µεταβολών αυτή εκφράζεται
υπό µορφή πίνακα:

~w(t) = X(t)~w(0) (4.13)

Ο πίνακας Χ ονοµάζεται ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων και τα στοιχεία του υπολογίζονται
αν πάρουµε όλες τς δυνατούς συνδυασµούς αρχικών συνθηκών όπως προβλέπονται από
το δέλτα του Kronecker, δηλαδή για αρχικές συνθήκες αποκλίσεων :

~w(0) =


1
0
0
0

 , ~w(0) =


0
1
0
0

 , ~w(0) =


0
0
1
0

 , ~w(0) =


0
0
0
1

 (4.14)

Με ϐάση όλα τα παραπάνω τα στοιχεία του ϑεµελιώση πίνακα λύσεων εκφράζουν τις
εξής ποσότητες.

X(t) =


∂x
∂x0

∂x
∂y0

∂x
∂ux0

∂x
∂uy0

∂y
∂x0

∂y
∂y0

∂y
∂ux0

∂y
∂uy0

∂ux

∂x0

∂ux

∂y0
∂ux

∂ux0

∂ux

∂uy0
∂uy

∂x0

∂uy

∂y0

∂uy

∂ux0

∂uy

∂uy0

 (4.15)

Είναι προφανές ότι για χρόνο t = 0 ισχύει για τον ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων:

X(0) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.16)

Ο ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων µας είναι ένας συµπλεκτικός πίνακας. Συνεπώς οι
ιδιοτιµές του πίνακα αυτού είναι 2 Ϲευγάρια µιαγαδικών συζυγών αριθµών. Αυτό έχει σαν
αποτέλεσµα να ισχύει για τις 4 ιδιοτιµές µας ότι λ1 · λ2 = 1, λ3 · λ4 = 1. Αυτή η ιδιότητα
µπορεί έχει ως αποτέλεσµα την διατήρηση της ορίζουσας του πίνακα διότι :

det(X(t)) = λ1 · λ2 · λ3 · λ4 = 1 (4.17)

Οι ιδιότητες αυτές του ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον
έλεγχο της ακρίβειας των υπολογισµών µας.

Ακόµα ορίζεται σαν µονόδροµος πίνακαςX(T ) ο ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων για χρόνο
t = T όπου Τ είναι η περίοδος της περιοδικής τροχιάς. Μία επιπλέον ιδιότητα του
µονόδροµου πίνακα είναι ότι λ1, λ2 = 1 οπότε οι ιδιοτιµές οι οποίες πλέον καταδεικνύουν
την ευστάθεια της περιοδικής τροχιάς είναι οι λ3, λ4.

4.2.3 Ευστάθεια περιοδικής τροχιάς

Η ευστάθεια µιας περιοδικής τροχιάς εξαρτάται από τις ιδιοτιµές του µονόδροµου πίνακα
λύσεων. Ορίζεται σαν δείκτης ευστάθειας Κ (ή SI εκ του stability index στο πρόγραµµά
µας) η ποσότητα:
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K = trace(X(T ))− 2 (4.18)

όπου trace (X(T)) είναι το ίχνος του µονόδροµου πίνακα trace(X(T )) = λ1 +λ2 +λ3 +λ4.
Από την τιµή του Κ εξαρτάται η ευστάθεια της περιοδικής τροχιάς. ΄Ετσι προκύπτουν

οι εξής περιπτώσεις :

• |K| < 2 Ευσταθής περιοδική τροχιά

• |k| > 2 Ασταθής περιοδική τροχιά

• |K| = 2 Κρίσιµη ευσταθής περιοδική τροχιά

4.2.4 Υπολογιστική διαδικασία εύρεσης συµµετρικής περιοδικής τροχιάς

Αναφερθήκαµε ήδη στην διακριτή συµπεριφορά µιας περιοδικής τροχιάς στην επιφάνεια
τοµής Poincare. Συνεπώς µέσα από µια τέτοια τοµή η οποία αντιστοιχεί σε δεδοµένη ενέρ-
γεια CJ , ξέρουµε ῾῾ περίπου ᾿᾿ τις αρχικές συνθήκες µιας συµµετρικής περιοδικής τροχιάς
ϐρίσκοντας προσεγγιστικά τα (x0, ẋ0) µέσα από την τοµή και γνωρίζοντας µε ακρίβεια το
CJ από την τοµή και ότι y0 = 0.

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω προσεγγιστικές αρχικές συνθήκες µπορούµε να υπο-
λογίσουµε και την uy0. ΄Ετσι πλέον µπορούµε να εκτελέσουµε την αριθµητική ολοκλήρωση
για αυτήν την τροχιά έως τον χρόνο T ο οποίος αντιστοιχεί στον χρόνο που απαιτείται για
να ξαναγίνει y(T ) = 0.Προκειµένου να ελέγξουµε εάν η τροχιά µας είναι περιοδική ελέγ-
χουµε τις συνθήκες περιοδικότητας. Εµείς στο πρόγραµµά µας ελέγξαµε τις παρακάτω
συνθήκες.

y(x0, y0, ux0, uy0;T ) = y(x0, y0, ux0, uy0; 0)

ux(x0, y0, ux0, uy0;T ) = ux(x0, y0, ux0, uy0; 0)

Ασφαλώς η τροχιά που επιλέξαµε µε το ῾῾ µάτι ᾿᾿ από την τοµή Poincare δεν είναι δυνατόν
να είναι περιοδική και συνεπώς ϑα έχουµε απόκλιση από τις παραπάνω συνθήκες. Το
επόµενο ϐήµα είναι να προσπαθήσουµε να διορθώσουµε τις αρχικές συνθήκες που είχαµε
ώστε να πέσουµε πιο κοντά στην περιοδική τροχιά. Οι συνθήκες τις οποίες διορθώνουµε
είναι ο χρόνος τοµής Τ και η ταχύτητα ẏ = uy.

΄Ετσι µετά την διόρθωση που κάνουµε ϑέλουµε να ισχύουν οι συνθήκες περιοδικότητας
δηλαδή:

y(x0, y0, ux0, uy0 + duy0;T + dT ) = 0

ux(x0, y0, ux0, uy0 + duy0;T + dT ) = 0

Εάν αναπτύξουµε το πρώτο µέλος των 2 εξισώσεων σε ανάπτυγµα Taylor τότε προ-
κύπτουν οι εξής σχέσεις

y(x0, y0, ux0, uy0;T ) +
∂y

∂t
|T · dT +

∂y

∂uy0
|T · duy = 0

ux(x0, y0, ux0, uy0;T ) +
∂ux
∂t
|T · dT +

∂ux
∂uy0
|T · duy = 0

Συνεπώς λύνοντας το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων προκύπτει ότι οι διορθώσεις δίνον-
ται από τους τύπους :
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duy = −
ux(T ) · ∂y

∂t
|T − y(T ) · ∂ux

∂t
|T

∂ux

∂uy0
|T · ∂y∂t |T −

∂y
∂uy0
|T · ∂ux

∂t
|T

(4.19)

dT =

∂ux

∂uy0
|T · y(T )− ∂y

∂uy0
|T · ux(T )

∂y
∂uy0
|T · ∂ux

∂t
|T − ∂ux

∂uy0
|T · ∂y∂t |T

(4.20)

Στον τύπο αυτό τα ux(T ), y(T ), ∂ux

∂t
|T = u̇x(T ), ∂y

∂t
|T = ẏ(T ) ϐρίσκονται από την επίλυση

των διαφορικών εξισώσεων ενώ τα ∂y
∂uy0
|T , ∂ux

∂uy0
|T ϐρίσκονται από την επίλυση των εξισώσεων

µεταβολών ως στοιχεία του ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων. ΄Ετσι πλέον έχουµε τις νέες αρχικές
συνθήκες (x0, y0, ux0, uy0 + duy0;T + dT ) οι οποίες πλησιάζουν περισσότερο την περιοδι-
κή τροχιά. Αυτή η διαδικασία επαναλαµβάνεται έως ότου προσεγγιστεί µε την επιθυµητή
ακρίβεια η περιοδική τροχιά. Ουσιαστικά έχουµε µία µέθοδο Newton-Raphson η οποία
συγκλίνει εάν οι αρχικές µας συνθήκες ϐρίσκονται αρκούντως κοντά στην περιοδική τρο-
χιά. Ως ακρίβεια µε την οποία προσεγγίζουµε την περιοδική τροχιά ορίζεται η ποσότητα:

Acc =
√
ux(T )2 + y(T )2 (4.21)

Μία τελευταία λεπτοµέρεια την οποία οφείλουµε να επισηµάνουµε για τις περιοδικές
τροχιές είναι η πολλαπλότητα τους k. Μια περιοδική τροχιά λέµε ότι έχει πολλαπλότητα
k όταν έως ότου να διαγραφεί ολόκληρη τέµνει k ϕορές το επίπεδο της τοµής Poincare
δηλαδή το y = 0 µε συγκεκριµένη ϕορά διαγραφής (π.χ. ẏ < 0).Συνεπώς µία τροχιά µπο-
ϱεί να είναι k περιοδική και αντίστοιχα περιγράφεται στην τοµή Poincare από k σηµεία.
Υπολογιστικά εάν ψάχνουµε τέτοιες περιοδικές τροχιές η διαφοροποίηση την οποία πρέπει
να κάνουµε έχει να κάνει µε το ότι η µέθοδος MethodLocator δεν πρέπει να ψάχνει την 1η

ϕορά για την οποία ϑα γίνει το y = 0 αλλά την kη, κάτι το οποίο ελέγχει ο ίδιος ο χρήστης.
Η υπορουτίνα η οποία ϐρίσκει περιοδικές τροχιές είναι η PeriodicOrbitVar και ο τρόπος
λειτουργίας της ϕαίνεται στο σχήµα 4.5:

4.2.5 Οικογένειες περιοδικών τροχιών

Οι περιοδικές τροχιές σχηµατίζουν οικογένειες κατά µήκος των οποίων µεταβάλλεται η
περίοδος. ΄Οσον αφορά τώρα στον τρόπο αναπαράστασης µίας τέτοιας οικογένειας πε-
ϱιοδικών τροχιών, όπως αναφέραµε και πριν µία περιοδική τροχιά περιγράφεται από 2
αρχικές συνθήκες, είτε ((x0, ẏ0)) είτε σαν (x0, Cj). ΄Ετσι µια οικογένεια περιοδικών τροχιών
προκύπτει από την ένωση πολλών τέτοιων σηµείων που αντιστοιχούν σε περιοδικές τροχιές
δηµιουργώντας έτσι µία καµπύλη, την καµπύλη της οικογένειας.

Πάντοτε λοιπόν σε µία τέτοια καµπύλη ϑα υπάρχει µία εξαρτηµένη µεταβλητή και µία
ανεξάρτητη. Ανάλογα µε την επιλογή που ϑα κάνουµε για τις µεταβλητές µπορούµε να
δηµιουργήσουµε διαφορετικές οικογένειες περιοδικών τροχιών. Στην παρούσα εργασία
ϑα µελετήσουµε οικογένειες που αφορούν το Ϲεύγος (x0, Cj) είτε οικογένειες (x0, µ) οι
οποίες προκύπτουν καθώς µεταβάλλεται η µάζα.

Οι υπορουτίνες οι οποίες ϑα χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή των οικογενειών είναι
στην πρώτη περίπτωση η FamiliesXUY όπου η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι η ϑέση x0 και
εξαρτηµένη είναι η ενέργεια Cj και στην δεύτερη περίπτωση η FamiliesMUY όπόυ και
ανεξάρτητη µεταβλητή είναι η µάζα µ και εξαρτηµένη είναι η ενέργεια Cj.

Υπολογιστικά και οι 2 υπορουτίνες στηρίζονται στην υπορουτίνα PeriodicOrbitVar η
οποία εκτελείται Ν ϕορές όπου Ν είναι ο αριθµός των περιοδικών τροχιών τις οποίες ϑέλου-
µε να έχει η οικογένεια ενώ σε κάθε εκτέλεση µεταβάλλουµε την ανεξάρτητη µεταβλητή
κατά έναν παράγοντα dx0 ή dµ αντίστοιχα.
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Σχήµα 4.5: Υπολογιστική µέθοδος εύρεσης συµµετρικών περιοδικών τροχιών
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Σχήµα 4.6: Υπολογιστική µέθοδος εύρεσης οικογενειών συµµετρικών περιοδικών τροχιών
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Κεφάλαιο 5

Μελέτη της οικογένειας ΙΙ περιοδικών
τροχιών του κυκλικού προβλήµατος

5.1 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα Ηλιος-Ποσειδώνας- K.B.O. (µ =
5.178 · 10−5)

Το αντικείµενο µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε εκτενώς σε αυτό το κεφάλαιο είναι η µελέτη
µίας συγκεκριµένης οικογένειας περιοδικών τροχιών έχοντας ως αφορµή την εργασία των
[16]. Σε αυτήν την εργασία µε ϐάση το περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα για το σύστηµα
΄Ηλιος-Ποσειδώνας-K.B.O.(αντικείµενα της Ϲώνης Kuiper, αποδείχτηκε ότι για τους συντο-
νισµούς 1:2,1:3,1:4 υπάρχουν 2 κλάδοι συµµετρικών ελλειπτικών περιοδικών τροχιών οι
οποίοι έχουν ευσταθή και ασταθή τµήµατα. Με τον όρο ελλειπτικές τροχιές εννοούµε ότι
η τροχιά του 3oυ σώµατος είναι ελλειπτική στο αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων. Στο
σχήµα 5.1 ϕαίνονται τα αποτελέσµατα της εργασίας αυτής και για τους 3 συντονισµούς
και διακρίνονται εµφανώς τα ασταθή και ευσταθή τµήµατα των κλάδων.

Σχήµα 5.1: Οικογένειες περιοδικών τροχιών για τους συντονισµούς 1:2,1:3,1:4 στο σύστηµα ΄Ηλιος-
Ποσειδώνας-δορυφόρος όπως υπολογίστηκαν απο τους Voyatzis,Kotoulas,Hadjidemetriou
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Εµείς στην εργασία µας ασχοληθήκαµε εκτενώς µε τον συντονισµό 1:2. Συντονισµός
1:2 σηµαίνει ότι η περίοδος του K.B.O. είναι διπλάσια περίπου από την περίοδο του Πο-
σειδώνα και του ΄Ηλιου οι οποίοι στο περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα εκτελούν κυκλικές
τροχιές.

Αρχικά χρησιµοποιώντας τον δικό µας κώδικα και ειδικότερα την υπορουτίνα Fami-
liesXUY προσπαθήσαµε να επιβεβαιώσουµε τα αποτελέσµατα των [16]. Πράγµατι όπως
ϕαίνεται στο σχήµα 5.2 έχουµε επιβεβαιώσει τα αποτελέσµατα για τον δεξιό κλάδο ο οποίος
και είναι το αντικείµενο µελέτης µας.

Σχήµα 5.2: Η Οικογένεια περιοδικών τροχιών ΙΙ στο σύστηµα ΄Ηλιος-Ποσειδώνας-K.B.O.

΄Ετσι έχουµε αρχικά ένα ευσταθές τµήµα περιοδικών τροχιών, στην συνέχεια για µεγα-
λύτερο x0 ένα ασταθές τµήµα και τέλος ένα ακόµα ευσταθές τµήµα. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον
παρουσιάζει σε αυτό το σηµείο να δούµε πως είναι αυτές οι τροχιές στο περιστρεφόµενο
σύστηµα και πως στο αδρανειακό. Θα µελετήσουµε 4 διαφορετικές περιοδικές τροχιές
κατά µήκος της οικογένειας µε αρχικές συνθήκες που ϕαίνονται στον επόµενο πίνακα:

Τροχιά x0 uy0 Περίοδος CJ Ευστάθεια e
1 1.6295 -0.856532 12.5634 -3.14905 Ε 0.0263577
2 2.182 -1.64662 12.5667 -2.96639 Α 0.374527
3 2.782 -2.48376 12.5663 -2.28937 Α 0.752538
4 3.157 -3.09739 12.5664 -1.00633 Ε 0.988782

Πίνακας 5.1: Αρχικές συνθήκες περιοδικών τροχιών κατά µήκος της οικογένειας ΙΙ για µάζα µ = 5.178·10−5
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(α΄) Στο περιστρεφόµενο σύστηµα
συντεταγµένων

(ϐ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(γ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(δ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(ε΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(ϝ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(Ϲ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(η΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

Σχήµα 5.3: Οι περιοδικές τροχιές των οποίων οι αρχικές συνθήκες ϕαίνονται στον πίνακα 5.1
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Στον πίνακα 5.1 παρατηρούµε ότι η µία στήλη περιγράφει την εκκεντρότητα της τροχιάς
του K.B.O. στο αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων. Προκειµένου να υπολογιστεί αυτή η
εκκεντρότητα απαιτείται να µετασχηµατίσουµε τις συντεταγµένες στις οποίες εργαζόµαστε
σε στοιχεία τροχιάς (orbital elements). Για να συµβεί αυτό καταρχήν περνούµε από το
περιστρεφόµενο στο αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων µε τους γνωστούς µετασχηµατι-
σµούς και στην συνέχεια εκµεταλλευόµαστε τους επόµενους τύπους οι οποίοι µας δίνουν
τον µεγάλο ηµιάξονα A και την εκκεντρότητα e αν γνωρίζουµε την ϑέση και την ταχύτητα
του σώµατος στο αδρανειακό σύστηµα.

A =
1

2√
ξ23+η2

3

− ξ̇23+η̇2
3

1−µ

(5.1)

e =

√
1− (ξ3 · η̇3 − η3 · ξ̇3)2

A(1− µ)
(5.2)

Οι υπολογισµοί αυτοί εκτελούνται µε την ϐοήθεια της υπορουτίνας OrbitalElements.
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η εκτέλεση της υπορουτίνας OrbitalElements για

την κρίσιµη περίπτωση ευστάθειας, δηλαδή το να προσδιορίσουµε για ποια εκκεντρότητα
του K.B.O. η τροχιά γίνεται απο ευσταθής ασταθής. Οι αρχικές συνθήκες καθώς επίσης
και η εκκεντρότητα στην οποία συµβαίνει αυτή η αλλάγη ϕαίνεται στον επόµενο πίνακα:

x0 uy0 Περίοδος CJ e
1.642 -0.87512 12.5634 -3.14841 0.0342902

Πίνακας 5.2: Αρχικές συνθήκες περιοδική τροχιάς µε κρίσιµη ευστάθεια για µ = 5.178 · 10−5

5.2 Συνέχιση περιοδικών τροχιών µε παράµετρο το µ

Το επόµενο ερώτηµα το οποίο προκύπτει είναι εάν υπάρχει κάποια οικογένεια περιοδικών
τροχιών η οποία έχει τα ίδια χαρακτηριστικά µε αυτήν που µελετήσαµε για διαφορετική
τιµή της µάζας µ. Για να προσδιορίσουµε µία τέτοια οικογένεια περιοδικών τροχιών ξε-
κινάµε από αρχικές συνθήκες πάνω στην οικογένεια ΙΙ για µάζα µ = 5.178 · 10−5. Στην
συνέχεια δεν χρησιµοποιούµε σαν ανεξάρτητη µεταβλητή την ϑέση x0 όπως κάναµε πριν
αλλά την µάζα µ. Ουσιαστικά εάν ϑεωρήσουµε τον τριδιάστατο χώρο που ορίζεται από τις
µεταβλητές x0, Cj, µ στην πρώτη περίπτωση κινούµαστε πάνω στο επίπεδο µ = 5.178 ·10−5

ενώ στην δέυτερη στο επίπεδο x0 =σταθερό. ΄Ετσι ϑέλουµε να ϐρούµε που εντοπίζεται η
οικογένεια ΙΙ εάν ασφαλώς υπάρχει σε διαφορετικά επίπεδα µ. Υπολογιστικά για να το
επιτύχουµε αυτό χρησιµοποιούµε την υπορουτίνας FamiliesMUY προκειµένου ακριβώς
να αλλάξουµε επίπεδα µάζας και στην συνέχεια αφου εντοπίσουµε για αυτά µία περιο-
δική τροχιά η οποία συµπεριφέρεται όπως η αρχική χρησιµοποιούµε την υπορουτίνας
FamiliesXUY για να πάρουµε όλη την οικογένεια ΙΙ στο συγκεκριµέρο επίπεδο.

Οι αρχικές συνθήκες από τις οποίες ξεκινήσαµε είναι οι :

x0 uy0 Περίοδος CJ

2.857 -2.59229 12.5663 -2.14253444

Πίνακας 5.3: Αρχικές συνθήκες περιοδική τροχιάς πάνω στην ΙΙ

Η περίεργη αυτή οικογένεια µπορεί να σχεδιαστεί στο επίπεδο Cj −µ και έχει την εξής
µορφή:
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Σχήµα 5.4: Οικογένεια περιοδικών τροχιών ξεκινώντας απο µ = 5.178 · 10−5 και ϕτάνοντας σε µάζα µ = 0.1

Οι τιµές του µ στις οποίες ϑα αναζητήσουµε οικογένεια που έχει την ίδια συµπεριφορά
µε την οικογένεια που παρατηρήσαµε για µ = 5.178·10−5 είναι οι µ = 0.001, µ = 0.01, µ =
0.1. Συνεπώς ϑα πάρουµε τις αρχικές συνθήκες των περιοδικών τροχιών για αυτές τις
τιµές µάζας µ και στην συνέχεια ϑα εφαρµόσουµε την υπορουτίνα FamiliesXUY. Αυτές
οι αρχικές συνθήκες είναι οι επόµενες :

µ x0 uy0 Περίοδος CJ

0,001 2.857 -2.59236 12.5645 -2.14231
0,01 2.857 -2.59299 12.5478 -2.14016
0,1 2.857 -2.59901 12.3944 -2.11853

Πίνακας 5.4: Αρχικές συνθήκες περιοδικών τροχιών για διάφορες τιµές µ

5.3 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα Ηλιος-∆ίας-K.B.O. (µ = 0.001)

Η µάζα µ = 0.001 είναι η µάζα του ∆ία οπότε είναι πολύ ενδιαφέρον να δούµε εάν υπάρχει
τέτοιες ελλειπτικές συµµετρικές περιοδικές τροχιές. Πράγµατι εφαρµόζοντας την υπορου-
τίνα FamiliesXUY παίρνουµε µία οικογένεια η οποία έχει ίδια χαρακτηριστικά µε αυτήν
που συναντήσαµε για µάζα µ = 5.178 · 10−5. Η οικογένεια ϕαίνεται στο επόµενο σχήµα:

Η παρατήρηση η οποία πρέπει να γίνει είναι ότι ναι µεν η µορφή των περιοδικών
τροχιών της οικογένειας είναι ίδια για αυτό και δεν παραθέτουµε σε αυτό το σηµείο και
ενδεικτικές τροχιές όπως κάναµε για την µάζα του Ποσειδώνα, εν τούτοις παρατηρούµε
ότι τα 2 ευσταθή τµήµατα έχουν µικρύνει. Συνεπώς ϕαίνεται ότι η αύξηση της µάζας µ
επιδρά αρνητικά στα ευσταθή τµήµατα. ΄Οσον αφορά τώρα στην εκκεντρότητα της τροχιάς
που έχει κρίσιµη ευστάθεια οι αρχικές συνθήκες της ϕαίνονται στον επόµενο πίνακα:

Αν και τα ευσταθή τµήµατα έχουν µικρύνει εν τούτοις η εκκεντρότητα για την οποία
παρουσιάζετα οριακή ευστάθεια εδώ είναι µεγαλύτερη αλλά σε κάθε περίπτωση συγκρίσι-
µη µε αυτήν που παρατηρήσαµε στην προηγούµενη περίπτωση. Κατ΄ αρχάς ϕαίνεται ότι
η κρίσιµη εκκεντρότητα µεγαλώνει καθώς αυξάνεται η µάζα µ.
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Σχήµα 5.5: Η Οικογένεια περιοδικών τροχιών ΙΙ στο σύστηµα ΄Ηλιος-∆ίας-K.B.O.

x0 uy0 Περίοδος CJ e
1.6492 -0.885495 12.5371 -3.1496 0.03781

Πίνακας 5.5: Αρχικές συνθήκες περιοδική τροχιάς µε κρίσιµη ευστάθεια για µ=0,001

5.4 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα µε µ = 0.01

Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία την οποία αναλύσαµε πιο πριν προκειµένου να πάρουµε
την οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα µε µάζα µ=0,01. Η οικογένεια για αυτήν την µάζα έχει την
µορφή:

Και σε αυτήν την περίπτωση µπορούµε να παρατηρήσουµε το ότι η αύξηση του µ έχει
ως αποτέλεσµα την περαιτέρω στένωση των ευσταθών περιοχών και ειδικά της πρώτης
περιοχής. Αναφορικά τώρα µε την εκκεντρότητα για την οποία έχουµε κρίσιµη ευστάθεια
οι αρχικές συνθήκες της αντίστοιχης περιοδικής τροχιάς είναι οι επόµενες :

x0 uy0 Περίοδος CJ e
1.67634 -0.922853 12.3095 -3.16173 0.03429

Πίνακας 5.6: Αρχικές συνθήκες περιοδική τροχιάς µε οριακή ευστάθεια για µ=0,01

΄Οπως παρατηρούµε η εκκεντρότητα της ελλειπτικής τροχιάς µειώνεται τώρα ελάχιστα
σε σχέση µε πριν. ∆εν ϑα ήταν λάθος να πούµε ότι πρακτικά η εκκεντρότητα για την οποία
έχουµε οριακή ευστάθεια είναι περίπου η ίδια µέχρι τώρα καθώς οι αυξοµοιώσεις της είναι
πολύ µικρές. Το άξιον όµως σχολιασµού τώρα είναι το γεγονός ότι πλέον αν και έχουµε
περιοδικές τροχιές οι οποίες στο περιστρεφόµενο σύστηµα έχουν ίδια µορφή µε αυτές που
συναντούσαµε πριν εν τούτοις περνώντας στο αδρανειακό σύστηµα αυτό που ϐλέπουµε
δεν είναι µία τέλεια έλλειψη. Σαν παράδειγµα αυτής της συµπεριφοράς παραθέτουµε την
τροχιά µε αρχικές συνθήκες :

Η τροχιά είναι η επόµενη:
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Σχήµα 5.6: Η Οικογένεια περιοδικών τροχιών ΙΙ στο σύστηµα µε µ = 0.01

x0 uy0 Περίοδος CJ e
2.808 -2.52143 12.549871 -2.24088 0.767073

Πίνακας 5.7: Αρχικές συνθήκες τυχαίας περιοδική τροχιάς µε µ=0,01

(α΄) Στο περιστρεφόµενο σύστηµα
συντεταγµένων

(ϐ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

Σχήµα 5.7: Οι περιοδικές τροχιές των οποίων οι αρχικές συνθήκες ϕαίνονται στον πίνακα 5.1

Πράγµατι λοιπόν ϕαίνεται σε αυτό το σχήµα το γεγονός ότι δεν έχουµε πλέον τέλειες
ελλείψεις. Συνεπώς πλέον ίσως η έννοια της εκκεντρότητας να µην περιγράφει και τόσο
καλά την τροχιά µας.

5.5 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα µε µ = 0.1

Σε αυτήν την µάζα πλέον όπως ϑα δούµε και στο σχήµα η συµπεριφορά της οικογένειας
αλλάζει. Ναι µεν ϐρισκόµαστε λοιπόν στην ίδια οικογένεια µε τις άλλες µάζες εν τούτοις
υπάρχουν έντονες διαφοροποιήσεις στις παρατηρήσεις που κάναµε πριν. Η οικογένεια σε
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αυτήν την µάζα ϕαίνεται στο επόµενο σχήµα:

Σχήµα 5.8: Η Οικογένεια περιοδικών τροχιών ΙΙ στο σύστηµα µε µ = 0.1

Σε αυτήν λοιπόν την περίπτωση συµβαίνει το παράδοξο της µεγέθυνσης της ευσταθούς
περιοχής στο πρώτο τµήµα ενώ έχουµε στένωση του δεύτερου ευσταθούς τµήµατος. Ακόµη
το ϕαινόµενο των κακοσχηµατισµένων ελλείψεων εδώ γίνεται εντονότερο, ενώ τέλος δεν
µπορούµε να έχουµε ελλείψεις µε πάρα πολύ µικρή εκκεντρότητα οι οποίες προσεγγίζουν
τις κυκλικές τροχιές όπως πριν. Για να γίνουν σαφέστερα τα λεγόµενά µας ϑα πρέπει
να παραθέσουµε κάποιες διαφορετικές τροχιές καθώς αυξάνεται το x0 και µειώνεται η
εκκεντρότητα όπως κάναµε και για την µάζα µ = 5.178 · 10−5. Στα παρακάτω σχήµατα οι
τροχιές µελετούνται για χρόνο 3πλάσιο από την περίοδο της περιοδικής τροχιάς και για
αρχικές συνθήκες :

Τροχιά x0 uy0 Περίοδος CJ Ευστάθεια
1 1.9 -1.2634 14.9855 -3.1137 Ε
2 2.101 -1.5247 13.5085 -3.0737 Α
3 2.434 -1.9808 12.7499 -2.8414 Α
4 3.085 -2.9734 12.4874 -1.3331 Ε

Πίνακας 5.8: Αρχικές συνθήκες περιοδικών τροχιών κατά µήκος της οικογένειας ΙΙ για µάζα µ = 0, 1

Παρατηρώντας το σχήµα 5.8 παρατηρούµε το γιατί πλέον δεν νοείτε να µιλήσουµε για
εκκεντρότητα των ελλεπτικών τροχιών διότι πλέον έχουµε τεράστια παραµόρφωση σε αυτές.
Παρ΄ όλα αυτά ϐλέπουµε ότι η µορφή των τροχιών στο περιστρεφόµενο σύστηµα είναι ίδια
µε οπότε ϐρισκόµαστε στην σωστή οικογένεια. Προφανώς δεν έχει νόηµα να µιλήσουµε
για οριακή εκκεντρότητα για την οποία έχουµε κρίσιµη ευστάθεια εν τούτοις παραθέτουµε
τις αρχικές συνθήκες αυτής της τροχιάς.

Προκειµένου να κλείσουµε το κεφάλαιο που αφορά στην συµπεριφορά της οικογένειας
αυτής σε διάφορες µάζες ϑα παραθέσουµε ένα τρισδιάστατο διάγραµµα µε άξονες x0, CJ , µ
προκειµένου να δούµε καλύτερα την µορφή της οικογένειας για τις διάφορες µάζες. Ε-
πιπλέον ϑα παραθέσουµε και την οικογένεια που προήλθε όταν χρησιµοποιήσαµε ως
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x0 uy0 Περίοδος CJ

1.9049 -1.26967 14.9091 -3.1137

Πίνακας 5.9: Αρχικές συνθήκες περιοδική τροχιάς µε οριακή ευστάθεια για µ=0,1

ανεξάρτητη συντεταγµένη το µ και η οποία µας ϐοήθησε να προσδιορίσουµε και τις άλλες
οικογένειες :
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(α΄) Στο περιστρεφόµενο σύστηµα
συντεταγµένων

(ϐ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(γ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(δ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(ε΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(ϝ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(Ϲ΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

(η΄) Στο αδρανειακό σύστηµα συντε-
ταγµένων

Σχήµα 5.9: Οι περιοδικές τροχιές των οποίων οι αρχικές συνθήκες ϕαίνονται στον πίνακα 5.8
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Σχήµα 5.10: ΄Ολες οι οικογένειες περιοδικών τροχιών που µελετήθηκαν σε κοινό διάγραµµα

58



Κεφάλαιο 6

Μετάβαση από το κυκλικό στο
ελλειπτικό και το γενικό πρόβληµα

Το επόµενο ϑέµα το οποίο ϑα µας απασχολήσει στην παρούσα εργασία είναι το πως εξελίσ-
σονται οι περιοδικές τροχιές τις οποίες µελετήσαµε στο περιορισµένο κυκλικό πρόβληµα
όταν είτε το τρίτο σώµα αποκτήσει και αυτό µάζα δηλαδή περάσουµε στο γενικό πρόβληµα
των τριών σωµάτων, είτε όταν οι τροχιές των δύο σωµάτων µε µάζα στο κυκλικό πρόβληµα
γίνουν ελλειπτικές δηλαδή όταν περάσουµε στο ελλειπτικό πρόβληµα των 3 σωµάτων.

΄Ετσι χρησιµοποιώντας αρχικές συνθήκες που αντιστοιχούν σε περιοδικές τροχιές του
κυκλικού προβλήµατος ϐλέπουµε την συµπεριφορά τους στο ελλειπτικό και το γενικό
πρόβληµα. Η µελέτη που ϑα κάνουµε γίνεται σε 2 άξονες. Σε πρώτη ϕάση µελετούµε το
εάν οι τροχιές είναι ευσταθείς η ασταθείς και στην συνέχεια µελετούµε εάν οι τροχιές είναι
κανονικές ή χαοτικές.

6.1 Ευστάθεια τροχιών στο ελλειπτικό και το γενικό πρόβληµα

Ξεκινώντας από την µελέτη της ευστάθειας του συστήµατος είδαµε ότι στην περίπτωση
του κυκλικού προβλήµατος όταν είχαµε περιοδικές τροχιές χρησιµοποιούσαµε τον δείκτη
ευστάθειας Κ προκειµένου να χαρακτηρίσουµε µία τροχιά. Τώρα είτε µιλάµε για το ελ-
λειπτικό πρόβληµα είτε για το γενικό το ότι οι αρχικές συνθήκες ϑα προκύπτουν από
περιοδικές τροχιές του κυκλικού προβλήµατος δεν εξασφαλίζει την ύπαρξη περιοδικής
τροχιάς στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα. Μάλιστα υπάρχει ολόκληρη ϑεωρία για
το που ϐρίσκονται οι περιοδικές τροχιές καθώς περνάµε από το κυκλικό στο ελλειπτικό
και το γενικό πρόβληµα η οποία δεν ϑα αναλυθεί στα πλαίσια αυτής της εργασίας. Συνε-
πώς στην µελέτη που ϑα κάνουµε δεν είναι καθόλου χρήσιµος ο συντελεστής ευστάθειας.
Αυτό το οποίο ϑα κάνουµε για να κάνουµε έναν τέτοιο χαρακτηρισµό είναι να εξελίξουµε
την τροχιά για µεγάλο διάστηµα και στην συνέχεια να µελετήσουµε την ϑέση του σώµατος
m3 καθώς και την απόσταση µεταξύ των 2 άλλων σωµάτων. ΄Ετσι αν οι τιµές αυτών των
αποστάσεων ξεπερνούν µία τιµή κατωφλίου τότε ϑεωρούµε ότι έχουµε τροχιές διαφυγής
ενώ σε αντίθετη περίπτωση έχουµε κανονικές τροχιές.

6.2 Ο δείκτης χαοτικότητας F.L.I

Προκειµένου τώρα να χαρακτηρίσουµε το εάν µία τροχιά είναι κανονική ή χαοτική υπάρ-
χουν πολλοί διαφορετικοί δείκτες οι οποίοι απαντούν σε αυτό το ερώτηµα. Τέτοιοι δείκτες
είναι οι εκθέτες Lyapunov καθώς επίσης και οι δείκτες G.A.L.I. Ανάλογα µε τις τιµές που
παίρνουν αυτοί οι δείκτες µπορούµε να αποφανθούµε αρκετά αξιόπιστα για το εάν οι τρο-
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χιές είναι κανονικές οι χαοτικές. Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε ως εργαλείο
για τον χαρακτηρισµό των τροχιών ο δείκτης F.L.I. , (Fast Lyapunov Indicator) κυρίως
γιατί µπορεί πολύ σύντοµα να χαρακτηρίσει µία τροχιά.

Ως δείκτης F.L.I. ορίζεται η ποσότητα:

F.L.I. = sup(log(
|~w(t)|
t

)) (6.1)

Ο χαρακτηρισµός µιας τροχιάς ως κανονική ή χαοτική γίνεται µέσα από το διάγραµµα
του F.L.I., και στηρίζεται στην εµφανώς διακριτή συµπεριφορά µιας χαοτικής από µια
κανονική τιµή. ΄Ετσι ο δείκτης F.L.I. µιας κανονικής τροχιάς είναι περίπου σταθερός σε
τιµές µικρότερες από 10 ενώ στην περίπτωση χαοτικής τροχιάς έχουµε ταχεία αύξηση του
µε το χρόνο σε τιµές µεγαλύτερες από 10. Στο διάγραµµα παρατηρούµε την διαφορετική
αυτή συµπεριφορά.

Σχήµα 6.1: Η διακριτή συµπεριφορά µιας χαοτικής και µιας κανονικής τροχιάς

Καθώς ϑα χρησιµοποιούµε τον δείκτη F.L.I. ϑα πρέπει να προσέξουµε ότι δεν έχει
νόηµα να µιλήσουµε για χαοτικές τροχιές όταν έχουµε τροχιές διαφυγής. Συνεπώς χαρα-
κτηρίζουµε ως χαοτική ή κανονική µία τροχιά που δεν διαφεύγει.

Ο προσδιορισµός του F.L.I. στηρίζεται στην επίλυση τως εξισώσεων µεταβολών. Το µόνο
που ϑα πρέπει να προσέξουµε υπολογίζοντας τον είναι να γράψουµε σωστά τις εξισώσεις
µεταβολών για κάθε περίπτωση του προβλήµατος των 3 σωµάτων. ∆ηλαδή οι εξισώσεις
µεταβολών είναι διαφορετικές στο ελλειπτικό και στο γενικό πρόβληµα από οτι στο κυκλικό
πρόβληµα. ΄Εχουµε αναφερθεί ήδη ενδελεχώς στον τρόπο υπολογισµού των εξισώσεων
µεταβολών και για λόγους συντοµίας δεν ϑα αναφέρουµε την µορφή τους στα 2 άλλα
προβλήµατα.

Υπολογιστικά ο F.L.I. ϐρίσκεται µε την ϐοήθεια των υπορουτίνων FLI, FLIElliptic και
FLIGeneral ανάλογα µε το πρόβληµα που µας ενδιαφέρει οι οποίες απλώς λύνουν τις
εξισώσεις µεταβολών για κάθε περίπτωση και µετά απλά ϐρίσκουν τον λογάριθµο του
µέτρου του αθροίσµατός των τετραγώνων των λύσεων wi(t).
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6.3 Η τοµή Poincare στο περιορισµένο ελλειπτικό πρόβληµα

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος που χρησιµοποιήσαµε στην εργασία µας και ιδιαίτερα στην
περίπτωση του ελλειπτικού προβλήµατος ώστε να επιβεβαιώσουµε τα αποτελέσµατα που
προέκυψαν από τον F.L.I. είναι εποπτικά µέσω της επιφάνειας τοµής Poincare. ΄Ετσι
εκµεταλλευτήκαµε την διακριτή συµπεριφορά που έχουν οι χαοτικές και οι κανονικές
τροχιές στην τοµή.

Βεβαίως ο τρόπος µε τον οποίο δηµιουργείται µια επιφάνεια τοµής Poincare στο ελ-
λειπτικό πρόβληµα είναι διαφορετικός από αυτόν που είδαµε για το κυκλικό πρόβληµα.
Στην περίπτωση του κυκλικού προβλήµατος τα σηµεία της τοµής προέκυπταν στο επίπεδο
x − ẋ όταν για δεδοµένη ενέργεια CJ γινόταν το y = 0. Στο ελλειπτικό πρόβληµα δεν
υπάρχει το ολοκλήρωµα του Jacobi οπότε πρέπει να ϐρεθεί µία ῾ἑναλλακτική επιφάνεια
τοµής Poincare᾿᾿. Η ϐασική ιδέα για την κατασκευή µιας τέτοιας επιφάνειας τοµής είναι
να παρακολουθούµε την εξέλιξη µιας τροχιάς στο χρόνο και ανά χρόνο T όπου T είναι
η περίοδος της κίνησης των πρωτευόντων (υπολογισµός περιόδου ϐλέπε σχέση 1.27) να
παίρνουµε τις συντεταγµένες x, ẋ και να κατασκευάζουµε ένα σηµείο στην τοµή. ΄Ετσι
µπορούµε να πάρουµε µία σειρά απο σηµεία τα οποία και δηµιουργούν αυτήν την νέα
επιφάνεια τοµής Poincare. Αναλυτικότερα η διαδικασία ϕαίνεται στο σχήµα 6.2.

Σχήµα 6.2: Κατασκευή τοµής Poincare για το ελλειπτικό σύστηµα

Μέσω αυτής µπορούµε να διακρίνουµε αρκετά εύκολα στις περισσότερες περιπτώσεις
το εάν µία τροχιά είναι κανονική ή χαοτική από την διάταξη των σηµείων. Εάν τα ση-
µεία είναι τυχαία διασκορπισµένα τότε η τροχιά µας είναι χαοτική ενώ εάν σχηµατίζουν
µια αναλλοίωτη καµπύλη τότε η τροχιά µας είναι κανονική. Ασφαλώς λόγω του ότι η
µέθοδος είναι εποπτική και όχι αριθµητική υπάρχει η πιθανότητα να µην είναι εύκολη
η διάκριση µεταξύ των 2 συµπεριφορών οπότε µία λύση είναι η αύξηση του χρόνου ολο-
κλήρωσης. Ακόµη και έτσι κάποιες ϕορές είναι πιθανό να µην µπορέσουµε να έχουµε
εύκολα διακριτή συµπεριφορά. Ως εκ τούτου η µέθοδος χρησιµποιοείται όχι για την εξα-
γωγή συµπερασµάτων αλλά για την επιβεβαίωση των δεδοµένων που προέρχονται από τον
F.L.I..

Υπολογιστικά είναι πολύ εύκολα να κατασκευάσουµε µία τέτοια τοµή απλώς εκτελών-
τας την αριθµητική ολοκλήρωση για τις δοθείσες αρχικές συνθήκες και στην συνέχεια
παίρνωντας τις τιµές των x, ẋ ανά χρόνο 2π. Η υπορουτίνα µε την οποία δηµιουργούµε
αυτές τις επιφάνειες τοµής Poincare είναι η PoincareSectionElliptic.
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Κεφάλαιο 7

Η συµπεριφορά των ευσταθών
περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ
περνώντας απο το κυκλικό στο γενικό
και το ελλειπτικό πρόβληµα

Στο παρόν κεφάλαιο της εργασίας ως ϐάση των υπολογισµών µας ϑα έχουµε περιοδικές
τροχιές οι οποίες ϐρίσκονται στο µέσο του πρώτου τµήµατος (ευσταθούς) της οικογένειας
ΙΙ(ΙΙa). Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες αυτών των περιοδικών τροχιών εν συνεχε-
ία είτε ϑα περνάµε στο ελλειπτικό πρόβληµα δίνοντας εκκεντρότητα στην κίνηση των 2
σωµάτων µε µάζα είτε ϑα περνάµε στο γενικό πρόβληµα δίνοντας µάζα στο τρίτο σώµα m3.

Οι υπολογισµοί ϑα γίνουν για διάφορες τιµές εκκεντρότητας (εκκίνηση και από το
περιήλιο και από το αφήλιο) αλλά και για διάφορες τιµές µάζας το τρίτου σώµατος m3.
Ασφαλώς προκειµένου να προχωρήσουµε ϑα πρέπει να δώσουµε τις αρχικές συνθήκες των
περιοδικών τροχιών του κυκλικού προβλήµατος τις οποίες ϑα µελετήσουµε. Οι περιοδικές
τροχιές αυτές ϑα είναι 4, µία για κάθε τιµή του µ για την οποία υπολογίσαµε την οικογένεια
ΙΙ.

Τροχιά µ x0 uy0

1 5, 178 · 10−5 1,63 -0,8572
2 0,001 1,63 -0,8561
3 0,01 1,6762 -0,9224
4 0,1 1,88 -1,2388

Πίνακας 7.1: Αρχικές συνθήκες περιοδικών τροχιών κατά µήκος της οικογένειας ΙΙ για τις διάφορες τιµές µ.

Οι τιµές της εκκεντρότητας τις οποίες ϑα δώσουµε στο σύστηµα όταν ϐρισκόµαστε στο
ελλειπτικό πρόβληµα καθώς επίσης και οι τιµες της µάζας m3 ϕαίνονται όλες στον πίνακα
7.2. Στην συνέχεια του κεφαλαίου ϑα παραθέσουµε τα αποτελέσµατα τα οποία προέκυ-
ψαν µέσω του F.L.I. για την κανονικότητα των τροχιών καθώς επίσης και το εάν οι τροχιές
διαφεύγουν ή όχι µε ϐάση την ϑεωρία που αναπτύξαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Για
τροχιές διαφυγής όπως εξηγήσαµε και πριν δεν ϑα παραθέσουµε τον F.L.I. διότι δεν έχει
κανένα νόηµα σε αυτές τις περιπτώσεις. Τέλος δεδοµένου ότι ο F.L.I. δύναται να χαρα-
κτηρίσει το είδος µιας τροχιάς αρκετά σύντοµα (για µικρό χρονικό διάστηµα αριθµητικής
ολοκλήρωσης), ο υπολογισµός του γίνεται για χρόνο t = 1000 εκτός από περιπτώσεις που
η συµπεριφορά είναι οριακή οπότε τον υπολογίζουµε για περισσότερο χρόνο.
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Ελλειπτικό πρόβληµα Γενικό πρόβληµα
Από περιήλιο Από αφήλιο m3

0,1 -0,1 10−10

0,2 -0,2 10−9

0,3 -0,3 10−8

0,4 -0,4 10−7

0,5 -0,5 10−6

0,6 -0,6 10−5

0,7 -0,7 10−4

0,8 -0,8 10−3

0,9 -0,9 10−2

Πίνακας 7.2: Οι διάφορες τιµές της εκκεντρότητας και της µάζας m3 οι οποίες µελετήθηκαν.

7.1 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα Ηλιος-Ποσειδώνας-K.B.O. (µ =
5.178 · 10−5)

7.1.1 Μεταβολή της εκκεντρότητας του Ποσειδώνα

Εκκίνηση από το περιήλιο

(α΄) Εκκεντρότητα 0,1 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,2 (γ΄) Εκκεντρότητα 0,3

(δ΄) Εκκεντρότητα 0,4 (ε΄) Εκκεντρότητα 0,5 (ϝ΄) Εκκεντρότητα 0,6

(Ϲ΄) Εκκεντρότητα 0,7 (η΄) Εκκεντρότητα 0,8 (ϑ΄) Εκκεντρότητα 0,9

Σχήµα 7.1: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 5, 178 · 10−5
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

Εκκίνηση από το αφήλιο

Για την περίπτωση του αφηλίου πήραµε αποτελέσµατα µόνο για 6 εκκεντρότητες γιατί
για τις άλλες περιπτώσεις είχαµε τροχιές διαφυγής. Η εξέλιξη του F.L.I. ϕαίνεται στα 2
επόµενα διαγράµµατα.

(α΄) Εκκεντρότητα 0,1 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,2

(γ΄) Εκκεντρότητα 0,3 (δ΄) Εκκεντρότητα 0,4

(ε΄) Εκκεντρότητα 0,5 (ϝ΄) Εκκεντρότητα 0,6

Σχήµα 7.2: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 5, 178 · 10−5

64



Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.1.2 Μεταβολή της µάζας του K.B.O.

(α΄) m3 = 10−10 (ϐ΄) m3 = 10−9 (γ΄) m3 = 10−8

(δ΄) m3 = 10−7 (ε΄) m3 = 10−6 (ϝ΄) m3 = 10−5

(Ϲ΄) m3 = 10−4 (η΄) m3 = 10−3 (ϑ΄) m3 = 10−2

Σχήµα 7.3: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές του m3 όταν µ = 5, 178 · 10−5
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.2 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα Ηλιος-∆ίας-K.B.O. (µ = 0.001)

7.2.1 Μεταβολή της εκκεντρότητας του ∆ία

Εκκίνηση από το περιήλιο

(α΄) Εκκεντρότητα 0,1 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,3

(γ΄) Εκκεντρότητα 0,5 (δ΄) Εκκεντρότητα 0,6

Σχήµα 7.4: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 0, 001
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

Εκκίνηση από το αφήλιο

Για την περίπτωση του αφηλίου πήραµε αποτελέσµατα µόνο για 2 εκκεντρότητες γιατί για
όλες τις άλλες περιπτώσεις είχαµε τροχιές διαφυγής. Η εξέλιξη του F.L.I. ϕαίνεται στα 2
επόµενα διαγράµµατα.

(α΄) Εκκεντρότητα 0,1 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,2

(γ΄) Εκκεντρότητα 0,3 (δ΄) Εκκεντρότητα 0,4

(ε΄) Εκκεντρότητα 0,5 (ϝ΄) Εκκεντρότητα 0,6

Σχήµα 7.5: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 0, 001
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.2.2 Μεταβολή της µάζας του K.B.O.

(α΄) m3 = 10−10 (ϐ΄) m3 = 10−9 (γ΄) m3 = 10−8

(δ΄) m3 = 10−7 (ε΄) m3 = 10−6 (ϝ΄) m3 = 10−5

(Ϲ΄) m3 = 10−4 (η΄) m3 = 10−3 (ϑ΄) m3 = 10−2

Σχήµα 7.6: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές του m3 όταν µ = 0, 001
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.3 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα µε (µ = 0.01)

7.3.1 Μεταβολή της εκκεντρότητας του πλανήτη

Εκκίνηση από το περιήλιο

∆εν παραθέτουµε κανένα διάγραµµα του F.L.I. διότι όλες οι τροχιές είναι τροχιές διαφυγής.

(α΄) Εκκεντρότητα 0,1 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,2 (γ΄) Εκκεντρότητα 0,3

(δ΄) Εκκεντρότητα 0,4 (ε΄) Εκκεντρότητα 0,5 (ϝ΄) Εκκεντρότητα 0,6

(Ϲ΄) Εκκεντρότητα 0,7 (η΄) Εκκεντρότητα 0,8 (ϑ΄) Εκκεντρότητα 0,9

Σχήµα 7.7: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 0, 01
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

Εκκίνηση από το αφήλιο

Εδώ παραθέτουµε τα διαγράµµατα για εκκεντρότητες έως 0,6 διότι από εκεί και πέρα
έχουµε τροχιές διαφυγής.

(α΄) Εκκεντρότητα 0,1 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,2

(γ΄) Εκκεντρότητα 0,3 (δ΄) Εκκεντρότητα 0,4

(ε΄) Εκκεντρότητα 0,5 (ϝ΄) Εκκεντρότητα 0,6

Σχήµα 7.8: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 0, 01
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.3.2 Μεταβολή της µάζας του K.B.O.

(α΄) m3 = 10−10 (ϐ΄) m3 = 10−9 (γ΄) m3 = 10−8

(δ΄) m3 = 10−7 (ε΄) m3 = 10−6 (ϝ΄) m3 = 10−5

(Ϲ΄) m3 = 10−4 (η΄) m3 = 10−3 (ϑ΄) m3 = 10−2

Σχήµα 7.9: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές του m3 όταν µ = 0, 01
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.4 Η οικογένεια ΙΙ στο σύστηµα µε (µ = 0.1)

7.4.1 Μεταβολή της εκκεντρότητας του πλανήτη

Εκκίνηση από το περιήλιο

Εδώ για όλες τις εκκεντρότητες έχουµε τροχιές διαφυγής οπότε δεν παραθέτουµε διαγραµ-
µατα του F.L.I..

Εκκίνηση από το αφήλιο

Στην περίπτωση αυτή έχουµε τροχιές διαφυγής για εκκεντρότητα 0,1 καθώς επισης και για
εκκεντρότητες µεγαλύτερες από 0,7. ΄Ετσι παραθέτουµε τα διαγράµµατα F.L.I. τροχιών οι
οποίες δεν διαφεύγουν.

(α΄) Εκκεντρότητα 0,2 (ϐ΄) Εκκεντρότητα 0,3 (γ΄) Εκκεντρότητα 0,4

(δ΄) Εκκεντρότητα 0,5 (ε΄) Εκκεντρότητα 0,6

Σχήµα 7.10: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές εκκεντρότητας όταν µ = 0, 1
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

7.4.2 Μεταβολή της µάζας του K.B.O.

Στην περίπτωση αυτή δεν παραθετουµε τα διαγράµµατα για µάζα m3 = 10−2,m3 = 10−3

διότι σε αυτές τις περιπτώσεις έχουµε τροχιές διαφυγής.

(α΄) m3 = 10−10 (ϐ΄) m3 = 10−9 (γ΄) m3 = 10−8

(δ΄) m3 = 10−7 (ε΄) m3 = 10−6 (ϝ΄) m3 = 10−5

(Ϲ΄) m3 = 10−4

Σχήµα 7.11: Υπολογισµός του F.L.I. για διάφορες τιµές του m3 όταν µ = 0, 1

7.5 Συνοπτικά αποτελέσµατα

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα παραθέσουµε 4 πίνακες, 1 για κάθε διαφορετική µάζα µ την
οποία µελετήσαµε οι οποίοι ϑα περιέχουν τα αποτελέσµατα για τις περιοδικές τροχιές του
κυκλικού καθώς περνάµε στο ελλειπτικό και το γενικό πρόβληµα µε ϐάση τα διαγράµµατα
τα οποία παραθέσαµε στο τρέχον κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή m3 Χάος ∆ιαφυγή
Από περιήλιο Από αφήλιο Γενικό πρόβληµα
e = 0, 1 ΄Οχι ΄Οχι e = −0, 1 ΄Οχι ΄Οχι 10−10 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 2 Ναι ΄Οχι e = −0, 2 ΄Οχι ΄Οχι 10−9 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 3 ΄Οχι ΄Οχι e = −0, 3 ΄Οχι ΄Οχι 10−8 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 4 Ναι ΄Οχι e = −0, 4 ΄Οχι ΄Οχι 10−7 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 5 Ναι ΄Οχι e = −0, 5 ΄Οχι ΄Οχι 10−6 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 6 Ναι ΄Οχι e = −0, 6 ΄Οχι ΄Οχι 10−5 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 7 ΄Οχι ΄Οχι e = −0, 7 - Ναι 10−4 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 8 ΄Οχι ΄Οχι e = −0, 8 - Ναι 10−3 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 9 Ναι ΄Οχι e = −0, 9 - Ναι 10−2 ΄Οχι ΄Οχι

Πίνακας 7.3: Αποτελέσµατα για µ = 5.178 · 10−5

Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή m3 Χάος ∆ιαφυγή
Από περιήλιο Από αφήλιο Γενικό πρόβληµα
e = 0, 1 ΄Οχι ΄Οχι e = −0, 1 ΄Οχι ΄Οχι 10−10 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 2 - Ναι e = −0, 2 ΄Οχι ΄Οχι 10−9 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 3 ΄Οχι ΄Οχι e = −0, 3 ΄Οχι ΄Οχι 10−8 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 4 - Ναι e = −0, 4 ΄Οχι ΄Οχι 10−7 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 5 Ναι ΄Οχι e = −0, 5 ΄Οχι ΄Οχι 10−6 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 6 Ναι ΄Οχι e = −0, 6 ΄Οχι ΄Οχι 10−5 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 7 - Ναι e = −0, 7 - Ναι 10−4 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 8 - Ναι e = −0, 8 - Ναι 10−3 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 9 - Ναι e = −0, 9 - Ναι 10−2 ΄Οχι ΄Οχι

Πίνακας 7.4: Αποτελέσµατα για µ = 0, 001

Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή m3 Χάος ∆ιαφυγή
Από περιήλιο Από αφήλιο Γενικό πρόβληµα
e = 0, 1 - Ναι e = −0, 1 ΄Οχι ΄Οχι 10−10 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 2 - Ναι e = −0, 2 ΄Οχι ΄Οχι 10−9 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 3 - Ναι e = −0, 3 ΄Οχι ΄Οχι 10−8 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 4 - Ναι e = −0, 4 ΄Οχι ΄Οχι 10−7 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 5 - Ναι e = −0, 5 ΄Οχι ΄Οχι 10−6 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 6 - Ναι e = −0, 6 ΄Οχι ΄Οχι 10−5 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 7 - Ναι e = −0, 7 - Ναι 10−4 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 8 - Ναι e = −0, 8 - Ναι 10−3 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 9 - Ναι e = −0, 9 - Ναι 10−2 ΄Οχι ΄Οχι

Πίνακας 7.5: Αποτελέσµατα για µ = 0, 01
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Κεφάλαιο 7. Η συµπεριφορά των ευσταθών περιοδικών τροχιών της οικογένειας ΙΙ περνώντας απο το
κυκλικό στο γενικό και το ελλειπτικό πρόβληµα

Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή Εκκεντρότητα Χάος ∆ιαφυγή m3 Χάος ∆ιαφυγή
Από περιήλιο Από αφήλιο Γενικό πρόβληµα
e = 0, 1 - Ναι e = −0, 1 - Ναι 10−10 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 2 - Ναι e = −0, 2 Ναι ΄Οχι 10−9 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 3 - Ναι e = −0, 3 Ναι ΄Οχι 10−8 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 4 - Ναι e = −0, 4 Ναι ΄Οχι 10−7 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 5 - Ναι e = −0, 5 Ναι ΄Οχι 10−6 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 6 - Ναι e = −0, 6 Ναι ΄Οχι 10−5 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 7 - Ναι e = −0, 7 - Ναι 10−4 ΄Οχι ΄Οχι
e = 0, 8 - Ναι e = −0, 8 - Ναι 10−3 - Ναι
e = 0, 9 - Ναι e = −0, 9 - Ναι 10−2 - Ναι

Πίνακας 7.6: Αποτελέσµατα για µ = 0, 1

7.6 Συµπεράσµατα

Η εργασία µας όπως είδαµε χωρίστηκε σε 2 µέρη, στο πρώτο µελετήσαµε τις δυνατότη-
τες που µας προσφέρει η Mathematica όσον αφορά στην αριθµητική ολοκλήρωση του
προβλήµατος των 3 σωµάτων και στο δεύτερο µελετήσαµε µία οικογένεια ελλειπτικών πε-
ϱιοδικών τροχιών του κυκλικού προβλήµατος

Αποδείχτηκε λοιπόν ότι η Mathematica είναι ένα ισχυρό εργαλείο αριθµητικής ολο-
κλήρωσης η οποία παρέχει ορισµένα πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τις γλώσσες προγραµ-
µατισµού οι οποίες χρησιµοποιούνται για την ίδια δουλειά. Μας δίνει λοιπόν την δυνατότη-
τα εξαγωγής αποτελεσµάτων ώντας αρκετά απλή στον τρόπο σύνταξης αλλά και δίνοντας
µας την δυνατότητα της εύκολης οπτικοποίησης των αποτελεσµάτων (διαγράµµατα κ.λ.π.).
Ακόµα η αλλαγή µεθόδου αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι πολύ εύκολη στην Mathema-
tica κάτι που µας δίνει την δυνατότητα επιλογής της κατάλληλης µεθόδου ανάλογα µε
το πρόβληµά µας. Το κόστος το οποίο υπάρχει για όλες αυτές τις ευκολίες είναι η ε-
πιβράδυνση των υπολογισµών σε σχέση µε µία γλώσσα προγραµµατισµού αλλά και η
µειωµένη ακρίβεια την οποία παρέχει. Σε κάθε περίπτωση η Mathematica παραµένει ένα
χρήσιµο εργαλείο για την εκτέλεση αριθµητικών υπολογισµών.

Περνώντας στο δεύτερο µέρος της εργασίας µας καταφέραµε να επιβεβαιώσουµε πα-
λαιότερους υπολογισµούς για µια οικογένεια ελλειπτικών περιοδικών τροχιών του περιο-
ϱισµένου κυκλικού προβλήµατος για τον Ποσειδώνα και στην συνέχεια καταφέραµε να
δούµε την µορφή της οικογένειας αυτής καθώς αλλάζει η µάζα µ. Το αποτέλεσµα ήταν
ότι καθώς αυξανόταν η µάζα η περιοχή ευστάθειας της οικογένειας µειωνόταν . Τέλος
από την περιοχή ευστάθειας του περιορισµένου κυκλικού προβλήµατος δίνοντας είτε εκ-
κεντρότητα στην κίνηση των 2 πρωτευόντων σωµάτων είτε µάζα στο 3o σώµα είδαµε την
συµπεριφορά των τροχιών στο ελλειπτικό και το γενικό πρόβληµα. Περνώντας στο γενικό
πρόβληµα παρατηρήσαµε µόνο κανονικές τροχιές οι οποίες ως επί το πλείστον δεν ήταν
τροχιές διαφυγής. Περνώντας όµως στο ελλειπτικό πρόβληµα παρατηρήσαµε όλων των
ειδών της τροχιές, κανονικές και χαοτικές αλλά και τροχιές διαφυγής. Αντιληφθήκαµε
λοιπόν ότι ακόµα και η εκκίνηση από µία ευσταθή τροχιά του κυκλικού προβλήµατος δεν
εξασφαλίζει οµαλή συµπεριφορά της τροχιάς καθώς περνάµε στο γενικό και το ελλειπτικό
πρόβληµα αλλά η τροχιά µπορεί να συµπεριφερθεί µε όλους τους δυνατούς τρόπους.
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Παράρτηµα Α - Υπορουτίνες του
κυκλικού προβλήµατος

DifferentialEquations[x0_, y0_, ux0_, uy0_] :=
Module[{Deq1, Deq2, Deq3, Deq4},
(*module setting up the differential equations*)

Deq1 = x’[t] == ux[t];
Deq2 = y’[t] == uy[t];
Deq3 = ux’[t] == -(((1 - \[Mu]) (x[t] - x1))/((x[t] - x1)^2 + y[t]^2)^(3/2)) -
(\[Mu] (x[t] - x2))/((x[t] - x2)^2 + y[t]^2)^(3/2)
+ 2 uy[t] + x[t];
Deq4 = uy’[t] == -(((1 - \[Mu]) y[t])/((x[t] - x1)^2 + y[t]^2)^( 3/2))
- ( \[Mu] y[t])/((x[t] - x2)^2+ y[t]^2)^(3/2)
- 2 ux[t]+ y[t];

{Deq1, Deq2, Deq3, Deq4, x[0] == x0, y[0] == y0, ux[0] == ux0,
uy[0] == uy0 } (*outting of this module are the first parameters of

the ndsolve following syntax NDSolve[out,{functions to be found},{integration time}]*)
]

VariationalEquations2[x0_, y0_, ux0_, uy0_,w10_, w20_, w30_, w40_] :=
Module[{Deq1,Deq2,Deq3,Deq4,Deq5, Deq6, Deq7, Deq8},

(*setting up backup functions*)

U = 1/2 (x[t]^2 + y[t]^2) + (1 - \[Mu])/Sqrt[(x[t] - x1)^2 + y[t]^2] + \[Mu]/Sqrt[(x[t] - x2)^2 + y[t]^2];

F1 = ux[t];
F2 = uy[t];
F3 = 2*uy[t] + D[U, x[t]];
F4 = -2*ux[t] + D[U, y[t]];
Deq1 = x’[t] == ux[t];
Deq2 = y’[t] == uy[t];
Deq3 = ux’[t] == -(((1 - \[Mu]) (x[t] - x1))/((x[t] - x1)^2 + y[t]^2)^(3/2))
- (\[Mu] (x[t] - x2))/((x[t] - x2)^2 + y[t]^2)^(3/2) + 2 uy[t] + x[t];
Deq4 = uy’[t] == -(((1 - \[Mu]) y[t])/((x[t] - x1)^2 + y[t]^2)^( 3/2)) -
( \[Mu] y[t])/((x[t] - x2)^2+ y[t]^2)^(3/2) - 2 ux[t]+ y[t];
Deq5 = w1’[t] == w1[t]*D[F1, x[t]] + w2[t]*D[F1, y[t]] + w3[t]*D[F1, ux[t]] + w4[t]*D[F1, uy[t]];
Deq6 = w2’[t] == w1[t]*D[F2, x[t]] + w2[t]*D[F2, y[t]] + w3[t]*D[F2, ux[t]] + w4[t]*D[F2, uy[t]];
Deq7 = w3’[t] == w1[t]*D[F3, x[t]] + w2[t]*D[F3, y[t]] + w3[t]*D[F3, ux[t]] + w4[t]*D[F3, uy[t]];
Deq8 = w4’[t] == w1[t]*D[F4, x[t]] + w2[t]*D[F4, y[t]] + w3[t]*D[F4, ux[t]] + w4[t]*D[F4, uy[t]];

{Deq1, Deq2, Deq3, Deq4, Deq5, Deq6, Deq7, Deq8, x[0] == x0,y[0] == y0, ux[0] == ux0, uy[0] == uy0,
w1[0] == w10, w2[0] == w20,w3[0] == w30, w4[0] == w40}
(*outting of this module are the first parameters of the ndsolve

following syntax NDSolve[out,{functions to be found},{integration time}]*)
]

PMS2[tmin_,tmax_]:=Module[{},
(*setting up the variational equations for 4 different sets of initial conditions
in order to create the primary solution matrix*)

VEa = VariationalEquations2[x0,y0,ux0,uy0,1, 0, 0, 0];
VEb = VariationalEquations2[x0,y0,ux0,uy0,0, 1, 0, 0];
VEc = VariationalEquations2[x0,y0,ux0,uy0,0, 0, 1, 0];
VEd = VariationalEquations2[x0,y0,ux0,uy0,0, 0, 0, 1];

(*solving the above listed sets of variational equations*)

sola = NDSolve[{VEa}, {x[t], y[t], ux[t], uy[t], w1[t], w2[t], w3[t],
w4[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> 20000000 ,Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12];
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solb = NDSolve[{VEb}, {x[t], y[t], ux[t], uy[t], w1[t], w2[t], w3[t],
w4[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> 20000000,Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12];

solc = NDSolve[{VEc}, {x[t], y[t], ux[t], uy[t], w1[t], w2[t], w3[t],
w4[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> 20000000,Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12];

sold = NDSolve[{VEd}, {x[t], y[t], ux[t], uy[t], w1[t], w2[t], w3[t],
w4[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> 20000000,Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12];

(*creating the primary solution matrix using as elements Subscript[a, ij]
the solutions of the above listed sets of equations*)
a1[t_] = w1[t] /. sola[[1]];
a2[t_] = w2[t] /. sola[[1]];
a3[t_] = w3[t] /. sola[[1]];
a4[t_] = w4[t] /. sola[[1]];
b1[t_] = w1[t] /. solb[[1]];
b2[t_] = w2[t] /. solb[[1]];
b3[t_] = w3[t] /. solb[[1]];
b4[t_] = w4[t] /. solb[[1]];
c1[t_] = w1[t] /. solc[[1]];
c2[t_] = w2[t] /. solc[[1]];
c3[t_] = w3[t] /. solc[[1]];
c4[t_] = w4[t] /. solc[[1]];
d1[t_] = w1[t] /. sold[[1]];
d2[t_] = w2[t] /. sold[[1]];
d3[t_] = w3[t] /. sold[[1]];
d4[t_] = w4[t] /. sold[[1]];

X = ({
{a1[t], b1[t], c1[t], d1[t]},
{a2[t], b2[t], c2[t], d2[t]},
{a3[t], b3[t], c3[t], d3[t]},
{a4[t], b4[t], c4[t], d4[t]}
});

(*Print[" We have succesfully evaluated X(t)"];*)
]

PoincareSection2[x0_, y0_, ux0_,JacobiConstant_,tmax_] := Module[{x,y,t},

uy0 = -\[Sqrt](-ux0^2 +y0^2+x0^2 + (2*(1 - \[Mu]))/Sqrt[(x1 - x0)^2+y0^2] +
(2 \[Mu])/Sqrt[(x2 - x0)^2+y0^2] + JacobiConstant);
(*uy0=Sqrt[2(JacobiConstant-0.5 x0^2-(2*(1 - \[Mu]))/Sqrt[(x1 - x0)^2] + (2 \[Mu])/Sqrt[(x2 - x0)^2])] ;*)
Print["number of points of ppoints before the loop ",a0=Length[ppoints]];

NDSolve[{
x’’[t] == -(1 - \[Mu])*(x[t] -

x1)/(Sqrt[(x1 - x[t])^2 + y[t]^2])^3 - \[Mu]*(x[t] -
x2)/(Sqrt[(x2 - x[t])^2 + y[t]^2])^3 + 2*y’[t] + x[t],

y’’[t] == -((1 - \[Mu])/(Sqrt[(x1 - x[t])^2 +
y[t]^2])^3 + \[Mu]/(Sqrt[(x2 - x[t])^2 + y[t]^2])^3)*

y[t] - 2*x’[t] + y[t],
y[0] == y0,
y’[0] == uy0,
x[0] == x0,
x’[0] == ux0
},
{x, y}, {t, 0, tmax}, MaxSteps -> 1000000,
Method -> {EventLocator,Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->

12, "Event" -> y[t], "Direction" -> -1,
"EventAction" :> AppendTo[ppoints, {x[t], x’[t]}]}

]

Print["ppoints list is ready"];
Print["number of points ",b0=Length[ppoints]];
Print[" uy = ",uy0];
]

PeriodicOrbitVar[x0_,multiplicity_,JacobiConstant_,tmax_] := Module[{},

uy0 = -\[Sqrt](-ux0^2 + x0^2 + (2*(1 - \[Mu]))/Sqrt[(x1 - x0)^2] + (2 \[Mu])/Sqrt[(x2 - x0)^2] + JacobiConstant);
(*Print["prin apo oloklirowsi (x0,y0,ux0,uy0) = ", {x0//N,y0//N,ux0//N,uy0//N}];*)

tseclist = {};
DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol1 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, tmax},

MaxSteps -> 20000000,
Method -> {EventLocator, "Event" -> y[t], "Direction" -> -1,

"EventCondition" -> (Length[tseclist] <= multiplicity),
"EventAction" :> AppendTo[tseclist, t],
Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
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12}];
xx[t_] = x[t] /. sol1[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol1[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol1[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol1[[1]];

tsec = tseclist[[multiplicity]];
Print[" tsec initial = ",tsec];

For[k = 0; tolerance = 1, tolerance > 10^(-10)&& k<20, k++,

Print[{x0, y0, ux0, uy0}];

DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol1 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, 1.2 tsec},
MaxSteps -> 20000000, Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12];

xx[t_] = x[t] /. sol1[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol1[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol1[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol1[[1]];

PMS2[0, 1.1 tsec];
tolerance1 = Abs[uxx[tsec]];
tolerance2 = Abs[yy[tsec]];
Print[" tolerance1 = ", tolerance1, " tolerance2 = ",
tolerance2];

duy = -((
uxx[tsec]* uyy[tsec] -
yy[tsec] *uxx’[tsec])/((X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
uyy[tsec] - (X[[2, 4]] /. {t -> tsec})* uxx’[tsec]));

dt = -(((X[[2, 4]] /. {t -> tsec})*
uxx[tsec] - (X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
yy[tsec])/(-(X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
uyy[tsec] + (X[[2, 4]] /. {t -> tsec})* uxx’[tsec]));

tolerance = tolerance1 + tolerance2;

(*If[k<=1,uy0 = uy0 + duy;];*)
If[tolerance > 10^(-10)(*&&k>1*), uy0 = uy0 + duy;tsec = tsec + dt;];

If[k>=19,Print["the method does not converge, change initial conditions"];];
Print[" k = ", k, " tolerance = ", tolerance, " duy = ", duy,
" dt = ",dt," tsec = ",tsec];
];

Print["Telos olwn twn loop"];

Print["idiotimes einai oi epomenes ",Eigenvalues[X /.{t -> tsec}]];

SI = 2 - Tr[X /. {t -> tsec}];
Print["SI=",SI];
(*If[Abs[SI] <= 2 , Print["The orbit is stable"],Print["The orbit is unstable"]]*)
(* we are testing the values of the primary solution matrix*)
J=uy0^2 - x0^2 -(2*(1-\[Mu]))/Sqrt[(x1 - x0)^2]-(2*\[Mu])/Sqrt[(x2 - x0)^2];
resonance=tsec/(2*\[Pi]);
Print["(x0,y0,ux0,uy0,\[Mu],SI,J,T,resonance) = ", {x0//N,y0//N,ux0//N,uy0//N,\[Mu]//N,SI//N,J//N,tsec,resonance}];

]

FamiliesXUY[NoPoints_,multiplicity_, dx_] := Module[{},

x1 = -\[Mu];(*starting position in the rotating system for the \
heavier body*)
x2 = 1 - \[Mu];(*starting position in the rotating system for the \

lighter body*)

(*initial conditions of x0 and energy*)

(*finding approximate period of the orbit in order to accelerate the \
computations*)

For[i = 1, i<=NoPoints, i++,
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tseclist = {};
DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol1 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, tmax},

MaxSteps -> 20000000,
Method -> {EventLocator, "Event" -> y[t], "Direction" -> -1,

"EventCondition" -> (Length[tseclist] <= multiplicity),
"EventAction" :> AppendTo[tseclist, t],
Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12}];

xx[t_] = x[t] /. sol1[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol1[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol1[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol1[[1]];

tsec = tseclist[[multiplicity]];

For[k = 0; tolerance = 1, tolerance > 10^(-10)&&k<20, k++,

DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol1 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, 1.2 tsec}, Method -> "Adams",

PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12,MaxSteps -> 20000000];

xx[t_] = x[t] /. sol1[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol1[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol1[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol1[[1]];

PMS2[0, 1.1 tsec];
tolerance1 = Abs[uxx[tsec]];
tolerance2 = Abs[yy[tsec]];

duy = -((
uxx[tsec]* uyy[tsec] -
yy[tsec] *uxx’[tsec])/((X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
uyy[tsec] - (X[[2, 4]] /. {t -> tsec})* uxx’[tsec]));

dt = -(((X[[2, 4]] /. {t -> tsec})*
uxx[tsec] - (X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
yy[tsec])/(-(X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
uyy[tsec] + (X[[2, 4]] /. {t -> tsec})* uxx’[tsec]));

tolerance = tolerance1 + tolerance2;

If[tolerance > 10^(-10), uy0 = uy0 + duy;tsec = tsec + dt;]
If[k>=19,Print["the method does not converge, change initial conditions"];];

];
(*PMS2[tmin, 1.1 tsec2];*)

(* findinG the primary solution matrix for \
our specific periodic orbit*)
Eigenvalues[X /.{t -> tsec}];

SI = 2 - Tr[X /. {t -> tsec}];
(*Print["SI=",SI];
If[SI <= 2 || SI >= -2 , Print["The orbit is stable"];,Print["The orbit is unstable"];]
(* we are testing the values of the primary solution matrix*)

*)
J=uy0^2 - x0^2 - (2 Sqrt[(x0 - x1)^2])/(x0 - x1)^2 + (2 Sqrt[(x0 - x1)^2] \[Mu])/(x0 - x1)^2
- (2 Sqrt[(x0 - x2)^2] \[Mu])/(x0 - x2)^2;
AppendTo[Families, {x0//N,y0//N,ux0//N,uy0//N,\[Mu]//N,SI//N,J//N,tsec}];
Print["i=", i];

(*Print["H periodos tis periodikis troxias einai T = ", tsec2];
Print["H akribeia me tin opoia exei brethei einai Acc = ",Abs[tolerance]];*)
Print["(x0,y0,ux0,uy0,\[Mu],SI,J,T,tolerance) = ", {x0//N,y0//N,ux0//N,uy0//N,\[Mu]//N,SI//N,J//N,tsec,tolerance}];
(*Print["EigenValues are",Eigenvalues[X /.{t -> tsec2}]]//Chop;
Print["i orizousa tou pinaka einai",Det[X/.{t -> tsec2}]];*)
x0 = x0 + dx;]

]

FamiliesMUY[NoPoints_,multiplicity_, d\[Mu]_] := Module[{},

For[i = 1, i<=NoPoints, i++,
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x1 = -\[Mu];(*starting position in the rotating system for the \
heavier body*)
x2 = 1 - \[Mu];(*starting position in the rotating system for the lighter \
body*)
tseclist = {};
DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol1 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, tmax},

MaxSteps -> 20000000,
Method -> {EventLocator, "Event" -> y[t], "Direction" -> -1,

"EventCondition" -> (Length[tseclist] <= multiplicity),
"EventAction" :> AppendTo[tseclist, t],
Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12}];

xx[t_] = x[t] /. sol1[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol1[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol1[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol1[[1]];

tsec = tseclist[[multiplicity]];

For[k = 0; tolerance = 1, tolerance > 10^(-10)&&k<20, k++,

DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol1 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, 1.2 tsec},
MaxSteps -> 20000000, Method -> "Adams",PrecisionGoal->12,AccuracyGoal->
12];

xx[t_] = x[t] /. sol1[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol1[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol1[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol1[[1]];

PMS2[0, 1.1 tsec];
tolerance1 = Abs[uxx[tsec]];
tolerance2 = Abs[yy[tsec]];

duy = -((
uxx[tsec]* uyy[tsec] -
yy[tsec] *uxx’[tsec])/((X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
uyy[tsec] - (X[[2, 4]] /. {t -> tsec})* uxx’[tsec]));

dt = -(((X[[2, 4]] /. {t -> tsec})*
uxx[tsec] - (X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
yy[tsec])/(-(X[[3, 4]] /. {t -> tsec})*
uyy[tsec] + (X[[2, 4]] /. {t -> tsec})* uxx’[tsec]));

tolerance = tolerance1 + tolerance2;

If[tolerance > 10^(-10), uy0 = uy0 + duy;tsec = tsec + dt;]
If[k>=19,Print["the method does not converge, change initial conditions"];];
(*Print[" k = ", k, " tolerance = ", tolerance, " duy = ", duy,
" dt = ",dt," tsec = ",tsec];*)
];

(*PMS2[tmin, 1.1 tsec2];*)

(* findinG the primary solution matrix for \
our specific periodic orbit*)
Eigenvalues[X /.{t -> tsec}];

SI = 2 - Tr[X /. {t -> tsec}];
(*Print["SI=",SI];
If[SI <= 2 || SI >= -2 , Print["The orbit is stable"];,Print["The orbit is unstable"];]
(* we are testing the values of the primary solution matrix*)

*)
J=uy0^2 - x0^2 - (2 Sqrt[(x0 - x1)^2])/(x0 - x1)^2 + (2 Sqrt[(x0 - x1)^2] \[Mu])/(x0 - x1)^2
- (2 Sqrt[(x0 - x2)^2] \[Mu])/(x0 - x2)^2;

AppendTo[Families, {x0//N,y0//N,ux0//N,uy0//N,\[Mu]//N,SI//N,J//N,tsec}];
Print["i=", i];

(*Print["H periodos tis periodikis troxias einai T = ", tsec2];
Print["H akribeia me tin opoia exei brethei einai Acc = ",Abs[tolerance]];*)
Print["(x0,y0,ux0,uy0,\[Mu],SI,J,T,tolerance) = ", {x0//N,y0//N,ux0//N,uy0//N,\[Mu]//N,SI//N,J//N,tsec,tolerance}];
(*Print["EigenValues are",Eigenvalues[X /.{t -> tsec2}]]//Chop;
Print["i orizousa tou pinaka einai",Det[X/.{t -> tsec2}]];*)
\[Mu] = \[Mu] + d\[Mu];x0= x0 +ddx;]

]
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FLI[x0_,y0_,ux0_,uy0_,tmin_,tmax_,method_]:=Module[{},

VFLI = VariationalEquations2[x0,y0,ux0,uy0,1, 0, 0, 0];
solFLI = NDSolve[VFLI, {x[t], y[t], ux[t], uy[t], w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> Infinity,Method->method,
PrecisionGoal->8,AccuracyGoal->8];

ww1[t_] = w1[t] /. solFLI[[1]];
ww2[t_] = w2[t] /. solFLI[[1]];
ww3[t_] = w3[t] /. solFLI[[1]];
ww4[t_] = w4[t] /. solFLI[[1]];

Fli[t_]=Log[Sqrt[ww1[t]^2 + ww2[t]^2 + ww3[t]^2 + ww4[t]^2]/t];

]

OrbitalElements[x0_, y0_, ux0_, uy0_,tsec2_] :=
Module[{},

DE = DifferentialEquations[x0, y0, ux0, uy0];
sol5 = NDSolve[DE, {x[t], y[t], ux[t], uy[t]}, {t, 0, 1.1*tsec2},

MaxSteps -> 20000000, Method -> "ExplicitRungeKutta",
PrecisionGoal -> 12, AccuracyGoal -> 12];

xx[t_] = x[t] /. sol5[[1]];
yy[t_] = y[t] /. sol5[[1]];
uxx[t_] = ux[t] /. sol5[[1]];
uyy[t_] = uy[t] /. sol5[[1]];

\[Xi]\[Xi][t_] = xx[t] Cos[t] - yy[t] Sin[t];
\[Eta]\[Eta][t_] = xx[t] Sin[t] + yy[t] Cos[t];
u\[Xi]\[Xi][t_] = \[Xi]\[Xi]’[t];
u\[Eta]\[Eta][t_] = \[Eta]\[Eta]’[t];

aa=2/Sqrt[\[Xi]\[Xi][tsec2]^2+\[Eta]\[Eta][tsec2]^2]-(u\[Xi]\[Xi][tsec2]^2+u\[Eta]\[Eta][tsec2]^2)/(1-\[Mu]);
AA=1/aa;
hz=\[Xi]\[Xi][tsec2]*u\[Eta]\[Eta][tsec2]-\[Eta]\[Eta][tsec2]*u\[Xi]\[Xi][tsec2];
ecc=Sqrt[1-(hz^2*aa)/(1-\[Mu])];
Resonance = T/(2 \[Pi]);

Print["Major semiaxis A = ",AA," Eccentricity e=",ecc," Resonance=",Resonance];
]
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Παράρτηµα Β - Υπορουτίνες του
ελλειπτικού προβλήµατος

DifferentialEquationsElliptic[x0_, y0_, ux0_, uy0_] :=
Module[{deq1,deq2,deq3},
(*module setting up the differential equations*)

x2 = (1-\[Mu])*r[t];
x1 = -\[Mu]*r[t] ;
(*x20 = (1 + e)^(1/3);*)
x20 = r0*(1-\[Mu]);
ux2 = (1-\[Mu])*r’[t];
r0 = (1 + e)^(1/3);
(*r0 = (1 + e)^(1/3)/(1 - \[Mu]);*)
dth = (*(\[Mu]*x20*Sqrt[1+e])/((1 - \[Mu])*Sqrt[1-e]*r[t]^2)*)x20^2/(r[t]*(1-\[Mu]))^2;
ddth = (*-(2*x20*\[Mu]*r’[t]*Sqrt[1+e])/((1 - \[Mu])*r[t]^3*Sqrt[1-e])*)(-2*x20^2*ux2)/((r[t]*(1-\[Mu]))^3);
r1=Sqrt[(x[t]-x1)^2 + y[t]^2];
r2=Sqrt[(x[t]-x2)^2 + y[t]^2];

deq1=r’’[t]-x20^4/((1-\[Mu])^4 r[t]^3)+1/r[t]^2==0;
deq2 = x’’[t] == -(((1 - \[Mu])*(x[t] - x1))/(r1^3)) - (\[Mu]*(x[t] - x2))/((r2)^(3))
+ 2*y’[t]*dth + x[t]*(dth)^2 + y[t]*ddth;
deq3 = y’’[t] == -(((1 - \[Mu])*y[t])/(r1^3)) - (\[Mu]*y[t])/((r2)^(3))
- 2*x’[t]*dth + y[t]*(dth)^2 - x[t]*ddth;
(*old equations seem to work*)

{deq1, deq2, deq3, r[0] == r0, r’[0] == 0, x[0] == x0,x’[0] == ux0, y[0] == y0, y’[0] == uy0}

(*outting of this module are the first parameters of the ndsolve following syntax
NDSolve[out,{functions to be found},{integration time}]*)

]

VariationalEquationsElliptic2[x0_, y0_, ux0_, uy0_,w10_, w20_, w30_, w40_] :=
Module[{Deq1,Deq2,Deq3,Deq5, Deq6, Deq7, Deq8},

x2 = (1-\[Mu])*r[t];
x1 = -\[Mu]*r[t] ;
(*x20 = (1 + e)^(1/3);*)
x20 = r0*(1-\[Mu]);
ux2 = (1-\[Mu])*r’[t];
r0 = (1 + e)^(1/3);
(*r0 = (1 + e)^(1/3)/(1 - \[Mu]);*)
dth = (*(\[Mu]*x20*Sqrt[1+e])/((1 - \[Mu])*Sqrt[1-e]*r[t]^2)*)x20^2/(r[t]*(1-\[Mu]))^2;
ddth = (*-(2*x20*\[Mu]*r’[t]*Sqrt[1+e])/((1 - \[Mu])*r[t]^3*Sqrt[1-e])*)(-2*x20^2*ux2)/((r[t]*(1-\[Mu]))^3);
r1=Sqrt[(x[t]-x1)^2 + y[t]^2];
r2=Sqrt[(x[t]-x2)^2 + y[t]^2];

Uxx = dth^2 + \[Mu]*(2 (x[t] - x2)^2 - y[t]^2)/((x2 - x[t])^2 + y[t]^2)^(5/2)
+ (1 - \[Mu])*(2 (x[t] - x1)^2 - y[t]^2)/((x1 - x[t])^2 + y[t]^2)^(5/2);
Uyy = dth^2 + \[Mu]*(2*y[t]^2 - (x[t] - x2)^2)/((x2 - x[t])^2 + y[t]^2)^(5/2)
+ (1 - \[Mu])*( 2*y[t]^2 - (x[t] - x1)^2)/((x1 - x[t])^2 + y[t]^2)^(5/2);

Uxy = 3*y[t] (\[Mu]*(x[t] - x2)/((x2 - x[t])^2 + y[t]^2)^(5/2)
+ (1 - \[Mu])*(x[t] - x1)/((x1 - x[t])^2 + y[t]^2)^(5/2));

Deq1 =r’’[t]-x20^4/((1-\[Mu])^4 r[t]^3)+1/r[t]^2==0;
Deq2 = x’’[t] == -(((1 - \[Mu])*(x[t] - x1))/(r1^3)) - (\[Mu]*(x[t] - x2))/((r2)^(3))
+ 2*y’[t]*dth + x[t]*(dth)^2 + y[t]*ddth;

Deq3 = y’’[t] == -(((1 - \[Mu])*y[t])/(r1^3)) - (\[Mu]*y[t])/((r2)^(3))
- 2*x’[t]*dth + y[t]*(dth)^2 - x[t]*ddth;

(*module setting up the variational equations*)
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Deq5 = w1’[t] == w3[t];
Deq6 = w2’[t] == w4[t];
Deq7 = w3’[t] == w1[t]*Uxx + w2[t]*(Uxy+ddth) + 2*dth*w4[t];
Deq8 = w4’[t] == w1[t]*(Uxy-ddth) + w2[t]*Uyy - 2*dth*w3[t];

{Deq1,Deq2,Deq3,Deq5, Deq6, Deq7, Deq8, r[0] == r0, r’[0] == 0, x[0] == x0,
x’[0] == ux0, y[0] == y0, y’[0] == uy0,w1[0] == w10,
w2[0] == w20, w3[0] == w30, w4[0] == w40}

(*outting of this module are the first parameters of the ndsolve
following syntax NDSolve[out,{functions to be found},{integration time}]*)
]

PMS2Elliptic[tmin_,tmax_]:=Module[{},
(*setting up the variational equations for 4 different sets of initial
conditions in order to create the primary solution matrix*)

VEa = VariationalEquationsElliptic2[x0,y0,ux0,uy0,1, 0, 0, 0];
VEb = VariationalEquationsElliptic2[x0,y0,ux0,uy0,0, 1, 0, 0];
VEc = VariationalEquationsElliptic2[x0,y0,ux0,uy0,0, 0, 1, 0];
VEd = VariationalEquationsElliptic2[x0,y0,ux0,uy0,0, 0, 0, 1];

(*solving the above listed sets of variational equations*)

sola = NDSolve[{VEa}, {x[t], y[t], r[t],w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->InMethod,PrecisionGoal -> acc, AccuracyGoal -> acc*)];

solb = NDSolve[{VEb}, {x[t], y[t], r[t],w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->InMethod,PrecisionGoal -> acc, AccuracyGoal -> acc*)];

solc = NDSolve[{VEc}, {x[t], y[t], r[t],w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->InMethod,PrecisionGoal -> acc, AccuracyGoal -> acc*)];

sold = NDSolve[{VEd}, {x[t], y[t], r[t],w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->InMethod,PrecisionGoal -> acc, AccuracyGoal -> acc*)];

(*creating the primary solution matrix using as elements
Subscript[a, ij] the solutions of the above listed sets of equations*)
a1[t_] = w1[t] /. sola[[1]];
a2[t_] = w2[t] /. sola[[1]];
a3[t_] = w3[t] /. sola[[1]];
a4[t_] = w4[t] /. sola[[1]];
b1[t_] = w1[t] /. solb[[1]];
b2[t_] = w2[t] /. solb[[1]];
b3[t_] = w3[t] /. solb[[1]];
b4[t_] = w4[t] /. solb[[1]];
c1[t_] = w1[t] /. solc[[1]];
c2[t_] = w2[t] /. solc[[1]];
c3[t_] = w3[t] /. solc[[1]];
c4[t_] = w4[t] /. solc[[1]];
d1[t_] = w1[t] /. sold[[1]];
d2[t_] = w2[t] /. sold[[1]];
d3[t_] = w3[t] /. sold[[1]];
d4[t_] = w4[t] /. sold[[1]];

X = ({
{a1[t], a2[t], a3[t], a4[t]},
{b1[t], b2[t], b3[t], b4[t]},
{c1[t], c2[t], c3[t], c4[t]},
{d1[t], d2[t], d3[t], d4[t]}
});

]

PlotTrajectoryElliptic[x0_,y0_,ux0_,uy0_,e_,tmin_,tmax_]:=Module[{},

DEel = DifferentialEquationsElliptic[x0, y0, ux0, uy0];
soll = NDSolve[DEel, {r[t], x[t], y[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> 10000000, Method -> "ExplicitRungeKutta",
PrecisionGoal -> 10, AccuracyGoal -> 10];

rr[t_] = r[t] /. soll[[1]];
urr[t_] = rr’[t];
xx[t_] = x[t] /. soll[[1]];
yy[t_] = y[t] /. soll[[1]];
uxx[t_] = xx’[t];
uyy[t_] = yy’[t];
xx2[t_] = (1 - \[Mu]) rr[t];
xx1[t_] = -\[Mu] rr[t];
lll = NDSolve[{th’[t] == x20^2/xx2[t]^2, th[0] == 0},

th[t], {t, tmin, tmax},MaxSteps -> 10000000, Method -> "ExplicitRungeKutta",
PrecisionGoal -> 10, AccuracyGoal -> 10];

theta[t_] = th[t] /. lll[[1]];
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\[Xi][t_] = xx[t] Cos[theta[t]] - yy[t] Sin[theta[t]];
\[Eta][t_] = xx[t] Sin[theta[t]] + yy[t] Cos[theta[t]];

\[Xi]1[t_] = xx1[t] Cos[theta[t]];
\[Eta]1[t_] = xx1[t] Sin[theta[t]];

\[Xi]2[t_] = xx2[t] Cos[theta[t]];
\[Eta]2[t_] = xx2[t] Sin[theta[t]];

p4=ParametricPlot[{xx[t], yy[t]}, {t, tmin, tmax}, PlotStyle -> Blue,AxesLabel ->
{"x", "y"},ImageSize->400,PlotLabel->"trajectory of m3 in the rotating system",PlotPoints->1000];

p3 = ParametricPlot[{\[Xi][t], \[Eta][t]}, {t, tmin, tmax},PlotStyle -> Blue,
AxesLabel -> {"\[Xi]", "\[Eta]"},ImageSize->400,PlotLabel->"trajectory of m3 in the sidereal system",PlotPoints->1000];

p1 = ParametricPlot[{\[Xi]1[t], \[Eta]1[t]}, {t, tmin, tmax},PlotStyle -> Black,AxesLabel ->
{"\[Xi]", "\[Eta]"},ImageSize->400,PlotLabel->"trajectory of m1 in the sidereal system",PlotPoints->1000];

p2 = ParametricPlot[{\[Xi]2[t], \[Eta]2[t]}, {t, tmin, tmax},PlotStyle -> Red,AxesLabel ->
{"\[Xi]", "\[Eta]"},ImageSize->400,PlotLabel->"trajectory of m2 in the sidereal system",PlotPoints->1000];

({
{p4, p3},
{p1, p2}
})
]

FLIElliptic[x0_,y0_,ux0_,uy0_,meth_,tmin_,tmax_]:=Module[{VFLI},

VFLI=VariationalEquationsElliptic2[x0, y0, ux0, uy0,1, 0, 0, 0];
soll = NDSolve[VFLI, {r[t], x[t], y[t], w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin,

tmax}, MaxSteps -> Infinity,Method->meth,
PrecisionGoal->11,AccuracyGoal->11];

ww1[t_] = w1[t] /. soll[[1]];
ww2[t_] = w2[t] /. soll[[1]];
ww3[t_] = w3[t] /. soll[[1]];
ww4[t_] = w4[t] /. soll[[1]];
rr[t_] = r[t] /. soll[[1]];
urr[t_] = rr’[t];
xx[t_] = x[t] /. soll[[1]];
yy[t_] = y[t] /. soll[[1]];
uxx[t_] = xx’[t];
uyy[t_] = yy’[t];
xx2[t_] = (1 - \[Mu]) rr[t];
xx1[t_] = -\[Mu] rr[t];

Fli[t_]=Log[Sqrt[ww1[t]^2 + ww2[t]^2 + ww3[t]^2 + ww4[t]^2]/t];

]

PoincareSectionElliptic[x0_, y0_, ux0_,uy0_,method_,points_] := Module[{},
Tprimary = 2 Pi*Sqrt[(1 + e)/((1 - e)^3)];
tmax=points*Tprimary;

DEel = DifferentialEquationsElliptic[x0, y0, ux0, uy0];
soll = NDSolve[DEel, {r[t], x[t], y[t]}, {t, tmin, tmax},

MaxSteps -> Infinity, Method -> method,
PrecisionGoal -> 10, AccuracyGoal -> 10];

rr[t_] = r[t] /. soll[[1]];
urr[t_] = rr’[t];
xx[t_] = x[t] /. soll[[1]];
yy[t_] = y[t] /. soll[[1]];
uxx[t_] = xx’[t];
uyy[t_] = yy’[t];
xx2[t_] = (1 - \[Mu]) rr[t];
xx1[t_] = -\[Mu] rr[t];

For[k=1,k<+points,k++
AppendTo[ppoints,{xx[k*Tprimary],uxx[k*Tprimary]}]
];
(*Print["ppoints list is ready"];*)

]
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Παράρτηµα Γ - Υπορουτίνες του
γενικού προβλήµατος

DifferentialEquationsGeneral[\[Xi]20_,\[Xi]30_,\[Eta]20_,\[Eta]30_,u\[Xi]20_,u\[Xi]30_,
u\[Eta]20_,u\[Eta]30_,m1_,m2_,m3_]:=
Module[{deq1,deq2,deq3,deq4,deq5,deq6,deq7,deq8},
\[Xi]10=-(m3*\[Xi]30+m2*\[Xi]20)/m1;
\[Eta]10=-(m3*\[Eta]30+m2*\[Eta]20)/m1;
u\[Xi]10=-(m3*u\[Xi]30+m2*u\[Xi]20)/m1;
u\[Eta]10=-(m3*u\[Eta]30+m2*u\[Eta]20)/m1;

\[Xi]1=-(m3 \[Xi]3[t]+m2 \[Xi]2[t])/m1;
\[Eta]1=-(m3 \[Eta]3[t]+m2 \[Eta]2[t])/m1;
r12=Sqrt[(\[Xi]1-\[Xi]2[t])^2+(\[Eta]1-\[Eta]2[t])^2];
r13=Sqrt[(\[Xi]1-\[Xi]3[t])^2+(\[Eta]1-\[Eta]3[t])^2];
r23=Sqrt[(\[Xi]3[t]-\[Xi]2[t])^2+(\[Eta]3[t]-\[Eta]2[t])^2];

H=1/2 m1 (u\[Xi]1^2+u\[Eta]1^2)+1/2 m2 (u\[Xi]2[t]^2+u\[Eta]2[t]^2)+1/2 m3 (u\[Xi]3[t]^2+
u\[Eta]3[t]^2)-(m1 m2)/r12-(m1 m3)/r13-(m2 m3)/r23 ;

deq1 = u\[Xi]2[t] == \[Xi]2’[t];
deq2 = u\[Xi]3[t] == \[Xi]3’[t];
deq3 = u\[Eta]2[t] == \[Eta]2’[t];
deq4 = u\[Eta]3[t] == \[Eta]3’[t];
deq5 = -m1 (\[Xi]2[t]-\[Xi]1)/r12^3-m3 (\[Xi]2[t]-\[Xi]3[t])/r23^3 == u\[Xi]2’[t];(*px1*)
deq6 = -m1 (\[Xi]3[t]-\[Xi]1)/r13^3-m2 (\[Xi]3[t]-\[Xi]2[t])/r23^3 == u\[Xi]3’[t]; (*px2*)
deq7 = -m1 (\[Eta]2[t]-\[Eta]1)/r12^3-m3 (\[Eta]2[t]-\[Eta]3[t])/r23^3 == u\[Eta]2’[t]; (*py1*)
deq8 = -m1 (\[Eta]3[t]-\[Eta]1)/r13^3-m2 (\[Eta]3[t]-\[Eta]2[t])/r23^3 == u\[Eta]3’[t]; (*py2*)

{deq1, deq2, deq3, deq4, deq5, deq6, deq7, deq8, \[Xi]3[0]==\[Xi]30, \[Xi]2[0]==\[Xi]20,
\[Eta]3[0]==\[Eta]30, \[Eta]2[0]==\[Eta]20,u\[Xi]3[0]==u\[Xi]30, u\[Xi]2[0]==u\[Xi]20,
u\[Eta]3[0]==u\[Eta]30, u\[Eta]2[0]==u\[Eta]20}

]

TestAccuracy[\[Xi]20_,\[Xi]30_,\[Eta]20_,\[Eta]30_,u\[Xi]20_,u\[Xi]30_,u\[Eta]20_,
u\[Eta]30_,m1_,m2_,m3_,Meth_,acc_]:=Module[{},

DEG = DifferentialEquationsGeneral[\[Xi]20, \[Xi]30, \[Eta]20, \[Eta]30, u\[Xi]20,
u\[Xi]30,u\[Eta]20, u\[Eta]30, m1, m2, m3];
time=Timing[sol = NDSolve[

DEG, {\[Xi]2[t], \[Xi]3[t], \[Eta]2[t], \[Eta]3[t], u\[Xi]2[t], u\[Xi]3[t], u\[Eta]2[t],
u\[Eta]3[t]}, {t, tmin, tmax}, Method -> Meth,
AccuracyGoal -> acc, PrecisionGoal -> acc, MaxSteps -> Infinity]];

\[Xi]\[Xi]3[t_] = \[Xi]3[t] /. sol[[1]];
\[Xi]\[Xi]2[t_] = \[Xi]2[t] /. sol[[1]];
\[Eta]\[Eta]3[t_] = \[Eta]3[t] /. sol[[1]];
\[Eta]\[Eta]2[t_] = \[Eta]2[t] /. sol[[1]];
u\[Xi]\[Xi]3[t_] = u\[Xi]3[t] /. sol[[1]];
u\[Xi]\[Xi]2[t_] = u\[Xi]2[t] /. sol[[1]];
u\[Eta]\[Eta]3[t_] = u\[Eta]3[t] /. sol[[1]];
u\[Eta]\[Eta]2[t_] = u\[Eta]2[t] /. sol[[1]];
\[Xi]\[Xi]1[t_] = -(m3 \[Xi]\[Xi]3[t] + m2 \[Xi]\[Xi]2[t])/m1;
\[Eta]\[Eta]1[t_] = -(m3 \[Eta]\[Eta]3[t] + m2 \[Eta]\[Eta]2[t])/m1;
u\[Xi]\[Xi]1[t_] = -(m3 u\[Xi]\[Xi]3[t] + m2 u\[Xi]\[Xi]2[t])/m1;
u\[Eta]\[Eta]1[t_] = -(m3 u\[Eta]\[Eta]3[t] + m2 u\[Eta]\[Eta]2[t])/m1;

Ener[t_] = H /. {\[Xi]1 -> \[Xi]\[Xi]1[t], \[Eta]1 -> \[Eta]\[Eta]1[t],
\[Xi]2[t] -> \[Xi]\[Xi]2[t],
\[Eta]2[t] -> \[Eta]\[Eta]2[t], \[Xi]3[t] -> \[Xi]\[Xi]3[t],
\[Eta]3[t] -> \[Eta]\[Eta]3[t],u\[Xi]1 ->
u\[Xi]\[Xi]1[t], u\[Eta]1 -> u\[Eta]\[Eta]1[t], u\[Xi]2[t] -> u\[Xi]\[Xi]2[t],
u\[Eta]2[t] -> u\[Eta]\[Eta]2[t],
u\[Xi]3[t] -> u\[Xi]\[Xi]3[t], u\[Eta]3[t] -> u\[Eta]\[Eta]3[t]};

(*pall[t_] = m1 (\[Xi]\[Xi]1’[t] + \[Eta]\[Eta]1’[t]) + m2 (\[Xi]\[Xi]2’[t] + \[Eta]\[Eta]2’[t])

85



+ m3 (\[Xi]\[Xi]3’[t] + \[Eta]\[Eta]3’[t]);*)

L1[t_] = m1 (\[Xi]\[Xi]1[t] \[Eta]\[Eta]1’[t] - \[Xi]\[Xi]1’[t] \[Eta]\[Eta]1[t])
+ m2 (\[Xi]\[Xi]2[t] \[Eta]\[Eta]2’[t] - \[Xi]\[Xi]2’[t] \[Eta]\[Eta]2[t])
+ m3 (\[Xi]\[Xi]3[t] \[Eta]\[Eta]3’[t]
- \[Xi]\[Xi]3’[t] \[Eta]\[Eta]3[t]);

numdata1={};numdata2={};
For[i = 1, i <= 1000, i++,
AppendTo[numdata1, {i/10 // N, Abs[Ener[i/10] - Ener[0]]}];
AppendTo[numdata2, {i/10 // N, Abs[L1[i/10] - L1[0]]}];
numdataplot1 = ListLinePlot[numdata1, AxesLabel -> {"time", "|E(t)-E(0)|"},
PlotLabel -> "sec is the time needed to complete the computation " time[[1]],
PlotRange -> All, ImageSize -> 800];
numdataplot2 = ListLinePlot[numdata2, AxesLabel -> {"time", "|L(t)-L(0)|"},
PlotLabel -> "sec is the time needed to complete the computation " time[[1]],
PlotRange -> All, ImageSize -> 800];
]
]

VariationalEquationsGeneral[\[Xi]20_,\[Xi]30_,\[Eta]20_,\[Eta]30_,u\[Xi]20_,
u\[Xi]30_,u\[Eta]20_,u\[Eta]30_,w10_,w20_,w30_,w40_,w50_,w60_,w70_,w80_,m1_,m2_,m3_]:=
Module[{deq1,deq2,deq3,deq4,deq5,deq6,deq7,deq8,deq9,deq10,deq11,deq12,deq13,deq14,deq15,deq16},
\[Xi]10=-(m3*\[Xi]30+m2*\[Xi]20)/m1;
\[Eta]10=-(m3*\[Eta]30+m2*\[Eta]20)/m1;
u\[Xi]10=-(m3*u\[Xi]30+m2*u\[Xi]20)/m1;
u\[Eta]10=-(m3*u\[Eta]30+m2*u\[Eta]20)/m1;

\[Xi]1=-(m3 \[Xi]3[t]+m2 \[Xi]2[t])/m1;
\[Eta]1=-(m3 \[Eta]3[t]+m2 \[Eta]2[t])/m1;
r12=Sqrt[(\[Xi]1-\[Xi]2[t])^2+(\[Eta]1-\[Eta]2[t])^2];
r13=Sqrt[(\[Xi]1-\[Xi]3[t])^2+(\[Eta]1-\[Eta]3[t])^2];
r23=Sqrt[(\[Xi]3[t]-\[Xi]2[t])^2+(\[Eta]3[t]-\[Eta]2[t])^2];

H=1/2 m1 (u\[Xi]1^2+u\[Eta]1^2)+1/2 m2 (u\[Xi]2[t]^2+u\[Eta]2[t]^2)
+1/2 m3 (u\[Xi]3[t]^2+u\[Eta]3[t]^2)-(m1 m2)/r12-(m1 m3)/r13-(m2 m3)/r23 ;

F1 = u\[Xi]3[t];
F2 = u\[Eta]3[t];
F3 = -m1 (\[Xi]3[t]-\[Xi]1)/r13^3-m2 (\[Xi]3[t]-\[Xi]2[t])/r23^3;
F4 = -m1 (\[Eta]3[t]-\[Eta]1)/r13^3-m2 (\[Eta]3[t]-\[Eta]2[t])/r23^3;
F5 = u\[Xi]2[t];
F6 = u\[Eta]2[t];
F7 = -m1 (\[Xi]2[t]-\[Xi]1)/r12^3-m3 (\[Xi]2[t]-\[Xi]3[t])/r23^3;
F8 = -m1 (\[Eta]2[t]-\[Eta]1)/r12^3-m3 (\[Eta]2[t]-\[Eta]3[t])/r23^3;

(*module setting up the variational equations*)

deq1 = u\[Xi]2[t] == \[Xi]2’[t];
deq2 = u\[Xi]3[t] == \[Xi]3’[t];
deq3 = u\[Eta]2[t] == \[Eta]2’[t];
deq4 = u\[Eta]3[t] == \[Eta]3’[t];
deq5 = -m1 (\[Xi]2[t]-\[Xi]1)/r12^3-m3 (\[Xi]2[t]-\[Xi]3[t])/r23^3
== u\[Xi]2’[t];(*px1*)
deq6 = -m1 (\[Xi]3[t]-\[Xi]1)/r13^3-m2 (\[Xi]3[t]-\[Xi]2[t])/r23^3
== u\[Xi]3’[t]; (*px2*)
deq7 = -m1 (\[Eta]2[t]-\[Eta]1)/r12^3-m3 (\[Eta]2[t]-\[Eta]3[t])/r23^3
== u\[Eta]2’[t]; (*py1*)
deq8 = -m1 (\[Eta]3[t]-\[Eta]1)/r13^3-m2 (\[Eta]3[t]-\[Eta]2[t])/r23^3
== u\[Eta]3’[t]; (*py2*)
deq9 = w1’[t] == w1[t]*D[F1, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F1, \[Eta]3[t]] +
w3[t]*D[F1, u\[Xi]3[t]] + w4[t]*D[F1, u\[Eta]3[t]]
+ w5[t]*D[F1, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F1, \[Eta]2[t]] +
w7[t]*D[F1, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F1, u\[Eta]2[t]];
deq10 = w2’[t] == w1[t]*D[F2, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F2, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F2, u\[Xi]3[t]]
+ w4[t]*D[F2, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F2, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F2, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F2, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F2, u\[Eta]2[t]];
deq11 = w3’[t] == w1[t]*D[F3, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F3, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F3, u\[Xi]3[t]] + w4[t]*D[F3, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F3, \[Xi]2[t]]
+ w6[t]*D[F3, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F3, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F3, u\[Eta]2[t]];
deq12 = w4’[t] == w1[t]*D[F4, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F4, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F4, u\[Xi]3[t]]
+ w4[t]*D[F4, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F4, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F4, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F4, u\[Xi]2[t]]
+ w8[t]*D[F4, u\[Eta]2[t]];
deq13 = w5’[t] == w1[t]*D[F5, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F5, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F5, u\[Xi]3[t]]
+ w4[t]*D[F5, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F5, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F5, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F5, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F5, u\[Eta]2[t]];
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deq14 = w6’[t] == w1[t]*D[F6, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F6, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F6, u\[Xi]3[t]]
+ w4[t]*D[F6, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F6, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F6, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F6, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F6, u\[Eta]2[t]];
deq15 = w7’[t] == w1[t]*D[F7, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F7, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F7, u\[Xi]3[t]]
+ w4[t]*D[F7, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F7, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F7, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F7, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F7, u\[Eta]2[t]];
deq16 = w8’[t] == w1[t]*D[F8, \[Xi]3[t]] + w2[t]*D[F8, \[Eta]3[t]]
+ w3[t]*D[F8, u\[Xi]3[t]]
+ w4[t]*D[F8, u\[Eta]3[t]] + w5[t]*D[F8, \[Xi]2[t]] + w6[t]*D[F8, \[Eta]2[t]]
+ w7[t]*D[F8, u\[Xi]2[t]] + w8[t]*D[F8, u\[Eta]2[t]];

{deq1, deq2, deq3, deq4, deq5, deq6, deq7, deq8,deq9,deq10,deq11,deq12,deq13,
deq14,deq15,deq16,
\[Xi]3[0]==\[Xi]30, \[Xi]2[0]==\[Xi]20, \[Eta]3[0]==\[Eta]30,
\[Eta]2[0]==\[Eta]20,u\[Xi]3[0]==u\[Xi]30,
u\[Xi]2[0]==u\[Xi]20, u\[Eta]3[0]==u\[Eta]30, u\[Eta]2[0]==u\[Eta]20,w1[0] == w10,
w2[0] == w20,w3[0] == w30, w4[0] == w40,
w5[0] == w50, w6[0] == w60,w7[0] == w70, w8[0] == w80}

]

PMSGeneral[tmin_,tmax_]:=Module[{},
(*setting up the variational equations for 4 different sets of initial
conditions in order to create the primary solution matrix*)

VEGa = VariationalEquationsGeneral[\[Xi]20,\[Xi]30,\[Eta]20,\[Eta]30,u\[Xi]20,
u\[Xi]30,u\[Eta]20,u\[Eta]30,1,0,0,0,0,0,0,0,m1,m2,m3];
VEGb = VariationalEquationsGeneral[\[Xi]20,\[Xi]30,\[Eta]20,\[Eta]30,u\[Xi]20,
u\[Xi]30,u\[Eta]20,u\[Eta]30,0,1,0,0,0,0,0,0,m1,m2,m3];
VEGc = VariationalEquationsGeneral[\[Xi]20,\[Xi]30,\[Eta]20,\[Eta]30,u\[Xi]20,
u\[Xi]30,u\[Eta]20,u\[Eta]30,0,0,1,0,0,0,0,0,m1,m2,m3];
VEGd = VariationalEquationsGeneral[\[Xi]20,\[Xi]30,\[Eta]20,\[Eta]30,u\[Xi]20,
u\[Xi]30,u\[Eta]20,u\[Eta]30,0,0,0,1,0,0,0,0,m1,m2,m3];

(*solving the above listed sets of variational equations*)

sola = NDSolve[{VEGa}, {\[Xi]3[t], \[Xi]2[t], \[Eta]3[t], \[Eta]2[t], u\[Xi]3[t], u\[Xi]2[t],
u\[Eta]3[t], u\[Eta]2[t], w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->"BDF",PrecisionGoal -> 13, AccuracyGoal -> 13*)];

solb = NDSolve[{VEGb}, {\[Xi]3[t], \[Xi]2[t], \[Eta]3[t], \[Eta]2[t], u\[Xi]3[t], u\[Xi]2[t],
u\[Eta]3[t], u\[Eta]2[t], w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->"BDF",PrecisionGoal -> 13, AccuracyGoal -> 13*)];

solc = NDSolve[{VEGc}, {\[Xi]3[t], \[Xi]2[t], \[Eta]3[t], \[Eta]2[t], u\[Xi]3[t], u\[Xi]2[t],
u\[Eta]3[t], u\[Eta]2[t], w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->"BDF",PrecisionGoal -> 13, AccuracyGoal -> 13*)];

sold = NDSolve[{VEGd}, {\[Xi]3[t], \[Xi]2[t], \[Eta]3[t], \[Eta]2[t], u\[Xi]3[t], u\[Xi]2[t],
u\[Eta]3[t], u\[Eta]2[t], w1[t], w2[t], w3[t], w4[t]}, {t, tmin, tmax},
MaxSteps -> 20000000(*, Method->"BDF",PrecisionGoal -> 13, AccuracyGoal -> 13*)];

(*creating the primary solution matrix using as elements Subscript[a, ij]
the solutions of the above listed sets of equations*)
a1[t_] = w1[t] /. sola[[1]];
a2[t_] = w2[t] /. sola[[1]];
a3[t_] = w3[t] /. sola[[1]];
a4[t_] = w4[t] /. sola[[1]];
b1[t_] = w1[t] /. solb[[1]];
b2[t_] = w2[t] /. solb[[1]];
b3[t_] = w3[t] /. solb[[1]];
b4[t_] = w4[t] /. solb[[1]];
c1[t_] = w1[t] /. solc[[1]];
c2[t_] = w2[t] /. solc[[1]];
c3[t_] = w3[t] /. solc[[1]];
c4[t_] = w4[t] /. solc[[1]];
d1[t_] = w1[t] /. sold[[1]];
d2[t_] = w2[t] /. sold[[1]];
d3[t_] = w3[t] /. sold[[1]];
d4[t_] = w4[t] /. sold[[1]];

X = ({
{a1[t], b1[t], c1[t], d1[t]},
{a2[t], b2[t], c2[t], d2[t]},
{a3[t], b3[t], c3[t], d3[t]},
{a4[t], b4[t], c4[t], d4[t]}

});
Print[" We have succesfully evaluated X(t)"];
]

FLIGeneral[\[Xi]20_,\[Xi]30_,\[Eta]20_,\[Eta]30_,u\[Xi]20_,u\[Xi]30_,u\[Eta]20_,
u\[Eta]30_,tmin_,tmax_,method_]
:=Module[{VFLIGeneral},
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VFLIGeneral=VariationalEquationsGeneral[\[Xi]20,\[Xi]30,\[Eta]20,\[Eta]30,u\[Xi]20,
u\[Xi]30,u\[Eta]20,u\[Eta]30,1,0,0,0,0,0,0,0,m1,m2,m3];
solg = NDSolve[VFLIGeneral, {\[Xi]3[t], \[Xi]2[t], \[Eta]3[t], \[Eta]2[t],
u\[Xi]3[t], u\[Xi]2[t], u\[Eta]3[t], u\[Eta]2[t], w1[t], w2[t], w3[t],w4[t],
w5[t], w6[t], w7[t],w8[t]},
{t, tmin, tmax}, MaxSteps -> Infinity,Method->method,

PrecisionGoal->11,AccuracyGoal->11];

ww1[t_] = w1[t] /. solg[[1]];
ww2[t_] = w2[t] /. solg[[1]];
ww3[t_] = w3[t] /. solg[[1]];
ww4[t_] = w4[t] /. solg[[1]];
ww5[t_] = w5[t] /. solg[[1]];
ww6[t_] = w6[t] /. solg[[1]];
ww7[t_] = w7[t] /. solg[[1]];
ww8[t_] = w8[t] /. solg[[1]];

FliGeneral[t_]=Log[Sqrt[ww1[t]^2 + ww2[t]^2 + ww3[t]^2 + ww4[t]^2+ww5[t]^2
+ ww6[t]^2 + ww7[t]^2 + ww8[t]^2]/t];

]
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