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« Il peut arriver que de petites 

différences dans les conditions initiales 

en engendrent de très grandes dans les 

phénomènes finaux. Une petite erreur 

sur les premières produirait une erreur 

énorme sur les dernières. La prédiction 

devient impossible et nous avons le 

phénomène fortuit… Une cause très 

petite, qui nous échappe, détermine un 

effet considérable que nous ne pouvons 

pas ne pas voir, et alors nous disons que 

cet effet est dû au hasard »* 

        Henri Poincaré 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
*    « ������  ��  	
���  
�����  ��������  �	��  �������  ��������   ��  �����������  ���
  

����
	����  �	�  	�����  �����
��� . ���  ���  
����  ����
�  �	��  ���	��   ����
�	��  ���  
	����	��  �	��  	����	���� . �  �������  �����	�	��  ��
��	  ���  ����
�  	�  	�����  ������� … 
���  ���
  
����  ��	�� , ���  
��  !���
��� , ������"��  ���  � 
��	���  ���	����
� , 	�  �����  
���  
����

�  ��  ��������
� , ���  	�	�  ��
�  �	�  ��	�  	�  ���	����
�  ������	��  �	 �  	
�  »  
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1.1 �&�� , #���  �#��  ��&���  	)�  �

�	��)�  
 

3
�  
����-�  )  (�0�*�  	��  �&���  �����
  ��)  ��  #��  �
�  	�  �����-	���  

�

�	)���
�&  �

	�-���	�  	��  20��  �
��� , ��
  �*��
  �������  �	
  �*���  ��
��-�
��  

(�0�*��  �	
�  +��
�#�  �

�	����  #����  �
���*��
  ��  	#	�
�  '�(��  	�  ���
�+#���  	��  

��
��- . ���
��*  �
��-�  ����)  ��
  �
�  ������  �	)�  ��	*�)4)  	)�  
�����	
��	)	��  �  

�
�  �
��&�	��)  �	
�  +��
�#�  �

�	���� . �
  �&��
  ��0�  ��	��  	)�  (�0�*�  	���  

�����
��	
�� ;   

  �-�
�  ����  	)�  �

�	��)�  �*��
  )  
����	)	�  	)�  ��  ����#�
  	)�  �
	*�  ��  	�  

�
�	#����� . 3
�  
��&��
��� , ��  '&�)  	���  ������  	)�  '��-	)	�� , ��	�����
�&  

+�
������  �
0�  �
  ����*4�
�  ��
  )  ��+&�
�)  ���)	��  �
���-�  ��  
��'��+(�-�  

����)  ��
  �
�
&���  ����
�  
�
� . 5���  +�
������  0�	��� , �*��
  
��-  

�  �-�����  ��  


��'��+(�-� . ������  
��  �
  �
����
�  	)�  �	���+�
���  �
���-���  �	���  *�
���  

+��
��-�  ������   ��  	
�  �
����
�  	0�  
���)	�� , )  
��'��4)  	��  ��
��-  ��+��*$�	�
  

����)  
��'�)��	
�� . !+����  ���  �
&���
  ��+��  ����#	
�)  ��	�1-  �
	*��  ��
  

�
�	��#���	�� , �#��  �	
  	#	�
��  �*����  +�
������  ��
��
#����  	���*�  �	�
��*� . 

����
�	��� , ���  �
�����  ����
  ��  ��+
�')	���
  ����*�  �	
 , ��  	)�  ��&���)  
��-  


��
���	��0�  �����#�0�  (
 .� . ��  
��-  
����	���  �*�	��  �
�  ��	�0�����
��-�  

�	�(��-�  ��
  

�  
�����-�  �
����
�	#� ), (�  �	��  ����	��  ��  �*��
  �
�  

�����
��(���)  ��
  ���
'��  
��'��4) .  �����	�*�  ��0� , ���
�&  �
�  	�  
��	�  

���
��&���	�  	)�  (�0�*��  	��  �&���  #����  ��	�'&���
  ��	�  	)�  &
�4) . �
�&  

�
	
����	
�&  ���	���	�  ��  �*���  
����#	����  �
���-�  ��   
�����
&����  	���*�  

���
��
+��&  )  �
�*�  �*��
  	���*0�  ���
�� . ��	�  	)�  	���*�  ���
��
+��&  

�
�����-��  �&�� . 6��  +�
�����
�&  
��&��1�  �*��
  �	
  	�  �&��  �*��
  �
	
����	
�� , 


���������  �
�  �	�(���-�  �������  
��  ���  ��
��
#����  	���*�  �	�
��*�  ��	�'���� . 

�
�&��  ����)  ��
  �
�  �
	
����	
��  �&��  (deterministic chaos). ,�0�)	
��� , 	�  

�#����  
����
��*$�	�
  �
���	�  �
�  	�  
����(�� , �	)�  
�&1)  ��0� , �
�  

�
�
����&�
�	)  �
&+���  �	
�  ���
�#�  ���(����  ����(-��	�
 , ��  �
�	#�����   	�  �
�  

���#	)  �-�	)��  (��  ��
  
��'�#4
��  �
�  �
���  ����
��  �
&�	)�� ) ��  �*��	�
  

�
��'��
	�  ��  '&(��  ������ .  

  	��&�	
�  �()�)  
��  #�0���  �	)�  �1#�
1)  	)�  +��
���  �

�	��)�  ��
  	0�  

��()��	
��� , 
��*
��  	�
����
�  ����
�  
�
� , �
  �����*��  	0�  Newton ��
  Leibniz, 

��
  ��  	)�  �
�*�  �
�  (�0�*�  '��
$����)  ��  ��()��	
��  +�����
���  �
���-��  ��  

�1)����
  ��
  ��  
��'�#4�
  
��(��  +�
���#�0� , �)�&��4�  	)�  ����  �
��  �
����  



��+&��
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  ���+�������	
�&  �-����  
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�
��  0�*����  )  ���+�  
�
�*()�)  �	
  �
	
����	*�  ��
  
��'��4
��	)	�  �*��
  

	��	��)���  #���
�� .   ��	*�)4)  ��	�  '�*���
  �-�'���  �	�  ‘ ��*����  	��  Laplace’: 

«!&�  �
���-����  ��  +��	��	�-��  #���  ���  ����	&  ���&��  ��	�  ��  1#��
 , 	)�  


���-��  �	
��� , 	)�  ���
'�  (#�)  ��
  	��-	)	�  ��0�  	0�  ��	
��
�#�0�  	��  

�-�
��	��  ���&  ��
  ����  	
�  ���&��
� , 	�	�  ���  (�  �
����  ���	
��  �
�  ��	��  	��  

��� . ,�  �
���-��  ��  �
����*��
  	�  
&�	�  �
�  	�  
����(��  ��
  �
�  	�  �#���� , 

��)�
��
�
��	��  	���  ������  	)�  �
	*��  ��
  	��  �
�	��#���	�� .» 

 

��  1892, �  ��()��	
���  Henri Poincaré �)���*����  �	
  	�  �-�	)��  	0�  	�
��  

�0�&	0�  
�����
&$�
  ��	�  
��  �  *�
��  �������  ���	
��  ���
��
+��& , ���&  )  


���	��)�)  ��	�  �	��  
��-  ���	��
	
��  �
�  	)�  �
���  ���*�)  ��
  ���
&�	)��  ��  


��&����  
��*
��  �'�����	�  ����
�   ��
��  ��  �
��������
  1��&  	)�  �

�	)���
��  

��
��	)	� .  

�	�  ��	�1- , )  ����
��  �
	
����	
��  &
�4)  �#�()��  #��  
�����  
�����  	�  1927, 

�	��  �  Werner Heisenberg �)���*����  	)�  ��0�	�  	��  ����  	)�  �'�'�
�	)	�� , )  

�
�*�  �
�	�
���
  �	
  �*��
  ��-��	�  ��  �
����
�(�-�  	��	�����0�  ��  &
�
�)  

���*'�
�  )  (#�)  ��
  )  	��-	)	�  ����  ��	
��
�#��� . �  *�
��  #���4� : «�	)�  ���	)��  

�
�	-
0�)  	��  �����  	)�  �
	
�	)	��  -‘7	��  ��0�*$����  	�  
���� , �
���-��  ��  

�
����*�����  	�  �#���� ’- ���  �*��
  	�  	����	�*�  �#���  ���&  	�  
��	�  
��  �*��
  

��(��#�� . "��  �
���-��  ��  ��0�*$����  	�  
����  ��  ����  	
�  ��(��
�	
�#�  

��
	��#��
��  	�� . 8�  ��  	�-	�� , �&(�  ��	*�)4)  �
�	���*  �
�  �

����  �
�  �
�  


�)(���   �������#�0�  ��
  #���  
��
��
���  �
�  	�  ������	
�&  ���������� … !
�
��  

�&(�  
�
����	
��  �
��
���*�  �
���
	�
  �	���  ������  	
�  �'��	��)���
��� , ��
  

���&��  �	)�  ����  	)�  �'�'�
�	)	�� , )  �����	)	�  	��  �����  	)�  �
	
�	)	��  

����
���	�
  ��
�	
�&  �#�0  	)�  �'��	��)���
��� .»  

8�	��� , )   ����  	)�  �'�'�
�	)	��  ���  ������  ��(����  	�  ��
�	
��  	#���  	)�  

�
	
����	
���  &
�4)� .   �
���	)  ��()��	
��  ���*'�
� , 	)�  �
�*�  �*��  
��9
�(#��
  

�  Laplace, ��	0�  ���  �	��  +��
���  �+
�	� , ���&  �
  �

�	������  ���#�
$��  ��  



�	�-���  �	
  �
�  �
	*��  
������
�	
�&  *�
��  
���-
	���  �
�	��#���	�  


������
�	
�&  *�
� . 7�0� , ��	�  )  +�
�����
�&  ������+����  �
�(��)  ���  �
�	���*  

�
�  
������
�  ���(�
�  ��
 , 
��-  
��
���	��� , ���  ��	�
���*��	�
  �	)�  �1#�
1)  

+��
���  �
��
���
��  ��  ���&���  ����
�#�  
��
����� .  

3-�0  �	�  1960, �  ��	�0�������  Ed Lorenz �
�	-
0��  	)�  ������*�  

�����
��(���)�  
��'��4)�  	��  ��
��-  �#�0  ��
(�)	
���  ��(��0�  �
���
��-��	��  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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�	
  ����)  ��
  #��  �-����  	�
��  ��$����#�0� , 
��	)�  	&1)� , �)  �����
���  

�1
����0� , �
���*  ��  ��)����
  	�  �-�	)��  ��  	���*0�  ���	
��  ���
��
+��& . 6	�
 , 

�
������  	��  ���  ‘+�
������  
�	���-��� ’ �
�  ��  
��
��&4�
  	)�  ���*�()	)  

�1&�	)�)  	)�  �1#�
1)�  	0�  ��
�
���  +�
���#�0�  �
�  	
�  ���
�#�  ���(���� .   �
��  

	��  
��
���+�  	��  �
	
����	
��-  �&���  �*��
  )  �1�� : «�&��  ��+��*$�	�
  �	��  	�  

�+&���  �	)�  �
&���) , (�0��-����  0�  #��  ����  ��  �
�  ����
��  �
��
���*� , 

����(-��	�
  ��  �#��(��  *�
��  	&1)�  ��  	�  ���
��  ���� ».  7
�	� , 	��
�& , )  �
&�	)�)  

	��  Heisenberg �	)�  �
	
����	
��  (���)�)  �	��  )�
	���� . !*��  ���
��&��
  �	
  )  

���	)��  �
	
�	)	�  �*��
  ���(���#�)  �1�
	*��  	0�  ���(���#�0�  
��9
�(#��0�  	)� . 

�  Lorenz �
#��
1�  �	
  ��
  	�  ���
��&���	�  	)�  �*��
  ���(���#�� . ��  &���  ���
� , 

�
	
����	*�  ��
  
��'��4
��	)	�  ���  �
�	���-�  	��	��)���  #���
�� . 

 

������  #��
  '��(�*  �	
  	�  �
	
����	
��  �&��  (	�  �
�*�  �
��)����
  	)   ���	
��  

���
��
+��&  	)�  �1#�
1)�  �	��  �����  ���	)�&	0� , )  �*�)�)  	0�  �
�*0�  

��(��*$�	�
  �����
�&  �
�  	
�  ���
�#�  ���(���� ) ��+��*$�	�
  ��  
��(��  �)  

�����
���  ���	)�&	0� , ����)  ��
  ��  
��-  �
�&  ���	���	�  �
0�  �*��
  )  

	�	���0�
��  �
�
���
�)  (1 )x ax x� � . � ’ ��	�  	�  �)��*� , 
�#
�
  ��  	��
�	�*  �	
  )  

�)  �����
��	)	�  �
�	���*  ������*� , ���&  ��
  
����  ���(��)  �
�  	)�  ��+&�
�)  	��  

�&��� .   �-�
�  
�
�	)	�  )  �
�*�  �����	)�*$�
  #��  ���	
��  �-�	)��  �*��
  )  

«���*�()	)  �1&�	)�)  �
�  	)�  ���
�#�  ���(���� ». �-�+0��  ��  ��	�� , �	��  #��  

�-�	)��  
�����
&$�
  ���	
��  ���
��
+��& , 
��-  ���	
�#�  	���
#�  �
�����-���	�
  

��(�	
�&  )  �
�  �
�  	)�  &��)  ��  	�  
#�����  	��  ������ , ��  ���#
�
�  )  ��#�)  �
	*��  

��
  �
�	��#���	��  ��  �&��	�
  �����)�0	
�&  ��
  )  �����
��(���)  
��'��4)  	)�  

�1#�
1)�  	��  ���	���	��  ��  ��(*�	�	�
  	���*0�  ��-��	) . 6	�
 , �
�  �)���	
��  


��&��	���  �	)�  ���#	)  ���	
���  ���	)�&	0�  �*��
  �  ‘ ��*$��	��  
��'��4
��	)	�� ’ 

	�� , �)����  	�  ��()��	
�� , +��
��  �  ����
��  ��
�  
#��  �
�  	�  �
�*�  ���*�  


��'��4)  ���  �*��
  �+
�	� . 7
0�  �  ��
��� , ��
  )  �*�)�)  	0�  
���)	��  �
�	���*  

���	
��  +�
������  ���&  �  ������  ��	&  �
�  	��  �
�*�  ���)����	�
  	�  �&��  �*��
  


��-  �����-	���� .  

��#
�
  ��  �

�)�&�����  �	
  	�   �&��  ��
  )  	&1)  �*��
  ����	��  (��
  �&�
�	�  

���'�*��
  ��  
��(��  
��

	���0� ) ��  ��+��
�(�-�  
��&��)��  �	�  *�
�  �-�	)�� . 

6	�
 , �
�  �����
��  �
&���)   	0�  �+���&	0� , �����	)�
�	
��  ����  �
	
����	
��-  

���	���	��  	�  �
�*�  �
���-�
  �	)�  ����  	)�  �
	
�	)	�� , �
���*  ��  ����
&���
  �	�  

*�
�  �-�	)��  ��  �
�  ��(�	
��  �
&���)   	0�  �+���&	0� .  



��+&��
�  �: !
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  ���+�������	
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1.2 ���
'��  ��
����  �&���  

 

�  �������	��  �������  

 

%#��  �	
  �
�  �
�
���
�)  f  �*��
  	���������  
�	���	��� , ��  �
�  �
�
���
�	�  

���
�	&  �
��	���	�  ,U V � �   �
&���
   n N� , 	#	�
�  ��	�  ( )nf U V� � 	  �)����  

#��
  �)��*�  �
��  ���
�	��  
��
����  
��  �	��
��&  �

��#
	��	�
  �&(�  &��)  ���
�	�  


��
��� . 

%#��  �	
  �
�  �
�
���
�)   f  
�����
&$�
  ������ 	  �!��	 �  ���  	��  �������  

��������  �&�  �
&���
  �&
�
�  0
 �  	#	�
�  ��	� , �
�  �&(�  ��
	��
&  U  �&(�  �)��*��  

x� � , ��  �
&�����  x U��  ��
  n N� , 	#	�
�  ��	�  )  �
��	��)  

( ( ), ( ))n nd f x f x 
� �  

 

�  �������    ��!�  

 

�
�  �
�
���
�)  �#��	�
  ���	
��  �	�  ���
��#�  ������*0	�  �-����  �  �	��  


�)��*  	
�  	��
�  
����&	0  
��9
�(#��
� : 

 

1. 6��
  #��  
����  �-����  
��
��
���  	���
��  

2. !*��
  	�
����
�&  ��	�'�	
��  

3. ������
&$�
  ���*�()	)  �1&�	)�)  �
�  	
�  ���
�#�  ���(���� . 

 

�  �  �	�����  Liapunov 

 

6���  	��
��  ��  ��	�������  	�  
���  ���	
��  �*��
  �&
�
�  �-�	)��  �*��
  �  

�
����
����  	��  ��(#	)  Liapunov, �  �
�*��  ��*$�	�
  0�  )  
���	)	� : 

0

1
lim ln ( )

n

jn
j

f x
n



��

�

�� �  

�
��  ( )jf x�  )   ���0'
���  ��*$����  	��  ���	���	�� : 

( ) i
j

j

f
f x

x
�

� �
�

 



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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��  jx  �*��
  	�  �
����
�&  �)��*�  �
��  	���
&�  ���  	�  n  �
���*  ��  (�0�)(�*  0�  �  

������ . �  ��(#	)�  Liapunov ���  �*��
  	��  �#��  ��(��  �
��&�����)�  ��
	��
���  

���
���  ���()���  ��(��  ��
  	)�  �#�)  �
���
�  
�)��+��
��  �
�  	)  (#�)  ����  

�)��*��  ��	&  �
�  �&(�  '��� . 7
0�  
���-
	�
  �
�  	)�  (�0�*�  �
�  	)�  ���	&(�
�  	0�  

��
	��
���  �)��*0� , �
�  ��  
�����
&$�
  �&
�
�  �-�	)��  ���	
��  ���
��
+��&  (�  


�#
�
  ��  �*��
   0
 � .  

 

1.3 �����
�
�&  �)��*�  �
��  �
�
���
�)�  

 

6�	0  )  �
�
���
�) : 

1( )n nf x x ��  

�
��  ,   :n n n
nx R f R R� � . 

 

�	�(��&  �)��*�  	)�  �
�
���
�)�  ����&$��	�
  	�  �)��*�  	)�  
��  �
��)(�-���  	)  

��#�) : 

( )n nf x x�  

 

��  �-����  �  ����&$�	�
  ������*0	�  �-����  	)�  �
�
���
�)�  �	��  	�  �)��*�  nx  

�����
  �	�  �  ��
  ��)  )  	���
&  	��  nx , �&	0  �
�  	)  ��&�)  	)�  �
�
���
�)� , �����
  

��
  ��	�  �	�  � , �
�  �&(�  n.  

 

 

�&(�  �
�
���
�) , ��  #��  �
��'��
��  �)��*� , #��
  ��  �#��
  �
�  ���	�(�  ��
  �
�  

��	�(�  
����
��	)	�  (	�

�#� ) �
  �
�*��  ��*$��	�
  0�  �1�� : 

0 0

0 0

( ) { / ( ) ,   ��
  ( ) ,  n 0}

( ) { / ( ) ,   ��
  ( ) ,  n 0}

s n n

u n n

W x x f x x n f x

W x x f x x n f x� �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
 

�
��  0x  	�  �	�(���  �)��*�  	)�  �
�
���
�)� . ")����  �
�  �&(�  x  
��  �����
  �	�  � , 

��)  )  	���
&  	��  �����
  �	�  �  ��
  	�*��
  �	�  �	�(���  �)��*� . 

  ��
��  ��	�(��  (���	�(�� ) 
����
��	)	�  ��*$�	�
  0�  )  #�0�)  ��0�  	0�  

�
���0�  (
���
���0� ) 	)�  	�

���  �
�
���
�)� . �
  
����
��	)	��  ��	#�  �
���-�  

�*	�  ��  �
�+�-����  �	�  &
�
�� , �*	�  ��  ������	�
  ����&  (�
�  ���	�(��  ��
  �
�  

��	�(�� ) �	��  �
&���
  #��  �������0��  	��  ���	���	�� , �*	�  ��  ��)��-�	�
  ��  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  

 
 

 10 

�
�+���	
��-�  	�
��� , �*	�  ��  	#����	�
 . �	)�  	����	�*�  
��*
	0�) , �
�  


����
��	)	�  ���  �
���*  ��  	#���
  	��  ���	�  	)� , �-	�  ��
  �
�  
����
��	)	�  *�
��  

���	&(�
�� , &����  �	�(���-  �)��*�� . 6	�
 , �
�  
����
��	)	�  �
���*  ��  	#���
  ����  

�
�  ��	*(�	)�  ���	&(�
��  
����
��	)	� . 

7	��  )  ���	�(��  
����
��	)	�  	#���
  	)�   ��	�(�  
����
��	)	�  	��  *�
��  

�	�(���-   �)��*�� , 	�	�  	�  �)��*�  	����  �  ����&$�	�
  �����
�
��  �)��*� . 7	��  )  

���	�(��  
����
��	)	�  	#���
  	)�  ��	�(�  
����
��	)	�  �
�+���	
��-  �	�(���-  

�)��*�� , 	�	�  	�  �)��*�  	����  �  ����&$�	�
  �	�����
�
��  �)��*� . 

 

��	*�	�
��  )  	���
&  	��  �  ����&$�	�
  �����
�
��  �	�  0x  �&�  

0 0( ) ( )s uW x W x� � �  

��
  �	�����
�
��  �	�  1 2,  x x  �&�   

1 2( ) ( )s uW x W x� � �  

!&�  �
  	��#�  	��  
����
��	�	0�  �*��
  ���&��
��  	�	�   	�  �  ����&$�	�
  ���&��
�  

�����
�
��  �)��*� .  

 

�
���*  ��  ��
�(�*  �	
  )  -
��1)  �����
�
���  �)��*0�  ����
&��	�
  	)�  ��+&�
�)  

�&���  �	)  ��
	��
&  	��  �	�(���-  �)��*�� , ��  	)�  	��	�����)  ��+&�
�)  

���+�������	
���  �����  �	)�  
��
��� .  

7
0�  ��)  �

�)�&����  �
&���
  	���&�
�	��  #��  �)��*�  	����  	0�  ���  


����
��	�	0� . 7�0�  )  �
����  	��  �)��*��  	����  (�  
�#
�
  ��  �����
  ��
  �	)�  

���	�(�  ��
  �	)�  ��	�(�  
����
��	)	� . !
*�)�   (�  
�#
�
  ��  �
�	)��*	�
  �  


������	��
����  (	�  '��&�
�  
&�0  �	
�  
����
��	)	�� ). 6	�
   )  -
��1)  ����  

�)��*��  	����  ����
&��	�
  �
�  �
�
�*�  �)��*0�  	���� .  

6��  ����)  �����	)�
�	
��  	��  ���	���	��  �*��
  �	
  �
�
��  �+����$����  

�
�	)�)	
��  �
�
���
�)  ()  �
�*�  �
�	)��*  	�  ��'��&  �	��  ����  	0�  +&��0� ), 
�#
�
  

	�  ��'��&  ��	�1-  	0�  	����  ��  �*��
  *�� . 7�0� , ���  ��1&��	�
  	�  n 	���  	�  �)��*�  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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�)�
&$���  ��(�	
�&  	�  �	�(���  �)��*�  	)�  �
�
���
�)� , ��  �
�	#�����  )  

�
��	��)  	���  
&�0  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  ��  ��
���	�
  ��
  	�  ��'��&  ��  


�*�����  ���  ��
  
��
���	���  ������	��)  ���+�  �
0�  +�*��	�
  �	�  
����&	0  

����� . 

 

 
#�  �
����  ��������  ���  ���  �������	���  
�����	��  
����  ���  �� ���"��
�  �	�  ����������  � 
���  $ 

 
 

�
�  	�  
���
&�0  �����  
���	)��-��  �	
  )  �
����  �-�0  �
�  	�  �
��'��
��  

�)��*�   .  �*��
  
��-  �
����#�)  ��
  +�*��	�
  ��  �
�	���*	�
  �
�  &
�
���  
��&��)���  

��(�*�� . ��	�  �+�*��	�
  �	�  �������  �	
  	�  ��'����  
�#
�
  ��  �
�	)��*	�
  ��
  ��(��  


�)�
&$���  	�  �)��*�  	����  �	�  �
��'��
��  �)��*�  	�  ��
�  �
�	���*	�
  �
�  


��&��)���  �����#�  ��	�1-  	��� . !
*�)� , �&�  �&�����  �
�  ���#(���)  �	)�  
��
���  

���*�)  (�  
&�����  	�  *�
�  ����� , 
�&���  
��  �
��)����
  	)�  -
��1)  

���+�������	
��-  �������  ('� . 
�� . 1.4) �	)�  
��
���  	��  �
��'��
��-  �)��*�� .  

 

���
������	
�&  �*����  �	
  )  -
��1)  �����
�
���  �)��*0�  �	)�  
��
���  ����  

�
��'��
��-  �)��*��  ����
&��	�
  	)�  ��+&�
�)  �&��� . 

 

 

 

 

 



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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1.4 ���+�������	
�&  �-����  

 

��  	����	�*�  ����
� , ���
  #�����  (���&��
  ��  �
&+���  #�	�
�  ��
  �+*���  	
�  

����+��  �
�����  
��  
���-
	���  �
�  	�  ���+�������	
�&  �-���� , 	�  �
�*�  �*��
  

���#0�  ��0�	&  �
�  	)�  ����
��  	���  ������*� , Fractals. �0�*�  ��  �
�-��  ��  �
�  

��
	�����  
��
���+�  	
�  
��-�
��  (�0�*��  �-�0  �
�  ��	&  	�  ��	
��*���� , (�  


���
�(������  ���  ��  �������  #���  ���
��  ��
���  ��
  ��  ���+#�����  ���
�&  

'��
�&  �����	)�
�	
�&  	0�  ���+�������	
���  �����0� , ��	�  ��  �
��#�����  ��  

	�  ��	
��	0
*�����  �	��  (�  	�  �����	������  �	)  ���#��
�  	
�  �����*�� . 

 

�  ����  Fractal �

���()��  	�  1974 �
�   	��  ��()��	
��  B. Mandelbrot ��
  #��
  

0�  �*$�  	�  ��	
�
��  �
*(�	�  fractus 
��  �)��*��
  «��	������	
��#�� ». �  �����  �
�  

	��  �
�*�  �
������  ��	��  	)�  ��
��-�
�  #���
�  
��#���	�
  �
�  	)�  �1��  �
�
*�	0�) :  

�
  �����
��*  �������  	)�  ��0��	�*��  ���  '�)(&��  �	)�  �)�
����*�  
����
�
)	
���  

���	#�0�  �
�  	)�  
��
���+�  
��*
���0�  +��
���  ��	
��
�#�0� . ���-  
�
�  �
�  

��	�� , �
&+���
  �

�	������  �*���  ��)  �����*1�
  ��0��	�
�#�  ��	�����#�   �
  �
�*��  

�	��  ��-��	��  ��  ��	�	��(�-�  �	
�  ��)  ��0�	#�  �
���#��
��  ��0��	�
���  

��	
��
�#�0� . �
�  	�  

�  ��0�	&  
�����*���	�  ��	��  �*��
  	�  �-����  	��  Cantor 

(
��  �
�����*	�
  �
*�)�  ��
  «����) » 	��  Cantor), )  ���
-�)  	��  Peano, 	�  	�*�0��  

	��  Sierpinski ��
  )  «�
����
+&�� » 	��  Koch.   ��+���  
�#�  	��  Mandelbrot �	��  ��  

��	�
*��
  	�  ��
�&  �����	)�
�	
�&  ��0�  ��	��  	0�  «
��*���0� » ��	
��
�#�0�  ��
  

��  	�  ��	&1�
  ��  �
�  �
���#��
� , 	)�  �
���#��
�  	0�  ���+�������	
���  

��	
��
�#�0� . 

 

��	�  
��  
���	��)��  ���
�&  �  Mandelbrot �*��
  �	
  ��  ���  ��	&  	�  ��	
��*����  

��+��*$��	�
  )  �
��
�*���)  ��
  )  �
��&�)4)  ��	*'0�  ��  ���  ��
  �
���	��)  

��*���� . 3
�  ��  
���-4�
  #��  ���+�������	
��  ��	
��*����  �
������'&��	�
  �
 ’ 

&
�
���  �
�  �
��
���*�  ��	���)��	
���-  ����  ���
��-  ��	
��
�#��� . ��  �&(�  '��� , 

)  �
��
���*�  ��	�  ��1&��
  	)�  
���
����	)	�  	��  ��	
��
�#��� .  

 

��  
��&��
���  	)�  «�
����
+&��� » 	��  Koch �*��
  �����	)�
�	
�� . ��	�  )  

«���
-�) » 
���-
	�
  0�  �1�� . �	�  
��	�  '��� , ��	
��(
�	�-��  	�  ���	�
��  	����  

(	�  1/3) �&(�  
����&�  ����  
��
������  	�*�0���  ��  ���  	����	�  *���  ������  ��  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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��	�  
��  �+�
�#()��  (��	� , �&�  ���  	�  �*����  �+�
�#��
 , ��  ��)�&	
$��  #��  


��
�����  	�*�0�� ). ")���� , �
�  #��  ���
��  ��	
��*���� , 
��  �*��
  )  �
�  
����&  

	)�  �
�*�  �
�����-��  initiator, 
���-
	���  &���  	#�����  
��  #����  �����  	�  1/3 

	��  ���
��-  ��	
��
�#��� . To �����  	�  �
�*�  
���-
	�
  �
�  �&(�  
����&  

�
�����*	�
  generator �
�	*  �*��
  	�  ��	*'�  
��  ��)�
��
�
�*	�
  0�  �	�
��*�  

�
��&�)4)�  ��  ���  	�  �
�����  '���	� .  !
������'&���	��  ��	�  	)�  �
��
���*�  �
�  

���  	�  ��
��-�
�  	����	�  
��  
���-
	���  ��  �&(�  '��� , 	�  �����  
��  

�
����+���	�
  ��
&$�
  ���  ��
  
��
���	���  ��  �
����
+&�� . ��  ���+�������	
��  

��	
��*����  �*��
  ��	�  
��  
���-
	�
  ��	&  �
�  &
�
���  �
�����4�
� .  

 

 
#�  �	����  � 
��������  	 �  ������������  	��  Koch. ��	�  ���  �������  
�����������    
����  «���  
����� » ���  �����	��  ��  ����"�� . 

 

�1
��)��*0	�  �*��
  �	
  ��  �
�*�  ���#(���)  ��
  ��  ��
	&1����  �#���  	��  «	��
��- », 

���+�������	
��-  ��	
��
�#��� , (�  
���	)�������  	)�  *�
�  �
���� , ��  �
�	#�����  

��  �)�  �
���-��  ��  
�-��  
�
�  ���#(���)  �&���� . ��	�  )  ���
-�)  �*��
  �)����  

������*0	)  �
�  ��*���� . ���)(*$����  ��  �
�����-��  ��	��  	)�  
��-  �)���	
��  


�
�	)	�  	0�  fractals, «��	����
�	)	� ». !
*�)� , 
���	)��-��  �	
  ��  �&(�  '��� , 	�  

�����  	)�  ���
-�)�  ��1&��	�
  ��	&  4/3, ��
  ����
�� , �
�  &
�
���  �
�����4�
� , 

	�*��
  �	�  &
�
�� , 
�&���  �1
��)��*0	�  �+����  ��  ���#��  �	&�
�  	)�  �)�
����*��  

	)�  )  ���
-�)  ��	�  ���  1�+�-��
  �
�  	�  ���	-�
�  
��  �)�
�����-�  �  ��0	��
���  ��
  

�  �10	��
���  �-����  	��  ���
��-  
��
������  	�*�0��� . �#��� , 
���	)��-��  �	
  

��	�  )  ���
-�)  �*��
  ���  �������  ���&  
��(��&  
����0�*�
�) ! 

��  (�0�������  	���  �
�  ���
-�)  
��  �
�  �
�  �
����)
	
��  �
��
���*�  ���*$�
  

���  ��
  
��
���	���  �
�  	�	�&�0�)  
��
���  (space filling curves). �  ����  ‘ ���*$�
 ’ 

��*$�	�
  ��  ���	)��  	��
�  ���&  �)��*��
  �����
�&  �	
  )  ���
-�)   ��*$�	�
  #	�
  

��	�  �	�  ��
�  &
�
�0�  �
�����4�0�  ��  �
#���	�
  ����  �
�  +��&  �
�  ���  	�  �)��*�  

	)�  
��
���� . �#	�
��  �*��
  )  ���
-�)  Hilbert ��
  )  ���
-�)  Peano, 

��)�
��
�
�-�	�
  ��  ��  ���	���	�  ��	-
0�)�  ��   ��(�����  dithering �
�  �)�
����*�  



�  ����
�	
���  +0	���
&��0� . 3
�  &
�
���  �
�����4�
� , )  ���
-�)  
��  
���-
	�
  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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���  #��
  	)  �
&�	��)  
��  ����#�����  �
�  	)�  ����
��  ��0��	�*� . 3��
�&  �
�   

������  #��
  �
&�	��)  #��  ���&  �
��  �

+&��
�  #��
  �
&�	��)  �-�  ��
  ���  ��  �
�  

(���
�&  �����
&�	�	) ) ���
-�)  �

���-
	����  �
�  (�
��
&�	�	) ) �

+&��
� !  

"
�
�()	
�& , �
���-��  ��  ��	
�)+(�-��  �	
  )  	��
��  ���
-�)  ���  �
���*  ��  #��
  

�
&�	��)  �-�  �+�-  ���  
����
	�
  �
�  �

+&��
� . 7�0� , �	)�  
��*
	0�)  
��  

�1�	&$����  ���  ���  �
���*  ��  #��
  �-	�  ��
  �
&�	��)  #��  �+�-  �&(�  �)��*�  	)�  

�

+&��
��  
��  ������
  #��
  #��  �����
��  ��	*�	�
��  �	)�  ���
-�) . ��	�  )  

������*�  ��  �������  �
�  �����
�� , ��#��
�  �
&�	��)  �	�  ��	
��*����  
��  


���-
	�
 , �*��
  �����	)�
�	
��  ��0�  	0�  fractals. 6	�
 , �
�  ��	&  	�  ��	
��*����  

��*$�	�
  �
�  ��
��-�
�  �
&�	��) , )  ���+�������	
��  �
&�	��) , )  �
�*�  ���  �*��
  

��#��
) . 

 

6��  ��0�	�  
��&��
���  ���+�������	
��-  �������  �*��
  	�  �-����  	��  Cantor 

(Cantor set). 3
�  	)�  �)�
����*�  	�� , )  �
��
���*�  �
��&�)4)�  )  �
�*�  ������(�*	�
  

�*��
  )  �1�� . 6�	0  #��  ��(-������  	����  ������  #�� . �
�  	�  	����  ��	�  

�+�
��*	�
  	�  1/3 ����*�  ����  ��
  #	�
  
����#����  ���  	����	�  ������  1/3 	�  

��(#�� .   �
��
���*�  ��	�  �
������'&��	�
  �
�  	�  ���  ��	&  	����	� , � .� .�  �
 ’ 

&
�
��� .  

 
#�  �	����  � 
��������  	��  �������  Cantor 

 

��	&  �
�  �  '���	� , �  ��
(���  	0�  	�)�&	0�  
��  
���-
	���  �*��
  2�  ��
  	�  

�&(�  #��  	���  #��
  �����  (1/ 3)� . ����
��  	�  �����
��  �����  	0�  	�)�&	0�  �*��
 : 

� �2 / 3
�

�� �  

 
��
  �	��  	�  �  
�)�
&$�
  	�  &
�
��  #�����  �	
 : 
 

 � �lim 2 / 3 0
�

� ��
� � �  
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����
��  	�  �-����  	��  Cantor #��
  �����  �)�#�  ��
  �
�	���*	�
  �
�  &
�
��  ��
(��  

�)��*0� , 	)�  �������)  «����) ». !*��
  
��+��#�  �	
  ���  �
���-��  ��  ��	&1����  	�  

&
�
��  ��	&  �)��*�  �	�  ��0�	&  �����	�  	)�  !����*�
��  ��0��	�*�� . ��
�  �*��
  

��

��  )  �
&�	��)  ��	�-  	��  
��*�����  ��	
��
�#��� ; 

 

!&�  /  �*��
  �  ��
(���  	0�  ��	����
0�  ��)�&	0�  ��	&  �
�  �  �
�����4�
�  ��
  

�  �  
��&���	��  ���#(���)�  ��	&  �
�  �  �
�����4�
� , )  �
&�	��)  ����  

���+�������	
��-  �������  �*��	�
  �
�  	��  �1��  	-
� : 

 
log
log

D
�

�
�

 (1.1) 

                                                                                                                 
6	�
  )  ���+�������	
��  �
&�	��)  	��  �������  	��  Cantor �*��
 : 

� �
� �

log 2 log 2
0.63

log3log 1/ 3
D

�

��� � �  

���  ��	�  	)�  �
����
+&���  	��  Koch �*��
 : 

 
log(4) log 4

1.26
log(1/ 3) log3

D
�

��
� � �  

 
 

5���  ��0�	�  
��&��
���  ���+�������	
��-   ��	
��
�#���  �*��
  	�  	�*�0��  	��  

Sierpinski, 	�  �
�*�  �)�
�����*	�
  ��  	)�  �
��
���*�  
��  +�*��	�
  �	�  
����&	0  

����� .   ���+�������	
��  	��  �
&�	��)  �*��
  1.585. 

 

 
�  ����������  ������ � �  ���  	 �  � 
�������  	��  	���%���  	��  Sierpinski 

 



��+&��
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�&  �-����  
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���
������	
�&  �
���-��  ��  
�-��  �	
  	�  �-�  �-�
�  �����	)�
�	
�&  	0�  

���+�������	
���  ��	
��
�#�0�  �*��
  )  �)  ��#��
�  �
&�	��)  ��
  )  ��	����
�	)	�  

�
�  ��*���� . 

 

��  	�*�  
���
&�0  
�����*���	�  �������  ���  �	)�  �
���#��
�  	0�  

�
�����-���0�  «��0��	�
��� » ���+�������	
���  ��	
��
�#�0� . �#��  �
�  ��	& , 

�
&�����  ��
  	�  «�
	
����	
�& » ���+�������	
�&  ��	
��*����  (	�  �
�*�  


���-
	���  �
�  	)�  �
����)
	
��  �
�
���
�)  
���0���
���  �
���
���  

�����	���0� ) �
0�  �*��
  	�  �-����   Mandelbrot ��
  	�  �-����   Julia. �
&�����  

�
*�)�  	�  ��������  L-systems, ���	�����)  	��  Lindenmayer-systems, �
�  	�  �����  

	��  '
������  Aristid Lindenmayer 
��  	�  �+)-��  �
�  ��  ����	���
  	)�  ��&
	�1)  	0�  

+�	�� . 

 

 
#�  �
����  	��  Mandelbrot 

 

 
&��  �
����  Julia 

 



��+&��
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���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
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'�������
�	�  ���  L-systems  

 

 

�#��� , #���  ����  
��  ���	*$�	�
  ��  	�  ���+�������	
�&  �-����  �*��
  ��	��  	��  

���	
��-  �����	� . ��  	��  ���  ��	�� , �����-��  	�  �-����  �)  ��#��
��  �
&�	��)� , 

�	�  �
�*�  #����	�
  �
  	���
#�  ����  ���	
��-  ���	���	�� . ���-  ��0�	�  
��&��
���  

�*��
  �   ���	
���  �����	��  	��  Lorenz 
��  �
�
���*$�	�
  
����&	0 . 

 

 
(  ���	����  �����	��  	��  Lorenz. 
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1.5 ���	
��  ��#���) : �
�  �
���0��  

 

  ��#���)   �
���*  ��  ��
�	�*  ��  	��  

�  ���
��  	��
�  0�  	�  
��'�)��  	)�  

�-���)�  �
��  ��#�)�  ��	�1-  �
��  �  
��
���	��0�  ��	�'�)	��  «�
����� », 

�����	)�
�	
�#�  �
��  ���
���  ���(��)�  ����  �����
��-  ���	���	��  ��
  �
��  �  


��
���	��0�  ��	�'�)	��  «�1���� », �����	)�
�	
�#�  �
��  	��
���  ��	&�	��)�  	��  

���	���	�� .  

 

��  �
��-�	���  
��'�)��  ��#���)�  �*��
  )  �*�)�)   ����  �)��
���-  +��	*��  ��  

#��  �����
��  
��  #��
   �)���
��  �  ��&�
�	)  #�	��)  #10 �
�  �
�  
��
���  ��#���)�  


�
�����#�0�  �
��	&��0� . ")���� , #10 �
�  	)�  
��
���  ��#���)� , )  	���
&  	��  

�0��	
�*��  �*��
   ��(-�����)  �  ������  ��(-�����) .  6	�
 , �
�  ��(-�����)  	���
&  


��  ��	��(-��	�
  
���  	)�  
��
���  ��#���)�  (�  ���)��

��&��
  ��  	��  ������	�  

��
  -�	���  (�  �
�������(�*  �
�  ��	��  
&�
  ��(-������ , #���	��  ��0�  �
��	���
  

��
��-��
�  ��	�-(���) . �
�  ��)��	
��  
��&�	��)  	0�  
���
&�0  �
�  	)�  


��*
	0�)  ����  �
��
&�	�	��  
��'����	��  ��#���)�  +�*��	�
  �	�  �� . [1.1]. �:  ��	�  

	)�  
��*
	0�) , )  ��	�'�)	�  �
�����  �*��
   )  
��&��	���  b  
��  �
�����*	�
  ��
  

«
��&��	���  ���-�)� », ���  )  ��	�'�)	�  �1����  �*��
  )  
��&��	���  �  (�0�*�  

��#���)� ), ��
  	�  $)	�-����  �*��
  �
�  �����	)�
���  ��#�)  ��&����  	��� , �
�  

�������
�#�)  ��	�-(���)  
���
	0�)�  	��  �0��	
�*��  
���  	)�  
��
���  ��#���)� . 

 

 

 
)� .[1.1] )� 
�	���  �����	��  �������	�	��  ������
�	��  ������ �  
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�
�  �)���	
��  
��&��	���  �	�  +�
������  	)�  ��#���)�  �*��
  �  «������  

��(��	#�)�)� » (time delay) 
��  ��*$�	�
  0�  �  ������  
��  
����#��
  	�  �0��	*�
�  

�#��  �	)  
��
���  ��#���)� . 7
0�  �*��
  ����������� , �  ������  ��	��  �1��	&	�
  �
�  

	
�  ��	�'�)	#�  �
�����  ��
  �
���*  ��  (�0�)(�*  0�  ��	�'�)	�  �1���� . 

 

6��  
��-  ��0�	�  
��&��
���  ������  ��#���)�  �
�	���*  )  ���)��
*����)  

�0��	
�*��  �&$��  m , ���������  �
�  	�  &
�
��  ��  	��-	)	�  0� , ��  �
0�	
��  

�����
��  	)�  ���+��  /V k r�  �
��  k  (�	
��  �	�(��& . �
  	���
#�  	��  ��
��-  

�)��*��  �*��
  �
��'��#�  ��  �10	��
��  ��	*�  	�  �#�	��  	0�  ���&��0� . 8�  ��0�	�� , )  

�0�*�  ��#���)�  �1��	&	�
  �
�  	)�  
��&��	��  ���-�)�  �#�0  	)�  ��#�)� : 

 2
0( ) 2arctan( / )b k mb� ��  

��
  �*��
  
��+��#�  �	
  )  ��#���)  �*��
  �����  ��
  	�  
��'�)��  �����)���
�� .  

 
)� .[1.2]: �  ������  ���  	�  ����
���  /V k r� �����  �
���  

 

 

 

)� .[1.3]: �  ������  ���  	�  ����
���  2 2 2 2( , ) exp[ ( )]V x y x y x y� � �  ����	��   ���	���  ���  mE E�  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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�	�  +�
������  	)�  ���	
���  ��#���)� , 	�  �-�	)��  
�����
&$�
  ���*�()	)  

�1&�	)�)  �
�  	)�  ���
�#�  ���(���� , ��
  )  ���&�	)�)  ��#���)� , �)����  )  ��#�)  

��	�1-  	0�  ��	�'�)	��  �
�����  ��
  	0�  ��	�'�)	��  �1���� , 
�����
&$�
  ���&�)�  


���
����	)	��  ���
��
+��& . �	)�  
��*
	0�)  	��  �
��
&�	�	��  
��'����	��  �	�  

�
�*�  ���+��(����� , �&�  	�  �-�	)��  �*��
  ���	
�� , �
�  ��&�
�	)  ��	�'���  	)�  


����#	���  ���-�)�  #��
  0�  �
�	#�����  �
�  	���*0�  �
�+���	
��  ���
��
+��&  	��  

�0��	
�*��  ��
  ����
��  
���	)��*	�
  �
�  «������	) » �1&�	)�)  	)�  �0�*��  

��#���)�  �
�  	)�  
��&��	��  ���-�)� .  

 

��  �
�  ���#	)  	0�  Bleher et al.[1988], '�#()��  �	
  �&�  �
�  	���
&  ����  

���	���	��  ���	
���  ��#���)�  �
���*  ��  ����	���*4�
  	)�  
��
���  ��#���)�  ��  

#���  	��
�  ��&����  ��  �
�+���	
��-�  	��
��� , 	�	�  #��  ���+�������	
��  �-����  

�0�*$�
  	��  ����  	0�  ���
���  ���()���  
��  ��	
�	�
��*  �	���  	��
���  �
�+���� . 

��	*(�	�  ��  	�  �)  ���	)�)	
�&  �����
�&  ���	���	� , �
��  ��  ���
�#�  �����#�  �
  

�����	#�  (attractors) �*��
   +����#��
 , � ’ ��	&  	�  ���
�	��
��&  ���	���	�  �
  

«�����	#� » '�*����	�
  �	�  &
�
�� . ��	*  ��  ��	

���0
�-���  	��  ����  �
��  

�������#�0�  ��	�������  �
  	���
#� , ��	�*  �
  «�����	#� » ��	

���0
�-���  	�  ���  �
  

	���
#�  �
�+�-����  (�
��	�� ). �
���-��  ��  (�0�������  �	
  ������  ����  �
  	���
#�  

����	���*
���  	�  �-�	)�� , �+����  �
&���
  ���  �-����  	���
��  
��  
����#����  �
�  

&
�
��  ����� , ���&  #��
  �)���
��  �#	��  Lebesgue� .   -
��1)  ���+�������	
���  

�����0� , ��&����  �	
�  �
&+����  
��
��#�  	��  �����  	0�  ���
���  ���()��� , #��
   

�
�  
��-  �)���	
��  �
*����)  
&�0  �	�  �-�	)�� , 	)�  ���
�()�*�  	)�  	��
���  

��	&�	��)�  (final state sensitivity). ")���� , �	��  �
&���
  #�	0  ��
  �
�  
��-  �
���  

�
����
��
�	*�  �	)�  �*���� , )  
���	)	�  	0�  ��	�'�)	��  �
�����  �
�  	
�  �
�*��  

�*��	�
  ��-��	��  ��  
��'��+(�*  �  	��
��  �
�+����  	��� , �*��	�
  
��-  �����-	��)  

�
 ’ �	
  �	)�  
��*
	0�)  �	)�  �
�*�  ���  �
&�����  ���+�������	
�&  �-���� . 

 

3
�  
��&��
��� , �	�  �� . [1.3], +�*��	�
  )  �1&�	)�)  	)�  �0�*��  ��#���)�  �
�  	)�  


��&��	��  ���-�)�  �
�  	�  �����
��  2 2 2 2( , ) exp[ ( )]V x y x y x y� � �  �
�  ���  

�
�+���	
�#�  ��#���
�� . ��	�  	�  �����
��  �
�	���*	�
  �
�  	#����
�  «��+��� », �
  

����+#�  	0�  �
�*0�  '�*����	�
  �	�  �)��*�  ( , ) ( 1, 1)x y �   . 7	��  )  ��#���
�  E  	��  

                                                 
�  8�  �#	��   Lebesgue  ��*$�	�
  	�  “�#	�� ” ��  	�  �
�*�  �
���-��  ��  ��	�&��  “�
��	&��
� ” ��	�1-  
	0�  �	�
��*0�  
��
#��0�  �����0� , �
0�  �*��
  �
�  
��&��
���  	�  �-����  Cantor. 3
�  
��
���	����  

�)��+��*��  ���  “ ,�0�*�  �#	���  & �������0�)� ”, ��������)  ;��
�&�) , ��� . ��, . 
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�0��	
�*��  �*��
  �����-	��)  �
�  	)�  �#�
�	)  �����
��  ��#���
�  �	
�  ����+#�  , 	)�  

�
�*�  ���'��*$����  ��  mE , )  ��#���)  �*��
  �)  ���	
��  ��
  )  ���
-�)  	)�  

�1&�	)�)�  	)�  �0�*��  ��#���)�  �
�  	)�  
��&��	��  ���-�)�  �*��
  ����� . �	)�  

��	*(�	)  
��*
	0�)  ��+��*$��	�
  
��
��#�  	)�  ���
���  ���(��)�  b  �
�  	
�  �
�*��  )  


��&��	���  �1����  �  
�����
&$�
  ������
�	)  ���
��
+��& , ��
  	�  ��
�)�	
��  

�*��
  �	
 , �
�*�  ���#(���)  ��
  ��  
&�����  ��	��  	0�  
��
���� , ��	�  )  ������
�	)  

���
��
+��&  
����#��
  !  

 

3��
��	��� , #��
  �
���
�(�*  �	
  )  ��#���)  �
���*  ��  �*��
  ���	
��  �
�  �)  

��	�����  ���	���	�  ����  '�(��-  ����(��*��  ���  �
�  ��	�����  ���	���	� , 

�
�
	�-�	�
  	���&�
�	��  ���  '�(��*  ����(��*�� . !


�#�� , 	�  �����
�&  
��  


�����
&$��	�
 , ���
&$�	�
  ��  #����  	���&�
�	��  	�*�  
)�&�
�  �	)�  ���
��  


��*
	0�)  �  	���&�
�	��  �-�  �&�  �*��
  ���	
�& .  

 

���-  �)���	
��  �����	)�
�	
��  ���	)�&	0�  ���	
���  ��#���)� , �*��
  )  -
��1)  

����   ������*0	��  �������  	���
��  
��  ���  ����	���*
���  
�	#  	)�  
��
���  

��#���)� .  

 

�	)�  
��*
	0�)  
��  	�  �-����  ��	�  �*��
  �
��'��
��  ��
  	�  �-�	)��  #��
  ���  

'�(��-�  ����(#�
�� , (�0��-��  �	
  	�  ������*0	�  �-����  
��#���	�
  �
�  	)�  	���  

	)�  ���	�(�-�  ��  	)  ��	�(�  
����
��	)	� . �	�  
����&	0  ����� , 	�  


�����)��������  �
�	���*  	)�  
��
���  ��#���)�  ���  �
  �����#�  
��
�	&����  	
�  

������*0	��  
����
��	)	�� . ��  �-����  ��0�  	0�  �)��*0�  	����   	���  �
�	���*  	�  

������*0	�  �-���� .  �1
��)��*0	� , �*��
  �	
  	�  ������*0	�  �-����  �*��
  #��  

���+�������	
��  �-���� , �&�  
�����	�
�
������  �
�  ���#(���)  	��  ���
��-  

�����	�� , (�  
���-4�
  �����  ���
�  ��  ��	� , ���
'��  �
0�  ��
  �	)�  
��*
	0�)  	0�  

�����
�
���  �)��*0�  �
��  �
�
���
�)� .  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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)� .[1.4]: �  	�
�  	 �  ���	���
�  ���  	 �  ��	���
�  ��������	 	��  
���	���
�  	�  �������%	�  �
����  

 

!*��
  �
*�)�  ����	�� , �	)�  
��*
	0�)  ��	� , ��  �
����
�	�*  )  �
&�	��)  	��  

���+�������	
��-  �������  
��  ��+��*$�	�
 . �  ���	
���  	-
��  �*��
  �  
����&	0 : 

1

1
2 2 1u sd d d

!"
# $

� � � � �% &
' (

 

�
��  sd  �*��
  )  �
&�	��)  	)�  ���	�(�-�  
����
��	)	��  ��
  ud  	)�  ��	�(�-� . 

����� , 1 2" "� �  �*��
  �
  ��(#	��  Liapunov 	��  ���	���	�� , ��
  	   �*��
  )  
����&	0  


���	)	� , 
��  ����#�	�
  ��  	)  ���&�	)�)  	��  ������  ��(��	#�)�)� : 

 
0

01 1
lim lim ln
t N

t

N
t N! �� ��

# $
� % &

' (
 

 
�	)  ��#�)  ��	�  0N  �*��
  	�  
��(��  	0�  �)��*0�  
��  �
&�����  ���
�&  �	�  

	�	�&�0�� , 	�  �
�*�  
��
#��
  ��)  	)�  
��
���  ��#���)� , ��
  tN  �*��
  	�  �)��*�  
��  

#����  
�����*��
  �#��  �	�  	�	�&�0��  ��	�  ��	&  �
�  �����  t . ��  �)��*�  
��  


����#����  	��
�&  �#��  �	�  	�	�&�0��  �*��
  ��	&  
��  '�*����	�
  
&�0  �	�  

������*0	�  �-����  ��
  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	� . 6	�
 , ���  

�  ���&��  �*��
  	�  

t , 	���  

�  ���	&  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  1��*�)���  	�  tN  �)��*�  ��
  	���  

�  

���	&  �	)�  ��	�(�  
����
��	)	�  (�  '�*����	�
 . �&�
�	� , ��	&  �
�  
���#�  

�
�����4�
�  	�  �)��*�  
��  
����#����  �	�  	�	�&�0��  '�*����	�
  ��  ��(�*��  

�����#�  ������  
��&��)���  ��  	)�  ��	�(�  
����
��	)	� . ��	
(#	0� , �
�  ���)	
��  

�����  	�  �)��*�  ��	&  1��*�)���  �
�  ��(�*��  
��&��)���  �	)�  ���	�(�  


����
��	)	� . ��  
���
&�0  �*��
  ���
��  ��  ���+	�*  ����*�  �	
  )  �
�
���
�)  �*��
  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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�
�	)�)	
��  ��
  ���	#���
  	�  ���)  ��	&  	)�  ���	�(�  
����
��	)	� , ���  	�  

�
��	#���
  ��	&  	)�  ��	�(� . 

 

�	�  �� . [1.5] +�*��	�
  	�  ������*0	�  �-����  �
�  	�  
��&��
���  	��  �����	��  

[1.3] �	)�  �

+&��
�  	����  0y � . !*��
  
��+����  )  ���+�������	
��  ����  	��  

������*0	��  �������  ��	�- .  

 
)� .[1.5]: #�  �������%	�  �
����  �	 �  �����	%�  	��  ����
���
   

2 2 2 2( , ) exp[ ( )]V x y x y x y� � �  �	 �  ���������   	�
��  0y �  
 

 

6��   +��
��  �#��(��  	�  �
�*�  ����&  ���  ���
�+#��
  �	��  �
�&��  �
�  ��#���) , 

�*��
  )  �
�+��
��  �������  �
�	��� . !&�  0N  �*��
  	�  
��(��  	0�  
���


	��	0�  

�0��	
�*0�  ��&  ���&��  ������  ��
  ��&  ���&��  �

+&��
��  ��
  Nd)  	�  
��(��  	0�  

��&  ���&��  ������  �����$��#�0�  �0��	
�*0�  �	)�  �	#���  �0�*�  d)  ��	&  �
�  

�����*���)  ��	�-(���)  	�	�  �
�+��
��  �������  �
�	���  �#��	�
  	�  �#��(�� : 

 

 
0

d N
d N



�

)
 

 
   �
�+��
��  �������  �
�	���  �*��
  ���&�	)�)  	���  	)�  �����  	��  '����	��  

���  ��
  	)�  ��	�-(���)�  	�� .  

 

�	�  �� . [1.6],  +�*��	�
  ��	�  )  
���	)	�  �
�  	)�  
��*
	0�)  	��  �����
��-  	��  

�� . [1.3] �
�  �0��	*�
�  ��  ��#���
�  ��	�	��)  	)�  mE .   
�����*�  
�����  



��+&��
�  �: !
���0��  - �&��  ��
  ���+�������	
�&  �-����  
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��0���
��  �*��
  
��+���� . ��	#�   �
�	���-�  #��  ���+�������	
��  �-����  	)�  

*�
��  �
&�	��)�  ��  ��	�  	0�  ��0���
��  	)�  �0�*��  ��#���)�  �  	��  ������  

��(��	#�)�)� . ��  �)  ���	
��  ��#���) , )  �
�+��
��  �������  �
�	���  �*��
  �*	�  

����� , �*	�  �
  ��0���*��  	)�  
��
��*$��	�
  ��  �-����  �)���
���  �
&�	��)� . 

 
)� .[1.6]: �  ���������  �������  ���	�
�  ���  	�   ����
���   

2 2 2 2( , ) exp[ ( )]V x y x y x y� � �  �	 �  �����	%�  mE E�  

 

 

��  	����	�*�  ����
� , )  ���#	)  	)�  ���	
���  ���
��
+��&�  ��  
��'����	�  

��#���)�  ��
��-	
��  ��	&  
��-  	)�  ��	���)�)  	)�  �����
���  	#	�
0�  ���	)�&	0� , 

�
����-
	��	��  
��(��  ���
���  �����	)�
�	
���  	��� . �
&�����  
�#��  
���&  

����	)�#��  
�����*���	�  ���	
���  ��#���)�  ��  �
&+�����  ��&����  	)�  +��
��� .  

 

�	�  �
�����  ��+&��
� , (�  ����	������  (�0�)	
�&  ��
  �
����
�	
�&  	�*�  


�����*���	�  ���	
���  ��#���)� , 
��  �*��
  
�#��  ����
�& , ��
  (�  �
�

�	������  

�	
   ��  �&(�  
��*
	0�)  ��+��*$�	�
  ���+�������	
��  ����  �	��  ����  	0�  ���
���  

���()��� . ��  
��	�  
��&��
���  �*��
  ��	�  	)�  ��#���)�  �0��	
�*��  ��  �����
��  

��  ���  
)�&�
� , 	�  ��-	���  �*��
  	�  
��'�)��  	)�  ��#���)�  ��  �-�	)��  	�
��  

�*��0�  ��
  	�  	�*	�  )  ��#���)  ������  �
�  ������  �
�  	-
��  Schwarzschild. 
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��+&��
�  ��  

�����	
  �	�"���  ��  "!����	�  ��  "��  

��
�"��  



��+&��
�  �� :  ���	
��  ��#���)  ��  �����
��  ��  ���  
)�&�
�  
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��  
��	�  ���  
��&��
���  �+��&  	)�  ��#���)  �0��	
�*��  �
�  �����	�
��  

�����
��  ��  ���  ��&�
�	� . ,�  ��-��  �
�  
�
��  
��9
�(#��
�  	�  +�
������  	)�  

��#���)�  � ’ ��	�  	�  �-�	)��  
�����
&$�
  ���	
��  ���
��
+��&  ��
  
0�  ��	�  

����#�	�
  ��  	)�  -
��1)  ������*0	��  ���+�������	
��-  �������  �	��  ����  	0�  

���
���  ���()��� . 

 

2.1 ���+�  	��  �����
��-  

 

6��
  
���	)�)(�*  �	
  )  ��#���)  )���	���
��  �
�  
��  +
2H  
��
��&+�	�
  ����	&  


����
�
)	
�&  �
�  �����
��  	)�  ���+�� : 

 

 
2 22 ( )( , ) x yV x y ay e*� �� �  (2.1)

  

�
��  �
  �	�(��#�  a  ��
  *  ���  �*����  ��	*�	�
��  	�  �-���  ��
  	)�  
��-  	��  

�����
��- . !&�  (�0�)(�*  �	
  1a *� �  	�  
���
&�0  �����
��  �*��	�
 : 

 

 
2 22 ( )( , ) x yV x y y e� �� �  (2.2) 

 

           
)� .[2.1]:#�������	�	  ���  �������	�	  �������  	��  ����
���
  

 

 

7
0�  +�*��	�
  �	�  �� . [2.1] 	�  �����
��  ��	�  ��+��*$�
  �-�  ��&�
�	�  �	
�  (#��
�  

(0, 1)  ���  �  &1����  	0�  x  �
�	���*  �
�  �
�
�*�  �
�  �#�
�	�  �
��  	�  �����
��  

�*��
  *��  ��  �)�#� . 



��+&��
�  �� :  ���	
��  ��#���)  ��  �����
��  ��  ���  
)�&�
�  

 

 27 

2.2 !-���)  �1
����0�  �*�)�)�  

 

3
�  	)�  �-���)  	0�  �1
����0�  �*�)�)� , ��+�&$����  	)�  ���&�	)�)  Hamilton 

	��  
��'����	�� : 

 

 i i x yH p q L p x p y L� � � � �� �  (2.3) 

 
2 2 2 2

2 22 2
2 2 2 ( ) 2 ( )

2 2 2 2
y yx y x yx x

x y

p pp p
H p p y e y e E� � � �� � � � � � � � �  (2.4) 

 

�
  �1
����
�  Hamilton 
�*�����  	)  ���+� : 

 

 
2 2

2 2

2 ( )

( ) 2

2

2 (1 )

x
x

y
y

x y
x

x y
y

H
x p

p

H
y p

p

H
p xy e

x
H

p ye y
y

� �

� �

�
� �

�

�
� �

�

�
� � � �

�
�

� � � �
�

�

�

�

�

 (2.5) 

 

�
  
���
&�0  �1
����
�  �-���	�
  �����  ��
(�)	
�& . 3
’ ��	�  	�  ���� , (�0��-��  

�	
  	�  �����
��  �
&���
  ����  �	)�  
��
���  ��#���)�  )  �
�*�  ���'&��	�
  ��  �*��
  

*�)  ��  #���  �-���  ��	*���  5. ")����  #10 �
�  ��	��  	��  �-���  (�0��-��  �	
  0V � . 

 

%��'&���	��  0�  ���
�#�  ���(����  	
�  : 

 

0x  �
�  ���&�)  ���)	
��  	
��  (#�	0  -5), 

0y b�  )  
��&�����  ���-�)� , 

0
2xp E� , �
��  E  )  ���
��  ��#���
�  	��  �0��	
�*�� , 

0
0yp � , ��	�  	�  �0��	*�
�  ��  �
��*	�
  ���
�&  ����  �	��  ��
$��	
�  &1��� , 

 

	�  
��'�)��  
��
��*$�	�
  �	��  
����
��
���  ����  ���  ���
���  
����#	�0� , 	)�  

���
���  ��#���
��  E  	��  �0��	
�*��  ��
  	)�  
����#	���  ���-�)�  b . !
*�)�  ���0  



��+&��
�  �� :  ���	
��  ��#���)  ��  �����
��  ��  ���  
)�&�
�  
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	)�  �����	�*��  	��  �����
��-  �-�0  �
�  	��  &1���  	0�  x , �*��
  ����	��  ��  

(�0�)(�-�  ����  (�	
�#�  	
�#�  	)�  
����#	���  ���-�)� . 

 

�
  
���
&�0  �1
����
�  ��  �-���	�
  �����	
�& . !*��
  ��0�  ����	��  ��  ��(�-�  

��
(�)	
�&  ��  �&
�
�  ��	&��)�)  �#(���  �������0�)� . 8�	��� , ���0  	)�  

�
�	��)�)�  	)�  ��#���
�� , )  �
&�	��)  	��  �����  +&��0�  ��
���	�
  �
�  	#�����  ��  

	�*� , ��
  #	�
  ��  #���  ��	&��)��  ��	���)��	
��� , �
���-��  ��  ��	
��	��	������  

	�  xp  ��
  yp  ��  �
�  ��
��-�
�  ��	�'�)	�  ��
  ��  
&�����  #��  �-�	)��  	�
��  

�1
����0� . 

 

��)�
��
�
��	��  	)  ��#�) : 

2
2 2 2( , ) 2( )

2 x y

p
E V x y p p p E V� � + � � � �  

�
  �1
����
�  Hamilton ��	�	�#
��	�
  �	
�  
����&	0 :  

 

� �2 2( ) 2

2( ) cos

2( ) sin

2 sin (1 )cos

2( )

x

y

x y

x p E V

y p E V

ye xy y

E V

,

,

, ,
,

� �

� � �

� � �

� �
�

�

�

�

�

 (2.6) 

 

��  
����#�	)��  	��  ���	���	��  ��	�-  ��  ��#�)  ��  	�  
��)��-����  �*��
  
��+��#�  

�+�- , 
#��  �
�  	�  �������  �	
  �
����
�	
�&  ����*$�	�
  �  ������  �
����
���-  �
��  

�


�#��  ��	�'�)	�� ,  )  �0�*�  ,  ��	

���0
�-�
  	)�  �0�*�  ��	�1-  	��  �
��-���	��  

	��-	)	��  	��  �0��	
�*��  ��
  	��  &1���  	��  x . 6	�
 , �+����  �
�  	���
&  

����	���*4�
  	)�  
��
���  ��#���)�  ��
  �
�)(�*  ��(-������ , )  �0�*�  ,  ���  �*��
  

�
��(�*��  	)�  �0�*�  ��#���)�  � . 

 

 



��+&��
�  �� :  ���	
��  ��#���)  ��  �����
��  ��  ���  
)�&�
�  
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2.3 �����	���
�  ��#���)�  

 

!1�	&$��	�
  ���  �-�  �����	���
�  ��#���)� , 	)�  ( )b� , 
��  ���  �*��
  	)�  

�1&�	)�)  	)�  �0�*��  ��#���)�  �
�  	)�  
��&��	��  ���-�)� , ��
  	)�  ( )b! , 
��  ���  

�*��
  	)�  �1&�	)�)  	��  ������  ��(��	#�)�)�  �
�  	)�  
��&��	��  ���-�)� . 8�  �����  

��(��	#�)�)�  �
0�  ��)  ���+#����  (�0��-��  	��  �����  
��������  �#��  �	)�  


��
���  ��#���)� . �
����
�	
�& , �
�  	)�  �	
���  
��  ��)�
��
�
�-��  �	�(���  '���  

�������0�)� , �  ������  ��(��	#�)�)�  �
���*  ��  (�0�)(�*  �	
  
��-	�
  ��  	�  
��(��  

	0�  ')�&	0�  �������0�)�  �
�  	�  �
�*�  )  �&(�  	���
&  
����#��
  �#��  �	)�  
��
���  

��#���)�  (�)����  �#��  �	��  �-���  2 2 5x y� � ).  

 

��  
��'�)��  ����	�()��  ��  ���  ��(�����  �������0�)�  �	�(���-  '���	�� , 	)�  

����
��  �#(���  Runge Kutta 4)�  	&1)�  ��
  	)�  Runge Kutta Fehlberg �	�(���-  

'���	��  
��  �*��
  5)�  	&1)�  ('� . ���&�	)��  �� ), ��
  	�  �
�	��#���	�  
��  

���+()���  �	��  
���	
���  	�  *�
� . 6	�
 , �
�  	�  �������
�#��  �-�	)��  �1
����0� , 

)  Runge Kutta 4)�  	&1)�  �
���*  ��  (�0�)(�*  �
�  &��0�  
����
�
)	
��  �#(����  

�������0�)� , �
�	
  ��  ���	
�&  �*���  ��
  �
�#�  
�&1�
�  
���+#��
  	)�  �
�
	�-���)  

���*'�
� . 

 

 3
�  ��  �)+(�-�  �
  �����	���
�  ��#���)� , 
#��  �
�  	��  �����
(��   Runge Kutta 

(
��  
�*���
  0�  ��
���  	
�  	
�#�  	0�  	�
��  ��	�'�)	��  ,  yx , ��
  ,  ��  �&
�
�  '���  

��
  �

�	�#+�
  	
�  	
�#�  	���  �	�  �
����� ), 	�  ����  
��  ���
&$�	�
  �*��
  #���  

�10	��
���  '������   
��  ��  ������
  �
�  
��
���  	
���  	)�  
����#	���  ���-�)�  ��
  

#���  ��0	��
���  
��  ��  ������
  	)�  
��
���  �������0�)� . ")���� , ���
��	
�&  

�	��  ��0	��
��  '�����  �
����*$��	�
  	�  �
����
�&  �)��*�  �
��  �������
�#�)�  

	���
&� . �	�  	#���  �&(�  	���
&�  �
�()��-��	�
  �
  	
�#�  	0�  ���  �����	���0�  

��#���)� . !��  
�#
�
  ��  	��*�����  �	
  	�  �
&�	)��  �������0�)�  
�#
�
  ��  �)+(�*  

����	&  ���&��  ��	� , ��  ��
  ���� , ������  ����  �
  	���
#�  ��  #����  '��
  �
�  	)�  


��
���  ��#���)� . 
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��  ��#���)  ��  �����
��  ��  ���  
)�&�
�  
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�
�  �����	
�& , #���	��  ��&4�
  �
�  ���	*��  �������0�)�  Runge Kutta  4)�  	&1)�  

�
�  �-�	)��  	�
��  
��	)�  	&1)�  � .�  �
0�  
 .� . �*��
  )  
����&	0  ���	*��  (��(����  

���4�  ���&  �-����  ��  ������  C++ : 

 

����� ���	
����
������
� ��� �����
� ��� �����
� ��� ����� 
� ��� �����
� ����� �����
� ����
��� �����
������������� ������
����
��������
�������
���
��
� ������������������
������������������������������� �������������������
�
� � ��� ��!��������������
� � ��� ��!��������������
� � ��� ��!����������������
�
� � ��� ��!���"�#���"���#���"���#�����"���#����
� � ��� ��!���"�#���"���#���"���#�����"���#����
� � ��� ��!�����"�#���"���#���"���#�����"���#����
�
� � ��� ��!���"�#���"���#���"���#�����"���#����
� � ��� ��!���"�#���"���#���"���#�����"���#����
� � ��� ��!�����"�#���"���#���"���#�����"���#����
�
� � ��� ��!���"���"�����"�������"������
� � ��� ��!���"���"�����"�������"������
� � ��� ��!�����"���"�����"�������"������
�
� � ����
�� �"����"�����"�����"����#$��
� � ����
�� �"����"�����"�����"����#$��
� � ������
�� ���"����"�����"�����"����#$��
%�

 

	�  
��������  ���  �
���*  ��  #��
  	)�  �1��  ���+� : 

 

&'
��(�
�	��( ()*�
&'
��'�
����+���,-����
	�
���*�
&'
����
���
.�
����'���/$����
���
��
���������
	�
� 
���/
�!���!���!���*�
�
+����� )���&0�1�
���+�����""��
��
� ���� �)"���)'�
����������������������������������� ��������������� ��2�
�	
��� �
�
���������� )��� 34��� ������ )����1
��
�
�� )������ ����������� �'
�������
��2��������'� �
�
���������+����5 )��5&0�1�
���+�,-�'�
�'���5""��
� �����

�2
���,-����
	�
������
���
����'���
�'�������'��+�� �/$��
����
��
���'�
�������������
,��	
-���
��������������6����
��6����
��6������
��� ��

������������� �
������������������ ����
�
���
�'�������'����������������������
������������� �� �"���� ���
���� ���
������ �����
�� �
�
������������������ �2��������+���
��
���2�
��'�'����������
�'2
��
���	 ��
	����������
�
���1
��
�
���
����������������� ��+�����"����&�4������1
��
�
��""� %������������������������������������
� ���%�
�
���������&'
�
����*�
�
���������&'
�
���1
��
�
�*�
%�
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6��  �)��*�  	�  �
�*�  �  
��������	
�	��  (�  
�#
�
  ��  
���#1�
  �*��
  �	
  )  �0�*�  

��#���)�  �  
�*���
  	
�#�  ��	�1-  –
  ��
  
 , �
�	�  (�  
�#
�
  ��  �*����  �
  ��	&��)���  

�����#� . �	)�  ������  C++, #���  	��
��  �*��
  �  �1��  :  

����������
���	������
�7���
����11��
�
7� ��
�
������

�
���� 11 ����+
�'����#��/�7������
�

�+�����*)������� ���311���/�7�����+������*7������� 3��/�7�3������%�
� �+�����&)������� ���"11���/�7�����+������&�37����� ��� �/�7�"�����%�
� ��� ������

 

 

�	�  �� . [2.2] 
���	*(��	�
  	�  �
���&���	�  
��  ���+()���  �
�  	)�  �
�
���
�)  

	0�  �
�	�����&	0�  �
�  �
�+���	
�#�  ��#���
�� . �
�  	��  	��
�  ��  	��  �
�*�  

�
����*�	)��  �  ������  ��(��	#�)�)�  �*��
  �����������  ��  ��+��*$�	�
  0�  ���+���  

��
���0	�  ���&�	)�)  �	��  	�  �-���  	0�  	
���  	��  ���  �*��
  
��-  ���&��  . 
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)� .[2.2]: *!��	 �  	 �  �%����  ������ �  ���  	��  ������  �����	�� � �  ���  	�  b  ���  ��������  ���������  
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�
�  	�  
���
&�0  �
���&���	�  
���	)��-��  �	
  �
�  ��#���
��  �����-	����  �
��  

�������
�#�)�  	
���  maxE , )  �
�*�  '�*���	�
  �&
��  ��&����  �	�  0.7 ��
  �	�  0.8, �
  

���
-���  	0�  ���  
����#	�0�  �*��
  ����#�  
�&���  
��  �)��*��
  �	
  )  ��#���)  �*��	�
  

����& . ��	
(#	0� , �	��  )  ��#���
�  	��  �0��	
�*��  �*��
  �
���	��)  	)�  maxE , 	�	�  

��+��*$��	�
  ��0���*��  �	)  ���&�	)�)  ��#���)� . 3��
��� , �
  
��
��#�  �	
�  �
�*��  )  

���&�	)�)  ��#���)�  ���  �*��
  �����  �#���	�
  
��
��#�  ���	
���  ��#���)�  ���
'��  

�
�
��  ��	
�	�
��-�  �	
�  	
�#�  ���*���  	)�  
����#	���  �
�  	
�  �
�*��  	�  �-�	)��  

���
��
+#��	�
  ���	
�& . �	
�  
��
��#�  ��	#� , �  ������  ��(��	#�)�)�  ��1&��	�
  

��	�����+� , �������  
��  �)����
  �	
  � ’ ��	#�  	
�  
��

	���
�  )  	���
&  
����#��
  �#��  

�	)�  
��
���  ��#���)�  �
�  
��-  ���&��  ����
��  �
&�	)�� . !
*�)� , 
���	)��-��  �	
  ��  

	)  ��*0�)  	)�  ��#���
�� , ��	#�  �
  
��
��#�  ���	
���  ��#���)�  ��+��*$��	�
  ���  ��
  �
�  


��
���	����  ���
�#�  ���(����  �
�
���	��  #	�
  ������� , 	
�  
��
��#�  ������  ��#���)�  

��  �
���	���� . 

 

!��		����	��  	���  �	�  
�������� , 	�  �
�  ���#	)  �
&�	)��  ���
���  ���()��� , 

�

	���&��	�
  �
�  ���#(���)  	0�  
��)��-���0�  �
������&	0� . 3
�  ��#���
�  	��  

�0��	
�*��  0.005E � , �&���	��  ���  ����
&��)���  ����(-���
� , 
�*������  	�  

�
���&���	�  	��  �� . [2.3] . 

 

 

 
)� .[2.3]: �����
�����  	%�  ������

�	%�  	 �  �%����  ������ �  ���  	��  ������  �����	�� � �  
�����	����  	 �  ����
�	���  ���
� �  ���  ��������   * =0,005 
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����	)��-��  �	
  	�  
���
&�0  �
���&���	�  ��
&$���  ��	�1-  	���  ��
  �*��	�
  

��+��#�  �	
 , �
�*�  ���#(���)  ��
  ��  �&�����  ��  ���	
��  
��
��� , (�  
���-4�
  
&�
  


�����
��  ���+��  �
&������ . ")����  	�  �
���&���	�  
�����
&$���  #��  �*���  

��	����
�	)	�� . !


�#��  +�*��	�
  �	
  �	
�  ����(-���
�  �  ������  ��(��	#�)�)�  


�����
&$�
  ���  ��
  �4)��	����  ����+#� .  

�����&	0 , �	�  �� . [2.4],  
�����
&$��	�
  	#����
�  	���
#�  
��  ���+()���  �
�  

0.005E �  ��
  �
�  	
�#�  	)�  
����#	���  ���-�)�  
��  �
�+#����  ��&�
�	�  ��	�1-  

	���  ��
  
��  ����*���	�
  ��  �
�  
��
���  	
���  �
��  ��+��*$�	�
  �&��  �-�+0��  ��  

	�  
��)��-����  �
���&���	� . 7
0�  �*��
  ����������� , �
  	���
#�  ���
���  

�
�+#����  ��	�1-  	��� . !
�
�&  )  	���
&  (� ) �#��
  �
�  
��-  �����-	���  �
&�	)��  

�	)�  
��
���  ��#���)�  �
�  	)  (� ). ���&  �����  ��
  �
�  	���
#�  
��  +�*���	�
  ��  

��
&$���  ����	&  ��	�1-  	��� , �
0�  )  	���
&  (' ) ��  	)�  	���
&  (� ), �*��
  

�1
��)��*0	�  �	
  )  ��	�'���  �	)�  �0�*�  ��#���)�  �*��
  
��-  �)���	
�� . 

 

  
                                      (� )                                                                                   (' ) 

 

  
                                      (� )                                                                                   (� ) 

 
)� .[2.4]: �������  	������  
�  ���
  ���	����  �������  ��������  
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��  �������  �	
  �	
�  ����(-���
�  	��  �� . [2.3], �  ������  ��(��	#�)�)�  


�����
&$�
  ���  ��
  �4)��	����  ����+#�  ���  
��<��&$�
  �
�  	)�  -
��1)   ����0�  

��(��	#�)�)�  
��  �*��
  &
�
��
 , 
�&���  
��  �
��)����
  	)�  -
��1)  ����  

������*0	��  �������  	���
��  �#	���  Lebesgue �)�#�  
��  ���  ����	���*
���  
�	#  

	)�  
��
���  ��#���)� . 7
0�  �*����  ��
  �	)�  �
���0�� , 	�  �-����  ��	�  
���-
	�
  

�
�  	)�  	���  	)�  ���	�(�-�  ��
  	)�  ��	�(�-�  
����
��	)	��  	��  ���	���	�� . !&�  

��
  �*��
  
���	
�&  ��-��	��  ��  
&�����  ��	�  	�  �-����  (���
'��  �
�
��  �
  	���
#�  

��	#�  #����  �#	��  Lebesgue �)�#� ), �*��
  ����	��  ��  	�  
������*�����  

�
����
�	
�&  �1�	&$��	��  
�
��  	���
#� , 
��  1��
��-�  �
�  	)�  
��
���  ��#���)� , 

�1��	��-�  	�  
����(��
��#��  �#�
�	�  
��(��  ')�&	0�  �������0�)�   �#��  ��  

��	�� , �0�*�  ��  1�+-���� , 	���  �
�  (�	
�&  ����
�&  '���	�  (���	�(��  


����
��	)	� ) ���  ��
  �
�  ���)	
�&  (��	�(��  
����
��	)	� ). 

�
89:(��+��
� +��
��;<)7��)/���;�;��;���
89:(��+��
� +��
��;=�1
!
�
�/���;�;��;���
�
� �4))���)� 3)/4����) >))���)'�
� �#��)�����)� )��� ���) >))�����)'�
� 7�#����)���) )/�  ( )/))����
+����� )��&��)��""���
��
� ����) �)�"���)'�
���
� ���+����5 )�5&����)�5""��
� �����
������������ � �� �)��� �)��� �)��� �)���1
��
�
� )��  )��
� � ���) ���)�"5����)'�
���

���� ���)����� ���)�� )��
� � ����
��""�&���
� � ���

,��	
-���
�����������������6<��6?��67@9����
�� <���� ?������ 7@9�������������
,��	
-���
��3���������������6<��6?��67@9����
�� <���� ?������ 7@9�������������
�+�������"������&�4�66�������"������&�4�����1
��
�
 �""�%�
�+�������"������*�4�AA�������"������*�4�����

��%�
�+���1
��
�
�*�0�1�
���+�,-�'�
�'�3����
�+�����+�+��
��;B+��B+�C�;��)����)��%�������������� ������

� � %�
+�����+�+��
��;B+��;����1
��
�
�����

�� �%�
+�����+�+��
��;C�;���

%�
  

 

�	�  �
&������  [2.5� ] 
��  ���+()  � ’ ��	��  	��  	��
� , +�*��	�
  1��&(���  �	
  	�  

������*0	�  �-����  	��  ���	���	��  �	)�  �

+&��
�  	����  0y �  �
�  ! =0.001 


�����
&$�
  ���+�������	
��  ����  ��
  (��*$�
  ����	&  	�  ������*0	�  �-����  	��  


#	����  	��  Smale ('� . ���&�	)��  �). 
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)� .[2.5� ]: #�  �������%	�  �
����  	��  ���	�
�	��  �	 �  ���������  y=0 

 

6���  &����  	��
��  ��  �
�
���*�����  	�  ������*0	�  �-����  �*��
  ��  

�
�()��-�����  �
�  �&(�  ���
��  ���(��)  	��  �����  �
�  	��  �
�*�  	�  �0��	*�
�  ���  

1�+�-��
  �
�  	)�  
��
���  ��#���)�  �*	�  ��  (�	
��  '���  �������0�)�  �*	�  ��  

���)	
��  (�)���� , �&�  t� �*��
  �  ������  ��(��	#�)�)�  �
�  (�	
��  '���  ��
  t�  �  

������  ��(��	#�)�)�  �
�  ���)	
�� , ��	�  
��  �
�()��-����  �*��
  	�  

[ , ]Minimum t t� � ) ��
  ��  	�  �
�
���*����� , ��0��	*$��	��  	� , ��&����  ��  	)�  #�	��)  

	�� . 3
�  	��  ���
�  ��	� , 	�  �
�	��#���	�  �
�()��-	)���  �	�  ����*�  

TimeDelay.txt ��  ���+�  
*���� , ��
  ��)�
��
�
�()��  )  Mathematica 
�� , ��	��  	0�  

&��0� , �
�	���*  ��
  
�����  ������*�  �
�  �
�
���
�)  ���+
���  (���  

��)�
��
�
�()��  )  ��	���  DensityPlot).  

 

-'�������
�  ���� �  	 �  Mathematica ���  ���������  	%�  ���	����
�	%� : 

 

data1=Import["C:\Diplomatiki\Double well\Time\TimeDelay.txt","Table"]; 

f[x_,y_]: = (i=Floor[(x+0.5)*700]+1;j =Floor[y*700/Pi]+1;Return[data1[[i,j]]];) 

DensityPlot[f[x,y],{x,-0.5,0.5-1/700},{y,0,Pi-Pi/700},PlotPoints� 700,Mesh� False, 

FrameLabel� {x, � },RotateLabel� False,ColorFunction� (Hue[#/1.2]&)]; 

 

 

��  �
�	#�����  +�*��	�
  �	�  �� . [2.5' ] ��
  
�����
&$�
  
��-  ���
�+#���  �
�	*  

+�*��	�
  ���-	���  
0�  	�  *�
�  ��	*'�  �
������'&��	�
  ���  ��
  ��  �
���	��)  

��*���� .  
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)� .[2.5� ]: +�%
�	��	�  ���������  	��  �������%	��  �������  	��  ���	�
�	��  

 

 

!
*�)�  
��-  
����	�	
�#�  ��
  ����+��  �
�����  	��  ������*0	��  �������  

�
���-�  ��  �)+(�-�  ��  	�
��
&�	�	��  �
�
���*��
�  �
0�  �*��
  	�  �
���&���	�  	��  

�� . [2.5� ]. !��  ��)�
��
�
�()��  �
�  &��)  ��	���  	)�   Mathematica, )  Plot3D. 

���&$��	��  	�   ��*���	�  	)�  ���&�	)�)�  ��	��  �

	���&���	�
  �
�+���	
�#�  

�
�
���
�)�  ����  *�
��  +�
���#��� . ��  �
���&���	�  	��  �� . [2.5� ] 
&�()���  ��  	
�  

	��
�  
����&	0  ��	��#� : 

 

Plot3D[f[x,y],{x,-0.5,0.5-1/700},{y,0,Pi-Pi/700},PlotPoints� 700,Mesh� False,ColorFunction� (Hue[#/1.2]&)]  

Plot3D[f[x,y],{x,-0.5,0.5-01/700},{y,0,Pi-Pi/700},PlotPoints� 700,Mesh� False] 

Plot3D[f[x,y],{x,-0.5,0.5-01/700},{y,0,Pi-Pi/700},PlotPoints� 700,Mesh� False,PlotRange� {0,1500}] 

 

� .� . ���&$��	��  	�  
��*�  �
�
���*��0�  (PlotRange� {0,1500}) �

	�-�()��  �	�  	�*	�  

�
&������  �
�  	���  	��  ��-	����  �
���&���	�� . 
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(a) 

 (b)    

  (c)   

     

)� .[2.5� ]: #�������	�	��  ������������ : )	 �  ������  ��������	��  
��     
������  	��  �������%	��  �������  
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�	�  �� . [2.5� ] +�*��	�
  �
�  �
���	��)  
��
���  	��  ������*0	��  ������� . 

")���� , ���
��	
�&  
����
	�
  �
�  �
�  ���#(���)  	0�  
���
&�0  �
�
���*��0� . ��  

�
���&���	�  ��	&  
&�()���  ��  ��	��#�  ��&�����  ��  	
�  
��)��-����� . 

 

 

)� .[2.5� ]: �����  	��  �������%	��  �������  
�	�  ���  
�������   

 

�#��  �
�  	)�  �1&�	)�)  	)�  �0�*��  ��#���)�  �
�  	)�  
��&��	��  ���-�)� , 


�����
&$�
  ���
�+#���  ��  ��-��  	
  ���'�*��
  �	��  ��	�'&���	�
  �
*�)�  ��
  )  

���
��  	��-	)	�  	��  �0��	
�*��  (#���  �


�#��  '������  �	�  
�������� ). � ’ ��	��  

	)�  
��*
	0�)  (#�����  ��  ����	������  	)�  �1&�	)�)  	)�  ��	�'�)	��  �1����  

(�0�*�  ��#���)� ) �
�  ���  ��	�'�)	#�  �
�����  (
��&��	���  ���-�)� , ���
��  

	��-	)	� ). ��  �
���&���	�  
��  ���+()���  �
�  	)�  ���+
��  �
�1�����*�  	0�  

��
(�)	
���  �
�	�����&	0�  +�*���	�
  
����&	0  (�� .[2.6] ��
  �� .[2.7]).    .                                          
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)� .[2.6� ]: �  �!��	 �  	 �  �%����  ������ �  ���  	��  �������  ��������  

 

             
)� .[2.6� ]: �  �!��	 �  	��  ������  �����	�� � �  ���  	 �  �������  
��������  ��  �������	�	  ���  	�������	�	  ���������  
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)� .[2.7� ]: �  �!��	 �  	 �  �%����  ������ �  ���  	��  �������  ��������  
���  
����  �������  	��  ������

�	��  [2.6� ]. 

 

         
)� .[2.7� ]: �  �!��	 �  	��  ������  �����	�� � �  ���  	��  �������  
��������  ���  
����  �������  	��  ������

�	��  [2.7� ]. 
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�
�  	)�  �1#	��)  	0�  
���
&�0  �
������&	0� , ��	��  �
�  	)�   ��	
�	�
�*�   �	)  

���+����*�  	0�  ��)�&	0�  �
�  	)�  �0�*�  ��#���)�  ��
  	��  �����  ��(��	#�)�)� , 

�
�+�*��	�
  �	
  �
&�����  �-�  	-
�
  
��
����  ���
���  ���()��� : 

 

- ���
��#�  	�  �����  	0�  �
�*0�  �*��
  �����#� . !�	��  ��	��  	0�  
��
����  �
  

��#���)  �*��	�
  ��  �����  	��
�  ��
  ���  
�����
&$�	�
  ���
�()�*�  �	
�  ���
�#�  

���(���� . ��	#�  �
  
��
��#�   ��	
�	�
��-�  ��  ��&�
�	�  	��  ������  ��(��	#�)�)�  

��
  �
 ’ ��	�  	�  ����  �
���-��  ��  	
�  �
����#�����  �  ��  	
�  (�0�������  0�  

«��
�&��� ».  

 

- ���
��#�  ��  #�	��)  �
��-����)  ��0�&	0� .  ��	#�  �
  
��
��#�  ��	
�	�
��-�  ��  

���
�#�  ���(����  
��  
��&����  	�  +�
������  	)�  ���	
���  ��#���)� . �&�
�	�  


���	)��-��   �	
  ��	#�  �
  
��
��#�  
��
���*���  	
�  ����#�  
��
��#�  ��  	��
�  
��  

�*��
  ��-��	��  ��  
��&��
  ����*�  �
�  �
�  «��
�&�� » ��  �
�  &��)  �0�*�  ��  

�����	���
  ���	
��  
��
��� .   

 

!
*�)�  �  ���+�������	
���   �����	����  	��  ����  
��'����	��  �*��	�
  

+������  ��  	)  ���#(���)  	��  ���
��-  �
���&���	�� . 7��  ���&�)  ���#(���)  ��
  ��  


&�����  �
  ��
��-��
��  «�
�����
�&��� » 
��  (�  ��+��*$��	�
 , 
&�	�  (�  


��
���*��	�
  �
�  ���	
�#�  
��
��#� . 

 

�
���
��-�	�
  �	
  �
�  (�	
�#�  	
�#�  	)�  ��#���
��  ��	�	����  �
��  	
���  

��	0+�*��  �
&�����  
��
��
�#�  	���
#� , ��	�(�*�  ��
  ���	�(�*�   
��  �

	�#
���  	)�  


��*����)  	��  �0��	
�*��  �
�  ���&����  #0�  ��
  &
�
����  �������  ��(��	#�)�)�  

�#��  �	)�  
��
���  ��#���)� .  

 

7
0�  �*����  
���
&�0 , 	�  �-�	)��  ���  �*��
  ���	
��  �
�  ����  	
�  	
�#�  	)�  

��#���
�� . 6��
  
���	)�)(�*  �	
  �
�  	�  �������
�#��  �-�	)�� , �	)�  ��#���
�  

0.0736E �  
��*
�� , ��+��*$�	�
  #��  �)��*�  �
���&�0�)�  �&���	�� -���'��  �
�  	�  

�
�*�  
���-
	���  ���  
��
��
�#�  	���
#� , �
�  ���	�(��  ��
  �
�  ��	�(�� . ��(��  

��
���	�
  )  ��#���
�  �
  ���	�(�*�  	���
#�  �
&��  ��  
��
���	����  ��	�(�*�  ��
  

�	��
��&  	�  �-�	)��  �*��	�
  ���	
�� . ��#
�
  ��  	��*�����  �	
  �
�  	
�#�  	)�  

��#���
��  �����-	����  	)�  �������
�#�)�  ���  ��+��*$��	�
  
��
��
�#�  	���
#� . 

�
���
��-�	�
  �	
  )  ���
��  ��	�(��  	���
&  �*��
  ���*�)  
��  �
������	*$�
  	��  
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��(��
�	
��  ����  �	)�  �
����+0�)  	��  �����  	0�  ���
���  ���()���  

��
�(�	��	��  	�  �-����  	0�  ���+�������	
���  
��
���� .  

  

 

2.4  ���
��&���	�  

 

�	)�  ���	)	�  ��	�  �*���� , �	
  �
�  ��#���
��  �
���	����  	)�  mE , �	�  
��'�)��  

	)�  ���)��
*����)�  �0��	
�*��  ��  	�  �����
��  (2.1), ��+��*$�	�
  	�  +�
������  	)�  

���	
���  ��#���)� . ")���� , 	�  �-�	)��  ��	�  
�����
&$�
  ���*�()	)  �1&�	)�)  �
�  

	
�  	
�#�  	)�  ��	�'�)	��  �
����� , 	)�  
����#	���  ���-�)� . �
��#�  �����#�  �	)�  

	
��  	)�  
������-�  �����	
�#�  �����#�  �	)�  ��	�'�)	�  �1���� , 	)�  �0�*�  

��#���)� . ����
&$��	��  	��  ����  	0�  ���
���  ���()���  �*����  �	
  ��+��*$�	�
  #��  

���+�������	
��  �-����  ��	�1-  	0�  �
�+���	
���  
��
���� , �
�  	�  �
�*�  �*��
  

��-��	�  ��  �
������-�� . ��  ���+�������	
��  ��	�  �-����  �+�*��	�
  �	)�  -
��1)  

	���
��  �
  �
�*��  ���  +�-����  
�	#  �
�  	)�  
��
���  ��#���)� . 
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#�������  $$$ 

�����	
  �	�"���  	��  %��������  Wada
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3.1 !
���0��  

 

� ’ ��	��  	)�  ���	)	� , (�  ��*1����  �	
  #��  �
��  ���
�	��
���  �-�	)�� , 
��  

�
�	���*  	�

��  
��&��
���  ���	���	��  ��#���)�  ��  	��
�  

(��#�  �1�����  

�
�+���� , ��	��  �
�  	)�  -
��1)  ����  ���+�������	
��-  �������  �	
�  ���
�#�  

���(���� , 
�����
&$�
  �
*�)�  	)�  ����	 	�  Wada. �-�+0��  ��  ��	� , �&(�  ���
��  

���(��)  
��  '�*���	�
  �	�  ��
�  �
��  
��
����  	��  �����  	0�  ���
���  ���()���  )  

�
�*�  ��	
�	�
��*  � ’ #���  	��
�  �
�+����  (�	�  
��&��
���  ��� , �
�+���  �
�  �
�  

�������
�#�)  #1��� ), '�*���	�
  	��	������  ��
  �	�  ��
�  ��0�  	0�  &��0�  
��
����  


��  ��	
�	�
��-�  �	���  &�����  	��
���  �
�+���� . ��	�  )  
�
�	)	�  �*��
  

�����	)�
�	
��  	0�  ���	
���  ���	)�&	0�  ��#���)�  ��  
���#�  �1�����  �
�+���� . 

 

3.2 ������*�  

 

3��
��� , ���+������	�  �	�  �-����  	0�  ���
���  ���()���  
��  ��)��-�  	�  

�0��	*�
�  ��  �
�+���  �
�  	�  �-�	)��  �
�  �
�  �������
�#�)  #1���  0�  exit basin 

(
��
���  �
�+���� ), ��
  �#��  �	
  #��  �)��*�  .  �
��   
��
����  �
�+����  2  �*��
  

�����
���  �)��*�  (boundary point) ��	��  �&�  �&(�  ���
�	�  ��
	��
&  	��  �����
  ��
  

����  �	)�  2 , ���&  ��
  ��  	���&�
�	��  &��)  �*�  
��
���  �
�+���� . �-����  

(boundary) �
��  
��
����  �
�+����  �
�����-��  	�  �-����  ��0�  	0�  �����
����  

�)��*0�  	)� . �)��*�  Wada �
�����*	�
  #��  �����
���  �)��*�  ��  �&(�  ���
�	�  

��
	��
&  ��
��
#��
  
��
���	����  �
�  �-�  
��
��#�  �
�+���� . ��  ���  	�  �)��*�  �
��  


��
����  �
�+����  �*��
  �)��*�  Wada 	�	�  )  
��
���  ��	�  ����&$�	�
  
��
���  Wada 

(Wada basin) ��
  	�  �-����  	)�  �-����  Wada (Wada boundary). 

 

3.3 ���
���+�  	��   ���	#���  	0�  	�
��  �*��0�  

 

��  
��'�)��  ��  	�  �
�*�  (�  �����)(�-��  �
�  ��  ��*1����  	)�  
�
�	)	�  Wada 

�
�	���*  #��  �
��  �
��
&�	�	�  �

�
&���  	�  �
�*�  #��
  ����	)(�*  ��	����  ��
  
��  

��)�
��
�
�*	�
  0�  	�

��  
��&��
���  �	��  �
�&��  �
�  ���	
��  ��#���) . ��  

�-�	)��  �
�	���*	�
  �
�  	��
�  �*�����  *�)�  ��	*���  R  	�  �#�	��  	0�  �
�*0�  

��)��	*$���  #��  
��
�����  	�*�0��  ��  
����#�  2L R�  ('� . �� . [3.1� ] ).  
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)� .[3.1� ]: )��	���  	�����	 �  	%�  	����  ����%�  

 

3
�  �����*�  �	���  �
����
���-� , 0�  ����  	0�  �1��0�  (�0������  	�  �#�	��  	��  

��
�	���-  �*���� . ,�0��-��  #��  �0��	*�
� , �
��-����  ��(-������ , 
��  �
�#���	�
  

�	)�  
��
���  ��&����  �	���  	��
�  �*�����  ��
  
��  
�����	�
�
�*  ����	
�#�  

���-��
�  ��  ��	�-� . ��	&  ���#
�
� , )  �0�*�  ��&����)�  
��-	�
  ��  	)�  �0�*�  


���
	0�)� .  

8�  
��
���  ��#���)�  ��*$����  	)�  
��
���  ��&����  �	���  	��
�  �*�����  

(��
���#���  �����  �	�  �
�  �� . [3.1' ] ). ��  �0��	*�
�  1��
�&�
  �
�  �������
�#�)  

���)	
��  	
��  0x x�  ��
  �
�  	)�  ���#	)  	��  
��'����	��  ��	�'&����	�
  )  


��&��	���  ���-�)�  b  ��
  )  �0�*�  - . 

 
)� .[3.1� ]: �  ������  ���  	��  �%
�	�����  %� ����  	�  �
�	 
�  	%�  
	����  ����%� . �  �����
��  �������  �����    �������  ������ � . 
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�
  ��	�'�)	#�  �
�����  ��	�-  	��  
��'����	��  ��#���)�  �*��
  )  
��&��	���  

���-�)�  b  ��
  )  �0�*�  -  ��  	)�  �
�*�  	�  �0��	*�
�  �
�#���	�
  �	)�  
��
���  

��#���)�  ���  )  ��	�'�)	�  �1����  �*��
  )  #1����  �
�  	)�  �
�*�  	�  �0��	*�
�  

�1#���	�
  �
�  	�  �-�	)�� . �	)�  
��*
	0�)  
��  )  ��#�)  ��	�1-  ��	��  	0�  


����#	�0�  
�����
&$�
  ��0���*��  ��+��*$�	�
  	�  +�
������  	)�  ���	
���  

��#���)� , �)����  �
�
����&�
�	��  �
&+����  �	
�  ���
�#�  ���(����  ��)��-�  ��  

	���*0�  �
�+���	
��  ���
��
+��&  	��  ���	���	�� . ��  �������  �	
  )  ���	
��  

���
��
+��&  	��  ���	���	��  
��9
�(#	�
  	)�  -
��1)  ����  �������  	���
�� , 

�#	���  Lebesgue �)�#� , 
��  ���  1�+�-����  
�	#  �
�  	)�  
��
���  ��#���)� , ���  

���*�  ���
�+������	�  ���
��	
�&  �
�  	���
#�  
��  ����	���*
���  	)�  
��
���  

��#���)� , ���  �
�	���*  
��'�)��  �
�  	)�  ���#	)  ���  �
�	*  )  

(���	)	�  ��  

�
��#1����  	
�  ��	*�	�
���  ���
�#�  ���(����  �*��
  �)���
�� . 

 

3.4 "���  	0�  �����0�  �	�  ���	#��  	0�  	�
��  �*��0�  

 

,#�����  ��  �&(����  �
�  

�  #1���  (�  �
�+-��
  	�  �0��	*�
�  �����	���
  	0�  

	
���  	)�  
����#	���  ���-�)�  ��
  	)�  �0�*��  - . ��  
��'�)��  
��  ����	&�� , �
0�  

��
  �
�
���
�	�  &���  �

�
&��� , �
���*  ��  ��(�*  �
����
�	
�&  ��  	)�  �#(���  Ray 

Tracing ('� . ���&�	)��  ��� ). 

 

  ���  	��  
����&���	��  ���
�*)�)�  Wada1.cpp ('� . ���&�	)��  ��� ) #��
  0�  

�1�� : 

7
0�  �1)��*	�
  �	�  
��&�	)��  ��� , �
�  ��  ���	���
�
������  	)�  ��(-�����)  

�*�)�)  	��  �0��	
�*��  ��)�
��
�
�-��  	)�  �
������	
��  ���&�	)�)  	��  ������  

( )t t� �r s c  (�
��  0t � , 	�  s �*��
  	�  �)��*�  �+�	)�*��  ��
  c  #��   �
&�����  

��	�-(���)� ), 	)�  �
�*�  ����&$����  ��	*�� . 

 ���
�&  	�  �0��	*�
�  '�*���	�
  #10 �
�  	)�  
��
���  ��#���)� . ��  �
�  
��	)  

+&�)  ���  �
������*  ��

��  	�  �&�  (�  �
�
  )  ��
  �	)�  
��
���  ��#���)� . 3
�  	��  

���
�  ��	� , ��  	)�  '��(�
�  	0�  �
����	*�0�  ray_line_intersection ��
  

ray_circle_intersection �
����*$��	�
 , �&�  �
&����� , �
  	��#�  	)�  ���
���  ��	*���  ��  

	�  �&(�  ��	
��*����  (	��
�  �-���
  ��
  	��
�  ��(�*��  �
0�  +�*��	�
  �	�  �� . [3.2]). !&�  

���  �
&���
  ���#��  �)��*�  	���� , 	�	�   (�0��*	�
  �	
  )  ��	*��  ���  �
��0��*  �	)�  


��
���  ��#���)� . �	)�  
��*
	0�)  ��0�  
��  �
&�����  #��  �  
��
���	���  �)��*�  
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	���� , (�0��*	�
  0�  �0�	�  	�  

�  ���	
��  �)��*�  	���� . !&�  ��	�  �����
  ��  �-���  

	�	�  �*��	�
  ��&����)  ��
  
�#��  �1�	&$�	�
  
��  (�  ��	���1�
  )  ���������)  ��	*��  

(	�  
��  �
����*$�	�
  )  ���������)  ��	*��  �1)��*	�
  �	�  ���&�	)��  ��� ). !&�  

�����
  ��  ��(�*� , ��
  '�*���	�
  ��&����   ��  ���  �-�����  	�	�  (�0��*	�
  �	
  �
���(�  

�	)�  
��
���  ��#���)� , ���
��  �1�	&$����  
��  (�  ��	���1�
  )  ��	*��  ��  *�
�  

��	�-(���)  ��
  ��  �)��*�  �+�	)�*��  	�  �)��*�  	����  	)�  
��)��-���)� . ��  


���
&�0  �����*$��	�
   ��
��  ��  ��	���1����  �	�  �&�  �
�*��
  )  ��
  	�  �0��	*�
�  

�#��  �	)�  
��
���  ��#���)� .  

��  �
�  ��-	��)  +&�) , �	)�  
��*
	0�)  
��  	�  �0��	*�
�  �
�*��
  �	)�  
��
���  

��#���)� , ���
�+������	�  ��  
����
��*�����  �
�  
�
�  #1���  (�  '��
 .  ��	�  �*��	�
  

�
�&  �1�	&$��	��  	
  �*����  ��	
��*����  (�  �����	���
  )  ��	*��  
��  #��
  0�  �)��*�  

�+�	)�*��  	�  �)��*�  	����  	)�  
���
*
	�����  ��	*���  
��  '�#()��  �
�  	)�  
��	)  

+&�)  ��
  ��	�-(���)  *�
�  ��  ��	��  	)�  
���
*
	�����  ��	*��� . !&�  	�  ��	
��*����  

�*��
  ��(�*�  	�	�  �)��*��
  �	
  	�  �0��	*�
�  '��*��
  �
�  	)�  
��
���  ��#���)� , ��
  

�
�()��-�	�
  )  #1����  
��  ��	
�	�
��*  �	
�  �������
�#���  ���
�#�  ���(���� . !&�  

�*��
  �-����  	�	�  �*��	�
  ��&����)  ��
  �1�	&$�	�
  

�  ��	
��*����  (�  �����	���
  )  

���������)  ��	*��  � .� .� . ��
��  	��
�&  ��  �����	���
  ��(�*� .  

 

� ) ' )  

)� .[3.2]: � ) '������  �������  	��  �%
�	�����  ����  
���  �	 �  �������  ������ �  
                   � ) '������  �������  	��  �%
�	�����  ���
  
���  �	 �  �������  ������ �   
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6���  
��-  
����	�	
���  	��
��  �
�  ��  ��-��  
�
��  ���
�#�  ���(����  

��	
�	�
��-�  ��  
�
�  #1���  �*��
  ��  ��0��	*�����  ��  �
�+���	
�&  �����	�  	��  

����  	0�  ���
���  ���()���  ��&����  ��  	)�  #1���  �
�  	)�  �
�*�  (�  �
�+-��
  

	��
�&  	�  �0��	*�
� .  

��  �
�	#�����  +�*��	�
  
����&	0  �	�  �� . [3.3� ] ��
  �	
�  ����(-���
�  	��  [3.3' ] 

��
  [3.3� ].  

 

 
)� .[3.3� ]: (�  ��������  ��������  ���  	�  �
�	 
�  	%�  	����  ����%� . (�  �������  
��������  ��%
�	�"��	��  
�  ������� , �������  ���  
���  ���  	������  ���  ����	��������  
	 �  �������  ������ �  ���  	��  �!�����  � , ,  ���  -  ��	��	���� . ��  
�
��  ���
�  �����  
��%
�	��	��  ��  �������  ��������   ���  	��  ������  	�  �%
�	����  ���  ����%���  �	 �   
�������  ������ � . 
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)� .[3.3� ] ���  )� .[3.3� ]: .���������  
����
�����  	��  )� .[3.3� ]. �  �
�����  	 �  �����  

�����  
��  ���/���"��  ���   	 �  
���!  
��������
�	���
  �������  �	�  ����  	%�  
������%�  ��������  �������� . 
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�
�  	�  	�*�  
���
&�0  �����	�  +�*��	�
 , �
0�  �	��  ����������� , �	
  	�  �-����  


��  �0�*$���  	
�  �
&+����  
��
��#�  �
�+����  
�����
&$���  ��	0�  

���+�������	
��  ���� . :�
�
�  ���#(���)  ��
  ��  
&����� , ��	��������  ��  


�����
�  ��  	�  ���
��  ����� . !
*�)� , )  ��+����)�  �
���� , �
��  �
�#���	�
  ��
  	�  

	�*�  �����	� , 
��  
�����
&$���  �
  �����
��#�  
��
��#� , ���  
��<��&$���  �	
  ���  

�
&�����  �
�����
�#��  �-����  
��  ��  �0�*$���  ��+��  �-�  �
�  	
�  	��
�  
��
��#�  

�
�+����  ��
  �	
  	�  �-�	)��  
�����
&$�
  
�&���	
  	)�  
�
�	)	�  Wada. 2#'�
� , ��	�  

���  �
�	���*  ���	)��  �
���
1)  ���&  ���&��  �
�  #���
1) . 

��
�  
���0�������  ��  

�  ���	)��  �
���
1) , �
���-��  ��  �
����*�����  	)�  

�
&�	��)  �'�'�
�	)	��  (uncertainty dimension), )  �
�*�  ���  �*��
  #��  �#	��  	��  


���  ���*�()	�  �*��
  	�  �-�	)��  ��  �
�  �
���  �
�	�����  �	
�  ���
�#�  ���(���� . 

������(��	��  �
�  �#(���  
��  
��	�
���  �
  Grebogi et al.[1983], �
�  �
�  

�������
�#�)  
��
���  	0�  ���
���  ���()��� , �
��#�����  /  ���
�#�  ���(����  ��
  


����
��*$����  �
�  �&(�  �
�  �
�  ��	#�  	)�  #1���  �
�+����  �
�  	�  �-�	)�� . �	)�  

���#��
� , �+����$����  �
�  �
���  �
�	�����  �	)�  	
��  	)�  
����#	���  b , #�	0  

( , ) ��
  ( , )b b. - . -� � , ��
   
����
��*$����  ��  �#��  	)�  #1���  �
�+���� .  

!&�  �
�  �������
�#��  b  �
�  	)�  	�
&��  	0�  ���
���  ���()��� , 

( , ), ( , ) ��
  ( , )b b b. - - . -� � , 
���-
	�
  )  *�
�  #1���  �
�+���� , 	�	�  )  ���
��  

���(��)  ( , )b -  (�0��*	�
  «'#'�
) » �&	0  �
�  � -�
�	����� . �	)�  ��	*(�	)  


��*
	0�) , )  ���
��  ���(��)  ( , )b -  (�0��*	�
  «�'#'�
) » �&	0  �
�  � -�
�	����� . 

3
�  �������
�#�)  �
�	�����  . , �
���-��  ��  �
����*�����  	�  ��&���  ( )f .  	0�  

«�'#'�
0� » ���
���  ���()��� . ��	�  )  ���&�	)�)  ���  �*��
  ��

��  #��  �#	��  �
�  

	�  
����  	���
#�  ��)��-�	�
  	��
�&  ��  �
�+���	
��  #1���  �&	0  �
�  	)  ��&�)  	)�  

�
�	������ . ����-
	�
   �	
  �*��
 : 

 ( )f /. .0  (3.1) 

�
��  	�  �  ����&$�	�
  «��(#	)�  �'�'�
�	)	�� ». ��	�

�  ��	�- , �
���*  ��  

�
����
�	�*  )  �
&�	��)  �'�'�
�	)	��  	0�  �����0�  �-�+0��  ��  	��  	-
� :  

 d D /� �  (3.2) 

�
��  D  �*��
  )  �
&�	��)  	��  �����  +&��0�  	0�  ���
���  ���()��� . �	)�  


��*
	0�)  ���  2D � . 
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��  
����&	0  �
���&���	�   ���  ��*�����  	
�  log-log  �
�
���*��
�  	)�  ( )f .  �
�  

�
�+���	
�#�  
��
��#�  	��  �����  +&��0� , ��	#�  
��  +�*���	�
  �	�  �� . [3.4].  

 

 

 
)� .[3.4]: '�������  	��  �����  �������  ���� ���  ���  	��  ������  ��������	 ��  �  

���	����	��  �������	 	��  
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����	)��-��  �	
  �
�  ����  	
�  
��
��#�  �
  ���
-���  �*��
  ��(�*�� , 
�&���  
��  

�)��*��
  �	
  ��	0�  �
���-���  ��  ����  �-���)� . !


�#�� , �  ��(#	)�  �'�'�
�	)	��  


��  �*��	�
  �
�  	)�  ��*�)  	0�  ��(�
��  �*��
  
��*
��  �  *�
�� . ��	&  �#��  ��� , )  	
��  

	��  ��(#	)  �'�'�
�	)	��  
��  
���-
	�
  �
�  	
�  ��	����
�  �*��
  0.27a 0 , 
��  

�)��*��
  �	
  )  �
&�	��)  �'�'�
�	)	��  �*��
  2 0.27 1.73d D /� � � � � . 

 ��  �������  �	
  )  	
��  	��  ��(#	)  �'�'�
�	)	��  �*��
  ���	
�&  �
���  �
��)����
  

���&�)  ���
�()�*�  	��  ���	���	��  �
�  	
�  ���
�#�  ���(���� . 
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3.5 !

'�'�*0�)  	)�  
�
�	)	��  Wada 

 

��  ���
�  ��  �

'�'�
������  

�  ���	)�&  �	
  	�  �-����  	0�  �
�+��0�  


��
����  �
�+����  
�����
&$���  	)�  
�
�	)	�  Wada, �
�&�����  �
�  �

+&��
�  	����  


��  ��  ��	
�	�
��*  �	)�  �

+&��
�  	0�  	�
��  �*��0� . !��
�+������	�  ����  �
�  

	���
#�  
��  �
�#����	�
  �#��  �	)�  
��
���  ��#���)� . 6	�
 , �	��  	�  �0��	*�
�  

'�*���	�
  �	)  
��
���  ��#���)� , )  (#�)  	��  �	)�  �

+&��
�  	���� ,  


�����	��
�
�*	�
  �
�  	�  �����  	�1��  s 	�  �
�*�  �
���&+�
  	�  	�*�  	�1�  
��  

��
�(�	�-�  	)�  
��
���  ��#���)�  ('� . �� . [3.5] ). 6�����  �����
��
�
���
  	�  s ��	�  

	�  �����
��  �����  	�1��  ��  �*��
  *��  ��  1, �)����  	�  �����  	�1��  
��  ��	
�	�
��*  

��  �&(�  �*���  �*��
  1/3. !


�#�� , ��)�
��
�
�-��  	)  ��	�'�)	�  cosz �� , �
��  �  

)  �0�*�  
��  ��)��	*$�
  )  
���*�  	��  �0��	
�*��  ��	&  �
�  ���-�)  ��  	)�  

�+�
	��#�)  �	��  �*���  �	�  �)��*�  ���-�)� .  

 

 
)� .[3.5]: #�  �
�	 
�  
��  
�  	��  �����
����  ���	�	��
����  ( ,  cos )s z �� . (�  �������  ���

��  

�	�  �	�����  � 
���  0,  1/3,  2 /3s �  �����  	������  ���  	����	�
��	��  ����  ���  ������  ����� . 

 

,�0��-��  	���  	)�  �
�
���
�)  f  
��  ���  �*��
  	)�  	���
&  	��  �0��	
�*��  

#
�
	�  �
�  �&(�  ���-�)  ��  �&
�
��  �
�  	���  	��
�  �*����� : 

 1 1: ( , ) ( , )n n n nf s z s z� ��  (1.3) 

 

6��
  ��
�	�*  �	
  )  f ���	)��*  	�  ��'��&  [Birkhoff, 1927; Berry, 1981].   

�
�
���
�)  ��	�  
�-�
  ��  
��-�
  �	��  	�  �0��	*�
�  �1#���	�
  �
�  	)�  
��
���  
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��#���)� . !


�#�� , 
���	)��-��  �	
  	�  �)��*�  (0,0),  (1/ 3,0),  (2 / 3,0), 
��  �	
�  

���
�#�  ���	�	���#���  �	��  
��
��
�&  �)��*� , �	
�  ��	�'�)	#�  ��	#�  �*���	�
  

�	�(��&  �)��*� . 

 

��)�
��
�
��	��  	���  	
�  ��
��-�
��  ��	�'�)	#� , �  �����  +&��0�  	0�  ���
���  

���()���  ���'&��
  	)  ���+�  
��  +�*��	�
  �	�  �� . [3.6]. 

 

 
)� .[3.6]: ���  ������  	 �  ��
��  	��  �������  	%�  �������	����  ��������  ��������  �	��  ��  
�������  ��������  �����"��	��  ��  
�	��� 	��  (s,z) 

 

 

 

3
�  	)�  �
����
�	
��  ���
�*)�)  	��  
��'����	��  ��	�- , ���
&$�	�
  ��  �*����  

�&
�
��  ��	�	��
#�  �	�  
��	�  
��������  Wada1.cpp. ,�0��-��  
�#��  0�  ���
��  

(#�)  	��  �0��	
�*��  �&
�
�  �)��*�  
&�0  �	�  #��  �
�  	�  	�*�  	�1�  	)�  
��
����  
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��#���)� . �����&	0 , �*��	�
  �
�  �-�	��)  
��
���+�  	��  �-�
��  �����
(���  	��  


����&���	��  Wada2.cpp, 	�  �
�*�  
��
#��
  �-�  '�������  for ��
  #���  '�����  while 

(���  ��*()��  ���

��  ��  	�  �

���&4����  �	)�  �����*�  ��	�  ���0  	)�  ���
�	)	��  

	��  ��  	�  Wada1.cpp). 

��  �1�	&�����  
��	�  	
  �*��	�
  �	��  
��	� , �10	��
��  '�����  �
�  �&(�  �*��� . 

���
�& , 
 .� . �
�  	��  
��	�  �*���  
��  #��
  0�  �#�	��  	�  �)��*�  �  ('� . �� . [3.7]), 

'�*���	�
  )  	���  1A  	��  �
��-���	��  AC
����

(
��  �����
  	�  �#�	��  	��  
��	��  �*����  

��  	�  �#�	��  	��  	�*	�� ) ��  	)�  
��
+#��
�  	��  �*���� , ��  	)�  '��(�
�  	)�  ���	*���  

ray_circle_intersection. �	)  ���#��
� , ����*  ��   
��
�	�#4���� , � ’ #���  ��	&��)��  

��	���)��	
��� , 	�  �
&�����  1AA
����

 ��	&  �
�  �0�*�  1  �
�  ��  '��-��  	)�  �
����)  

���
��  (#�)  	��  �0��	
�*�� . ��	�'&����	��  	�  1  �
�  0 #0�  
 /3 ��  �	�(���  '��� , 


�	���*�����  ���  	�  $)	�-����  
����	����)�#��  �)��*�  iA  	��  ���	
��-  	�1�� .   

�
��
���*�  ��	�  �
������'&��	�
  -�	���  �
�  	���  �-�  &�����  �*����� .  

�	��  ��-	���  '�����  for, ��	�'&������  	)�  &��)  ��	�'�)	� , 	)�  �0�*�  �  �
�  0 

#0�  
 , ��
  ��	&  ���#
�
� , 	�  cosz ��  �
�  1 #0�  -1. ��	�  )  �0�*�  ���  �#�
  ��	&  


��� , ��  	��  ��	&��)��  ��	���)��	
��� , 
�#
�
  ��  
��
�	�#4����  	�  �
&�����  

�&(�	�  �	�  iAA
����

 �
�  ��  
&�����  	�  �
&�����  
��  (�  
��
�	&��
  	)�  	���
&  	��  

�0��	
�*��  ��� .  

�#��� , �	��  #�����  	)�  ���
��  	���
&  	��  �0��	
�*�� , �	��   '�����  while 
��  

�*��
  ��0	��
���  �	��  ��-	���  '�����  for , ��
	&��  
0�  (�  �1��
�(�* . �
����*$�	�
  

�&(�  +��&  
�
�  �*��
  	�  ��	
��*����  
��  (�  �����	���
  
��	�  	�  �0��	*�
� . !&�   

��	�  �*��
  �*���� , �*��	�
  )  ��&����)  ��  	��  	��
�  
��  ���+#����  �	�  
��	�  


�������� , �&�  �*��
  ��(�*�  
��  �����
  	�  �#�	��  ���  �*��0� , �  '������  

	����	*$�	�
  ��
  #�����  	)�  #1���  ��� . 

 

�	�  �� . [3.6], +�*���	�
  ��(��&  �
  �&(�	��  ��(�*��  
��  �0�*$���  	��  ����  	0�  

���
���  ���()���  ��
  
��  ��	
�	�
��-�  �	�  
#�����  �
�  	��  #��  �*���  �	��  &��� . 

��	#�  �
  ��(�*��  �
�	���-�  ��0���*��  
��  �+�*���	�
  �	
�  �������
�#���  

���	�	���#���  
��  ��)�
��
�
����� . !
��#�0� , �	��  (�  �
�&��  �
�  �����
��&  

�)��*� , (�  
�#
�
  ��  �
����*����  	�  �)��*�  
��  '�*����	�
  
&�0  � ’ ��	#�  	)�  

��(�*�� .  
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  �����
��  	��  ��	�(�-�  ������*0	��  �������  
�*$�
  ��(��
�	
��  ����  �	��  

��)��	
���  �����0�  Wada, 
�
�*	���  �
  ���	�(�*�  ��
  �
  ��	�(�*�  
����
��	)	��  

	��  ������*0	��  ������� .  

��  ������*0	�  �-����  �
�	���*	�
  �
�  	�  �)��*�  ���*��   �
�  	�  �
�*�  )  	���
&  

	��  �0��	
�*��  ���  1�+�-��
  
�	#  �
�  	)�  
��
���  ��#���)� , �*	�  �
�  (�	
��-�  �*	�  

�
�  ���)	
��-�   ������� . 

  ���	�(��  
����
��	)	�  ����  �)��*��  y  	��  ������*0	��  �������  ��*$�	�
  

0�  	�  �-����  	0�  �)��*0�  { }x  �
�  	�  �
�*�  
��-�
  	�  �1�� : 

( ) ( ) 0,  n nf x f y n� � � �  

�)����  )  ���	�(��  
����
��	)	�  �
&���
  ����  �
�  	�  �)��*�   y , �
  �
�����  	0�  

�
�*0�  , �#�0  	)�  �
�
���
�)� , 
����#����  �
�  
&�	�  �	)�  
��
���  ��#���)� .  

  ��	�(��  
����
��	)	�  ����  �)��*��  y  	��  ������*0	��  �������  ��*$�	�
  0�  

	�  �-����  	0�  �)��*0�  { }w  �
�  	�  �
�*�  
��-�
  	�  �1�� : 

( ) ( ) 0,  n nf w f y n� �� � � �  

�)����  )  ��	�(��  
����
��	)	�  �
&���
  ����  �
�  	�  �)��*�   w , �
  �
�����  	0�  

�
�*0� , �#�0  	)�  ��	*�	��+)�  �
�
���
�)� , 
����#����  �
�  
&�	�  �	)�  
��
���  

��#���)� . 

!*��
  ��

��  +�����  �	
  	�  ������*0	�  �-����  ��*$�	�
  0�  	�  �-����  	0�  

�)��*0�  
��  �������  ��
  �	
�  �-�  
����
��	)	�� . 

 

�
�  	��  ��
���  	)�  ���	�(�-�  
����
��	)	�� , �*��	�
  
��+��#�  �	
  	�  �-����  

	0�  �����
����  �)��*0�  ���
*
	�
  ��  	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  �
�	
  �
�  ��  �*��
  

#��  �)��*�  �����
���  (�  
�#
�
  ��  
����#��
  �
�  
&�	�  �	)�  
��
���  ��#���)� . 

!&�  �
�  �&
�
�  ����  ���#'�
��  	�  ��	*(�	� , �)����  )  	���
&  ����  �����
���-  

�)��*��  ��	&  �
�  �&
�
�  �����  �1����	��  �
�  �
�  �������
�#�)  #1��� , (�  #
��
�  

��  ���'�*��
  	�  *�
�  ��
  �
�  �
�  
��
���  �-�0  �
�  ��	�  	�  �)��*� , 
�&���  ��	*(�	�  

��  	��  ��
���  	��  �����
���-  �)��*�� . ����
�� , )  ���	�(��  
����
��	)	�  	��  

������*0	��  �������  ��
  	�  �-����  	0�  �����
����  �)��*0�  �
�	���-�  	�  *�
�  

�-���� . !&�  �
���*1����  �	
  )  
�
�	)	�  Wada 
��-�
  �
�  	)�  ���	�(�  
����
��	)	� , 

	�	�  
��+���� , (�  
��-�
  ��
  �
�  	�  �-����  	0�  �����
����  �)��*0� . 
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�
����
�	
�& , #���  	��
��  ��  
������*�����  	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  �*��
  

��  
&�����  #��  
��-  
����  
�#���  ���
���  ���()��� , ��
  ��  ���	������  ����  	
�  

	���
#�  �
  �
�*��  ��  �
�+�-����  �
�  	)�  
��
���  ��#���)�  ��	&  �
�  ����	&  ���&��  

�����  	��  �
�*�  ��*$����  �#��  �	�  
�������� . 6��� , &����  	��
�� , 	��  �
�*�  ��
  

�
��#1��� , �*��
  ��  ���	������  	���  �������  �
�  ����  	
�  	���
#�  ��
  ��	&  ��  

��0��	*�����  	��  ����  +&��0�  	0�  ���
���  ���()���  ��&����  ��  	��  �����  


��������  �#��  �	)�  
��
���  ��#���)� .   ��	�(��  
����
��	)	�  
���-
	�
  �&�  

��	
�	�#4����  	)�  	���
&  	��  �0��	
�*�� . ��	� , �#��  �	�  
��������  ���
�
�*	�
   


�*����	��  	)�  �0�*�  ( )2 ��  ��	*  �
�  	)�  �0�*�  � .  ��  �
&������  
��  
���-
	�
  

�*��
  �����	�
��  ��  	�  �
&������  �
�  	)�  ���	�(�  
����
��	)	� , 
�&���  

+��
����
��  ��
  �����������  �+����  cos( ) cos2 � �� � � . ����
�� , )  �
�  


����
��	)	�  
���-
	�
  �
�  	)�  &��)  �
�&  ��  	��  ��	���)��	
���  

( , ) ( , )s z s z� � . ��  
���
&�0  +�
������  ����&$�	�
  �����	�*�  ��	
�	��+��  ������  

(time reversal symmetry). ��  ������*0	�  �-����  
���-
	�
  �&�  
&�����  	
�  ���
�#�  

���(����  �
�  	
�  �
�*��  )  	���
&  
����#��
  �#��  �	)�  
��
���  ��#���)�  	���  �
�  

(�	
��-�  ���  ��
  �
�  ���)	
��-�  ������� . 
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)� .[3.7� ]-.[3.7� ]:  �  ���	����  ���    ��	����  ��������	 	�  	��  �������%	��  �������  

 

 

 
)� .[3.7� ]: #�  �������%	�  �
����  ���	����	��  ���  	�  � 
���  ������  ���  �������  ���  

�	��  ���  ��������	 	��   
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)� .[3.7� ]- )� .[3.7� ]: #�  �������%	�  �
����  ��%
�	��	�  ���  
��  
�������  ��	�
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�
�  	�  
���
&�0  �����	� , +�*��	�
  1��&(���  )  ���+�������	
��  ����  	��  

������*0	��  ������� , 	�  �
�*�  (��*$�
  ����	&  	�  ������*0	�  �-����  	��  
#	����  

	��  Smale ('� . ���&�	)��  �). ����� , 
���	)��-��  �	
  )  ���	�(��  ��
  )  ��	�(��  


����
��	)	�  	#����	�
  ���&��
�  ��
  ��	&  ���#
�
�  	�  ������*0	�  �-����  �
���*  

��  �����	)�
�	�*  0�  �
��'��
�� .  

 

,�  �
���*1����  	���  �	
  ���  	�  �����
��&  �)��*�  �*��
  �)��*�  Wada. ��  

(�0�������  #��  �����
���  �)��*� * . !�	��  �
�  �����
���  �)��*� , �*��
 , �
0�  

�*����  
���
&�0 , ��
  �)��*�  	)�  ���	�(��  
����
��	)	�� , �
�	�  
����#��
  �
�  


&�	�  �	)�  
��
���  ��#���)�  ��
  
������*$�
  ����
	0	
�&  	�  ������*0	�  �-���� . 

��  (�0�������  	���  #��  �
���  �*���  ( )D. *  ��	*���  . ,  ��  �#�	��  	�  �)��*�  * , 

��
  	)�  ��
$��	
�  �
&��	��  	��  ( )L. * . !+���� , �
0�  +�*��	�
  �
�  	�  �� . [3.6], )  

���	�(��  
����
��	)	�  #��
  ���)	
��  ��*�) , #�����  �	
  )  ��
$��	
�  �
&��	���  

( )L. *   �*��
  ���&��
�  ��  ��	�� . ��	&  ���#
�
� , �&�  �
�
���*�����  	�  �)��*�  *  ��
  

	)�  �
&��	��  ( )L. *  �	�  �#���� , )  	���
&  	)�  ( )L. *  
������*$�
  	�  ������*0	�  

�-���� , ��
  ����  	)�  �
��'��
��	)	��  	��  ������*0	��  ������� , )  �
����  	)�  

( )L. *  �1�
����	�
  ��(�	
�&  ��(������*$��	��  	��  ���	�  	)�  ��  	)�  ��	�(�  


����
��	)	�  )  �
�*�  #��
  (�	
��  ��*�) . %��0  	)�  ��(�	
���  �1&
�0�)� , �
�  	)�  

����  	��  �����  +&��0�  �*��	�
  +�����  �	
  �
���-��  ��  �
��#1����  #��  m  	���  

���&��  ��	�  )  �
����  	)�  �
��#	���  ( ( ))mf L
.

*  ��  	#���
  
��+��#�	�	�   ��
  	
�  

	��
�  
��
��#�  �
�+���� , �)����  �&
�
�  �)��*�  	)�  �  �����
  �	)�  �
��  
��
��� , 

�&
�
�  2  �	)�  ����
�)  ��
  �&
�
�  3 �	)�  
�&�
�) . �
  
���
�����  ��	��  	0�  

�)��*0�  (
��  
�*������  ��  	)�  ��	*�	��+)  �
�
���
�) ), �
0�  �*��
  ���
�� , 

�����*$���  ��  �������  �	
�  *�
��  
��
��#�  �
�+����  ��
  ��	&  ���#
�
�  

���
���*�����  �	
  ��
  )  �
&��	���   ( )L. *  	#���
  	
�  	��
�  
��
��#�  �
�+���� . 5�� , 

�
���*1���  �	
  ���  �
���  ��
  ��  �
��#1����  	��  �*���  ( )D. * , ��	��  
��
#��
  

����&	
�  ��
  �
�  	
�  	��
�  
��
��#�  �
�+����  ��
  ����
��  	�  �)��*�  *  �*��
  �)��*�  

Wada. !
�
��  	�  *  �
���*  ��  �*��
  �
�
���
�	�  �����
���  �)��*� , ���
���*�����  

�	
  ���  	�  �����
��&  �)��*�  �*��
  �)��*�  Wada. 
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3.6 ����'&�
��  ��
  �)  
���'&�
��  �����
��&  �)��*�    

 

%#��  �	
  #��  �����
���  �)��*�  *  �*��
  «
���'&�
��  �
�  �
�  �������
�#�)  


��
���  �
�+���� » (accessible from a particular basin), �&�  �
&���
   �)��*� , �#��  � ’ 

��	��  	)�  
��
���  �
�+���� , 
��  ��  �
���*  ��  �����(�*  ��  	�  *  ��  ���
-�)  


�
�����#���  ������  
��  ���  
��
#��
  &���  �����
���  �)��*�  ��	��  �
�  	�  * . 

%#��  �	
  #��  �����
���  �)��*�  *  �*��
  «�)  
���'&�
��  �
�  �
�  �������
�#�)  


��
���  �
�+���� » (inaccessible from a particular basin) �&�  ��	�  ���  �*��
  ����	�� , 

�
  �&�  ���  �
&���
  
��
���  �
�+����  �
�  	)�  �
�*�  ��  �*��
  
���'&�
��  �#��  �	
  	�  

*  �*��
  �
�&  �)  
���'&�
��  (inaccessible).  

 

�����&	0 , (�  ��*1����  	�  �1�� : 

- 7��  	�  �����
��&  �)��*�  
��  �*��
  
���'&�
��  �
�  	)�  ����
�)  
��
���  

'�*����	�
  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  	��  �	�(���-  �)��*��  (1/3,0) (��
  

���*0�  �
�  	)�  �
��  
��
���  ��
  	�  �	�(���  �)��*�  (2/3,0), ��
  �
�  	)�  
�&�
�)  

��
  	�  �	�(���  �)��*�  (0,0)). 

-  7��  	�  �����
��&  �)��*�  
��  ���  '�*����	�
  ��  �&
�
�  �
�  	
�  ���	�(�*�  


����
��	)	��  ��	��  	0�  	�
��  �	�(����  �)��*0�  �*��
  �)  
���'&�
�� .  

- �
  ���	�(�*�  
����
��	)	��  ��	��  	0�  	�
��  �	�(����  �)��*0�  �*��
  ����  


���#�  �	�  �-����  (�)���� , �&(�  ��
	��
&  ����  �����
���-  �)��*�� , 
��
#��
  

�#���  �
�  	
�  ���	�(�*�  
����
��	)	��  ��
  	0�  	�
��  �	�(����  �)��*0�  ��
  

��	&  ���#
�
� , 	�  �-����  �
�	���*  	�  ���*�
��  	)�  ���	�(��  
����
��	)	��  

�&(�  �	�(���-  �)��*�� ).   

 

���*$��	�� , �
�&�����  	)�  #���
�  	)�  «
��
����  
��*����)� » (trapping region) 

�
�  �&(�  #1��� , 	)�  �
�*�  ���   
�#
�
  ��  ����#����  ��  	)�  
��
���  �
��  �1����  (exit 

basin). �
  
��
��#�  
��*����)�  �*��
  
��
��#�  	)�  �

+&��
��  	����  	
�  �
�*��  �&
�
�  

�	
���  �

��#
	��	�
  ����  �
  	���
#�  
��  �
�+�-����  �
�  	�  �-�	)��  ��
  


����#����  ���*  ��
��  ��  ����	���*4���  	��
�&  	)�  
��
���  ��#���)� . 3
�  ��  

'��-��  	#	�
��  
��
��#� , (�  
�#
�
  ��  ��	��&'����  	�  
��  �
  	���
#�  �
�+�-����  

�
�  �&(�  #1��� . �
���-��  ��  �

���	�0(�-��  ��  �
�  #1��� , 
 .� . 	)�  #1���  � , ��
  	�  

�
�	#�����  ��  �+�����	�*  ��
  �	
�  &����  �1�����  �
�  ������  �����	�*�� . 
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����	)��-��  
��	� , �
�  	�  �� . [3.6], 	
�  	��
�  �����-	����  ��������#���   

�
�
��
��#�  	��  exit basin � (����
�)  
��
��� ). ��	#�  �
  	��
�  
��
��#�  +�*���	�
  

�	�  �� . 8 ��
  	
�  ����&����  � , 2  ��
  C. 

 

 
)� .[3.8]: �  �������  �������� �  ���  	 �  �!���  0. (�  �����
� v��  ��������  	%�  � , ,  ���  C 
���	���
�	��  ���  	��  �������  ��������  ���  	��  ������    	�����  !���
���  ��	�������  ���  	 �  �������  
������ � , �%���  ��������  ���
� , ���  	���  �������  0, 00, ���  000 ��	��	���� . 
 

 

�&(�  	���
&  
��  (�  �
�+-��
  �
�  	)�  #1���  �  �
���*  ��  #��
  «�	�
���
 » 

�
�
���
�	�  �
�  	���  	��
�  �*�����  
�
�  1�+-��
 . ��
�*	��� , )  ��
���#�)  #�	��)  	)�  


��
����  �  �
�	���*  	�  �-����  	0�  ���
���  ���()���  
��  1��
��-�  �
�  	0�  �*���  � 

��
  1�+�-����  �
�  	)�  #1���  � �0�*�  ��  
�����	�
�
�����  ���*�  ���-�) , )  

��
���#�)  #�	��)  	)�  
��
����  2  	�  �-����  	0�  ���
���  ���()���  
��  1��
��-�  

�
�  	0�  �*���  ��  ��
  1�+�-����  �
�  	)�  #1���  � �0�*�  ���*�  ���-�)  ��
  )  

��
���#�)  #�	��)  	)�  
��
����  C, 	�  �-����  	0�  ���
���  ���()���  
��  1��
��-�  

�
�  	0�  �*���  ���  ��
  1�+�-����  �
�  	)�  #1���  � �0�*�  ���*�  ���-�) .   #�0�)  	0�  

	�
��  
��
����    � , 2  ��
  C �
�	���*  ��	�  
��  �
�����-��  	�  «�-����  
��*����)� » 

�
�  	)�  #1���  �. 7
0�  �*��
  
��+��#� , �&(�  �)��*�  	��  �������  ��	�-  	��
�&  +�-��
  

�
�  	)�  #1���  � . �)���	
��	���  �*��
  �	
  �&(�  �)��*�   
��  (�  �
�+-��
  �
�  	)�  
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#1���  � 
�#
�
  ��  
��&��
  	��
���  
�
�  �
�+-��
 , �
�  	�  �-����  
��*����)� . 

������
�  �-����  
��
��-��0�  �
&�����  ��
  �
�  	
�  �-�  &����  �1����� .  

 

�	�  �� . [3.9], +�*��	�
  )  ���	�(��  
����
��	)	�  	��  �	�(���-  �)��*��  (1/3,0). 

����	)��-��  �
�  	)�  �-���
�)  	0�  �� . [3.8] ��
  [3.9] �	
  	�  	����	�   
&�0  

��
�	��&  ��
  �&	0  ��1
&  	��  �	�(���-  �)��*��  �*��
  �-����  	0�  
��
����  �  ��
  2  

��	*�	�
�� . �#�)  ��	��  	0�  	�)�&	0�  �
�
���*$��	�
  �
���	&  �	�  �����  �
�  ��  


&�����  	����	�  
��  �
�	���-�  	�  �&	0  ��
  	�  
&�0  �-����  	)�  
��
����  C. 3
�  


��
���	��)  ��+���
�  #����  $0���+
�	�*  ��  ��0�#�)  ������  	�  �#�)  ��	��  	0�  

	�)�&	0� , 
��  �
�
���*$��	�
  �	�  
&�0  �-����  	)�  
��
����  C ��
  ��  �
�������#�)  

������  	�  �#�)  
��  �
�
���*$��	�
  �	�  �&	0  �-����  	)�   C. ���
���*�����  �	
  	�  

�-����  	��  �������  
��
��-��0�  � '�*���	�
  ��  
���	0�#��  	����	�  	)�  

���	�(�-�  
����
��	)	��  	��  �	�(���-  �)��*��  (1/3,0). 3��
��	��� , ���0  

�����	�*�� , 	�  �-����  ��
  	0�  &��0�  �-�  �����0�  
��
��-��0�  '�*����	�
  ��  


���	0�#��  	����	�  	0�  ���	�(��  
����
��	�	0�  	0�  ��	*�	�
�0�  �	�(����  

�)��*0� . 

 

 

 
)� .[3.9]: �  ���	����  ��������	 	�  	��  �	�����
  � 
����  (1/3,0). #�  	
�
�	�  
�  �������  ���

�  
���  ������
���  	 �  ��������  �  ���  ,  ��������"��	��  �	�  ���%  �
����  	 �  ��������  C ���  ��	�  
�  
�������

��  ���

�  ��������"��	��  �	�  ��	%  �
����  	 �  ��������  C. 
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�	�  �� . [3.10] #�
��  �
#�(��)  	����	��  	)�  ��	�(�-�  
����
��	)	��  	��  

�	�(���-  �)��*��  (1/3,0) ��  �#���  	��  �� . [3.6]. !*��
  
��+��#�  �	
  )  
����
��	)	�  

��	�  �
��	������	�
  ��
  ��  	
�  	��
�  
��
��#�  �
�+���� .   

 

 
)� .[3.10]: �  ������  ��	�  
��  �������  �%�    ��	����  ��������	 	�  	��  �	�����
  � 
����  (1/3,0) 
	�
���  ���  	��  	����  ��������  �������� . 
 

,�0��-��  �	
  1B , 2B  ��
  3B  �*��
  	�*�  �
��&  �
��-����  ��	��  	0�  
��
����  

�
�+���� . 6�	0  p, #��  �
�  	�  	�*�  �����	
�&  �	�(��&  �)��*�  	��  ������� , )  

��	�(��  
����
��	)	�  	��  p �
��	������
  �#���  ��
  	0�  	�
��  �
�+���	
���  


��
����  �
�+���� . !1�	&$��	��  �
����
�#�  
���
�����  	0�  1B , 2B  ��
  3B , 


���	)��-��  �	
  
������*$���  	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  	��  p. ��	�  ���'�*��
   

�
�
��  )  �
��	��)  ��	�1-  �)��*0�  	)�  ��	�(�-�  
����
��	)	��  ����
�����	�
  

��	&  	)�  ��	*�	��+)  �
�
���
�) . !
*�)� , �
  
���
�����  	0�  1B , 2B  ��
  3B  #����  	)�  

	&�)  ��  �1�
�����	�
  ��	&  	)�  �
�-(���)  	)�  ���	�(�-�  
����
��	)	��  �
0�  

+�*��	�
  �	�  �� . [3.11]. ��	&  ���#
�
� ,  �
����
�#�  
���
�����  	0�  1B , 2B  ��
  3B  

�
���-�  ��  
������*����  ���  (#�����  	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  	��  p, ��
  �&(�  

�)��*�  	)�  ���	�(�-�  
����
��	)	��  	��  p '�*���	�
  �	�  �-����  ��
  	0�  	�
��  
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��
����   1B , 2B  ��
  3B  [Kennedy & Yorke, 1991]. � ’ ��	��  	��  	��
�  +	&�����  


&�
  �	�  ���
#�����  �	
  �&(�  �)��*�  	)�  ���	�(�-�  
����
��	)	��  �*��
  �)��*�  

Wada. �
�  	)�  &��) , ��*������  �	
  	�  �-����  	)�  
��
����  
��*����)�  �
�  	�  

����
��  �*��
  
���'&�
��  �
�  	)�  ����
�)  
��
��� . 

 

 
 

)� .[3.11]: )� 
�	���  ��������	��  	��  	�  ��
������  �	��    ��	����  ��������	 	�  ����  �	�����
  
� 
����  p 	�
���  ����
����  ���  	%�  	����  �������� . 
 

 

6�	0  	���  #��  �����
���  �)��*�  * . ,�0��-��  ���  �����#� : 

(a)  ��  �����
���  �)��*�  *  �
�
���*$�	�
  �	�  �-����  �
��  
��
����  
��*����)�  ��  


�
�����#��  ��
(��  ')�&	0�  m �)����  	�  �)��*�  *   '�*���	�
  
&�0  �	)�  ���	�(�  


����
��	)	�  	��  ��	&��)���  �	�(���-  �)��*�� . 

(b)  ��  �)��*�  *   ���  '�*���	�
  
&�0  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  	��  ��	&��)���  

�	�(���-  �)��*��  . 

 

�	)�  
��*
	0�)  (a) 	�  �)��*�  ( )mf *  �*��
  #��  
���'&�
��  �����
���  �)��*� . 

�0�*�  ��  1�+-�����  �
�  	)  ���
��	)	� , �&�  �
�(#�����  �	
  	�  �)��*�  ( )mf *  �*��
  


���'&�
��  �
�  	)�  ����
�)  
��
���  	�	�  �
&���
  �
�  ���
-�)  �#��  �	)�  ����
�)  


��
���  
��  	�  �����
  ��   ��(�*��	�  ���	
��  �)��*�  /  	)�  ����
�)�  
��
���� . 

�
�
���*$��	��  
���  	�  
*�0  ��	&  m '���	�  	�  �)��*�  ( )mf * , /  ��
  	)�  ���
-�)  


��  	�  �����
 , 
���-
	�
  �
�  ���
-�)  
��  �����
  	�  �����
���  �)��*�  *  ��  	�  
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��0	��
��  �)��*�  ( )mf /� . ")����  	�  *  �*��
  
���'&�
�� , ��
  �&(�  �)��*�  


���'&�
��  �
�  	)�  ����
�)  
��
���  '�*���	�
  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  	��  

�	�(���-  �)��*��  (1/3,0). !
*�)� , �+����  	�  �-����  �*��
  �-����  Wada, �&(�  

�����
���  �)��*�  �)  
���'&�
��  �
�  	)�  ����
�)  
��
���  #��
  �&
�
�  ��(�*��	�  

���	
��  ��0	��
��  ����
��  �)��*� . !&�  �
�)(�-��  
&�0  ��  �
�  ��(�*�  �
�  	�  

��0	��
��  ����
��  �)��*�  �#��
  	�  �����
���   �)��*�  
��  ���  �*��
  
���'&�
��  �
�  

	)�  ����
�)  
��
��� , (�  �����	������  
��	�  �&
�
�  &���  �����
���  �)��*� , 
��  

�1 ��
���-  �*��
  �)��*�  
���'&�
��  �
�  	)�  ����
�)  
��
��� . ��	�  	�  
���'&�
��  

�)��*�  �
�  	)�  ����
�)  
��
���  �����
  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  	��  �	�(���-  

�)��*��  (1/3,0). ��	&  ���#
�
� , )  ���	�(��  
����
��	)	�  
������*$�
  ��(�*��	�  

���	&  �
�
���
�	�  �)  
���'&�
��  �)��*�  �
�  	)�  ����
�)  
��
��� . ")���� , ��	�  )  

���	�(��  
����
��	)	�  �*��
  
����  �	�  �-���� . 

�	)�  
��*
	0�)  (b), )  	���
&  �
�  	�  �����
���  �)��*� *  
����#��
  �#��  �	)�  


��
���  ��#���)�  �
�  
&�	�  ���&  ���  �����
  �	)�  ���	�(�  
����
��	)	�  ����  ��  

	0�  �	�(����  �)��*0� . ����	)��-��  �	
 , �
0�  +�*��	�
  ��
  �	�  �� . [3.12], 	�  

������*0	�  �-����  '�*���	�
  �	)�  ��
���#�)  
��
���   ��&����  �	
�  ���	�(�*�  ��
  

�	
�  ��	�(�*�  
����
��	)	��  	0�  �	�(����  �)��*0� . ��*��	�
  �
*�)�  �	
  �
�  ����	&  

���&��  ��
(��  ')�&	0�  m, 	�  �)��*�  ( )mf * , (�  '��(�*  �	�  ��0	��
��  �
��  ��  	0�  

��
���#�0�  
��
���� . 3
�  ��  	�  ��	���������  ��	� , ����*  ��  (��)(�-��  �	
  �
  

�
����
�#�  �
�����  ����  �����
���-  �)��*��  
�)�
&$���  	�  ������*0	�  �-���� . 

�
�	� , �
���-�  (�0�)	
�&  �*	�  (i) ��  
�)�
&����  	)�  ��
���#�)  
��
���  ��
  ��  

��*����  �
�  #10, �*	�  (ii) ��  ��*����  �	�  �-����  	)�  ��
���#�)�  
��
����  �0�*�  ��  

�
��0������ , �*	�  (iii) ��  �
�-��  �#��  �	)  ��
���#�)  
��
��� . �
�  	)�  �
� , )  

�1#	��)  	)�  �����
���  	)�  �
�
���
�)�  ���  ��*���
  �	
  �)��*�  
��  '�*����	�
  
&�0  

)  ���	&  �	)�  ��	�(�  
����
��	)	�  
��  ������-�
  ��  	)  ��
���#�)  
��
���  

�
�
���*$��	�
  �#��  ��  ��	� . 6	�
 , )  
��*
	0�)  (ii) �
����*�	�
  �+���� , �
�  	)�  

&��) , �
  	���
#�  ���   �
���-�  ��  ��	�������  �	
�  ���	�(�*�  
����
��	)	��  	0�  

�	�(����  �)��*0�  
��  ������-���  ��  	)  ��
���#�)  
��
��� .   
��*
	0�)  (i) 

�
����*�	�
  �
*�)�  �
�	* , �&�  �
  �
�����  	�� *  '�*����	��  ���	&  �	)�  ���	�(�  


����
��	)	� , 	�	�  (�  '�*����	��  ��  �
�  
��
���  
��*����)�  ��
  �
0�  �*
��� , 	�  

*  �*��
  �����
���  �)��*� . ���
���*�����  ��

��  �	
  )  	���
&  	��  �����
���-  

�)��*��  *  �
��0��*  �#��  �	)�  ��
���#�)  
��
��� . 
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)� .[3.12]: �  �����
��  �������  ������
��  
�  	
�
�	�  	 �  ���	���
�  ���   ��	���
�  ��������	 	��  

	%�  �	������  � 
��%� . -��  ����	�  
�����  m, 	�  ( ( ))mf L. * ��  	�
���  ���  	�  ���  	
�
�	�  	 �  

���	���
�  ��������	 	��  ���  ������
���  
�  	  �����
��  ������� . 
 

 

� ’ ��	�  	�  �)��*� , (��*$����  ��	�  
��  �*
���  
��)����#�0� , �	
  �)���� , �
  

�
�����  	)�  �
��#	���  ( )L. *  ����  �
���-  �*����  ( )D. *  ��	*���  .  ����������  

��(�	
�&  ��(������*$��	��  	��  ���	�  	���  ��  	)�  ��	�(�  
����
��	)	� . 3
�  ����	&  

���&��  m, )  �
����  ( )mf *  (�  '�*���	�
  �#��  �	)�  ��
���#�)  
��
���  	��  �� . 

[3.12],  ��
  )  �
����  ( ( ))mf L. * (�  �*��
  ����	&  ���&�)  ��	�  ��  	#���
  ��
  	�  ���  

	����	�  	)�  ���	�(�-�  
����
��	)	��  
��  ������-���  ��  	)  ��
���#�)  
��
���  

�	)�  �
�*�  '�*���	�
  )  ( ( ))mf L. * . ��	&  	�  	����	�  ���	�(�-�  
����
��	)	��  

�*��
  Wada ��
  �
�	�  
��
#����  ����
��� , 
�&�
���  ��
  �
��  ��'�0	#�  
��
��#�  

��$��#���  
&�0  	��� .  ��	&  ���#
�
� , �
�
���*$��	��  
���  	�  
*�0  	�   ( )mf *  
���  

	�  �����
���  �)��*�  *  '�#
����  �	
  �
&�����  ����
��� , 
�&�
���  ��
  �
��  

��'�0	#�  
��
��#�  �#��  �	�  ( )D. *  ��
  �
�  	
�  ���  
����#�  	��  * . !+����  	�  .  

�
���*  ��  	�(�*  ��(�*��	�  �
��� , �
��#�  ����
��� , 
�&�
���  ��
  �
��  ��'�0	#�  
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��
��#�  '�*����	�
  ��(�*��	�  ���	&  �	�  *  ��
  �
�  	
�  ���  
����#�  	�� . 

���
���*�����  �	
  	� *  ���  �*��
  
���'&�
��  �+�-  �
�
���
�	�  ���
-�)  
��  ��  

����#�
  ��0	��
��  �)��*�  ��  ��	�  (�  
�#
�
  �
0���
�	�  ��  	#���
  	#	�
��  �*����  

��'�0	#�  
��
��#�  (��
  �&�
�	�  �
�  �
�
�*�  ��	�� ). 

 

3.7 ���
��&���	�  

 

�	)�  ���	)	�  ��	� , ����	�����  	�  +�
������  	)�  ��#���)�  �0��	
�*��  �
�  

�-�	)��  	�
��  �*��0� . !*����  �	
  �
&�����  	��
�  

(��#�  #1���
  �
�+����  	��  

�0��	
�*��  �
�  	)�  
��
���  ��#���)�  ��
  �	
  �
&���
  ���*�()	)  �1&�	)�)  	)�  

	��
���  �
�1����  	��  �0��	
�*��  �
�  	
�  ���
�#�  ���(����  	��  
��'����	�� . 

!


�#��  ��*1���  �	
  	�  �-�	)��  ��	�  
�����
&$�
  	)�  
��-  �)���	
��  
�
�	)	�  

Wada )  �
�*�  ���  �#�
  �	
  �&(�  ���
��  ���(��)  
��  '�*���	�
  �	�  ��
�  �
��  �
�  	
�  

	��
�  �1�����  '�*���	�
  	��	������  ��
  �	�  ��
�  	0�  &��0�  �-�  �1��0� . 

   6��  
��&��
���  +��
��-  ���	���	��  
��  
�����
&$�
  	)�  
�
�	)	�  Wada 

'�*���	�
  �	)�  ��	�����*� . ,�0���	��  #��  �-�	)��  	�
��  �����*0�  �0�&	0� , 
��  

�
�	���*	�
  �
�  #��  
��
�	��+�����  �

��  �-�	)��  ��	#�0�  ��
  #��  «���
���	
�� » 

���� , 	�  �
�*�  ���)��

��&  ��  	�  �

��  �-�	)�� , #�����  	�  +�
������  	)�  

'���	
���  ��#���)� . 8�	��� , 
�
�  �
�  	�  	�*�  ����	�  (�  �
�+-��
  �
�  	�  �-�	)�� , 

��	&  	)�  ���)��
*����) , �1��	&	�
  ��  ���&�)  ���
�()�*�  �
�  	
�  ���
�#�  ���(����  

	��  ���	���	�� , ��+��*$�	�
  ��
  ���  	�  +�
������  Wada , �+�-  #�����  	�*�  

(��& , 

	��
�&  �
�	��#���	� .  

   5���  
�����*���	�  	#	�
0�  ���	)�&	0�  ���+#���	�
  �
�  	���  Grebogi et.al., 

Kennedy & Yorke  ��
   Nusse et.al. 2�#
����   ��

�� , 
���  ��
��  �*��
  )  
�
�	)	�  

Wada �	)  �-�) . ���	���	�  ��  
��
���	����  	0�  �-�  �1��0�  �
�+����  �*��
  
��-  



(���  ��  	)�  ��	#���� . 
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4.1 !
���0��  

 

�:  ��	��  	)�  ���	)	� , ����	&	�
  )  ��#���)  ��
  )  �
��0��  ����
���  ����
���  

������  �
�  ������  �
�  Schwarzschild. ������  
��  �
�	���*  �
��  �1��
�&  

�����	�
��  
��'�)��  �-�  �0�&	0� , 
�����
&$�
  ���  	�  �	�
��*�  	)�  ���	
���  

��#���)� . !
�
�&  
��
#��
  #��  ���+�������	
��   �-����  �
�  ��	�(�*�  
��
��
�#�  

�-��
� , 
��  ����&$�	�
  
��&1����  �
��	)�  (strange repellor). ,�  �1�	&�����  

��

��  	�  �
�+���	
�&  �*�)  	���
��  ��
  (�  �

��
�������  ��  '��-��  	)  

���+�������	
��  �
&�	��)  	)�   �����
����  
��
����    
��  �
��0�*$�
   	��  ����  

���
���  ���()���  ���	
�&  ��  	
�  �
&+����  ����
	0	
�#�  �-��
� . !
*�)�  (�  

����	������  	)�  ���+�������	
��  �
&�	��)  	)�   �����
����  
��
����  ���  

���&�	)�)  	)�  ��#���
�� . 

 

4.2 !-���)  	0�  �1
����0�  �*�)�)�  

 

8�  �����  (�0��*	�
  #��  ��	
��*����  �����
&�	�	�  	�  �
�*�  ��(��  �
��*	�
  �	�  

�����  �
���&+�
  #��  �
��
&�	�	�  «���	��
 » (worldsheet), ��   ���	�	���#���  
0 1( , ) ( , )3 3 ! 
�  �
��  	�  �  �*��
  )  �0�
��  ���	�	���#�)  ���  	�  	  )  ����
��  (�  


�
������� ). 

 

 
)� .[4.1� ]: �  �����  ����
�	�������	��  ���  2 ����
�	���� , 
��  �%����  	 �  �  ���  
��  �������  	�  	   
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 �
&�����  ���  ����	#�  	�
����*��  �
�  	)�  ����� , ���
�	�  �
��  (�0��-��  �	
  

0 
 24 4 ��
  ���
�	�  �
��  0 2
 24 4 .   �1#�
1)  	)�  ������  
��
��&+�	�
  �
�  	�  

( , )x5 ! 
 , �� � =0,1,2,…,D-1 �	��  D-�
&�	�	�  �0������� . 

 

 
)� .[4.1� ]: �  �����  
�����  ��  �����  ��	�  �����	�  ��	�  �����	�  

 

 

��  ���
��0�#��  ���� , )  ��&�)  �*��	�
  �
�  	)�  ��#�) : 

 

 S T d d g! 
� � �6  

 
�
��  g  )  ��*$����  	��  ��	�
��-  	����	�  ab a bg x x G5 �

5�� � �  
��  �
&��	�
  �	)�  

����
��  �

+&��
� .  
 
����-
	�
  �	
 : 
 

 
2
T

S d d x x G x x G5 � 5 �
5� 5�! 
 � �7 8� �9 :6 � �  

 
&��  )   %�����$
���  �*��
 : 
 

2
T

L T g x x G x x G5 � 5 �
5� 5�� �7 8� � � � �9 :� �  

 

�
  �1
����
�  �*�)�)�  
���-
	���  �
�  	
�  �1
����
�  Euler-Lagrange 

 0
L L L
x x x� � �! 


� � � � �# $ # $� � �% & % &�� � � � �' ( ' (�
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���
�& , �
  �1
����
�  �*�)�)�  ����
���  ������  ��  ���
��0�#��  ���� , N  

�
��	&��0� , ��	�
���   2ds G dx dx5 �
5��  �*���	�
  �
�  	)�  
����&	0  ��#�) : 

 

 [ ]m m mx x x x x x5 � 5 �
5��� � �� � ; ��� � �  

 

�
��  , , ,

1
( )

2
m mG G G G�
5� �� 5 �5 � 5� �; � � �  	�  �-�'���   Christoffel, ��  

, , , 0,1,..., 1m N5 � � � � . 

 

  ��	�
��  	��  �����  �-�0  �
�  ������  �
�  	-
��  Schwarzschild �*��
 : 

 

 
1

2 2 2 2 2 2 2 22 2
1 1 sin

M M
ds dt dr r d r d

r r
- - �

�
# $ # $� � � � � � �% & % &
' ( ' (

 (4.1) 

�
��  
2
srM � , ��
  sr  )  ��	*��   Schwarzschild. 

 

!

	�#
����  �	)�  �����  ��  	����	���	�
  �	�  �
*
���  	)�  ��
  ��  �
��*	�
  ��  �
*
���  

�&(�	�  ��  	�  �
��  	)� , �
�	�  	�  ��	&��)��  ansatz �
�  
�����	��
�*)�)  	)�  

����
���  ������  �*��
 : 

0 1 2 3( ),  ( ),  ( ),  x t x r x x! ! - ! � 
� � � � �  

�
��  !  )   ����
��  
��&��	���  	)�  ������  ���  )  �0�*�  �  ��*$�
  ���������	�  

�)��*�  	)�  ������ .  

 
)� .[4.1� ]: �  �������  �����  ��%�  �� ���"��  	 �  
�����  ���  
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  �-���)  	0�  �1
����0�  �*�)�)�  
��9
�(#	�
  	��  �
����
���  	0�  ���'����   

Christoffel. �
�  	)�   (4.1)  #�����  �	
 : 

 

1 1
00 11

00 11

2 2 2 2
1 ,  1 ,  1 ,  1

M M M M
G G G G

r r r r

� �
# $ # $ # $� � � � � � � � � �% & % & % &
' ( ' ( ' (

 

2 22 2 2 33
22 332 2 2

1 1
,  ,  sin ,  

sin
G r G G r G

r r
-

-
� � � �  

�
�	�  �+����  ,
ii

ii j j

G
G

x
�

�
�

  

 

 

00,1

2

11,1 2

22,1

2
33,1

2
33,2

2

2 2
1

2

2 sin

sin 2

M
G

r

M M
G

r r

G r

G r

G r

-

-

�

� �

# $� � �% &
' (

�

�

�

 (4.2) 

 

 

6
�
	�  �
�  
�&1�
�  
���-
	�
  �	
  	�  �)  �)���
�&  �-�'���  Christoffel �*��
  	�  


����&	0 : 
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1
1 0
01 10 2

1
00 2

1
1
11 2

1
22

1 2
33

2 2
12 21

2
33

3 3
13 31

3 3
23 32

2
1

2
1

2
1

2
1

2
sin 1

1

sin 2
sin cos

2
1

tan

M M
r r

M M
r r

M M
r r

M
r

r

M
r

r

r

r

-

-
- -

-

�

�

# $; � ; � �% &
' (

# $; � �% &
' (

# $; � � �% &
' (

# $; � � �% &
' (

# $; � � �% &
' (

; � ; �

; � � � �

; � ; �

; � ; �  

 

����
��  �
�  	)�  ���
�	���  0x t�  )  �1*�0�)  �*�)�)�  ��&+�	�
 : 

 

1

2

2 2
2 1 0 1 0

M M M
t tr d t

r r r

�
7 8# $ # $� � � + � �% & % &< =' ( ' (9 :

�� � ��  

 
1

2
1

M
t E

r

�
# $+ � �% &
' (

�  (4.3) 

 

  �*�)�)  	)�  ������  
��
��*$�	�
  �
�  �������
�#����  �����-� : 

0 0 0P TxP x Tx x x x5 55 5 5
5 5 5

�� � �� >>>� � + �
� � �  

 0x x G5 �
5��+ ��  (4.4) 

 

2 2 2 20 0P P T x Tx Tx T x5 5
5 5� �� � + � �� �  

 ( ) 0G x x x x5 � 5 �
5� � �+ � �� �  (4.5) 

�  ������  (4.5) ��&+�	�
 :  

1
2 2 2 2 2 22 2

1 1 sin 0
M M

t r r r
r r

- -
�

# $ # $� � � � � � �% & % &
' ( ' (

�� �  
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2
2 2 2 2 2 22 2 2

1 1 sin 1 0
M M M

t r r r
r r r

- -# $ # $ # $+ � � � � � � � �% & % & % &
' ( ' ( ' (

�� �  

%��0  	)�  (4.3) 
��-�
  	��
�&  �	
 : 

 

 2 2 2 2( 2 )( sin )r r Mr E- -� � � ���  (4.6) 

 

3
�  	)�  ���
�	���  1x r�  )  �1*�0�)  �*�)�)�  ��&+�	�
 : 

1
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
1 1 1 sin 1 0

M M M M M M
r t r r r

r r r r r r
- -

�
# $ # $ # $ # $� � � � � � � � �% & % & % & % &
' ( ' ( ' ( ' (

���� �  

%��0  	)�  (4.3) ��
  	)�  (4.6) 
��-�
  	��
�&  �	
 : 

 

 2 2( 3 ) ( )sinr r M r M- -� � � ����  (4.7) 

 

3
�  	)�  ���
�	���  2x -�  )  �1*�0�)  �*�)�)�  ��&+�	�
 : 

2
sin cos 0r

r
- - - -� � ��� ��  

 
2

sin cosr
r

- - - -� � ��� ��  (4.8) 

 

3
�  	)�  ���
�	���  3x ��  
���-
	�
  �	
  )  �1*�0�)  �*�)�)�  
����
�
�*	�
  	��	�	
�& . 

!
��#�0�  �
  �1
����
�  �*�)�)�  �*��
  �
  (4.3), (4.7), (4.8) ���  �  ������  ��+�&$�	�
  

�
�  	)  (4.6).   �	�(��&  !  ��	

���0
�-�
  	)�  �����
��  ��#���
�  	��  ���	���	��  

��
  �
�	)��*	�
 .  �
�	���*  �10	��
��  ��(�
$����)  
��&��	�� . 
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4.3   ��	*�	�
�)  ���
�	��
���  

 

�
  �1
����
�  ��	#�  �
���-�  ��  
���-4���  ��
  �
�  	)�  ���
�	��
���  	��  


��'����	�� : 

 0t rH Pt P r P L- -� � � � ��� �  (4.9) 

 

,�0���	��  �	
  )  	&�)  	)�  ������  �*��
  1T � , )  %�����$
���  ��&+�	�
 : 

 

1
2 2
T

L x x G x x G x x G x x G5 � 5 � 5 � 5 �
5� 5� 5� 5�� � � �7 8 7 8� � � �9 : 9 :� � � �  

 

 
1

2 2 2 2 2 21 2 2
1 1 sin

2
M M

L t r r r
r r

- -
�7 8# $ # $+ � � � � � � �< =% & % &

' ( ' (< =9 :

�� �  

5�� , 

 
1

1 2 2
2 1 1

2t t

L M M
P t t P

t r r

�
� 7 8# $ # $� � � � + � � �% & % &< =� ' ( ' (9 :

� �
�

 (4.10) 

 
1

1 2 2
2 1 1

2r r

L M M
P r r P

r r r

�7 8� # $ # $� � � + � �< =% & % &� ' ( ' (< =9 :
� �

�
 (4.11) 

 

 2
2

PL
P r

r
-

- - -
-

�
� � + �

�
� �

�  (4.12) 

 

��	&  �
�  �*���  �-�����  
�&1�
�  ��	��������  �	)�  �1��  #�+���)  �
�  	)�  

���
�	��
��� : 

 

 
1

2 2 2 2 2
2

1 2 1 1 2 1
1 1 sin

2 2 2 2r t

M M
H P P P r

r r r- -
�

# $ # $� � � � � �% & % &
' ( ' (

 

 

)  �
�*�  ���0  	0�  (4.7) ��
  (4.10)  �*��	�
 : 
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1

2 2 2 2 2
2

1 2 1 1 2 1
1 1 sin

2 2 2 2r

M M
H P P E r

r r r- -
�

# $ # $� � � � � �% & % &
' ( ' (

 (4.13) 

 

 

  
���
&�0  ��#�)  �
�	���*  	)�  ���
�	��
���  
��  
��
��&+�
  	�  �-�	)��  ��� . 

����	)��-��  �	
  �	)�  #�+���)  	)�  ���  ��+��*$�	�
  	�  	 ,  �������  
��  �)��*��
  �	
  

��	�  �
�	���*  
���	�(�
��  �

+&��
� . !*��
  �)����  �������0��  	)�  �*�)�)�  ��
  

��	*  �
�  	�	�� -
�����	�
��  �
���#��
�  ���
����  
���-
	�
  �
�  	�
 -
�����	�
�� . 

!-����   �
���-��  ��  ��-��  �	
  )  �

+&��
�  
��  ��	
�	�
��*  �	
�  �1
����
�  �	
�  

�
�*��  ��	���1���  ���
�&  �*��
  ) : 

 

 0H �  (4.14) 

 

�����&	0  ��)�
��
�
��	��  	
�  �1
����
�  Hamilton  ��
  	)�  (4.14) �
��)(�-�	�
  )  

��	
�	�
�*�  ��  	
�  (4.3), (4.7), (4.8) . 

 

-!
���(���)  	)�  (4.3) 

 
1

2
1 t

t

H M
t P

P r

�
� # $� � � �% &� ' (

�  (4.15) 

 0t t

H
P P const E

t
�

� � � + � � �
�

�  (4.16) 

�)����  

1
2

1
M

t E
r

�
# $� �% &
' (

�  

 

-!
���(���)  	)�  (4.8) 

 2

PH
P r

-

-

-
�

� �
�

�  (4.17) 

 2 sin cos
H

P r- - -
-

�
� � � �

�
�  (4.18) 

 2 3

1 2 2
sin cosP rP r

r r r- -- - - - -� � + � � ��� �� �� � �  
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-!
���(���)  	)�  (4.7) 

 
2

1r
r

H M
r P

P r
� # $� � �% &� ' (

�  (4.19) 

 
2

2 2 2 2
2 2 3

2 1
1 sinr r

H M M M
P E P P r

r r r r r - -
�

� # $� � � � � � � �% &� ' (
�  (4.20) 

7�0�  

  

 
1

2 2 2 2
2

2 2 1
0 1 1 sinr

M M
H P E P r

r r r - -
�

# $ # $� + � � � � �% & % &
' ( ' (

 (4.21) 

 

 2
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1r r r r

M M M M M
r P P r P P

r r r r r
# $ # $� � � � � �% & % &
' ( ' (

� ��� �  

 

��	&  �
�  ���
�#�  
�&1�
�  ��	��������  �	)�  $)	�-���)  �1*�0�) : 

  

2 2( 3 ) ( )sinr r M r M- -� � � ����  

 

6���  
���	)�)	��  
��  �
��*	�
  ��$*  ��  	)�  �����  (�  #'��
�  �	
  ��	�  
#+	�
  
���  

	��  ��*$��	�  ������	0�  	)�  �������  �
�� , ��
  
#+	�
  
���  	�  �10	��
��  	)� , ��  


�
�����#��  ����� . ��	*(�	�  #���  �10	��
���  
���	)�)	��  (�  #'��
�  	)  �����  ��  


�)�
&$�
  �	��  ��*$��	�  ������	0�  ��
  ��  +	&��
  ��  &
�
��  �����  �
0�  +�*��	�
  ��
  

�
�  	)  ��#�)  (4.3).  ��  *�
�  (�  ���#'�
���  �
�  #��  �)��
���  �0��	*�
� , )  �����  

�
�	���*  ���
��	
�&  �
�  ���
��  ���*����)  	��  �0��	
�*�� . 

  ���+�  	)�  ���
�	��
����  
��  
��
��&+�
   	�  �-�	)��  ���  ��
&$�
  
��-  ��  	)�  

���
�	��
���  ����  +0	��*��  �)���
���  �0�
����  �����  ��  ����  Schwarzschild , 

��	��  �
�  	��  	����	�*�  ���   
��  �+�*��	�
  �	)�  	&�)  	)�  ������ . ��	��  �  ����  

�*��
  ���
'��  
��  ��)��*  �	)�  �)  �����)�0�
��	)	�  ��
 , �
0�  (�  ��-�� , �	�  �&�� . 
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4.5 ��  ���+�������	
��  ������  
 

�
  �
�+��
�#�  �1
����
�  �	
�  �
�*��  ��	���1���  ���  �����)�����	�
  

�����	
�& . ��	&  ���#
�
�  �����)�������  ��
(�)	
�&  	
�  
���
&�0  ��#��
� , 

��)�
��
�
��	��  	��  �����  �
�  #����� . 3
�  	�  
��'�)��  ��	� , )  ����
��  �#(����  

Runge-Kutta 4)�  	&1)�  �	�(���-  '���	��  ���  ����* . 3
�  
���#�  	���
#�  �  ������  ���  

�
��)(�-�	�
  ��	&  �
�  �&
�
�  ��
(��  ')�&	0� . ���-   ���-	���  �
�	��#���	�  

�

	���&���	�
  ��  	)�  ����)  	)�  ��(����  Runge-Kutta 5)�   	&1)� , ��	�'�)	�-  

'���	�� , 
��  
��	�*��
  	�  Numerical Recipes ('� . ���&�	)��  II). "��  ��*()��  

���

��  ��  
���	�(�*  	�  
��������  ���
�*)�)�  ��  C++ �
�	
  �
  �����#�  
��  #�
���  

�	��  ���
��  
��  
��	�*��
  	�  ��0�	�  ��	�  ����
�*�
�  �	��  ��&�
�	��  ��
  �+���-�  

���*0�  	)�  �
���0��  	0�  �1
����0� , 	)  �-(�
�)  ��
  	��  #�����  	0�  �
�+��0�  


����#	�0� .  

 

�
  	���
#�  	
�  �
�*��  �
���*  ��  �
���&4�
  )  �����  �0�*$��	�
  ��  	��
�  

�
�+���	
�#�  ��	)���*��  (�� .[4.2]): 

 

1.   �����  1��
���	��  �
�  �&
�
�  �
��	��)  �
�  	)  ������  �
�  #���	�
  �
�  

��	�  ��
  ��(��  	)�  
�)�
&$�
  	����	���	�
 , +�*��	�
  ��  	)�  
���
���&�
  ��
  

��  �����*$�
  ��  ��	�'�*��
  	��  &1���  	)� , ���&  	��
�&  ����&�
  
*�0  ��
  

����0'*$�	�
  �
�  ��	�� . ��#��  ���  +�-��
  
�	#  �
�  	�  ��0	��
��  	)�  

(����0'
���� , �
�  r=2M ). 

 

2.   �����  
�)�
&$�
  	)�  ������  �
� , ��	�+#���
  ��  1�+-��
  �
�  	)�  #�1)  	)� , 

�����*$�
  	)�  
���*�  	)�  ��	&  	��  &1���  	)�  �
�����������)  �	�  &
�
��  �
�  

	�  ��1
&   (��#���)  �	�  (r,( ) = (> ,
 )), ��1���
����	��  	)�  ��	*��  	)� . 

 

3.   �����  ��(��  
�)�
&$�
  	��  ��*$��	�  ������	0�  	)�  �������  �
��  +�*��	�
  

��  ���-�	�
  �
�  ��	�� , ���&  	��
�&  ��	�+#���
  ��  �
�������(�*  �
�  ��	�� , 

�
�����������)  �	�  &
�
�� , �
�  	�  ��
�	��&  (�

�(���#���)  �	�  (r,( ) = 

(> ,0)), ��1���
����	��  	)�  ��	*��  	)� . 
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)� .[4.2]: #�  	���  ���  	������  ���  �����	�
�  �	�  ����� 
� : � ) *���%���
�� ,  
 � ) ������  �	�  (r,� ) = (1 ,� ),  � ) ������������  �	�  (r,� ) = (1 ,0) 

 

 

 

�����&	0  +�*���	�
  �&
�
��  	#	�
��  	���
#�  
��  
��#��4��  �
����
�	
�& : 
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)� .[4.3]: '�������
�	�  	������  ���  ���������  ��������	���  
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���
�& , ��	��  �
�  	
�  
���
&�0  	��
� , ���
�#�  
��

	���
�  �*�)�)�  	)�  ������ , 

�
&�����  ��
  &���� , 

�  �
�
�#�  	���
#� . 3
�  
��&��
��� , �
&���
  #��  &
�
��  �-����  

��	�(��  
��
��
���  	���
��  (	�  �����  	0�  �
�*0�  �1��	&	�
  �
�  	)�  ���
��  (#�)  

	)�  ������  ��  ��#�)  ��  	)  ������  �
� ), �
  �
�*��  �0�*$���  	�  ����  +&��0�  ��  


��
��#�  ��  �
�+���	
��  ����
	0	
��  ���
��
+��&  	)�  ������ . �
(���	�	�  ���  

�
&�����  ���	�(�*�  
��
��
�#�  	���
#�  �	�  �������
�#��  �-�	)�� , �
��  ��
  ���  

'�#()��  ���*�  ��	&  	)  ���#	)  	�� .  

 

 
)� .[4.4]: (���
����  ��	�����  ����������  	������  

 

�
  &1����  �	�  
���
&�0  �
���&���	�  �*��
  �	��  ��	�����+�  &1���  sinR r -� , ��
  

�	��  ��
$��	
�  cosZ r -� , �
��  R )  ��	*��  	)�  ������ . �#��� ,  0�  
��*����  �	�  

��	�����  �-�	)��  
��  ����	&��  ��*$�	�
  �  �
���  ��
(���  	0�  +����  
��  )  	���
&  

	#���
  	��  ��
$��	
�  &1��� . 

 

7
0�  ���+#�()��  
���
&�0 , �  �����  +&��0�  �*��
  	���&�0�  �
��	&��0�  

(�+����  ���  ��+��*$�	�
  �  ������  �	)  ���
�	��
���  ���
���*�����  �	
  	�  �-�	)��  

�*��
  ��	����� ). !
�
��  ��0�  �
&���
  #���  ������ , �
0�  	��  �
����*���� , #�����  

��  ��	
��	0
*�����  #���  	�
��
&�	�	�  ����  +&��0� , ��  	)�  
��9
�(��)  �	
  

�������
����
�
�-��  	)�  ��#���
�  	)�  ������ . 3
�  �����*� , (�  (#�����  #���  

�


�#��  
��
��
���  ��&����  �	
�  ���
�#�  	
�#�  	0�  
����#	�0�  r ��
  (  (�+�-  

	��
�&  ��	#�  �
  
��&��	��
  �
�	���-�  	
�  �
���*	)	��  ���	�	���#���  �
�  	)  


��
���+�  	��  ���	���	�� , �����#���  �	
  	�  �  ���  ��+��*$�	�
  �	
�  �1
����
�  ��
  

�


�#��  �
&���
  ����
��  �����	�*� ) ��
  	0�  
������0�  	��� , �
�  0! � . 

��*������  #	�
 , �
�  �
��
&�	�	)  	���  	��  �����  +&��0� . 
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������(��	��  	)�  *�
�  ��(������*�  ��  ��	��  
��  
��
��&4���  �	�  
��)��-����  


�����*���	�  ��0��	*$����  	���  	)�  	���  ��	�  ��  �
�+���	
�&  �����	�  ��&����  ��  	��  

	-
�  	���
&�  
��  ������(�*  )  ����� . %��0  	
�  ������*��  ��  ��
�	�*  ��
(�)	
�&  	�  &
�
�� , 

(�0��()��  �	
  )  	���
&  
#��  �
�  �
�  ����	&  ���&�)  �
��	��)  ���  ���&$�
  ���
��
+��& . 

��	�  ���  �
�	���*  ���
��	
��  
��'�)��  �+�-  �
�  	)�  ����
	�	
��  ���
��
+��&  	��  

�����
��-  
���-
	�
  �	
  ��  ��	��  	��  	��
�  �
  ���(&������  
��'�#4�
�  �*��
  ��&�
�	��  �#��  

�	�  �-���� . ���
�&  
���-
	���  	�  
����&	0  �����	�  ��&����  ��  	)�  	���  
��  
�*������ . 

��  �� .[4.5� ] ���  ��*���
  	�  �
*
���  0- � , ��  [2 ,29.2 ]r M M�  �	��  ��
$��	
�  &1���  ��
  

[0, ]r E� ��  �	��  ��	�����+� . ��  �� .[4.5' ] ���  �*��
  	�  �
*
���  ( cos ) / 0d r dt- �   �
�   

[2 ,27.5 ]r M M�  �	��  ��
$��	
�  &1���  ��
  [0, / 2]- 2�  �	��  ��	�����+� . ��  �� .[4.5� ]  ��
  

�� .[4.5� ] �
�	���-�  �
����
�#�  ����(-���
�  	��  �� .[4.5' ]. 

 

 

 

 

(� ) 
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(' ) 

 

   

                                    (� )                                                                      (� ) 

 
)� .[4.5]:#�  (� ) 
��  �������  	�  �������  0- � , 
�  [2 ,29.2 ]r M M�  �	��  ���"��	��  �!���  ���  [0, ]r E� ��  �	��  

��	������� . #�  (� ) 
��  �����  	�  �������  ( cos ) / 0d r dt- �   ���   [2 ,27.5 ]r M M�  �	��  ���"��	��  �!���  ���  

[0, / 2]- 2�  �	��  ��	������� . #�  (� ) ���  (� ) �����  ����������  
����
�����  	��  (� ). 
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   �
�  	�  
���
&�0  �����	� , ��
  ���*0�  �
�  	
�  ����(-���
� , 
���	)��-��  �	
  

��+��*$�	�
  #��  ���+�������	
��  �-����  �	
�  ��
��#�  
��
��#�  ���
���  ���()��� . 

")���� , �
�  �
���  �'�'�
�	)	�  �	
�  ���
�#�  ���(����  ��)��*  	�  �-�	)��  ���  ��  

	���*0�  �
�+���	
��  ���
��
+��& . �	)�  
��*
	0�)  ���  �
   ���
�#�  ���(����  �*��
  )  

���
��  (#�)  	)�  ������  (r,( ), ��(��  ��
  )  ���
��  ��#���
�  	)�  * . :6	�
 , )  �����  

#�	0  �	
  ��  �&
�
��  �������
�#���  ���
�#�  ���(����  ��	�����
  ��  ����0'
�	�*  �
�  

	)  ������  �
� . !&�  �������  
��-  ���	
�#�  �	
�  
��)��-�����  ���
�#�  ���(���� , )  

�����  �
���*  ��  ��	���1�
  ��  �
�+-��
  �	�  &
�
�� . �
&���
  ��

��  	�  +�
������  

	)�  ���*�()	)�  �1&�	)�)�  �
�  	
�  ���
�#�  ���(���� .  

     !


�#�� , 
���	)���	��  	�  �����	�  '�#
����  �	
  	�  ���+�������	
��  �-����  

��+��*$�	�
  �	�  ��
�  	��  �����  +&��0�  
��  �0�*$���  	
�  �
�+���	
�#�  
��
��#�  

��	�1-  	��� . ��  
���
&�0  ���  �#�
  �	
  ��  ��	#�  	
�  
��
��#�  ���  �
���-��  ��  ���*�  


��*
	0�)  ��  ��0�*$����  
�
�  (�  �*��
  )  	��
��  ��	&�	��)  	)�  ������ . !*��
  ���  )  

�����  ��  '�*���	�
  «	��	������ » ��
  �	
�  	��
�  

(��#�  	��
�#�  ��	��	&��
�  1,2,3. 

6	�
  ��	�  	�  
��'�)��  (��*$�
  ��	&  
��-  	)�  ��	&�	��)  
��  �����	�����  �	�  


��'�)��  	)�  ��#���)�  �
�  	���  	��
�  �*�����  ��
  

(���	�	�  ��
  ��	�  	�  �-�	)��  

��  
�����
&$�
  	)�  
�
�	)	�  Wada. 

 

�
���-��  	���  ��  �
����*����� 1 	)  �
&�	��)  	��  ���+�������	
��-  

�������  
��  ��	
�	�
��*  �	)  �
��
&�	�	)  	���   

14.0E M� ,  ( cos ) 0
d

r
d

-
!

� , �
�  0! � . 

8�  ��0�	�� , )  �
&�	��)  ����  ���+�������	
��-  �������  �*��	�
  �
�  	��  	-
� : 

10

ln ( )
lim

ln( )
N

D
.

.
. ��

�  

�
��  / (� ) �*��
  �  ��
(���  	0�  	�	�����0�  
����&�  �  
��  ���
&$��	�
  ��  ���-4���  

���  	�  ��
�  
��  �0�*$�
  	
�  �
�+���	
�#�  
��
��#�  �	�  
��)��-����  ����� . ��   


���
&�0  	�	�&�0��  ���'&���	�
  �
�4)  �	)�  ��	��#	�)�)  ����  �&�  
��
#����  


��
���	���  �
�  #��  �����	� . ��  �
�	#�����  	)�  ��#�)�  �
����*$�	�
  ��
(�)	
�&  

�
�  	)�  ��*�)  	)�  ��(�*��  
��  
���-
	�
  ��  #��  �
&������  1ln ( ) (ln )N f. . �� . 

                                                 
1 �
  
����&	0  ��
(�)	
��*  �
����
���*  �*���	�
  �
0�  �)���
�-	)���  �
�  	���  Andrei V.Frolov  ��
  
Arne L.Larsen 
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)� .[4.6]: �  ����  	 �  �������  
��  �����  	 �  ����	��  D 

 

 

 

��)�
��
�
��	��  ��&���)  4000 3200?  �)��*�  '�*���	�
  �	
  �
�  	)�  

�������
�#�)  ��#���
�  ( 14.0E M� ) #�����  �	
 : 

 

1.65 0.03D �   

 

�
��  	�  �+&���  
��#��4�  ���0  	��  
�
�����#���  ��
(��-  �)��*0�  
��  

��)�
��
�
�()��� . 7��  
��
���	���  �)��*�  ���'&���	�
  �
  �4
� , 	���  �
���	���  

(�  �*��
  ��
  	�  �+&���  �	)  �
&�	��) . ���
�& , 	�  �������  �	
  )  �
&�	��)  	��  


��*�����  ��	�-  �������  
��#��4�  ��  �*��
  )�
��#��
�  �

'�'�
���
  �	
  	�  �-����  


��  ����	�()��  �*��
  ��	0�  ���+�������	
�� . 

 

 

�#��� , ����	&	�
  )  �1&�	)�)  	)�  �
&�	��)�  D  ��  	)�  ��#���
�  	)�  ������  E . 

!+����  �
�+���	
�#�  	
�#�  	)�  ��#���
��  �
)��&$���  �)���	
�&  	�  �
�	#�����  	)�  

�*�)�)�  	)�  ������  ����#�����  �	
  �
  �-�  ��	#�  
��&��	��
  (�  ����#��	�
  ��  

�&
�
�  ��#�) . "����-��	��  �	)�  *�
�  �
��
&�	�	)  	��� , �
0�  ��
  
��)����#�0� , 

��
  �
�  ��#���
��  �	�  �
&�	)��  3[0,10 ]E M�  
���-
	�
  	�  
����&	0  ����� : 
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)� .[4.7]: �  ����	��  	��  �������  �����	����  	 �  ���������  	 �  ������  

 

 

�
�  	�  
���
&�0  �����  
���-
	���  	�  �1�� : 

-  3
�  	
�#�  	)�  ��#���
��  �
���	����  	��  4.37�  )  �����
��  	��  
��'����	��  �*��
  

	���*0�  ����� .   �����
��  

(���  ��	&�)1)  	)�  ������  �*��
  �  ����0'
����  ��
  ���  

�
&�����  �����#�  
��  ��  �0�*$���  	��  ����  	0�  ���
���  ���()��� .  

- 3
�  �����-	����  	
�#�  	)�  ��#���
��  ��	�1-  4.37�  ��
  5.67�  ���*$�
  ��  

��+��*$�	�
  
��*
���)  ���
��
+��&  �+����  �
&���
  

(���  ��	&�)1)  	)�  ������  ��  


��
���	����  �
�  �
�  ��	��	&��
� . 8�	��� , �&	
  	#	�
�  �*��	�
  ��  �����  �����  

	��
� . �	�  ����  	0�  ���
���  ���()���  
���	)��-�	�
  �����#�  �
&�	��)�  1 ��
  

�
��#�0�  1D � .  

- 3
�  ��#���
��  �����-	����  �
�  5.67�  ��+��*$�	�
  ���	
��  ���
��
+��& , 
��  

���)����	�
  ��  �
�  �����	
��  �1&�	)�)  	)�  �
&�	��)�  D  ��  	)�  ��#���
� . 3
�  

�
��#�  �����#�  �	)�  ��#���
�  
#��  �
�  	)�  	
��  5.67�  )  �
&�	��)  D  ��	�'&���	�
  

�
�  	)�  	
��  1 �	)�  	
��  1.6 !   �-1)�)  	)�  �
&�	��)�  D  ��  �����-	����  ��#���
��  

�*��
  �
��	���  �
�	��) . 
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4.5 ���
��&���	�  

 

   �	)�  
���
&�0  ��&���)  (�0������  	�  �1��
�&  �����	�
��  
��'�)��  	)�  

�*�)�)�  �
��  ����
���  ������  ��  ���
��0�#��  �0�������  Schwarzschild. 

����	��	��  ��
(�)	
�&  	
�  �1
����
�  �*�)�)�  �*����  ��&����  ��  	
�  ���
�#�  

���(����  
��  �*���	�
  �	)  �����  �
&�����  	��
�  �
�+���	
�#�  
��

	���
�  �
�  	)�  

	��
��  ��	&�	��)  	)� . 6	�
 , �*��
  ����	��  )  �����  ��  ����0'
�	�*  �
�  
&�	�  �#��  

�	)  ������  �
� , �  ��  	)�  
���
��&��
  �0�*�  ��  ���&1�
  ��	�-(���) , �  ��  	)�  


���
��&��
  ��  �

�(���#���) . !*����  �
*�)�  �	
  �
�  ��#���
��  ����	&  ���&���  

��+��*$�	�
  #��  ���+�������	
��  �-����  �	�  ��
�  	��  �����  	0�  ���
���  

���()���  
��  ��	
�	�
��*  ��  ���	
��  �����
��  	��  ���	���	�� . �&�
�	�  )  

��+&�
�)  	��  �&���  �*��	�
  
��-  �
�	���  
#��  �
�  �
�  �������
�#�)  ��
	
��  	
�� . 

 

!


�#�� , �+����  	�  �-�	)��  
�����
&$�
  
��
���	����  �
�  �-�  	��
�#�  

��	��	&��
�  ��
  ��*���	��  �
�  	)�  ���+�  	��  �����  	0�  ���
���  ���()��� , �*��
  


��-  

(���  	�  �-����  	0�  �
�+��0�  
��
����  ��  
�����
&$���  	)�  
�
�	)	�  Wada 

�
0�  ��
  �	�  
��)��-����  
��&��
��� . 
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���&�	)��  � : ��  
#	���  	��  Smale  

 

  ���	
��  ���
��
+��&   ����  
��&1����  �����	�  �����	)�*$�	�
  �
�  	)�  

«���*�()	)  �1&�	)�)   �	
�  ���
�#�  ���(����  ��
	��
���  	���
�� » (��(�	
��  

�
��&�����) )  ��
  	)�  «���	���  	��  �����  +&��0� », 
�
�	)	��  
��  ��  
��	)�  

�4�0�  +�*���	�
  �)  ���'�	#�  ��	�1-  	��� .  

!*��
  ��

��  ����
��  ��  ��	������
  ����*�  	)�  #���
��  	��  stretching (	#�	0�� ) 

��
  	��  folding (����*
�0�) ), �
��
���*��  
��  +�*��	�
  ��  ����#��	�
  ��  	
�  


���
&�0  ���	
�#�  
�
�	)	�� . ��	#�  �
  �
��
���*��  �*���	�
  �-����  ��	���)	#�  ��  

	)�  
��	�
)  �
�
���
�)  	��  
#	����  	��   Smale. 6	�
 , 	�  
#	���  	��   Smale 	�  

�
�*�  �
�	���*  �
�  �
�
���
�)  �
�  	�  	�	�&�0��  ��  �����
�*�  
����&  �	��  ���	�  

	�� , ���	���
�
�*  ��  �
��  	��
�  	
�  	���
#�  �
��  �
�
���
�)�  �	)  ��
	��
&  ����  

�
��'��
��-  �)��*�� , �	��  �
&�����  ���&��
�  �����
�
�&  �)��*� . 

 

,�0��-��  	)�  �
�
���
�)   

 

  f  ���  �����
�&  �	�  ��
$��	
�  ��(����
�   0  ,  1  

 

 

��
  	�  �
�
���*$�
  �	�  ��	�����+�  ��(����
�  V 0  ��
  V 1 

 

 

�-�+0��  ��  	
�  ��#��
�  

 

 

�
��  0<� <1/2 ��
  � >2 .  
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   f ���	#���
  	�  x  , �
��	#���
  	�  y (stretching) ��
  �

����
  	�  D  
*�0  �	��  ���	�  

	��  (folding) . 

 

  ��	*�	��+)  �
�
���
�)  f 1�   ���  �	�   D �
0�  +�*��	�
  
����&	0 . 

 

6�	0  V ��	�����+�  ��(����
�  ��
    ��
$��	
�  ��(����
� . 

  f(V)? D  �
�	���*	�
  �
�  ���  ��	�����+�  ��(����
� , 	�  #��  �	�  V 0  ��
  	�  &���  

�	�  V1, 
��  #����  
�&	��  �  +��#�  	�  
�&	��  	��  V .    f 1� (H) )? D �
�	���*	�
  �
�  

�-�  ��
$��	
�  ��(����
� , 	�  #��  �	�   0   ��
  	�  &���  �	�    1 , ��  
�&	��  1/�  +��#�  

	�  
�&	��  	��   . 
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,#�����  ��  ��	�����&�����  	�  �-����  % 	0�  �)��*0�  	��  D 
��  
����#����  �	�  

D �&	0  �
�  ����  	
�  �+�����#�  	0�   f , f 1� .  

��  �-����  % ����
��  ��*$�	�
  0�   

 

!&�  ��*�����   

 

	�	�  

 

!*����  �	
  	�   

 

�
�	���*	�
  �
�  	)�  #�0�)  ���  ��	�����+0�  ��(����
0�  
��  #����  ��*�	��  0 ��
  1 

�)����  �����  	���  ����	�-�  ���������-�  	0�  ����4�+
0�  ������(
��  0 ��
  1. 

������*0�  	�  �-����  

 

�
0�  +�*��	�
  �	�  
����&	0  ����� , �
�	���*	�
  �
�  	)�  #�0�)  	���&�0�  

��	�����+0�  ��(����
0�  (V 00 , V 01, V10  ��
  V 11) 
��  #����  ��*�	��  �����  	���  

����	�-�  ���������-�  	0�  �
4�+
0�  ������(
��  0 ��
  1. 

 

 

��&����  
��-���  �
�  	�  %3  �)����  �
�	���*	�
  �
�  	)�  #�0�)  8 ��	�����+0�  

��(����
0�  
��  #����  ��*�	��  �����  	���  ����	�-�  ���������-�  	0�  	�
4�+
0�  

������(
��  0 ��
  1. 
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6	�
  	�  �-����  %k  �
�	���*	�
  �
�  	�  2k  ��	�����+�  ��(����
�  �&(�  #��  �
�  	�  

�
�*�  #��
  
�&	��  � k  ��
  ���'��*$�	�
  ��	&  �����
��  	��
�  �
�  	)�  ������(*�  k  

4)+*0�  0 ��
  1. 7���  �
  ����	#�  ������(*��  ��	��  	)�  ���+��  �*��
  2k ��
  ���0  	)�  


���
&�0  ��	������� , �&(�  �
�  	���  ���'��*$�
  ��	&  �����
��  	��
�  #��  

��	�����+�  ��(����
� . 7	��  k@ >   , #�����  �
�  �
�
�*�  ��	�����+0�  ��(��0�*0�  

��  �)���
��  
�&	��  �+�-   lim � k  =0 (0<� <1/2).  

����
��  	�  �-����  %�  �
�	���*	�
  �
�  �
�  �
�
�*�  ��	�����+0�  ������� , �&(�  

�
�  �
�  	
�  �
�*��  ���'��*$�	�
  �
�  �
�  �����
��  &
�
�)  ������(*�  0 ��
  1, ��
  

�&(�  	#	�
�  ������(*�  ���'��*$�
  �
�  ��	�����+)  ������  
��  �����
  �	�  %�  . 

 

������
�  ��	�����&$����  	�  �-����  %� . 

6	�
  
 .� . 	�  �-����  

 

�
�	���*	�
  �
�  4 ��
$��	
�  ��(����
�  
�&	���  1/� 2   
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��  �-����  % (�  �*��
  ��

��   

 

��
  (�  �
�	���*	�
  �
�  #��  &
�
��  �-����  �)��*0�  �+�-  �&(�  ��	�����+)  ������  

	��  %�  	#���
  ��
$��	
�  ������  	��  %�  ��  #��  �����
��  �)��*�  �
0�  +�*��	�
  �	�  


����&	0  �����	� . 

 

            

 

              

 

 

 

 

 

6�����  ��

��  �
�  �&(�  �)��*�  p 

 

�
��  	�  sk  �
���-�  ��  
&����  	
��  0 �  1. 6	�
  ��*$����  �
�  �
�
���
�)  �
�  	�  

�)��*�  pA% �	
�  �*
��  &
�
���  ������(*��  0 ��
  1 
��  ����&$����  + 

 

����	)��-��  �	
  �&(�  ��	�����+)  ������  �
�	���*	�
  �
�  	�  �)��*�  

 

���&  �+����  
��-�
  �	
  

 

#�����  �	
  

 

!
*�)�  
��-�
  �	
  

 

�)����  
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)������ , ��  ����  � 
���  p  ��	��	������
�  
��  �����  �����  ���������  ���  0 ���  1 , 

���  ��������  �� �������  ���  ����  ��
�  	 �  f �	�  p.  

 

�	)�  �
�
���
�)  +, 

 

)  �
��
��	���  �0�*$�
  	�  ������	
�&  '���	�  	)�  ��&�)�  	)�  f �	�  �)��*�   p �
�  	�  


����(��	�  '���	� , ����
��  �&(�  '���  	)�  ��&�)�  	)�  f �	�   p 
��
�	&��	�
  �
�  

��	��*�)�)  	)�  �
��
��	����  �	)  �

�&  &
�
�)  ������(*�  
��  ��	
�	�
��*  �	�   

�#�0  	)�  + ��	&  �*�  (#�)  
���  	�  ��1
& , ���  �&(�  '���  	)�  ��&�)�  	)�  ��	*�	��+)�  

�
�
���
�)�  
��
�	&��	�
  �
�  ��	��*�)�)  	)�  �
��
��	����  ��	&  �*�  (#�)  

��
�	��& . �
���-��  ��  '��-��  	)�  ������(*�  
��  ����#�	�
  ��  	�  �)��*�    f k (p) 

�#�0  	)�  +, �
�  	)�  ������(*�  
��  ��	
�	�
��*  �	�  p, ��	��
���	��  	)�  

�
��
��	���  |k| (#��
� , 
���  	�  ��1
&  ��  k>0  �  
���  	�  ��
�	��&  ��   k<0. 

��*$����  	���  �*�  �
�
���
�)  �  ��&����  �	
�  �

�&  &
�
���  ������(*��  ��  �	�
��*�  

0 ��
  1, 
��  ����&$�	�
  �
�
���
�)  ��	�	�

�)� , )  ��&�)  	)�  �
�*��  ��  �*�  	#	�
�  

������(*�  ��	�	�
*$�
  	)�  �
��
��	���  �
�  (#�)  
���  	�  ��1
& ,  

 

��  ��

��  (�0�������  #��  �)��*�   pA% ��
  	)�  ��	*�	�
�)  �

�&  &
�
�)  ������(*�  

+(p) �
  ��  f k (p) �*��
  �
�
���
�	�  '���  	��  p �&	0  �
�  	)�  f, �
���-��  ��  '��-��  

	)�  ������(*�  
��  ��	
�	�
��*  � ’ ��	�  	�  '��� , 
��  (�  �*��
  )   � k (+(p)). �
&���
  

��

��  �
�  ��	
�	�
�*�  ��&����  �	)  ��&�)  	)�  f �	�  p ��
  �	)  ��&�)  	)�  �  �	)�  

��	*�	�
�)  ������(*�  + (p). H +(p) 
��
#��
  
�)��+��*�  �
�  �����)�)  	)�  	���
&  

	��  p �&	0  �
�  	)�  f, ��
  �-�+0��  ��  ���  ���+#����  
���
&�0 , +�������
  	�  ��  

��  �&(�  '���  )  ��	*�	�
�)  �
����  	��  p '�*���	�
  �	�  ��(����
�  H 0  �  H1 .
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���&�	)��  �� : �#(���
  Runge Kutta  

 

�  &����  ����"��  Runge Kutta  

 

��  $)	�-����  �*��
  ��  ��(�*  ��
(�)	
�&  	�  ������(�  
��'�)��  ���
���  	
��� : 

( ) ( , )x t f t x��  ,  0 0( )x t x�   (1) 

�)����  ��  
����
��
�	�-�  �
  	
�#�  nx  	)�  &��0�	)�  ���&�	)�)�  �
�  �
�  ������(*�  

	
���  nt . ��	�  �*��	�
  ��  	���  	-
���  Runge Kutta, �
  �
�
�
  �*��
  
���-����
 , 

��&����  ��  	)�  
��������  	��� , ��  	�  ���
	-���	�  Taylor 	���&�0� , 
#�	�  �  

(�
&�
� ) 
��
���	��0�  ��0� .  

   

��  	��  	��
�  ��	�  �
���-�  ��  ��(�-�  � .� . �
�
����
�	�  	&1)�  ����*  ��  

��	�	��
�-�  
��	�  ��  #��  �-�	)��  � .� . 
��	)�  	&1)� . ��	�  �*��
  �-���� , 
 .� . 	�  


��'�)��  ���
���  	
���  	)�  �1*�0�)�  ��-	��)�  	&1)� : 

( ) ( , , )x t f t x x��� � , 0 1( )x t b� , 0 2( )x t b��  

��&+�	�
  0� : 

1 0 1

2 0 2

( , , ) ,   ( )   

( , , ) ,   ( )  

x f t x y x t b

y f t x y y t b

� �@
A

� �B

�

�
 (2) 

 

��  
���
&�0  
��-���  �
�  �����0�#���  
��	)�  	&1)�  �1
����
�  ��0�  �
���-�  

�-����  ��  ���
���(�-�  ��
  �
�  ���	���	�  	#	�
0�  �1
����0� . 

 

�  ����"��  Runge Kutta ��  ����'����  '
��  

 

  �
���	
��	)	�  �
��  ��(����  �������0�)�  �
���*  ��  ��1)(�*  �)���	
�&  ��  

��#���	�
  	�  �#��(��  	��  '���	��  ��	&  	)�  ���'&(�
�)  	)�  �-�)� . ��  '���  �
���*  

��  ��	�'&���	�
  ��	&��)��  ��	�  )  �-�)  ��  ���'&��	�
  ��  	)�  �

(��)	�  ���*'�
�  

��  	
�  �
��	����  
�&1�
� . �  #������  	��  '���	��  �
����
�*  �	�  ��  �

	���(�*  ����	&  

�
���  '���  �	
�  
��
��#�  �
��  )  �����)�0	#�  ���&�	)�)  ��+��*$�
  ���&���  

��	�'��#� , ��	�  ��	�  ��  �
���*  ��  
������
�	�*  �	�  
��*�
�  	)�  �
�
	�-���)�  

���*'�
�� . ���	������ , �	�  �
��	���	�  �
��  )  ���+�  	)�  ���&�	)�)�  ���  ���&$�
  

�)���	
�&  	�  '���  �
���*  ��  ��1&��	�
  ��	�  )  �-�)  ��  '�*���	�
  

�  ������� . ��  
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�#����  �	�  �
����
�	
��  +��	*�  (��
  ��	&  ���#
�
�  �	��  �����  �
����
���- ) �*��
  

���&��  ��  ��#�)  ��  	)�  
��*
	0�)  �
��  	�  '���  �*��
  
&�
� . ��  ��
����	���	�  

�*��
  
��	��  �	
  )  �-�)  ���  ���'&��	�
  ��  *��  �
��	���	�  �
�  	
�  ��	�'�)	#�  

�������0�)�  ��
  ��-	����  )  ��1)�#�)  
���
����	)	� . ���
�#�  +��#�  )  ���*'�
�  

���  	*(�	�
  &����  ���&  ��(��*$�	�
  �#�0  �&
�
��  &��)�  �
�	)���
�)�  
���	)	��  

	��  
��'����	�� . 

3
�  	)�  ���
�*)�)  �
��  	#	�
��  	���
��� , 	�  	����  	��  �����*(���  
��  

���'�(�*$�
  	)  �-�)  
�#
�
  ��  �

�	�#+�
  ��
  
�)��+��*�  �
�  	)�  ���*'�
�  
��  

�

	�-�()��  �	�  	�#���  '��� , ����(0�  �
�  ��	*�)�)  	��  �+&���	��  �
���
�� . 

���+����  )  ��4)  ��	��  	)�  �


�#��  
�)��+��*��  �
�
	�*  �


�#��  
�&1�
� , ��0�  

	�  	��
��  �#����  ��	
�	�(�*$�
  ��  	�  
���
&�0  	)�  ���+�&  �-1)�)  	��  

�
����
�	
��-  +��	*�� .  

6���  �
���  	��
��  �
�  	��  #�����  	��  ���#(���  	��  '���	��  �*��
  )  �������)  

	���
��  	��  «�

���
����-  	��  '���	�� » ��
  �
���*  ��  �+�����	�*  ��  ����  	
�  

��(�����  �������0�)� .   '��
��  
�#�  �*��
  ��  
��0(�*	�
  )  �-�)  �	�  �
�����  

�)��*�  ���  +��#� , ���
���	
�& . �)�  
��	)  +��&  )  ���'&(�
�)  �*��	�
  �����
�&  ��  

	�  
�����  	�#���  '��� . �)  ��-	��)  +��&  )  �-�)  
��0(�*	�
  �	�  �
�����  �)��*�  ��  

���  '���	�  �
��-  ���#(���  ��  ��#�)  ��  	�  
��)��-���� . �
  �-��
�  
��  

���'&���	�
  �	�  �)��*�  ��	�  ��  	���  �-�  	��
��� , �*����  ��  ��	&��)��  

��()��	
��  ��
�
���  �
�  ��	*�)�)  	��  �+&���	��  �
���
�� , 
��  �
���*  ��  

��)�
��
�
)(�*  
���
	#�0  �
�  	��  #�����  	��  '���	�� . �&�
�	� , �-����  ��*���	�
  

�	
  �
�  	)�  �#(���  Runge Kutta 4)�  	&1)�  )  	���
��  ��	�  ��1&��
  	�  
��(��  	0�  


�&1�0�  ��	&  #��  
��&���	�  
��*
��  1.375. 

6���  �������	
���  	��
��  �
�  	)�  ��	*�)�)  	��  �+&���	��  �
���*  ��  �*��
  ��  	
�  

���������  «embedded» Runge Kutta ��(�����  �
0�  ��	�  	��  Fehlberg. 6��  

�1
�
�����	�  �����	)�
�	
��  	0�  ��(��0�  Runge Kutta �*��
  �	
  �
�  	&1)  �  > 4 

�
�
	�-�	�
  
��
���	����  �
�  �  �
�	
����
�  	)�  ���&�	)�)�  
�&���  
��  �1)��*  

	)�  
��	*�)�)  �	���  	-
���  4)�  	&1)� : ���'&��	�
  )  '#�	
�	)  ���*'�
�  ��  	
�  

�
��	����  
�&1�
� . ����)  

�  �1
��)��*0	�  ��0� , �*��
  �	
  
�  	��  �����  ���	�
�����  

	 �  �����	 � �  ���  	��  ������  ��
�����	��  �������  ������
�� �  	�! �  � , 
����
�  

�� ��
������	��  ��	��� ����  ���	����	��  ��  � ���
�  ��������  ���  �������  ���  

���� �  ������  	  �
� , 
�  ��������  �
%�  
����	�� �  	�! � . �����	)�
�	
��  


��&��
���  �*��
  )  �#(����  Runge Kutta Fehlberg. ��	�  
������*$�
  	)  �-�)  ��  
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���*'�
�  5)�  	&1)�  �
�
	��	��  #1
 �
�	
����
�  	)�  ���&�	)�)� . !


�#��  #���  

��-	����  ����������  	0�  	
���  ��	��  �*��
  �
��  &��)  
���#��
�)  	)�  �-�)�  ��  

���*'�
�  4)�  	&1)� . ��	�  )  ��-	��)  
������
�	
��  �-�)  �
���*  ��  ��)�
��
�
)(�*  

��$*  ��  	)�  
��	)  �
�  ��  ��	
�)(�*  	�  �+&���  �
���
��  �*�0�  �


�#��  �
�	
����
�  

	)�  ���&�	)�)�  �)����  �*�0�  �


�#��  
�&1�
� . 

�&
�	� , 
����*  ��
�
�	#�  ��)����-���  �
�  	)�  ��(�	)	�  	0�  «embedded» Runge 

Kutta ��(��0� .   �*�()�)  �	��  �	
  )  ����)  	0�  *�
0�  �)��*0�  �
�  	)�  �
�	*�)�)  

	)�  �-�)�  ��
  �
�  	)�  ��	*�)�)  	��  �+&���	�� , �*��
  �
��	���  ��+����  �
�  	��  

�

���
����  '���	��  �
��  )  ��	*�)�)  	��  �+&���	��  '��*$�	�
  ��  ���1&�	)	��  

�
�	
����
�  	)�  ���&�	)�)� . 7�0�  )  
���	
��  ��
�
�*�  #��
1�  �	
  ��	�  ��  ���
�	&  


��'�)��  �	)  
�&1) . !
��#�0� , �
  «embedded» Runge Kutta �#(���
 , �
  �
�*��  

�*��
  
��*
��  �

�&�
�  �
���	
�#�  #����  �
�����*��
  	���  �����
(����  
��  

'��*$��	�
  �	�  �

���
����  '���	�� . 

  ���
��  ���+�  �
��  
#�
	)�  	&1)�  Runge Kutta ��(����  �*��
 : 

1

2 2 21 1

6 6 61 1 65 5

6
1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

( , )

( , )

...

( , ... )

( )

n n

n n

n n

n n

k hf x y

k hf x a h y b k

k hf x a h y b k b k

y y c k c k c k c k c k c k O h�

�

� � �

� � � � �

� � � � � � � �

                                              (3)   

  «embedded» �-�)  4)�  	&1)�  �*��
 : 

* * * * * * * 5
1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 ( )n ny y c k c k c k c k c k c k O h� � � � � � � � �                                               (4)  

��
  �
��#�0�  )  ��	*�)�)  	��  �+&���	��  �*��
 : 

6
* *

1 1
1

( )n n i i i
i

y y c c k� �
�

C D � � ��                                                                                       (5) 

� .� . �
  ��#��
�  ��  	
�  �
�*��  �+����$�	�
  )  �#(����  Runge Kutta Fehlderg �*��
  

�
  ������(�� : 

1

2 1

3 1 2

4 1 2 3

5 1 2 3 4

6 1 2

( , )

( / 4, / 4)

( 3 /8, 3 / 32 9 / 32)

( 12 /13, 1932 / 2197 7200 / 2197 7296 / 2197)

( 12 /13, 439 / 216 8 3680 / 513 845 / 4104)

( / 2, 8 / 27 2

n n

n n

n n

n n

n n

n n

k h f t x

k h f t h x k

k h f t h x k k

k h f t h x k k k

k h f t h x k k k k

k h f t h x k k

�

� � �

� � � �

� � � � �

� � � � � �

� � � � 3 4 5

1 1 3 4 5 6

3544 / 2565 1859 / 4104 11 / 40)

( 16 /135 6556 /12825 28561 / 56430 9 / 50 2 / 55 )n n

k k k

x x k k k k k�

� � �

� � � � � �

        (6) 

*
1 1 3 4 5( 25 / 216 1408 / 2565 2197 / 4104 / 5)n nx x k k k k� � � � � �  
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�
��  0nt t n h� �   , 0,1,2...n �  

 

�
  	
�#�  	0�  �
�+��0�  �	�(����  
��  ��)�
��
�
�-�	�
  �	)�  ���	*��  	��  

Numerical Recipes �*��
  ��	#�  	0�  Cash ��
  Karp, ��
  �*���	�
  �	��  �������	
��  


*���� . ��	#�  �*����  �
�  ���-	��)  �#(���  �
�  	��  Fehlberg ��  �&
0�  ���-	����  


�
�	)	��  	��  �+&���	�� . 

 

 

 

���*$�	�
  �	
  )  
���	)	�  "  
��  �
����*�	)��  
���
&�0  �
�	���*  �
�  ��	*�)�)  

	��  �+&���	��  ��
  ��
  	�  
�����	
��  �+&��� . ��  	����	�*�  ���  �
���*  ��  

�
����
�	�*  �+�-  ���  �*��
  ��0�	�  )  
�����	
�� , �����	
��  �-�)  	)�  �1*�0�)� . 

6	�
 , 
����&	0 , �	��  ���+������	�  �	�  �+&���  (�  �����-��  ��	�  	)�  ��	*�)��  

	�� . 

�
�  	�  
���
&�0  ��0�*$���� , 	���&�
�	��  ��	&  
���#��
�) , 
���  �*��
  	�  

�+&���  
��  �*����  �
  �1�	�$������  ��#��
�  ���'&(�
�)�  	)�  �-�)� . ,�  ��-��  	���  


0�  �
���-��  ��  
��
��*�����  	�  �+&���  ��	�  ��	��  ����  
���
��������#���  

�
��	���	��  	
��� .  

��	����� , �
�  	
�  ��#��
�  (3), (4) ��
  (5) '�#
����  �	
  	�  �+&���  "  �*��
  

��&����  	��  '���	��  h5. 6�	0  �	
  ��)�
��
�
��	��  '���  h1 ��+��*$�	�
  �+&���  

" 1. 6�	0  �
*�)�  �	
  	�  �

(��)	�  �+&���  �*��
  " 0 ��
  
��&��	�
  ��  '���  h0. ��	�  

(�  �*��
 : 
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h
h
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�

C
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0.2

0
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1

h h
C

�
C

                                                                            (7) 

 

��  �

(��)	�  �+&���  " 0 ���'&��	�
  0�  )  �����
 	�  �������� . �
�  ��	�  	)�  

&
�4) , )  (7) �
���*  ��  ��)�
��
�
)(�*  ��  �-�  	��
��� . 6�	0  �	
  ��  �&
�
�  �)��*�  

�
  ��#��
�  ���'&(�
�)�  ��)�
��
�
�-�  '���  h1 ��
  
��&��	�
  �+&���  " 1. ��  	�  " 1 

�*��
  �
��-	0�  �����-	��� 2 �
�  	�  " 0, �)� . 	)�  �

(��)	�  ���*'�
� , )  (7) ��*���
   


���  
�#
�
  ��  ��
0(�*  	�  	�#���  '���  h1 ��	�  	�  
���������  �+&���  ��  �*��
  	�  


��-  *��  ��  	�  " 0. ��	*�	�
�� , ��  	�  " 1 �*��
  �
��-	0�  �����-	���  �
�  	�  " 0, �
  

�
�
	���
�  ���*'�
��  �
�����-
	��	�
  ��
  )  (7) ��*���
   
���  �
���*  ��  ��1)(�*  	�  

	�#���  '���  h1 �*�0�  	�  �
&�	)��  " 0 ���*'�
��  ��  1�
����	�* . !��  �
��(��*$�	�
  

�	
  )  (7) ��)�
��
�
�*	�
  0�  ��
	��
�  �
�  	)�  �
�����  �  ��
  	)�  	
���   yn+1 
��  

���'&��	�
  ��  ��#��
�  ���*'�
��  5)�  	&1)�  ���  )  ��	*�)�)  	��  �+&���	��  �*��	�
  �
�  

	)�  	
��  *
1ny �  
��  ���'&��	�
  ��  ��#��
�  ���*'�
��  4)�  	&1)� . 

��  �)��
0(�*  �
*�)�  �	
  �	)�  
�����	
��	)	�  	�  " 0 �*��
  #��  �
&�����  
��  


��
#��
  	)�  �

(��)	�  ���*'�
�  �
�  �&(�  �1*�0�)  	��  ���	���	��  	0�  � .� . 
��  

�

��
��-��  ��  �-����� . 6	�
  �
�  ��  #��
  )  �-�)  ��(��
&�  �1*�0�)�  	)�  


����(��
��#�)  ��	�  ���*'�
� , )  (7) 
�#
�
  ��  �+����$�	�
  �
�  ����  	
�  �1
����
�  

��
  ��  ���'&��	�
  	��
�&  	�  '���  
��  ��	
�	�
��*  �	)�  �1*�0�)  ��  	)  �-�)  
��  #��
  

	�  �����-	���  �+&��� .  

�	)�  
�&1) , )  �
�*	)�)  �
�  	)�  ���*'�
�  	)�  �-�)�  ����(0�  	*(�	�
  ��  	��
�  


��  �

�#��	�
  �
&+����  ���)��*��  ��&����  ��  	�  
��'�)�� . 3
�  
��&��
��� , �
���*  

��  $)	�*	�
  “)  �-�)  ��  #��
  ���*'�
�  #��  �#���  �	�  106 ”. ��  �
  ���1&�	)	��  

��	�'�)	#�  	��  
���  �
*���)  ���	���	��  �1
����0�  �
�+#����  �)���	
�&  ��  

�#��(�� , �
��  �-���)  �

����  �
�  	)�  ���*'�
�  �*��
  ��  	�(�*  0 y.C �  �
��  610. �� . 

��  �
  �����	���
�  ��+��*$���  	����	0	
��  ���
��
+��&  ��  �#�	��  	�  �)�#�  ��
  

�*��
  +����#���  �
�  �&
�
��  �#�
�	��  	
�#� , )  ��	���)��	��)  �

����  �*��
  	�(�*  	�  

" 0 *��  ��  .  �
*  	
�  �#�
�	��  ��	#�  	
�#� . 

                                                 
2 "
����
�*$�	�
  ���  )  �-�'��)  
��  ��)�
��
�
�*	�
  �	�  ��*���� : �	��  �#��  �	
  	�  " 1 �*��
   
�����-	���  �
�  	)�  ���*'�
�  " 0  �����-��  �	
   #��
  
����
	���  �-���   ��
  ����
��   )  ���*'�
�  
��  
�

	���&��	�
  ��  ��	�  �*��
   
����	��   �
 ’ �	
   ��   	�   " 0  �)� . 	�  �
�	#�����  �*��
  �
��	���  ���
'#� . 
7��
� , �#���	��  �	
  	�   " 1  �*��
   �
���	���  �
�  	)�  ���*'�
�  " 0  �����-��  �	
   #��
  
����	���   �-���   
��
   ����
��  ��  ��	�  �

	���&��	�
   
����
	��  ���*'�
� , �)� .  

�  ���
'#�  �
�	#�����  �
 ’ �	
   ��   	�  
" 0. 
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7���  ��	#�  �
  
��

	���
�  �
���-�  ��  ���0��	0(�-�  ��  �
�  ���
��  ���	*��  

�
*���)�  ��  ��	&��)��  ��
�
���  	0�  ��	�'�)	��  ��	�  ��  ��	
��	0
*$��	�
  

�����
�&  ��
  ��  	)�  ��&�
�	)  ����	�  
��#�'��)  	��  ����	) . 6���  '��
���  	��
��  

�*��
  �  ������(�� . 6��  �
�  	�  ��*���	�  	)�  ���	*���  �*��
  	�  �
&�����  	0�  

�1��	)�#�0�  ��	�'�)	��  y[0,..,n-1]  
�
�  �*��
  )  �
����)  ���'&(�
�)  	)�  �-�)� . O 

����	)�  �
���*  ��  ��(��*$�
  �
��  ��
��  
��&��	��  ���*'�
��  eps ��(��  ��
  #��  

�
&�����  “ ��*����� ” yscal[0,..,n-1]  	)�  ���*'�
��  ��	��  �
�  �&(�  ��	�'�)	� . ��	�  )  

�

(��)	�  ���*'�
�   ��	&  	)�  i ���'&(�
�)  	)�  �-�)�  �
���*  ��  �)+(�*  0� 3: 

0
i ieps yscalC � E                                                                                                      (8) 

�
��  '#'�
�  	�  0 ��
 yscalC  �*��
  �
��-���	�  	0�  n �1��	)�#�0�  ��	�'�)	��  	0�  

�1
����0� . ��  (#�����  �	�(��&  �����	�  �+&���	�  (absolute errors) ��  ��#�)  ��  

�&
�
��  �#�
�	��  	
�#� , 	�  yscal �1
����	�
  ��  ��	#�  	
�  �#�
�	��  	
�#�  ��
  (�  �*��
  ��  

�&(�  '���  	�  *�
� . �  ����	)�  ��  	)�  
��&��	��  eps ��(�*$�
  	)�  �
���	)  ���*'�
� . 

��  �

(���-��  )  �
*���)  ��  �&(�  ���'&(�
�)  ��  �*��	�
  ��  �	�(��&  ���	���  

�+&���	�  (fractional errors) �
�&  	�  �
&�����  y 	)�  �-�)�  �
�  	)�  
��)��-���)  

���'&(�
�)  (�  ��	
��(
�	&  	�  yscal ��  �&(�  '��� . �  ����	)�  ��  	)�  
��&��	��  eps 

��(�*$�
  	���  	)�  ���	
��  ���*'�
�  �	)�  
��*
	0�)  ��	�  #��  ����
��  	#������  

�*��
  ��  	�(�* :  

 

i
i i dy

yscal y h
dx

� �                                                                                             (9) 

 

�)��
���	�
  
&�	0�  �	
  )  ��#�)  ��	�  ���  �*��
  �1
�

�	)  �	��  �
  ��	�'�)	#�  

	����	����	�
  
��-  ���	&  �	�  �)�#� . 

!��  
�#
�
  ��  �1�	��	�*  �
�  �)���	
��  	���
��  ��
	��#��
� . ��  ��
	��
�   
��  

�1�	&�	)���  �#��
  	���  �
�  	�  �+&���	�  
��
��*$���  	�  �+&���  1��0�
�	&   ��  

�&(�  '���  ��
  �
�  ��	�  	)�  &
�4)  �*��
  	�

�& . 7�0�  �&
�
�  ���	���	�  

�1
����0�  �
���*  ��  ��+��*$���   �����(
�	)  ���
�()�*�  ��  �
�  ��
��  ���������)  

�+���&	0� , �)����  �(��
�	
�& , �
�  �����)��  	�  �
&�	)��  	)�  �������0�)� . ��  

��
��	���  ����������  �*��
  	�  �+&���	�  
��  �(��*$��	�
  ��  #����  	�  *�
�  
���)�� . 

3��
�&  ���  

�  
���&  '���	�  �*���	�
  ��	�1-  	��  ���
��-  ��
  	��  	��
��-  �)��*��  

                                                 
3 ��   ��	

���'�)(�*   )   (8)  ��   	)�   0 y.C � . 
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	���  	�  �����
��  �+&���  ��1&��	�
 . ��  
��(��  	0�  ')�&	0�  �
�  	)  �&�0�)  	��  

�
��	���	��  �������0�)�  
��+����  �1��	&	�
  �
�  	�  �#��(��  	��  '���	�� . 6	�
  

���  

�  �
���  �*��
  	�  '���  h 	���  	�  " 0 
�#
�
  ��  ���'&��	�
  �
���	���  ��	�  ��  

��	
�	�(�*$�	�
  )  �-1)�)  	��  �����
��-  �+&���	�� . �	
�  
��

	���
�  ��	#�  	�  

�
&�����  ��
�&�0�)�  	)�  ���*'�
�� , yscal, 
�#
�
  ��  	*(�	�
  ��&����  	��  	�#���	��  

'���	��   h �
�	�  )  �

(��)	�  ���*'�
�   ��	&  	)�  i ���'&(�
�)  	)�  �-�)�  (�  �*��
  

	��� : 

 

0

i
i idy

eps h eps yscal
dx

C � E E � E                                                                           (10) 

 

  
���
&�0  ��#�) , �+�-  	�  yscal ���&$�
  ��  �&(�  '��� , �+��&  
��+����  	�  

���	
�&  �+&���	�   (fractional errors) ��
  ��(�*$�
  	)  ���	
��  ���*'�
�  

��)�
��
�
��	��  ��
  	
�  	
�#�  	)�  	�#������  �-�)�   y ���&  	
�  ��!�����  	%�  	�
��  

��	��  �
�  '���  ��  '��� . 7�0�  )  ����)  ��	��  	)�  ��#�)�  
��1���*  #��  &���  


��'�)�� .   (10) ���#�0�  ��
������
  	�  " 0 ��&����  ��  	�  '���  h 
��  	��
�&  

�+����$�	�
  �
�  	)�  ���'&(�
�) . 6�	0  �	
  ��  �&
�
�  ���
��  )  (7) �*��
  �	
  �
�  	)�  

�
����)  ���'&(�
�)  
�#
�
  ��  �+�����	�*  '���  h0 	�  �
�*�  �*��
  �)���	
�&  

�
���	���  �
�  	�  	�#���  h1. ��  '���  h0 (�  �*��
  ��	�  
��  �*��
  �-�)  y ��  	)�  

���*'�
�  " 0 )  �
�*�  �+�����	)��  �	)�  (7). 7�0�  �	��  
�����	
�&  �*��
   )  

���'&(�
�)  ��  	�  h0 	�  " 0 �
*�)�  (�  ��
0(�*  ���0  	)�  ��
�&�0�)�  
��  �-�+0��  ��  

	)  (10) 	��  
��1���*	�
  �
�  	�  h0. 6	�
  ���  (�  �*��
  	�  *�
�  
��  �+�����	)��  �	)�  

(7) ���&  �
���	��� . ��	�  �)��*��
  �	
  	�  �
&�	)��  ���*'�
��  �*��
  	��
�&  �
���	���  

�
�  ��	�  
��  �
�	#()��  ���
�&  ��
  ��)�
��
�
�()��  �
�  	)�  �1��0��  	��  h0 �)����  

)  �
�
	�-���)  ���*'�
�  �*��
  	��
�&  �����-	��) . ��	�  ��0�  	�  '���  h0 
��  #��
  

�
����
�	�*  �
�  �����-	���  �-���  	��  " 0 �*��
  
��-  

(���  ��  �)�  
����
�
�*  	)�  

���*'�
�  " 0 �
0�  �
����+���	�
  ��	&  �
�  	)�  ���'&(�
�)  ��  	�  h0.   �-�)  �*��
  ��  

��1)(�*  �  ��(#	)�  �	)�  (7) ��
  ��  �*��
  0.25 = 1/4  ��	*  0.2 = 1/5 ��	�  ��  
��*
	0�)  

��*0�)�  	��  	�#���	��  '���	��  ��	�  ��  �
����*$�	�
  �


�#��  ���+�&  ��
0�#��  

��	�  ��	&  �
�  	)�  �+������  	��  ��  ��	
�	�(�*$�	�
  )  ��*0�)  	��  " 0.  

  ��	&�	��)  �
��  ��	*(�	�  	�  h0 ��1&��	�
  �)���	
�&  ��  ��#�)  ��  	�  h1, ��  

���
�  ���
	
��  
���-
	�
  �	
  ��������
  	���  	
�  �
�
	���
�  ���*'�
��  �
�	�  ��
  

���   �)�
�����*  
��'����	� . ���
�&  �
���-��  ��  �����������  	)  ���	*��  
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�
����
���-  	)�  �-�)�  ��	&  	#	�
�  	��
�  ��	�  ��  ��
	�����*  ���1&�	)	�  �
�  	�  ��  

�  ����	)�   ��
������
  	�  yscal ��  	�  '���  �  ��
  (�)����  ��  ��)�
��
�
�*  

������	
�&  �  �
���	�  �+&���	� ). ��	�  
��  �&�����  �*��
  ��  ��)�
��
�
�-��  	��  

�����-	���  ��(#	) , 0.25, ���	�����	�  	�  ��
�  
�����	��  (���1&�	)	�  ��  ���
&$�	�
  

�  ��
 ) ��
  �
�	���
�	�  	�  '���  ��1&��	�
  ��  ��)�
��
�
�-��  	��  �
���	���  ��(#	) , 

0.2. ����)  �� , �
�
��  �
0�  ���+#�()��  

�  
&�0  	�  " 0 ���  �*��
  	�  
�����	
��  

�+&���  ���&  �
��  ��	*�)��  	�� , ��1&�����  �


�#��  ���+�&  	
�  �
�
	���
�  

���*'�
��  
����
���
&$��	��  ��  #��  ���	����	�  ��+���*��  S �*��  �
���	���  �
�  	)  

���&��  	�  ��1*  �#���  	)�  (7). 6	�
  	��
�&  �
�  	�  '���  h0 )  (7) �*��	�
 : 

 

0.2

0
1 0 1

1

0 0.25

0
1 0 1

1

,

,

S h

h

S h

@ C
F C � C

CF
� A

F C
C � CF CB

                                                                       (11) 

 

7��  	�  
���
&�0  �+�����	)���  �	)�  ���	*��  �
*���)�  ��
  �
���*�()���  

�

	���  �	)�  
�&1) .   ���	*��  	���&�
�	��  �
�  	�  ����()  
��'����	�  �*��
  ���
�&  


��-  ���
'�� . !��  �  ����	)�  
�#
�
  ��  
���
��
�
)(�*  �	
  �����������  ����	�����  

��������� , � ����  ���
  
�����  	�
��  	 �  ����
�	���  eps, ���  �� ��
�  �	  �
� . ��  

��	�  	)�  
��*
	0�)  )  ���	*��  (�  �

	���&��
  #��  �)���
��  �+&���  �&���	��  	�  

'���  	���  �
���  ��	�  �	�  y ��  
���	*(��	�
  �
  
���	)	��  h y�  ��  ��  �*��
  

�)���
�#� . 6	�
  )  ���	*��  (�  ��	���*  &
�
��  '���	�  �0�*�  ��  �
���*  ��  
��0(���
  


�����	
�&  	)  �-�) . 
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���&�	)��  ��� : "
��
&�	�	�  Ray Tracing 

 

A) ��  
��'�)��  	0�  ��	�����&��0�  ��  #��  �0�*�  

 

� ’ ��	��  	)�  ���	)	� , (�  ����	������  #��  �
��  
��&��
���  �
��
&�	�	��  ray 
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