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A ΜΕΡΟΣ  : ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Κεφάλαιο 1 
Εισαγωγή στα δυναµικά συστήµατα 
 
Στο πρώτο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε τη λύση συστηµάτων διαφορικών 
εξισώσεων  ( ∆Ε ) πρώτης τάξης. Θα αναφέρουµε µερικούς βασικούς ορισµούς, θα 
µιλήσουµε για τα σηµεία ισορροπίας ( ΣΙ ) και θα δούµε πώς η γραµµικοποίηση γύρω 
από τα ΣΙ, όταν ισχύει το θεώρηµα Hartman-Grobman (H-G) και ευσταθούς 
πολλαπλότητας, µας δίνει πολύτιµες πληροφορίες για τη λύση του συστήµατος. 
 
1.1 Αυτόνοµα και µη αυτόνοµα  συστήµατα  
 
 Έστω ένα σύστηµα ∆Ε πρώτης τάξης [2] της µορφής  
                       
                                        ( , )i jx f x t=�  ,   , 1, 2,3,... .i j n=                                  (1.1) 

 
όπου τα  ix  είναι συντεταγµένες πάνω σε µια n-διάστατη επιφάνεια  Μ (η Μ µπορεί 

να είναι και ένας ευκλείδειος χώρος  n\ ). Αν στο σύστηµα (1.1) οι if  δεν είναι 
άµεσα εξαρτηµένες από το χρόνο  t  τότε το σύστηµα  (1.1) παίρνει τη µορφή                                             

                                              
                                       ( )i jx f x=�                                                              (1.2) 
   

Το σύστηµα  (1.2) ονοµάζεται αυτόνοµο ενώ το σύστηµα (1.1) µη αυτόνοµο. 
Οι λύσεις του µη αυτόνοµου συστήµατος εξαρτώνται  από τις αρχικές 0jx  συνθήκες 
και από τον αρχικό  0t . Εποµένως η λύση του συστήµατος  (1.1)  θα  είναι  της  
µορφής   

 
                                          0 0( ) ( ; , )i i jx t x t x t=                                        (1.3) 

 
όπου το t είναι  παράµετρος του συστήµατος και η λύση  (1.3) αντιστοιχεí σε µια   
n+1 παραµετρική οικογένεια καµπυλών. Ο χώρος καταστάσεων του συστήµατος 
είναι ο χώρος Μ×\  διάστασης  n+1 (το \ προκύπτει από το ότι ο αρχικός χρόνος 
επηρεάζει την εξέλιξη του συστήµατος). 
Η  µορφή της λύσης του συστήµατος µπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά στο χώρο  
καταστάσεων. Αποδεικνύεται πως αν οι ( , )i jf x t  είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις 
των ,jx t  τότε από κάθε σηµείο του χώρου καταστάσεων διέρχεται µόνο µια λύση  
(1.3). ∆ηλαδή µε την προϋπόθεση πως οι if  είναι παραγωγίσιµες, η εξέλιξη της 
λύσης του συστήµατος (1.1) είναι µονοσήµαντα ορισµένη. Οι διαδοχικές θέσεις της 
λύσης στο χώρο καταστάσεων αναπαρίστανται από µια καµπύλη που την ονοµάζουµε 
τροχιά.  
Η λύση του αυτόνοµου συστήµατος  (1.2) είναι της µορφής  
                       
                                            0 0( ) ( ; )i i jx t x t t x= −                                               (1.4) 
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Όπως φαίνεται ο χώρος καταστάσεων είναι ο  Μ. Η προϋπόθεση για να έχουµε µία 
και µόνο µία λύση από ένα σηµείο του χώρου καταστάσεων σε συστήµατα της 
µορφής (1.2) είναι τα δεξιά µέλη της (1.2) ( )i jf x  να είναι παραγωγίσιµες 
συναρτήσεις των jx  και να υπάρχει ένα τουλάχιστον   {1,2,... }: ( ) 0i ji n f x∈ ≠ . 
(Σηµ. Στην περίπτωση που ( ) 0i jf x =  για όλα τα i είναι δυνατόν από το ίδιο σηµείο 
του χώρου καταστάσεων  να  διέρχονται  περισσότερες από µία τροχιές ). 
Επειδή στη λύση του αυτόνοµου συστήµατος (1.4) ο αρχικός χρόνος 0t  εµφανίζεται 
µέσω του συµπλέγµατος 0t t− , για τις ίδιες αρχικές 0jx  και για διαφορετικό 0t  θα 
έχουµε την ίδια τροχιά, µόνο που η λύση του συστήµατος θα διέρχεται από τα 
διαφορετικά  σηµεία της σε διαφορετικούς χρόνους (έτσι ώστε ' '

0 0t t t t− = − ). Από τα 
προηγούµενα προκύπτει πως στα αυτόνοµα συστήµατα η µορφή της λύσης εξαρτάται 
µόνο από τις αρχικές συνθήκες jx  και  είναι ανεξάρτητη από τον αρχικό χρόνο 0t . 
 
Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µόνο µε αυτόνοµα συστήµατα της µορφής (1.2). 
 
1.2 Σηµεία Ισορροπίας  

 
Σηµεία ισορροπίας (ΣΙ) ενός συστήµατος ∆Ε ονοµάζονται εκείνα τα σηµεία του 
χώρου καταστάσεων, τα οποία αν θεωρηθούν αρχικές συνθήκες για το σύστηµα η 
τροχιά που προκύπτει παραµένει στο ίδιο το σηµείο. Τέτοια σηµεία είναι αυτά για τα 
οποία 0,ix t= ∀�  και εποµένως  ( ) 0i jf x =  (1.5)  , 1,...i i n∀ = . 
Επειδή στα µη γραµµικά συστήµατα ∆Ε συνήθως δεν είναι εφικτό να βρεθεί η 
αναλυτική λύση τους, γίνεται ποιοτική µελέτη των ιδιοτήτων των λύσεων γύρω από 
τα σηµεία ισορροπίας. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη γραµµικοποίηση του συστήµατος 
στην περιοχή των σηµείων ισορροπίας, και από τη λύση του γραµµικοποιηµένου 
συστήµατος µε τη χρήση του θεωρήµατος Hartman-Grobman προκύπτουν χρήσιµα 
συµπεράσµατα για τις τοπολογικές ιδιότητες  του αρχικού µη γραµµικού συστήµατος. 
 
1.3 Γραµµικοποίηση στην γειτονιά των σηµείων ισορροπίας.   

 
Έστω το αυτόνοµο σύστηµα     [2],[7] 

 
                                                    ( )i jx f x=�                                                (1.2) 
 

Όπως αναφέρθηκε τα σηµεία ισορροπίας  προκύπτουν από τις λύσεις του αλγεβρικού 
συστήµατος   

 
                                                    ( ) 0i jf x =    1, 2,...i n∀ =                          (1.5) 
 

Έστω πως µια λύση του συστήµατος  ( 1.5 ) είναι  η * * * *
1 2{ , ,..., }nx x x x=  δηλαδή το   

*x  είναι ένα σηµείο ισορροπίας. Τότε ένα γειτονικό σηµείο στο *x  είναι το          

                                    
*x x ξ= +             ή        

*
i i ix x ξ= +                (1.6) 
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Αφού το  x  ανήκει στην γειτονιά του *x  το  ξ  γίνεται οσοδήποτε µικρό θέλουµε. Σε 
αυτήν την περίπτωση µιλάµε για µια µικρή διαταραχή γύρω από το σηµείο 
ισορροπίας. 
 
Στη συνέχεια θα γίνει χρήση της θεωρίας διαταραχών. 
 
Το  σύστηµα  (1.2) για την µικρή διαταραχή  ( 1.6 ) γίνεται                             
           

                                         
* *( )i i i i ix f xξ ξ+ = +��  

   
και  αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor προκύπτει  
 

                                          *
* * 2( ) * ( )i
i i i i ix

i

fx f x Oξ ξ ξ
ξ
∂

+ = + +
∂

��         (1.7) 

 
Στη σχέση ( 1.7 )  καθώς το ξ  γίνεται πολύ µικρό  οι όροι   2( )iO ξ  δεύτερης τάξης 
γίνονται πολύ µικροί και ο εφαπτόµενος χώρος που ορίζεται από την (1.7) τείνει να 
συµπέσει στον Μ. 
Κρατώντας τους γραµµικούς όρους της  ( 1.7 ) και εξαιτίας της ( 1.5 ) προκύπτει   

                

   *
i

i j
j

x
fξ ξ
ξ
∂

= ⋅
∂

�        ή σε µορφή πινάκων         ξ ξ= Α�             (1.8) 

όπου τα στοιχεία του πίνακα  Α είναι *
i

ij x
j

f
x
∂

Α =
∂  . 

Είναι προφανές πως ο πίνακας Α είναι σταθερός γιατί είναι υπολογισµένος στο 
σηµείο ισορροπίας *x . 
Το σύστηµα (1.8) ονοµάζεται προσαρτηµένο γραµµικό σύστηµα ή σύστηµα 
εξισώσεων µεταβολών στο σηµείο ισορροπίας *x . 

      
Πριν τη λύση του γραµµικού συστήµατος ( 1.8 ) µε σταθερούς συντελεστές είναι 
σκόπιµο να διατυπωθούν µερικοί ορισµοί και να αναφερθούν µερικά χρήσιµα 
θεωρήµατα. 
 
Για ένα µη γραµµικό σύστηµα: 
 
Αν  x0  είναι ένα σηµείο ισορροπίας  ενός συστήµατος, x είναι ένα σηµείο του χώρου 
καταστάσεων  και  tφ  η ροή του συστήµατος τότε : 
   
Τοπική ευσταθής πολλαπλότητα S: 

0{ / ( ) ( ) 0}t tS x V x x t x V tφ καθως φ για= ∈ → → +∞ ∈ ≥  
 
Τοπική ασταθής πολλαπλότητα U: 

0{ / ( ) ( ) 0}t tU x V x x t x V tφ καθως φ για= ∈ → → −∞ ∈ ≤  
όπου V ανοιχτή περιοχή του x 
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δηλαδή τοπική ευσταθής πολλαπλότητα είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων, τα 
οποία κάτω από τη ροή  tφ  καταλήγουν στο x0 καθώς t →+∞ , ενώ τοπική ασταθής 
πολλαπλότητα είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων, τα οποία κάτω από τη ροή  tφ  
καταλήγουν στο x0 , καθώς t →−∞ . 
Σε ένα γραµµικό σύστηµα  η ευσταθής και ασταθής  πολλαπλότητα  βρίσκονται κατά 
µήκος των ιδιοδιανυσµάτων ή είναι γραµµικός συνδυασµός των ιδιοδιανυσµάτων 
(άρα είναι ευθείες ή γενικευµένα επίπεδα, που κάτω από τη ροή απεικονίζονται στον 
εαυτό τους) και ονοµάζονται αναλλοίωτοι υποχώροι. Ένας αναλλοίωτος υποχώρος 
είναι ευσταθής Es, αν οι ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσµατα που 
αποτελούν τη βάση του έχουν πραγµατικό µέρος αρνητικό και ασταθής Eu αν οι 
ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσµατα που αποτελούν τη βάση του έχει 
πραγµατικό µέρος θετικό. 
Αποδεικνύεται ότι κοντά στο x0, η ευσταθής S και ασταθής U πολλαπλότητα του µη 
γραµµικού συστήµατος, εφάπτονται αντίστοιχα στον Es και Eu αναλλοίωτο υποχώρο  
του αντίστοιχου  γραµµικού συστήµατος. 
Σύµφωνα µε το θεώρηµα  Hartman-Grobman όταν δεν υπάρχουν ιδιοτιµές του 
γραµµικού συστήµατος µε µηδενικό πραγµατικό µέρος, η τοπολογία του χώρου των 
φάσεων διατηρείται κατά τη µετάβαση από το γραµµικό στο µη γραµµικό σύστηµα 
και συνεπώς διατηρείται η ευστάθεια ή  η αστάθεια του σηµείου ισορροπίας.    
Σύµφωνα µε το θεώρηµα ευσταθούς πολλαπλότητας όταν δεν υπάρχουν ιδιοτιµές του 
γραµµικού συστήµατος µε  πραγµατικό µέρος µηδέν, διατηρούνται ο ευσταθής και ο 
ασταθής υποχώρος του συστήµατος κατά τη µετάβαση από το γραµµικό στο µη 
γραµµικό σύστηµα  
 
1.4 Γραµµικό σύστηµα µε σταθερούς συντελεστές  
 
Σε αυτή την παράγραφο θα αναφερθούµε στις ιδιότητες ενός γραµµικού συστήµατος 
[2] µε σταθερούς συντελεστές, της µορφής  
 
                                                  x Ax=�                                                          (1.9) 
 
όπου Α σταθερός πίνακας  και nx∈\  . 
Όπως στην περίπτωση της εξίσωσης y ay=�  αναζητούνται λύσεις της µορφής  

0
aty e y=   έτσι και στην περίπτωση του συστήµατος  (1.9)  αναζητούνται λύσεις της 

µορφής  0( ) Atx t e x=  µε 0 10 20 0 0( , ,..., ), (0)nx x x x x x= =  για ( t=0 ), όπου η 
εκθετική µορφή πίνακα ορίζεται  ως εξής  : 
 

                   
2

0

1 1...
2! !

At k

k
e I A A A

k

∞

=

= + + + =∑            µε   0A I=         (1.10) 

 

µε ιδιότητες   :                      

1 1PAP

A B A B

At At

e PAP
e e e AB BA
d e Ae
dt

− −

+

⎧
⎪ =
⎪

= ⋅ ⇔ =⎨
⎪
⎪ =
⎩
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Από την τρίτη ιδιότητα προκύπτει η λύση του συστήµατος 0( ) Atx t e x=  (1.10). 
Επειδή όµως δεν είναι γνωστή η αναλυτική έκφραση συνάρτησης πίνακα  
χρησιµοποιούνται οι ιδιοτιµές του και τα ιδιοδιανύσµατά του, και αυτό γιατί κατά 
µήκος των ιδιοδιανυσµάτων ενός πίνακα το αποτέλεσµα της δράσης του πίνακα  στα 
ιδιοδιανύσµατα είναι ισοδύναµο µε τον πολλαπλασιασµό των ιδιοτιµών µε το 
ιδιοδιάνυσµα. 
∆ηλαδή  Ax xλ=  , λ∈^   από όπου συνεπάγεται      
                                                     ( )A I xλ− = Ο                                                (1.11) 
Εποµένως για να βρεθούν οι ιδιοτιµές, αρκεί το οµογενές σύστηµα  (1.11) να έχει 
λύση x ≠○ , άρα πρέπει    
                                                    det( ) 0A Iλ− =                                               (1.12) 
Το n  βαθµού   σύστηµα  (1.12)  έχει  n  πραγµατικές ή µιγαδικές ρίζες (οι µιγαδικές 
εµφανίζονται κατά ζεύγη συζυγών). 
Ανάλογα µε τη µορφή των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων η λύση του γραµµικού 
συστήµατος κατηγοριοποιείται ως εξής :  
 

 Αν οι ιδιοτιµές είναι πραγµατικές τότε  
 

1

1
0

0
00

( )

0 n

t

t

e

x t P p x

e

λ

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

# % #

"

  ,  

 
            όπου P πίνακας µε στήλες τα ιδιοδιανύσµατα του Α. 
 
 

 Αν οι ιδιοτιµές είναι συζυγείς µιγαδικές τότε   
 

                               1
0

(cos( )) ( sin( )) 0 0

(sin( )) (cos( )) 0 0

( ) 0 0

0 0 0

at at

at at

e t e t

e t e t

x t P P x

β β

β β

−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

…

%

# % #

… …

 

 
1.5 Ευστάθεια 
 
Ευσταθές χαρακτηρίζεται το σηµείο ισορροπίας x0 για το οποίο, για κάθε γειτονιά του 

0( )N xε  υπάρχει γειτονιά 0( )N xδ , µέσα από την οποία αν επιλέξουµε αρχικές 
συνθήκες, µετά από οποιονδήποτε πεπερασµένο χρόνο 0t ≥  , ( )N Nδ εφ ∈ . Ασταθές  
είναι το σηµείο ισορροπίας x0  το οποίο δεν είναι ευσταθές [7], [11].  
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Ασυµπτωτικά ευσταθές  χαρακτηρίζεται ένα σηµείο ισορροπίας, αν υπάρχει γειτονιά 
του, από την οποία αν επιλέξουµε αρχικές συνθήκες η τροχιά τείνει να πέσει πάνω 
στο σηµείο ισορροπίας, για t →+∞ . Περιοδική τροχιά είναι η τροχιά που 
επαναλαµβάνεται σε κάποιο  χρόνο. ∆ηλαδή µετά από πεπερασµένο χρόνο η τροχιά 
θα επανέλθει στο σηµείο από το οποίο ξεκίνησε ( ) ( )x t T x t+ = .  
Υπερβολικό είναι ένα σηµείο ισορροπίας του οποίου η ορίζουσα δεν έχει καµιά 
ιδιοτιµή µε πραγµατικό µέρος µηδέν. 
 
Όπως αναφέρθηκε, από το θεώρηµα Hartman-Grobman προκύπτει πως αν ένα σηµείο 
ισορροπίας x0  είναι υπερβολικό, τότε το σηµείο ισορροπίας διατηρεί την ευστάθεια 
του κατά τη µετάβαση από το γραµµικό στο µη γραµµικό σύστηµα. 
Συνέπεια των θεωρηµάτων Hartman-Grobman και ευσταθούς πολλαπλότητας είναι το 
ότι, αν για ένα σηµείο ισορροπίας ο πίνακας Α έχει έστω και µια ιδιοτιµή µε 
πραγµατικό µέρος θετικό ( Re( ) 0iλ ≥ )  τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές, ενώ 
αν για όλες τις ιδιοτιµές το πραγµατικό µέρος είναι αρνητικό 
( Re( ) 0, 1,2,...,

i
i nλ < ∀ = ),  τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

 
Στον 2\  υπάρχουν τέσσερα είδη σηµείων ισορροπίας. Ανάλογα µε τις ιδιοτιµές του 
πίνακα Α προκύπτουν και διαφορετικές τοπολογικά ισοδύναµες τροχιές στο χώρο 
των φάσεων, που αντιστοιχούν σε διαφορετικό φασικό πορτρέτο στη γειτονιά του 
σηµείου ισορροπίας. 
 
Όταν ο πίνακας του συστήµατος είναι Α(2x2). 
 
 

 Πραγµατικές ιδιοτιµές     
 

1. Αν     

0, 1, 2

0, 1,2

i

i

i

i

λ

η
λ

< ∀ =⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪> ∀ =⎪ ⎪⎩ ⎭

�     τότε το σηµείο είναι κόµβος (node). 

 
2. Αν υπάρχουν ετερόσηµες ιδιοτιµές τότε το σηµείο είναι σάγµα 

(Saddle). 
 
 

 Μιγαδικές ιδιοτιµές  
 
 

1. Αν οι ιδιοτιµές είναι συζυγείς µιγαδικές  µε  Re( ) 0iλ ≠  τότε το σηµείο 
είναι εστία (focus). 

2. Αν   Re( ) 0iλ =  τότε το σηµείο είναι κέντρο (center). 
 
Όταν ο πίνακας του συστήµατος είναι Α(3x3). 

 
Οι ιδιοτιµές  είναι τρεις και η θεωρία για τα πορτρέτα φάσης και το χαρακτηρισµό 
των σηµείων, ως προς το είδος τους και την ευστάθεια που παρουσιάζουν, 
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επεκτείνεται. Σε αυτήν την περίπτωση είναι πολύ χρήσιµη η αναπαράσταση των  
ιδιοτιµών στο µιγαδικό επίπεδο. Οι δυνατές  περιπτώσεις που µπορούν να προκύψουν 
παρουσιάζονται παρακάτω [13] . 
 

Re@λD

Im@λDHeL

Re@λD

Im@λDHcL

Re@λD

Im@λDHdL

Re@λD

Im@λDHaL

Re@λD

Im@λDHbL

 
                                                                  Εικόνα 1 

Σε αυτές τις περιπτώσεις µπορούν να προστεθούν και οι συµµετρικές ως προς τον 
άξονα των φανταστικών ((a΄),(b΄),(c΄),(d΄) και (e΄)). 
 

 Πραγµατικές ιδιοτιµές  (Άµεση επέκταση της προηγούµενης περίπτωσης.) 
       

1. Περίπτωση  (a) , 0, 1, 2,3i iλ < ∀ =   τότε το σηµείο είναι κόµβος. 
2. Περίπτωση (b), ετερόσηµες ιδιοτιµές τότε το σηµείο είναι σάγµα µε 

δυδιαστατό ευσταθή υποχώρο και µονοδιάστατο ασταθή. 
(Στην περίπτωση συµµετρικών περιπτώσεων (a΄),(b΄) ο κόµβος είναι 
ασταθής και η διάσταση των υποχώρων αντίστροφη). 
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 Μιγαδικές ιδιοτιµές  
 

1. Στις περιπτώσεις (c) , (d) το σηµείο ισορροπίας είναι συνδυασµός των 
περιπτώσεων κόµβου και εστίας. Στον υποχώρο που ορίζεται από τα 
ιδιοδιανύσµατα των συζυγών ιδιοτιµών το σηµείο ισορροπίας 
παρουσιάζει συµπεριφορά ευσταθούς εστίας (ασταθούς στις 
περιπτώσεις (c΄), (d΄)) και στη διεύθυνση που ορίζεται από το 
ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην πραγµατική ιδιοτιµή το σηµείο 
ισορροπίας παρουσιάζει ευστάθεια ίδια µε την ευστάθεια του 
υποχώρου  που αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές . Η περίπτωση c 
(Re(λ12)<λ3<0) παρουσιάζεται στο (i) και η περίπτωση d       
(λ3<Re(λ12)<0)  παρουσιάζεται στο  (ii).   

 

                  

HiL

0
Iml12 0 Rel12

0

l3

0
Iml12

0

HiiL

0
Iml12 0 Rel12

0

l3

0
Iml12

0

 
                             Εικόνα 2 

2. Στην περίπτωση e σηµείο ισορροπίας συµπεριφέρεται σα συνδυασµός 
ευσταθούς εστίας (ασταθούς στην e΄) και σάγµατος. Η συµπεριφορά 
της εστίας παρατηρείται στον υποχώρο που ορίζουν τα ιδιοδιανύσµατα 
των µιγαδικών ιδιοτιµών, ενώ στη διεύθυνση που ορίζεται από το 
ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην πραγµατική ιδιοτιµή το σηµείο 
ισορροπίας παρουσιάζει ευστάθεια αντίθετη από την ευστάθεια του 
υποχώρου  που αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές. Αυτά τα σηµεία 
ισορροπίας αναφέρονται ως σάγµα-εστία (Saddle-focus). To πορτρέτο 
φάσης είναι το παρακάτω. 

 

                  

S a d d l e− f o c u s

0
I m l 1 2 0

R e l 1 2

0

l 3

0
I m l 1 2

 
                                           Εικόνα 3 
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Κεφάλαιο 2   
Εισαγωγή στη θεωρία διακλαδώσεων 
 
Επειδή σε πολλά  φυσικά συστήµατα η τιµή µιας σταθεράς µεταβάλλεται ανάλογα µε 
τις συνθήκες (π.χ. ο ρυθµός γεννήσεων σε ένα πληθυσµό), είναι χρήσιµο να µελετηθεί 
πως µεταβάλλονται τα χαρακτηριστικά των συστηµάτων συναρτήσει της 
παραµέτρου[2],[7]. 
Έστω µια οικογένεια δυναµικών συστηµάτων µε παράµετρο το µ   
 

                                             ( , ), , 1, 2,...,i jx f x i j nµ= =�                                  (1.13) 
 
Και έστω ένα σηµείο ισορροπίας για κάποια τιµή  της παραµέτρου  *

0( , ) 0i jx f x µ= =� . 
 
Παρακάτω θα µελετήσουµε αν διατηρείται το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος και 
σε άλλα µέλη της οικογένειας δυναµικών συστηµάτων (1.13) καθώς µεταβάλλεται η 
τιµή της παραµέτρου µ. 

 Αν το σηµείο ισορροπίας *
0( , ) 0i jf x µ =  είναι υπερβολικό (δηλ. αν όλες οι 

ιδιοτιµές του πίνακα  
*

i

j

f
x x
∂
∂

 έχουν πραγµατικό µέρος διάφορο του µηδενός), 

τότε  το θεώρηµα πεπλεγµένων συναρτήσεων (implicit function theorem) µας 
βεβαιώνει πως το σηµείο ισορροπίας συνεχίζεται µε µοναδικό και συνεχή 
τρόπο και στα υπόλοιπα µέλη της οικογένειας διαφορικών εξισώσεων (1.13). 
Κατά συνέπεια τα υπερβολικά σηµεία ισορροπίας, για συνεχή µεταβολή της 
παραµέτρου διατηρούν την ευστάθεια τους.  

 Αν το σηµείο ισορροπίας είναι µη υπερβολικό µε 0iλ =  (δηλ. Re( ) 0iλ =  και 
Im( ) 0, 1,2,...i i nλ = ∀ = ), τότε δεν συνεχίζεται µε µοναδικό τρόπο και µπορεί 
να εµφανίζεται αλλαγή ευστάθειας και πιθανώς αλλαγή του αριθµού των 
σηµείων ισορροπίας. 

 Αν το σηµείο ισορροπίας είναι µη υπερβολικό µε  Re( ) 0iλ = και Im( ) 0iλ ≠ , 
τότε δεν παρατηρείται αλλαγή του αριθµού των σηµείων ισορροπίας αλλά 
ίσως εµφανιστεί οριακός κύκλος. Οριακός κύκλος είναι µια περιοδική τροχιά 
στην οποία τείνουν να καταλήξουν  τροχιές από την γειτονιά της. Όταν αυτό 
συµβαίνει για  t → +∞  ο οριακός κύκλος είναι ευσταθής, ενώ όταν αυτό 
συµβαίνει για t → −∞  ο οριακός κύκλος είναι ασταθής. 

 
Τα µη υπερβολικά σηµεία ισορροπίας ονοµάζονται σηµεία διακλάδωσης. Στα σηµεία 
διακλάδωσης για µικρές µεταβολές της παραµέτρου µ παρουσιάζονται ουσιώδεις 
µεταβολές των τροχιών στο χώρο καταστάσεων. Η εποπτική αναπαράσταση αυτής 
της ουσιωδώς διαφορετικής τοπολογίας στο χώρο καταστάσεων γίνεται µε τα 
διαγράµµατα διακλάδωσης. 
∆ιάγραµµα διακλάδωσης είναι τα διαγράµµατα πάνω στα οποία εµφανίζονται οι 
µεταβολές στη θέση, στην ευστάθεια και στον αριθµό των σηµείων ισορροπίας 
συναρτήσει της παραµέτρου µ. 
 
Σε όλα τα παρακάτω µ0 είναι η τιµή της παραµέτρου για την οποία παρουσιάζεται 
διακλάδωση. 
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1. ∆ιακλάδωση Σάγµατος -Κόµβου 
 
Σε αυτήν την διακλάδωση για  0µ µ<  δεν υπάρχει κανένα σηµείο ισορροπίας, για 

0µ µ=  εµφανίζεται ένα και για 0µ µ>  παρουσιάζονται δύο, το ένα είναι ευσταθής 
κόµβος και το άλλο  σάγµα. Στο διάγραµµα 1 φαίνεται το διάγραµµα διακλάδωσης 

για την αντιπροσωπευτική οικογένεια  συστηµάτων 
2x x

y y
µ⎧ = −

⎨
= −⎩

�
�

. Η διακλάδωση 

εµφανίζεται στο 0 0µ = . 

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

m

x

 
∆ιάγραµµα I 

 
 
 
 

2. Υποκρίσιµη διακλάδωση ( transcritical ) 
 
Αντιπρόσωπος της  οικογένειας δυναµικών συστηµάτων στα οποία εµφανίζεται  

υποκρίσιµη διακλάδωση είναι το  
2x x x

y y
µ⎧ = −

⎨
= −⎩

�
�

. Η διακλάδωση εµφανίζεται στο 

0 0µ = , για  0µ <  υπάρχουν δύο σηµεία ισορροπίας,  ένα σάγµα και ένας ευσταθής 
κόµβος, για  0µ =  τα δύο σηµεία ταυτίζονται και για  0µ >   εµφανίζονται εκ’ νέου 
δύο σηµεία, ένα σάγµα και ένας ευσταθής κόµβος τα οποία έχουν αλλάξει µεταξύ 
τους την ευστάθειά τους.  
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-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

m

x

 
∆ιάγραµµα II 

 
 

3. ∆ιακλάδωση διχάλας ( pitchfork ) 
 
Χαρακτηριστικός αντιπρόσωπος αυτής της διακλάδωσης είναι το σύστηµα  

3x x x
y y

µ⎧ = −
⎨

= −⎩

�
�

. Για 0µ <  υπάρχει ένα σηµείο ισορροπίας, το οποίο είναι ευσταθής 

κόµβος, για 0µ = εµφανίζεται διακλάδωση και για 0µ >  ο ευσταθής κόµβος 
µετασχηµατίζεται σε σάγµα ενώ παράλληλα εµφανίζονται δύο νέα σηµεία 
ισορροπίας, τα οποία είναι ευσταθείς κόµβοι.    

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

m

x

 
∆ιάγραµµα III 
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4. ∆ιακλάδωση Hopf 
 
Αντιπρόσωπος αυτής της κατηγορίας διακλαδώσεων είναι το σύστηµα 

2 2

2 2

( )

( )

x y x x y

y x y x y

µ

µ

⎧ = − + − −⎪
⎨

= + − −⎪⎩

�

�
. ∆ιακλάδωση έχουµε στο  0µ =  όπου και στο 

γραµµικοποιηµένο σύστηµα υπάρχει κέντρο ( δηλ. Re( ) 0iλ =  και Im( ) 0iλ ≠ ). Για  
0µ <  υπάρχει µια ευσταθής εστία, για 0µ >  η εστία είναι ασταθής, ενώ κατά τη 

µετάβαση από την ευσταθή εστία στην ασταθή µέσω κέντρου, εµφανίζεται οριακός 
κύκλος. Παρακάτω  φαίνεται το φασικό πορτρέτο για τις δύο περιπτώσεις 0µ <  και  

0µ > . 

 

-0.4 -0.2 0.2 0.4

-0.4

-0.2

0.2

0.4

m=−0.1

 
∆ιάγραµµα IV 

Στο παρακάτω διάγραµµα είναι εµφανής ο οριακός κύκλος που δηµιουργείται καθώς 
οι τροχιές συγκλίνουν σε αυτόν.  

-1 -0.5 0.5 1

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1
m=0.31

 
∆ιάγραµµα V 
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Κεφάλαιο 3 
Μη γραµµικά συστήµατα και χάος 
 
3.1 Βασικές έννοιες 
Απεικόνιση Poincare: Ένα βασικό εργαλείο µελέτης των µη γραµµικών 
συστηµάτων είναι η απεικόνιση Poincare. Αν το σύστηµα είναι δύο διαστάσεων 
επιλέγοντας κάποιες αρχικές συνθήκες, είναι εύκολο να αναπαρασταθούν οι τροχιές 
σε ένα χώρο δύο διαστάσεων και εποµένως υπάρχει εποπτική εικόνα της 
συµπεριφοράς του συστήµατος (π.χ. σε ποιες περιοχές είναι περατωµένες οι τροχιές 
του συστήµατος, αν υπάρχουν περιοδικές τροχιές κ.λ.π.). Αν όµως το σύστηµα είναι 
περισσοτέρων διαστάσεων δεν είναι εύκολο µε αυτόν τον τρόπο να αποκτηθεί 
εποπτική εικόνα της συµπεριφοράς του συστήµατος. Για να µειωθεί η 
πολυπλοκότητα στην απεικόνιση του συστήµατος χρησιµοποιείται η τοµή Poincare. 
Η µέθοδος συνίσταται στο να παίρνονται τοµές στο χώρο καταστάσεων, δηλαδή από 
µια τροχιά που εξελίσσεται,  ζωγραφίζονται µόνο εκείνα τα σηµεία της τροχιάς που 
αντιστοιχούν σε τοµή αυτής µε ένα προκαθορισµένο επίπεδο (π.χ. το επίπεδο που 
αντιστοιχεί σε σταθερή τιµή µιας µεταβλητής). Με αυτόν τον τρόπο υποβιβάζεται η 
διάσταση του συστήµατος και ταυτόχρονα είναι εύκολο να ελεγχθούν κάποια 
ποιοτικά χαρακτηριστικά του (π.χ. µια περιοδική τροχιά εµφανίζεται σαν ένα σηµείο 
πάνω στην τοµή ή µια περιοδική τροχιά περιόδου δύο σαν δύο σηµεία κ.λ.π.). 
 
          Μια από τις πιο θεµελιώδεις ιδιότητες των µη γραµµικών συστηµάτων είναι το 
χάος. Στη συνέχεια θα δοθεί ο ορισµός του χάους και θα αναλυθούν κάποια από τα 
εργαλεία µελέτης του. 
Ένα σύστηµα έχει ένα χαοτικό αναλλοίωτο σύνολο [7] όταν το σύστηµα σε αυτό το 
σύνολο έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 
 

1. Έχει πυκνό σύνολο περιοδικών τροχιών. 
2. Είναι τοπολογικά µεταβατικό. 
3. Έχει ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες. 

 
(Σηµ. Η τελευταία ιδιότητα αποδεικνύεται από τις άλλες δύο.) 

 
 Πυκνό σύνολο περιοδικών τροχιών ουσιαστικά σηµαίνει πως οσοδήποτε 
κοντά σε κάθε σηµείο του αναλλοίωτου συνόλου  υπάρχει περιοδική τροχιά. 

 Τοπολογικά µεταβατικό είναι ένα σύνολο όταν µε αρχικές συνθήκες από µια 
περιοχή του χώρου καταστάσεων κάτω από τη δράση της ροής του 
συστήµατος είναι δυνατή η µετάβαση σε οποιαδήποτε άλλη περιοχή του 
χώρου καταστάσεων. 

 Ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες υπάρχει όταν γειτονικές  
αρχικές συνθήκες µετά τη δράση του συστήµατος, αποµακρύνονται τόσο 
ώστε µετά από πεπερασµένο χρόνο να “φαίνονται“ ασυσχέτιστες µεταξύ τους. 
Ουσιαστικά µετά από κάποιο χρόνο υπάρχει αδυναµία πρόβλεψης της 
εξέλιξης µιας τροχιάς αν δεν είναι ορισµένες οι αρχικές συνθήκες µε άπειρη 
ακρίβεια. 

(Σχόλιο. Παρά την αδυναµία πρόβλεψης της εξέλιξης του συστήµατος το 
σύστηµα είναι απόλυτα ντετερµινιστικό. Το χάος δηλαδή δεν σηµαίνει άρση της 
αιτιότητας, γιατί αν οριστούν µε άπειρη ακρίβεια οι αρχικές συνθήκες θα είναι 
απόλυτα γνωστή η εξέλιξη του συστήµατος.) 
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Αποδεικνύεται πως το Bernouli shift έχει τις  παραπάνω ιδιότητες και εµφανίζει χάος. 
Ένα άλλο σύστηµα για να είναι χαοτικό αρκεί να έχει τις παραπάνω ιδιότητες ή αρκεί 
να είναι τοπολογικά συζυγές µε το Bernouli shift. 
 
Επειδή στις περισσότερες περιπτώσεις είναι  πολύ δύσκολο να αποδειχθεί άµεσα πότε  
ένα σύστηµα εµφανίζει χάος, η µελέτη του χάους και των χαρακτηριστικών του 
γίνεται µε άλλες µεθόδους που περιλαµβάνουν κυρίως µεγέθη που παραµένον 
αναλλοίωτα κατά την εξέλιξη του συστήµατος όπως είναι οι εκθέτες Lyapunov, η 
φασµατική ανάλυση, η µορφοκλασµατική διάσταση του παράξενου ή χαοτικού 
ελκυστή, η εντροπία και η πυκνότητα των τροχιών [3].  
Ελκυστής σε ένα δυναµικό σύστηµα είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που 
έλκει τροχιές από τη γειτονιά του. Ελκυστής µπορεί να είναι ένα σηµείο, µια 
περιοδική τροχιά ή ένας παράξενος ελκυστής. 
Παράξενος ελκυστής είναι  µια τροχιά του συστήµατος µε µη ακέραια διάσταση 
πάνω στην οποία τείνουν να πέσουν άλλες τροχιές. Όταν αυτές οι τροχιές 
παρουσιάζουν χάος ο ελκύστης είναι χαοτικός. Ένας ελκυστής χαρακτηρίζεται από 
την ευκλείδεια διάσταση του ευκλείδειου χώρου που περιέχει τον ελκυστή στην  
περίπτωση του συστήµατος που θα µελετήσουµε αυτή είναι 3. 
Ένα χαρακτηριστικό των χαοτικών ελκυστών είναι η αυτό-οµοιότητα, δηλαδή η 
ύπαρξη όµοιων (χωρικά) δοµών σε οποιαδήποτε κλίµακα και αν παρατηρήσουµε τον 
ελκυστή. Για να µελετηθεί η αυτό-οµοιότητα εισάγεται η έννοια της 
µορφοκλασµατικής διάστασης. Η διάσταση αυτή είναι συνεπής µε τη συνήθη έννοια 
της διάστασης, δηλαδή σύνολα σηµείων έχουν  διάσταση 0, γραµµές έχουν διάσταση 
1  κλπ, και επιπλέον για αντικείµενα µε την ιδιότητα της αυτό-οµοιότητας όπως οι 
παράξενοι ελκυστές, η µορφοκλασµατική διάσταση είναι µη ακέραια. Μέτρα της 
µορφοκλασµατικής διάστασης είναι η διάσταση συσχέτισης v (correlation) και η 
διάσταση χωρητικότητας (Box Counting) . 
 
∆ιάσταση χωρητικότητας: Η διάσταση χωρητικότητας είναι ένα µέτρο του πόσο 
“εξαπλωµένο’’ είναι ένα σύνολο σηµείων µέσα στον ευκλείδειο χώρο στον οποίο 
είναι βυθισµένο. Ο υπολογισµός της διάστασης χωρητικότητας γίνεται αν χωριστεί ο 
χώρος σε κουτιά πλευράς l (τετράγωνα αν η διάσταση εµβύθισης είναι 2) και 
αθροιστεί ο αριθµός των κουτιών που  περιέχουν έστω και ένα τµήµα του 
συνόλου[8].  Όταν το µέγεθος των κουτιών τείνει στο 0 τότε η διάσταση 

χωρητικότητας θα είναι / 0
( / )lim ( )

log( / )c l L
logN l LD

L l→= , όπου L είναι το µήκος της 

πλευράς του τετραγώνου και Ν(l/L) είναι τα κουτιά που περιέχουν έστω και ένα 
σηµείο του συνόλου. 
 
∆ιάσταση συσχέτισης: Έχουµε Ν σηµεία ενός ελκυστή [3] (πρέπει το Ν να είναι 
µεγάλο) και ορίζουµε την πιθανότητα ( )i jP x x r− < η οποία είναι η απόσταση δύο 

σηµείων του ελκυστή να είναι µικρότερη από κάποια απόσταση r, όπού x  είναι το 
µήκος κάποιου διανύσµατος x σε κάποια µετρική π.χ. η ευκλείδεια. Αν ιµ  είναι ο 
αριθµός των σηµείων που βρίσκονται µέσα σε σφαίρα µε ακτίνα r και κέντρο xi, τότε 
η µέση τιµή ως προς όλα τα xi  προσεγγίζει την παραπάνω πιθανότητα. Ο νόµος 
κλιµάκωσης είναι ~ rνιµ  όταν 0r → , δηλαδή για µικρές ακτίνες r η πιθανότητα η 
απόσταση δύο σηµείων του ελκυστή να είναι µικρότερη του r αλλάζει ανάλογα µε 
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κάποια δύναµη ν της απόστασης, ( ν : σταθερό ) η οποία εκφράζει το βαθµό αυτό-
οµοιότητας και ονοµάζεται διάσταση συσχέτισης. Αν ο ελκυστής είναι µια γραµµή ή 
ένα επίπεδο, τότε οι τιµές της διάστασης συσχέτισης είναι ν=1ή ν=2 ενώ αν είναι 
παράξενος η διάσταση συσχέτισης είναι µη ακέραια. Ο εκθέτης ν υπολογίζεται από 

τον τύπο log ( )
log

d C r
d r

ν = , όπου το C(r) είναι το άθροισµα συσχέτισης  

1 1

2( ) ( ),
( 1)

N N

i j
i j i

C r r x x
N N = = +

= Θ − −
− ∑ ∑  και Θ(x) η συνάρτηση Heaviside    

0 , 0
( ) .

1 , 0

x
x

x

αν

αν

⎧ <⎪Θ = ⎨
⎪ ≥⎩

 

 
Όπως προαναφέρθηκε βασική ιδιότητα του χάους είναι η ευαίσθητη εξάρτηση από τις 
αρχικές συνθήκες. Αυτό σηµαίνει πως δύο γειτονικές τροχιές αποµακρύνονται µεταξύ 
τους πολύ γρήγορα και µάλιστα εκθετικά. Ο έλεγχος για την ταχύτητα απόκλισης 
γίνεται µέσω των εκθετών Lyapunov. 
 
3.2 Εκθέτες Lyapunov 
Αν έχουµε ένα δυναµικό σύστηµα nRxxfx ∈= ),(� τότε για κάθε σηµείο µιας τροχιάς 
του συστήµατος µπορεί να βρεθεί η εξίσωση µεταβολών του συστήµατος πάνω στον 
εφαπτόµενο χώρο ξξ ⋅= ))(( txDf�   , nR∈ξ . Πάνω σε αυτόν τον εφαπτόµενο χώρο 
ένα τυχαίο διάνυσµα ξi (συνήθως µοναδιαίο) κάτω από τη δράση του συστήµατος 
µεταβολών, οδηγείται στο ξi+1 . Αν lt  είναι το µέτρο του καινούργιου διανύσµατος 

δια το µέτρο του αρχικού 1i
t

i

l ξ
ξ
+= για κάθε χρονική στιγµή, τότε για t →∞  ο εκθέτης 

Lyapunov προκύπτει από το λογάριθµο  lt  για κάθε χρονική στιγµή δια το χρόνο που 

έχει εξελιχθεί η τροχιά 1lim log( )tt
l

t
λ

→∞
=   [14]. 

Οι εκθέτες  Lyapunov είναι τόσοι όση είναι η διάσταση του συστήµατος και αυτό 
γιατί προς κάθε διαφορετική (γραµµικά ανεξάρτητη διεύθυνση) υπάρχει διαφορετική 
ταχύτητα απόκλισης των τροχιών. Παρακάτω γίνεται αναφορά στον αριθµητικό 
υπολογισµό του µέγιστου εκθέτη Lyapunov. 
Ο µέγιστος εκθέτης  Lyapunov [3],[4] υπολογίζεται από το µέσο όρο της εκθετικής 
απόκλισης δύο γειτονικών τροχιών όταν αυτές εξελιχθούν για θεωρητικά άπειρο 
χρόνο. Επειδή οι αρχικά γειτονικές τροχιές (έστω ix  και ix′ )µε την πάροδο του 
χρόνου παύουν να είναι γειτονικές  πρέπει σε κάθε βήµα του υπολογισµού οι τροχιές 
να ξαναγίνονται γειτονικές, άρα σε κάθε βήµα ξαναορίζονται αρχικές συνθήκες µε 
τέτοιο τρόπο ώστε οι καινούργιες  τροχιές να είναι συνέχεια των προηγουµένων. 
Αυτό επιτυγχάνεται µε το να οριστούν έτσι ώστε οι καινούργιες αρχικές συνθήκες να 
βρίσκονται στη διεύθυνση που ορίζεται από το ευθύγραµµο τµήµα µεταξύ των 
περάτων των τροχιών ( tix +  και tix +′ ), όπως φαίνεται στην εικόνα 4. 
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                                                                              Εικόνα 4 

Αν η απόσταση των αρχικών συνθηκών είναι 0iδ  και µετά από χρόνο t η απόσταση 
των τροχιών είναι tiδ  τότε ο µέγιστος εκθέτης Lyapunov είναι  
                                          

                                               
1 0

1 log
N

ti

i iNt
δλ
δ=

= ∑ . 

 
Αποδεικνύεται πως  : 
 

 αν  λ>0 τότε η τροχιά είναι χαοτική  
 αν  λ<0 τότε η τροχιά  είναι τακτική 

 
 
3.3 Φάσµα Fourier 
 
Η ανάλυση Fourier είναι ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο µελέτης συναρτήσεων, 
χρονοσειρών, κυµατοµορφών ή τροχιών ενός δυναµικού συστήµατος. Με την 
ανάλυση Fourier αναλύεται µια χρονοσειρά σε επαλληλία ηµιτονοειδών 
συναρτήσεων. Ο ευθύς µετασχηµατισµός µεταφέρει από το πεδίο του χρόνου στο 
πεδίο των συχνοτήτων και ο αντίστροφος από το πεδίο των συχνοτήτων στο πεδίο 
του χρόνου. Αν  ( )f t  είναι µια συνάρτηση του χρόνου [4] τότε ο ευθύς 

µετασχηµατισµός είναι ( ) ( ) i tF f t e dωω ω
+∞ −

−∞
= ∫  (ΙΑ) όπου το ( )F ω  γενικά είναι 

µιγαδικός, και ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι 1( ) ( )
2

i tf t F e dωω ω
π

+∞

−∞
= ∫  (ΙΒ). 

Η ποσότητα 2( ) ( )P Fω ω=  ονοµάζεται φάσµα ισχύος και δίνει τη συνεισφορά κάθε 
συχνότητας στη συνάρτηση. Αν η ( )f t  είναι πραγµατική τότε ( ) ( )P Pω ω= −  και 

*( ) ( )F Fω ω− = . Επειδή στα πραγµατικά προβλήµατα η συνάρτηση ( )f t  δεν υπάρχει 
σε κλειστή µορφή παρά µόνο οι τιµές της σε διακριτό χρόνο ( )nf f t n≡ ∆ ⋅ , 
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0,1,2,3,... 1n N= − , αντί για τους  µετασχηµατισµούς (ΙΑ , ΙΒ) χρησιµοποιούνται οι 

διακριτοί µετασχηµατισµοί Fourier  
21

0

N i kn

k n
n

F f e
π−
Ν

=

= ∑  και  
21

0

1 N i kn
N

n k
k

f F e
N

π−

=

= ∑ . 

Αν µια τροχιά είναι περιοδική τότε στο φάσµα ισχύος θα εµφανίζεται µια θεµελιώδης  
συχνότητα f0 και ένας πεπερασµένος αριθµός συχνοτήτων ανάλογες µε την 
θεµελιώδη k 0f ~k f  ⋅ . Αν µια τροχιά είναι ηµιπεριοδική τότε θα έχουµε δύο 
θεµελιώδεις (ή περισσότερες) συχνότητες 1f  , 2f  και στο φάσµα θα εµφανίζονται 
κορυφές σε θέσεις που αποτελούν γραµµικό συνδυασµό δύο ή περισσοτέρων 
θεµελιωδών συχνοτήτων 1 2f f fκ λ= ⋅ + ⋅  , ,κ λ∈] . Τέλος αν µια τροχιά είναι 
χαοτική στο φάσµα ισχύος θα εµφανίζονται άπειρες συχνότητες, δηλαδή το φάσµα θα 
είναι συνεχές .  
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Κεφάλαιο 4 
Εισαγωγή στη δυναµική πληθυσµών  
 
Πληθυσµός είναι το σύνολο των ατόµων ενός είδους που διαβιούν σε ένα χώρο για 
ορισµένο χρονικό διάστηµα [5], [6], [9], [10], [12]. 
∆υναµική πληθυσµών είναι ο κλάδος της οικολογίας που µελετά τις µεταβολές των 
πληθυσµών στο χρόνο.  
Στη δυναµική πληθυσµών προσοµοιώνουµε την εξέλιξη των πληθυσµών µε 
µαθηµατικά µοντέλα που σκοπό έχουν να µιµηθούν τη συµπεριφορά των βιολογικών 
συστηµάτων. Υπάρχουν δύο είδη µαθηµατικών µοντέλων για την περιγραφή  ενός 
βιολογικού συστήµατος: 
 

 Συστήµατα διαφορικών εξισώσεων όταν οι µεταβολές είναι συνεχείς. 
 Συστήµατα εξισώσεων διαφορών όταν το φαινόµενο µεταβάλλεται ασυνεχώς. 

 
Παρότι στη δυναµική πληθυσµών  οι µεταβολές είναι ασυνεχείς (γεννιέται και 
πεθαίνει ακέραιος  αριθµός ατόµων), εφόσον οι πληθυσµοί και ο ρυθµός των 
γεννήσεων και των θανάτων είναι πολύ µεγάλοι θα θεωρήσουµε συνεχείς µεταβολές. 
Θα  ασχοληθούµε λοιπόν µε συστήµατα διαφορικών εξισώσεων. 

Οι διαφορικές εξισώσεις είναι πρώτης τάξης της µορφής ( )i
i

dx f x
dt

= , όπου ix  είναι ο 

πληθυσµός  ενός είδους και  f  είναι η συνάρτηση µέσω της οποίας µεταβάλλεται ο 
πληθυσµός του είδους. Στην f ενσωµατώνονται οι φυσικές ιδιότητες του είδους, οι 
αλληλεπιδράσεις του µε το περιβάλλον και µε άλλα είδη που διαβιούν στον ίδιο 
χώρο. 
Στη συνέχεια θα δούµε µερικά πληθυσµιακά µοντέλα ξεκινώντας από τα πιο απλά, 
στα οποία δεν υπάρχουν περιορισµοί  και θα συνεχίσουµε µε µοντέλα ενδοειδικού και 
διαειδικού ανταγωνισµού.  
  

I. Μοντέλο γεννήσεων- θανάτων  
 

Σε αυτό το µοντέλο ο ρυθµός  µεταβολής του πληθυσµού δεν έχει φυσικούς 
περιορισµούς (π.χ. έλλειψη αποθεµάτων τροφής). Συνεπώς αν στη µονάδα του 
χρόνου, από κάθε άτοµο του πληθυσµού γεννιούνται b απόγονοι και για κάθε άτοµο 
του πληθυσµού συµβαίνουν d  θάνατοι, τότε ο ρυθµός µεταβολής του πληθυσµού θα 
δίνεται από τον τύπο    

                                       dx bx dx
dt

= −                    b >0  και  d >0                    (2.1α) 

όπου bx  οι συνολικές γεννήσεις (είσοδος στον πληθυσµό) και dx  οι συνολικοί 
θάνατοι (απόσυρση από τον πληθυσµό). Η εξίσωση (2.1α) µπορεί να γραφτεί και στη 

µορφή ( )dx b d x
dt

= −  και αν τεθεί  r b d= −  τελικά προκύπτει   

                                                             dx rx
dt

=                                                 ( 2.1 )  

Η λύση της  (2.1) είναι η 0
rtx x e= . Αν b d>  ο πληθυσµός  συνεχώς αυξάνεται, 

ενώ αν b d< ο πληθυσµός θα εξαφανισθεί. 
Παρότι το µοντέλο δεν είναι ρεαλιστικό είναι το πρώτο βήµα από το οποίο 
προκύπτουν πολλά άλλα πολύ πιο σύνθετα. 
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II. Μοντέλο ενδοειδικού ανταγωνισµού 
 
Σε αυτό το µοντέλο υπάρχουν περιορισµένα αποθέµατα τροφής, εποµένως αύξηση 
του πληθυσµού οδηγεί σε µείωση της πιθανότητας επιβίωσης. Κατά συνέπεια η 
σταθερά d  πρέπει να εξαρτάται από τον υπάρχοντα πληθυσµό x  και µάλιστα 
γραµµικά, δηλαδή όσο αυξάνει ο πληθυσµός  αυξάνει το d  εποµένως d ax= . Άρα το 
µοντέλο γίνεται 

                                   dx bx ax x
dt

= − ⋅            ή           ( )dx x b ax
dt

= −                 (2.2) 

 
III. Μοντέλο διαειδικού ανταγωνισµού 
 
Σε αυτό το µοντέλο τα περιορισµένα αποθέµατα τροφής τα µοιράζονται δύο είδη. 
Εποµένως η πιθανότητα επιβίωσης µειώνεται και εξαιτίας της αύξησης του 
πληθυσµού του δεύτερου  είδους, ισχύει 1 2d ax cx= + . Οπότε το µοντέλο θα είναι  

                                                    

1
1 1 1 1 1 1 1 2

2
2 2 2 2 2 2 2 1

dx b x a x x c x x
dt
dx b x a x x c x x
dt

⎧ = − −⎪⎪
⎨
⎪ = − −
⎪⎩

                           
(2.3 )

(2.3 )

a

β
 

 
IV. Μοντέλο θηρευτή – θηράµατος  
 
Εκτός του έµµεσου ανταγωνισµού (ταυτόχρονη διεκδίκηση κοινών αποθεµάτων 
τροφής) υπάρχει και ο άµεσος  ανταγωνισµός. Αυτό συµβαίνει όταν το ένα είδος 
αποτελεί τροφή για το άλλο. 
Έστω x ο θηρευτής και  y το θήραµα. Για την κατασκευή του µοντέλου υποθέτουµε 
πως απουσιάζει ο µηχανισµός  θήρευσης και ο µηχανισµός θανάτου για το θήραµα,  

τότε ο πληθυσµός  του θηράµατος θα ελεγχόταν από την εξίσωση dy ay
dt

=  και ο 

πληθυσµός του θηρευτή (µόνη πηγή τροφής είναι το θήραµα) θα δινόταν από την 
dx bx
dt

= − , δηλαδή θα αυξανόταν ο πληθυσµός του µη θηρευόµενου είδους και θα 

µειωνόταν ο πληθυσµός του µη θηρεύοντος. 
Αν εισαχθεί στο σύστηµα και η θήρευση τότε ο πληθυσµός του θηράµατος θα 
µειώνεται ανάλογα µε τον πληθυσµό του  θηρευτή και ο πληθυσµός του θηρευτή θα 
αυξάνεται ανάλογα µε τον πληθυσµό του θηράµατος, εποµένως το µοντέλο θα γίνει 
                              

                                                    

dy ay pxy
dt
dx bx qxy
dt

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ = − +
⎪⎩

                                           (2.4) 

 
Αυτές οι εξισώσεις είναι γνωστές ως εξισώσεις  Lotcka-Volterra. 
(Σηµ. Σε όλα τα προηγούµενα οι τιµές των παραµέτρων εκφράζουν την ικανότητα 
του είδους για επιβίωση και τον τρόπο αλληλεξάρτησής του από το περιβάλλον.)  
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B ΜΕΡΟΣ  : Συστήµατα  Lotcka - Volterra 
 
Στην παρούσα εργασία θα µελετήσουµε συστήµατα της µορφής   

3

1
(1 )t i i ij j

j
N N a N

=

∂ = −∑  τα οποία ανήκουν στην κατηγορία  Volterra [15],[10],[12]. 

Επιλέγοντας τιµές για τις παραµέτρους του πίνακα ija  και διατηρώντας ως παράµετρο 

µία από αυτές παίρνουµε τον πίνακα 
0.5 0.5 0.1

( ) 0.5 0.1 0.1
0.1 0.1

ija µ

µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Εποµένως το 

δυναµικό σύστηµα που έχουµε να µελετήσουµε είναι το : 
     

                                

(0.5(1 ) 0.5(1 ) 0.1(1 ))

( 0.5(1 ) 0.1(1 ) 0.1(1 ))

( (1 ) 0.1(1 ) 0.1(1 ))

x x x y z
t
y y x y z
t
z z x y z
t

µ

∂⎧ ⎫= − + − + −⎪ ⎪∂⎪ ⎪
∂⎪ ⎪= − − − − + −⎨ ⎬∂⎪ ⎪
∂⎪ ⎪= − + − + −⎪ ⎪∂⎩ ⎭

                    (2.5) 

 
Η φυσική σηµασία του συστήµατος φαίνεται όταν το γράψουµε στη µορφή  : 
 

                               

1.1 0.5 0.5 0.1

0.5 0.5 0.1 0.1

( 0.2) 0.1 0.1

dx x xx xy xz
dt
dy y yx yy yz
dt
dz z zx yz zz
dt

µ µ

⎧ ⎫= − − −⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − + + −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪= + − − −⎪ ⎪⎩ ⎭

                             (2.6) 

 
Από τη µορφή του συστήµατος (2.6) διαπιστώνουµε πως το πρώτο είδος  ( x ) 
υπόκειται στους περιορισµούς του ενδοειδικού, ενώ ταυτόχρονα αποτελεί θήραµα για 
το δεύτερο είδος ( y ). Το είδος y εκτός του ότι θηρεύει το είδος x και ότι η 
αλληλεπίδρασή του µε µέλη του είδους του αυξάνουν τις πιθανότητες επιβίωσης (π.χ. 
αγελαίο είδος) υπόκειται και σε διαειδικό ανταγωνισµό µε το τρίτο είδος  ( z ). Ενώ το  
z για 0µ <  είναι θηρευτής του x και για 0µ >  διαειδικός ανταγωνιστής του 
(διεκδίκηση κοινών αποθεµάτων τροφής). 
 
 
1. Σηµεία Ισορροπίας –Ιδιοτιµές –∆ιακλαδώσεις 
  
Στο σύστηµα ( 2.5 ) υπάρχουν τα εξής σηµεία ισορροπίας  Α1(0,0,0), Β2 ( 0 , 5 , 0 ), 

Γ3( 0.7 , 1.5 , 0 ),        ∆4( 2.2 , 0 , 0 ),        Ε5 0.09 0.1 0. 0.6( , 0 , )
0.05 0.1 0.05 0.1

µ µ
µ µ

− −
− −

, 

Ζ6
0.0015 0.009 0.0025 0.015 0.005 0.03( 0.7 , 1.5 , )
0.005 0.03 0.005 0.03 0.005 0.03

µ µ µ
µ µ µ

+ + +
+ − −

+ + +
,       Η7(0,3.5+5µ,- 

1.5+5µ)   και    Θ8  ( 0 , 0 , 2+10µ). 
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1. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας  (0,0,0)  έχει και τις 
τρεις ιδιοτιµές πραγµατικές  

 

                                                 
1

2

3

1.1
0.5

0.2

λ
λ
λ µ

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = +⎩

  

 
Το σηµείο είναι σάγµα. Για 0.2µ < −  έχει ένα µονοδιάστατο ευσταθή 
υποχώρο που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή και ένα δισδιάστατο ασταθή 
που αντιστοιχεί στις θετικές ιδιοτιµές. Για την τιµή 0.2µ = −  το σηµείο είναι 
µη υπερβολικό, και για 0.2µ >  ο ευσταθής  υποχώρος γίνεται δισδιάστατος 
και ο ασταθής µονοδιάστατος. 
Στην τιµή  0.2µ = −  παρατηρείται η διακλάδωση (I) του ( 0,0,0 ) µε το ( 0 ,0, 
2+10µ). 
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                                                                ∆ιάγραµµα VI                                              volt_i1.nb 

(Σηµ. Στα διαγράµµατα των ιδιοτιµών το κόκκινο χρώµα αντιστοιχεί στις 
πραγµατικές ιδιοτιµές, το µπλε στο πραγµατικό µέρος των µιγαδικών 
ιδιοτιµών και το πράσινο στο φανταστικό µέρος. Στο διάγραµµα της 
ευστάθειας του σηµείου η τιµή -1 αντιστοιχεί σε ασταθές σηµείο και η τιµή 
+1 σε ευσταθές.) 

 
2. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας ( 0 , 5 , 0 ) είναι 

σάγµα µε τρεις  πραγµατικές  ιδιοτιµές   
          

                                        
1

2

3

1.4
0.5

0.3

λ
λ
λ µ

= −⎧
⎪ =⎨
⎪ = − +⎩
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Για 0.3µ <  το σηµείο έχει ένα δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο που αντιστοιχεί 
στις αρνητικές ιδιοτιµές και ένα µονοδιάστατο ασταθή που αντιστοιχεί στην 
θετική ιδιοτιµή. Για  0.3µ =  το σηµείο είναι µη υπερβολικό, ενώ για 0.3µ >  
ο ευσταθής υποχώρος γίνεται µονοδιάστατος και ο ασταθής δισδιάστατος. 
Στην τιµή  0.3µ =  παρατηρείται η διακλάδωση (ΙΙΙ) του ( 0,5,0 ) µε το ( 0, 
3.5+5µ , -1.5+5µ ) 
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                                                                       ∆ιάγραµµα VII                                       volt_i2.nb 

 
 
 

3. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας ( 0.7 , 1.5 , 0 ) έχει 
δύο συζυγείς µιγαδικές  ιδιοτιµές και µια πραγµατική.   

 

                                
1

2

3

0.05 0.3
0.1 0.447214
0.1 0.447214

i
i

λ µ
λ
λ

= +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − +⎩

 

 
Για 1/ 6µ < −  το σηµείο έχει ένα ευσταθές επίπεδο που αντιστοιχεί στις 
µιγαδικές ιδιοτιµές και ένα ευσταθή µονοδιάστατο υποχώρο που αντιστοιχεί 
στην πραγµατική ιδιοτιµή. Στην τιµή 1/ 6µ = −  το σηµείο είναι µη 
υπερβολικό και διακλαδώνεται στη διακλάδωση (VII) (βλέπε παρακάτω). Για 

1/ 6µ > −  ο ευσταθής µονοδιάστατος υποχώρος που αντιστοιχεί στην 
πραγµατική ιδιοτιµή γίνεται ασταθής, οπότε το σηµείο γίνεται σάγµα– εστία. 
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8 ΣΗΜΕΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ H0.7,1.5,0L <
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4. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας ( 2.2 , 0 , 0 ) έχει 
πραγµατικές  ιδιοτιµές    

 
 

                    
1

2
2

2
3

0.6

0.5( 0.9 1.2 1.2 1.17361 2.16667 )

0.5( 0.9 1.2 1.2 1.17361 2.16667 )

λ

λ µ µ µ

λ µ µ µ

=⎧
⎪⎪ = − − − − +⎨
⎪

= − − + − +⎪⎩

 

 
  
 
 
Για 1/ 6µ <  το σηµείο είναι σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή υποχώρο που 
αντιστοιχεί στις θετικές ιδιοτιµές και µονοδιάστατο ευσταθή που αντιστοιχεί 
στην αρνητική ιδιοτιµή. Όταν 1/ 6µ =  το σηµείο είναι µη υπερβολικό, ενώ 
για 1/ 6µ >  ο ασταθής υποχώρος γίνεται µονοδιάστατος και ο ευσταθής 
δισδιάστατος. Στην τιµή 1/ 6µ =  παρατηρείται η διακλάδωση (ΙΙ) του 

(2.2,0,0)  µε το ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 ). 
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8 ΣΗΜΕΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ H2.2,0,0L <
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5. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας  0.09 0.1( ,0,
0.05 0.1

µ
µ

−
−

   

0. 0.6 )
0.05 0.1

µ
µ

−
−

  έχει  ιδιοτιµές : 

        

1

2 3

2

2

2 3

2

3

0.1 0.6
0.5

0.1225 0.43 2.55 2.4(0.25 0.5 )
0.250.275 0.55

0.5 0.5

0.1225 0.43 2.55 2.4(0.25 0.5 )
0.250.275 0.55

0.5 0.5

µλ
µ

µ µ µµ
µ µµλ

µ µ

µ µ µµ
µ µµλ

µ µ

⎧ − −
=⎪ − +⎪

⎪ + − +⎪ −
− +−⎪ = +⎨ − + − +⎪

⎪ + − +⎪ −
− +⎪ −

= −⎪ − + − +⎩

 

 
Για την τιµή 1/ 6µ = −  και 0.9µ =  το σηµείο είναι µη υπερβολικό. Για 

1/ 6µ = −  παρατηρείται η διακλάδωση (VIΙ), και για 0.9µ =  παρατηρείται η 

διακλάδωση (V) όπου το ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 ) διακλαδώνεται µε το 

(0 , 0 , 2+10µ). 
a. Για  ( , 1/ 6)µ ∈ −∞ − το σηµείο έχει ένα ευσταθές επίπεδο που αντιστοιχεί 

στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται συµπεριφορά 
εστίας) και έναν ευσταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στην πραγµατική 
ιδιοτιµή, έτσι ώστε όλος ο χώρος είναι ευσταθής. 

b. Για  ( 1/ 6, 0.144408)µ ∈ − −  το σηµείο έχει ένα ευσταθές επίπεδο που 
αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται 
συµπεριφορά εστίας) και έναν ασταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στην 
θετική πραγµατική ιδιοτιµή, άρα το σηµείο είναι σάγµα-εστία. 
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c. Στο 0.144408µ = −  το σηµείο µετατρέπεται σε σάγµα (το 0.144408µ = −  
δεν είναι σηµείο διακλάδωσης) και παραµένει σάγµα έως την τιµή 

1/ 6µ =   µε µονοδιάστατο ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή  υποχώρο. 
d. Για  (1/ 6,0.5)µ ∈  το σηµείο είναι σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή και 

µονοδιάστατο ευσταθή  υποχώρο. 
e. Για την τιµή 0.5µ =  το σηµείο τείνει στο άπειρο. 
f. Καθώς προσεγγίζεται η τιµή 0.5µ =  από αριστερά (όλες οι ιδιοτιµές είναι 

πραγµατικές) οι ιδιοτιµές  λ1 και λ3 απειρίζονται θετικά και η ιδιοτιµή λ2 
αρνητικά και καθώς προσεγγίζεται η τιµή 0.5µ =  από δεξιά η ιδιοτιµή λ1 

απειρίζεται αρνητικά (οι λ2 και λ3 πλέον είναι µιγαδικές). 
g. Για (0.5,0.706908)µ∈  το σηµείο έχει ένα ευσταθές επίπεδο που 

αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται 
συµπεριφορά εστίας) και έναν ευσταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στην 
αρνητική πραγµατική ιδιοτιµή, έτσι ώστε όλος ο χώρος είναι ευσταθής. 

h. Στο 0.706908µ =  το σηµείο µετατρέπεται σε ευσταθή κόµβο (το 
0.706908µ =  δεν είναι σηµείο διακλάδωσης) και παραµένει ευσταθής 

κόµβος έως την τιµή 0.9µ = . 
i. Για  (0.9, )µ∈ +∞  το σηµείο είναι σάγµα µε µονοδιάστατο ασταθή και 

δισδιάστατο ευσταθή  υποχώρο. 
 

9 ΣΗΜΕΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ H 0.09− 0.1mcccccccccccccccccccccccccccccc0.05− 0.1m ,0,
0.1−0.6mcccccccccccccccccccccccccccccc0.05− 0.1m L =
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6. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας         
  

0.0015 0.009 0.0025 0.015 0.005 0.03( 0.7 , 1.5 , )
0.005 0.03 0.005 0.03 0.005 0.03

µ µ µ
µ µ µ

+ + +
+ − −

+ + +
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που για 1/ 6µ ≠ −  είναι το  ( 1 , 1 , 1 ) έχει ιδιοτιµές που η µορφή τους  
απεικονίζεται   στο ∆ιάγραµµα XI  

 
 

8 ΣHΜEΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ H1,1,1L <
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Για τις τιµές µ=0.9545454 και 1/ 6µ = −  το σηµείο είναι µη υπερβολικό. Για 

1/ 6µ = −  παρατηρείται η διακλάδωση (VIΙ), και για µ=0.9545454  έχουµε 
διακλάδωση Hopf. Από τα διαγράµµατα των ιδιοτιµών προκύπτει πως το 
σηµείο είναι : 
a. Για ( , 1/ 6)µ ∈ −∞ −  το σηµείο έχει ένα ευσταθές επίπεδο που αντιστοιχεί 

στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται συµπεριφορά 
εστίας) και έναν ασταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στη θετική πραγµατική 
ιδιοτιµή, άρα το σηµείο είναι σάγµα-εστία. 

b. Για ( 1/ 6,0.954)µ∈ − το σηµείο έχει ένα ευσταθές επίπεδο που αντιστοιχεί 
στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται συµπεριφορά 
εστίας) και έναν ευσταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στην αρνητική 
πραγµατική ιδιοτιµή, έτσι ώστε όλος ο χώρος είναι ευσταθής. 

c. Για (0.954, )µ∈ +∞  το σηµείο έχει ένα ασταθές επίπεδο που αντιστοιχεί 
στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται συµπεριφορά 
ασταθούς εστίας) και έναν ευσταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στην 
πραγµατική ιδιοτιµή, άρα το σηµείο είναι σάγµα-εστία. 

 
7. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας (0 ,3.5+5µ, -1.5+5µ)  

έχει ιδιοτιµές  που δίνονται από τις σχέσεις  
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1

2

3

0.25 0.707107 ( 0.153553 )(0.553553 )

0.25 0.707107 ( 0.153553 )(0.553553 )
0.5 3

λ µ µ

λ µ µ
λ µ

⎧ = − − + +
⎪⎪ = + − + +⎨
⎪ = − −⎪⎩

 

 
 

Για τις τιµές 1/ 6µ = −  , 0.7µ = − και 0.3µ =  το σηµείο είναι µη υπερβολικό. 
Για 1/ 6µ = −  παρατηρείται η διακλάδωση (VIΙ), για 0.7µ = −  τα σηµεία  
(0,0,2+10µ) και ( 0, 3.5+5µ, -1.5+5µ ) διακλαδώνονται στη διακλάδωση (IV) 
και για 0.3µ =  τα σηµεία ( 0, 3.5+5µ , -1.5+5µ ) και ( 0 , 5 ,0 )   
διακλαδώνονται στην διακλάδωση (III). 
 
 
 
Το σηµείο είναι : 
 

a. σάγµα για ( , 0.7)µ ∈ −∞ −  µε µονοδιάστατο ευσταθή υποχώρο που 
αντιστοιχεί στην αρνητική πραγµατική ιδιοτιµή και δισδιάστατο  
ασταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στις θετικές πραγµατικές ιδιοτιµές. 

b. ασταθής κόµβος για ( 0.7, 0.55)µ ∈ − − ,όλες οι ιδιοτιµές είναι 
πραγµατικές και θετικές.  

c. Για ( 0.55, 1/ 6)µ ∈ − −  το σηµείο έχει ένα ασταθές επίπεδο που 
αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται 
συµπεριφορά ασταθούς εστίας) και έναν ασταθή υποχώρο που 
αντιστοιχεί στην πραγµατική ιδιοτιµή, άρα όλος ο χώρος είναι 
ασταθής. 

d. Για ( 1/ 6,0.153)µ∈ −  το σηµείο έχει ένα ασταθές επίπεδο που 
αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές (πάνω στο επίπεδο παρατηρείται 
συµπεριφορά ασταθούς εστίας) και έναν ευσταθή υποχώρο που 
αντιστοιχεί στην αρνητική πραγµατική ιδιοτιµή, άρα το σηµείο είναι 
σάγµα-εστία. 

e.  Το µ=0.153 δεν είναι σηµείο διακλάδωσης. 
f. Για (0.153,0.3)µ∈  το σηµείο είναι σάγµα µε µονοδιάστατο ευσταθή 

υποχώρο που αντιστοιχεί στην αρνητική πραγµατική ιδιοτιµή και έναν 
δισδιάστατο ασταθή υποχώρο που αντιστοιχεί στις θετικές 
πραγµατικές ιδιοτιµές. 

g. Για (0.3, )µ∈ +∞  το σηµείο είναι σάγµα µε δισδιάστατο  ευσταθή 
υποχώρο και µονοδιάστατο ασταθή. 
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8 ΣΗΜΕΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ H0,3.5+5m,−1.5+5mL <
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8. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα για το σηµείο ισορροπίας  ( 0 , 0 , 2+10µ)  
έχει ιδιοτιµές  που δίνονται από τις  σχέσεις      

        
1

2

3

0.7
0.9

0.2

λ µ
λ µ
λ µ

= − −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = − −⎩

 

 
Για τις τιµές 0.7µ = −  , 0.2µ = −  και 0.9µ =  το σηµείο είναι µη υπερβολικό. 
Για 0.7µ = −  τα σηµεία  ( 0 , 0 , 2+10µ ) και ( 0, 3.5+5µ, -1.5+5µ ) 
διακλαδώνονται στη διακλάδωση (IV), για 0.2µ = −  παρατηρείται η 
διακλάδωση (I) του ( 0,0,0 ) µε το ( 0 ,0, 2+10µ ), και για 0.9µ =  

παρατηρείται η διακλάδωση (V), όπου το ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 ) 

διακλαδώνεται µε το ( 0 , 0 , 2+10µ ). 
 

a. Για ( , 0.7)µ ∈ −∞ −  το σηµείο είναι ασταθής κόµβος . 
b. Για ( 0.7, 0.2)µ ∈ − −  το σηµείο είναι σάγµα µε µονοδιάστατο ευσταθή 

υποχώρο και δισδιάστατο  ασταθή. 
c. Για ( 0.2,0.9)µ∈ −  το σηµείο είναι σάγµα µε δισδιάστατο ευσταθή 

υποχώρο και µονοδιάστατο ασταθή. 
d. Για (0.9, )µ∈ ∞  το σηµείο είναι ευσταθής κόµβος. 
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8 ΣΗΜΕΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ H 0,0,2+10µ L <

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5
2

µ

λ3

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

µ

ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5
2

µ

λ1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5
2

µ

λ2

 
                                                                       ∆ιάγραµµα XIII                                        volt_i8.nb 

Στη συνέχεια συγκεντρώνονται όλα τα αποτελέσµατα στο διάγραµµα XIV (που 
παρήχθησαν µε το πρόγραµµα voltisoropia_ola_22new.nb).  
Στον κατακόρυφο άξονα αντιστοιχεί ο αύξοντας αριθµός του σηµείου και στον 
οριζόντιο η τιµή της παραµέτρου µ. Το κόκκινο σηµαίνει ασταθές σηµείο και το µπλε 
ευσταθές. Το µέγεθος αντιστοιχεί στο είδος του σηµείου Σάγµα:το µικρό, “Εστία”:το 
µεσαίο, Κόµβος:τo µεγάλο. Όταν το σηµείο είναι Σάγµα-Εστία αυτό απεικονίζεται µε 
δύο χρώµατα  
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∆ιάγραµµα XIV 
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Στο διάγραµµα φαίνεται πως τρία σηµεία είναι συνεχώς σάγµατα το Α1(0,0,0) το Β2 ( 
0 , 5 , 0 ) και το ∆4( 2.2 , 0 ,0 ) τα οποία είναι συνεχώς ακίνητα. Επίσης παρατηρούµε 
ότι  για 0.954µ >  υπάρχει µόνο ένα ευσταθές σηµείο ισορροπίας το ( 0 , 0 , 2+10µ). 
 
2. ∆ιακλαδώσεις 
 

I. Για  0.2µ = −  τα σηµεία  (0,0,0) και (0 ,0, 2+10µ)  συναντιούνται και 
διακλαδώνονται. Για 0.2µ < −  το σηµείο (0,0,0) είναι σάγµα µε 
µονοδιάστατο ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο, και το σηµείο  
(0 ,0, 2+10µ ) είναι σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο 
ευσταθή υποχώρο. Για 0.2µ > −  τα σηµεία εξακολουθούν να είναι 
σάγµατα, αλλά το (0,0,0) έχει δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο 
ευσταθή υποχώρους, και το σηµείο (0 ,0, 2+10µ) έχει µονοδιάστατο 
ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο.  

II. Για  1/ 6µ =  τα σηµεία  ( 2.2,0,0 ) και ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 )  

συναντιούνται και διακλαδώνονται. Για 1/ 6µ <  το σηµείο ( 2.2,0,0) είναι 
σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο ευσταθή υποχώρο ,και το 

σηµείο ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 ) είναι σάγµα µε µονοδιάστατο 

ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο. Για 1/ 6µ >  τα σηµεία 
εξακολουθούν να είναι σάγµατα, αλλά το  ( 2.2,0,0 ) έχει µονοδιάστατο 

ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο, και το σηµείο     ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 

,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 ) έχει δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο ευσταθή 

υποχώρο.  
III. Για  0.3µ =  τα σηµεία  ( 0, 3.5+5µ , -1.5+5µ ) και ( 0 , 5 ,0 )  

συναντιούνται και διακλαδώνονται. Για 0.3µ <  το σηµείο ( 0 , 3.5+5µ , -
1.5+5µ ) είναι σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο ευσταθή 
υποχώρο, και το σηµείο ( 0 ,5 ,0 ) είναι σάγµα µε µονοδιάστατο ασταθή 
και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο. Για 0.3µ >  τα σηµεία εξακολουθούν 
να είναι σάγµατα, αλλά το  ( 0 , 3.5+5µ , -1.5+5µ ) έχει µονοδιάστατο 
ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο, και το σηµείο ( 0 ,5 ,0 ) έχει 
δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο ευσταθή υποχώρο.  

IV. Για  0.7µ = − τα σηµεία  ( 0 , 0 , 2+10µ ) και ( 0, 3.5+5µ , -1.5+5µ ) 
συναντιούνται και διακλαδώνονται. Για 0.7µ < −  το  σηµείο ( 0 , 0 , 
2+10µ ) είναι ασταθής κόµβος, το  σηµείο ( 0, 3.5+5µ , -1.5+5µ ) είναι 
σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο ευσταθή υποχώρο. Για 

0.7µ > − , το  σηµείο ( 0, 3.5+5µ , -1.5+5µ ) παραµένει σάγµα και το ( 0 , 
0 , 2+10µ ) γίνεται σάγµα µε δισδιάστατο ασταθή και µονοδιάστατο 
ευσταθή υποχώρο. Εποµένως η διακλάδωση είναι υποκρίσιµη. 
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V. Για  0.9µ =  το  σηµείο ( 0 , 0 , 2+10µ ) και το ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 

, 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 )  συναντιούνται και διακλαδώνονται. Για 0.9µ <  το σηµείο 

( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

 )  είναι ευσταθής κόµβος και το σηµείο 

(0,0,2+10µ) είναι σάγµα µε µονοδιάστατο ασταθή και δισδιάστατο 

ευσταθή υποχώρο. Για 0.9µ >  το  σηµείο ( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0 , 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

) 

γίνεται σάγµα µε µονοδιάστατο ασταθή και δισδιάστατο ευσταθή υποχώρο 
και το σηµείο (0 , 0 , 2+10µ) γίνεται ευσταθής κόµβος. Εποµένως η 
διακλάδωση είναι υποκρίσιµη.  

VI. Το σηµείο  (1,1,1)* γύρω από το µ=0.9545454 είναι σάγµα-εστία, έχει 
έναν ασταθή υποχώρο, και ένα επίπεδο που αντιστοιχεί στις µιγαδικές 
ιδιοτιµές, πάνω στο οποίο το σηµείο συµπεριφέρεται σαν ευσταθή εστία 
για µ<0.9545454 και σαν ασταθή εστία για µ>0.9545454 άρα σε αυτό το  
επίπεδο  (επειδή αναφερόµαστε στο γραµµικοποιηµένο σύστηµα καθώς 
αλλάζει το µ το επίπεδο αλλάζει κλίση ) περνάει από ευσταθή εστία σε 
ασταθή εστία µέσω κέντρου, ενώ παράλληλα δηµιουργείται ένας ευσταθής 
οριακός κύκλος**.  Εποµένως έχουµε διακλάδωση Hopf .     

   
(*  στην πραγµατικότητα το σηµείο  ( 1 , 1 , 1 )  είναι το  
 

0.0015 0.009 0.0025 0.015 0.005 0.03( 0.7 , 1.5 , )
0.005 0.03 0.005 0.03 0.005 0.03

µ µ µ
µ µ µ

+ + +
+ − −

+ + +
  

που για  1/ 6µ ≠ −   γίνεται το  ( 1 , 1 , 1 )  ) 
(** Ο οριακός κύκλος και η λεκάνη έλξης του υπολογίζονται παρακάτω.) 
 

VII. Για την τιµή  1/ 6µ = −   τα σηµεία  ισορροπίας   ( 0.7 , 1.5 , 0 ) ,  

( 0.09 - 0.1
0.05 - 0.1

µ
µ

 ,0, 0.1 0.6
0.05 0.1

µ
µ

−
−

) ,  (0, 3.5+5µ , -1.5+5µ) και , 

0.0015 0.009 0.0025 0.015 0.005 0.03( 0.7 , 1.5 , )
0.005 0.03 0.005 0.03 0.005 0.03

µ µ µ
µ µ µ

+ + +
+ − −

+ + +
  

γίνονται µη υπερβολικά .  
Για  1/ 6µ = −  τα τρία πρώτα γίνονται   
      

(0.7,1.5,0)
(1.6,0,3)
(0,8 / 3, 4 / 3)

⎧
⎪
⎨
⎪ −⎩

     ( Α1 ) 

 
ενώ το τέταρτο  γίνεται (0.7 0.3 ,1.5 0.5 , )z z z+ −  (Α2 ). 
Στο διάγραµµα XV φαίνεται η θέση των παραπάνω σηµείων  καθώς και η 
ευθεία Α2 από την οποία διέρχονται για µ=-1/6. 
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∆ιάγραµµα XV 

Ουσιαστικά το τέταρτο σηµείο για  1/ 6µ = −  µετατράπηκε σε µια απειρία 
σηµείων, τα οποία  διέρχονται από την ευθεία  (Α2),  οι συντεταγµένες των 
σηµείων  (Α1)  ικανοποιούν  την  (Α2) πράγµα που σηµαίνει  πως αυτά τα 
τέσσερα σηµεία διακλαδώνονται “µε αυτόν τον ιδιότυπο τρόπο’’. Έτσι για 

1/ 6µ < −   το σηµείο (0.7,1.5,0)  πάνω στο επίπεδο, που αντιστοιχούν οι 
µιγαδικές ιδιοτιµές, εµφανίζεται µε συµπεριφορά ευσταθούς εστίας και στην 
διεύθυνση που αντιστοιχεί στην πραγµατική ιδιοτιµή έχει έναν ευσταθή 
υπόχωρο, το σηµείο (1.6,0,3)  είναι σάγµα-εστία, το σηµείο (0,8 / 3, 4 / 3)−  
πάνω στο επίπεδο που αντιστοιχούν οι µιγαδικές ιδιοτιµές εµφανίζεται µε 
συµπεριφορά ασταθούς εστίας και στη διεύθυνση που αντιστοιχεί στην 
πραγµατική ιδιοτιµή έχει έναν ασταθή υπόχωρο και το σηµείο 
(0.7 0.3 ,1.5 0.5 , )z z z+ −   είναι  σάγµα-εστία.  Για  1/ 6µ > −  σε όλα τα 
σηµεία αλλάζει η ευστάθεια του µονοδιάστατου υποχώρου από ευσταθή σε 
ασταθή (ή από ασταθή σε ευσταθή),  ενώ παραµένει ανέπαφο το επίπεδο 
που αντιστοιχεί στις µιγαδικές ιδιοτιµές . 
 
 
 

3. ∆υναµική Μελέτη – Εµφάνιση Χαοτικής συµπεριφοράς 
 
Θεώρηµα του Silnikov [13] ,[15] 
Στη συνέχεια θα διατυπωθεί το θεώρηµα του Silnikov και θα διαπιστώσουµε 
αριθµητικά την εµφάνιση του χάους. 
Το θεώρηµα του Silnikov προϋποθέτει ότι όταν σε ένα τρισδιάστατο σύστηµα 
διαφορικών εξισώσεων έχουµε ένα σηµείο ισορροπίας που είναι Σάγµα-εστία 
(Saddle-focus) και υπάρχει µια οµοκλινική τροχιά Γο τότε αυτή περιέχει ένα 
αριθµήσιµο πλήθος περιοδικών τροχιών σαγµατικού τύπου. Η ύπαρξη απείρων 
περιοδικών τροχιών είναι ένα σηµαντικό βήµα για την εµφάνιση χάους σε ένα 
δυναµικό σύστηµα. 
Ένα σενάριο µε βάση το οποίο µπορεί να εµφανισθεί αυτή η οµοκλινική τροχιά, όταν 
έχουµε µια µονοπαραµετρική οικογένεια συστήµατος διαφορικών εξισώσεων είναι:  

a. Για µια τιµή της παραµέτρου 0µ  να υπάρχει ένα Σάγµα – Εστία. 
b. Όταν η τιµή της παραµέτρου γίνει µεγαλύτερη από µια τιµή µΗ  > 0µ  

δηµιουργείται µια διακλάδωση Hopf. Σε αυτήν την περίπτωση  η 
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ασταθής πολλαπλότητα του σηµείου (Σάγµα – Εστία) µπορεί να τείνει 
στον οριακό κύκλο. 

c. Υπάρχει περίπτωση καθώς η τιµή του µ αυξάνει ολοένα και 
περισσότερο η ασταθής πολλαπλότητα του Σάγµατος–Εστία να 
ξεφύγει από την περιοχή έλξης του οριακού κύκλου και να αναγκασθεί 
να αναδιπλωθεί. Τότε δηµιουργείται η οµοκλινική τροχιά, που είναι η 
προϋπόθεση του θεωρήµατος του Silnikov, και έχουµε την εµφάνιση 
αριθµήσιµου πλήθους περιοδικών τροχιών, που είναι σαγµατικού 
τύπου. 

 
Παρακάτω θα µελετήσουµε ως προς τα χαρακτηριστικά τους κάποιες 
αντιπροσωπευτικές καταστάσεις του συστήµατος. Τα προγράµµατα που 
χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση του συστήµατος είναι το πρόγραµµα volterra, για 
τους εκθέτες Lyapunov τα προγράµµατα  liap_volter2gramikos και liap_volter, για τις 
τοµές Poincare το poincare_volt. 
 
Για τιµές της παραµέτρου 0.96µ < , δηλαδή πριν την διακλάδωση Hopf, όλες οι 
τροχιές είναι τακτικές, δηλαδή δεν έχει εµφανιστεί χάος µε αποτέλεσµα για 
οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες η εξέλιξη του συστήµατος να οδηγεί είτε σε κάποιο 
από τα σηµεία ισορροπίας (κυρίως τα ευσταθή) είτε σε απειρισµό κάποιων από τους 
πληθυσµούς. Το τελευταίο αποτέλεσµα προφανώς είναι λανθασµένο και οφείλεται 
στο ότι το µοντέλο είναι πολύ απλό και δεν έχουν συµπεριληφθεί σε αυτό όλοι οι 
φυσικοί περιορισµοί . 
Το ενδιαφέρον ως προς τη µελέτη του συστήµατος ξεκινάει κυρίως για τιµές της 
παραµέτρου µ  µεγαλύτερες από 0.96µ ≅  και αυτό γιατί στο µ=0.9545454 γίνεται  
διακλάδωση Hopf και εµφανίζεται οριακός κύκλος (σχήµα1), ο οποίος διευρύνει το 
µέγεθός του έως την τιµή 1.3µ ≅ . Στη συνέχεια µέσω του φαινοµένου διπλασιασµού 
περιόδου σχήµα 2 καταλήγει σε παράξενο ελκυστή κοντά στην τιµή 1.4µ ≅ . 
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Σχήµα 1 

(Σηµ. Τα σχήµατα γίνονται µε χρήση του Matlab.) 
Στο σχήµα 1 µε τα διαφορετικά χρώµατα αποτυπώνεται η αύξηση του εύρους του 
οριακού κύκλου ενώ στο σχήµα 2 αναπαρίσταται το φαινόµενο διπλασιασµού 
περιόδου που πολύ σύντοµα οδηγεί το σύστηµα στη δηµιουργία παράξενου ελκυστή. 
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Σχήµα 2 

Για µ=1.20 µε αρχικές συνθήκες (0.558437,1.28227,1) (οι οποίες αναζητήθηκαν µε το 
πρόγραµµα periodicOrbit) έχουµε τον οριακό κύκλο που απεικονίζεται στο Σχήµα 3. 
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Σχήµα 3 

 
Για αυτήν την τροχιά υπολογίζουµε την εξέλιξη του εκθέτη  Lyapunov και την 
απεικονίζουµε σε λογαριθµικό διάγραµµα, ο χρόνος που εξελίχθηκε η τροχιά είναι 
t=5000000 χρονικές µονάδες και η τιµή του εκθέτη Lyapunov είναι λ= 0.0. Επίσης 
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στο σχήµα 5 φαίνεται το φάσµα ισχύος. Από τα δύο σχήµατα αποδεικνύεται πως η 
τροχιά είναι τακτική . 
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Σχήµα 4 

0,01 0,1
10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

10-10

10-9

10-8

10-7

Frequency (Hz)

Po
w

er

m=1.2

0,1 0,2 0,3 0,4

-200
0

200
400
600

Frequency (Hz)

A
ng

le
(d

eg
)

 
Σχήµα 5 

(Σηµ. Τα φάσµατα παράγονται στο Origin µε τον αλγόριθµο FFT για 217 ή 218 σηµεία.) 
 
Στο φάσµα ισχύος οι κορυφές είναι στις θέσεις f0=0.05226, f1=0.10448, f2=0.15671, 
f3=0.20893, f4=0.26113, f5=0.31342 και f6=0.36564. Όπως διαπιστώνεται τα µέγιστα 
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βρίσκονται σε συχνότητες που είναι ακέραια πολλαπλάσια της βασικής συχνότητας, 

εποµένως η τροχιά είναι περιοδική µε περίοδο 
0

1 19,135094T
f

= = . 

 
Στη συνέχεια στο σχήµα 6 φαίνεται η λεκάνη έλξης του οριακού κύκλου, η οποία 
δηµιουργήθηκε µε το πρόγραµµα perioxi_elxis. Στο σχήµα διαπιστώνουµε πως οι 
προβολές της περιοχής έλξης στα επίπεδα x-y και x-z είναι περατωµένες, ενώ µε την 
αύξηση του z φαίνεται να διευρύνεται αυτή η περιοχή. Υπολογιστικοί περιορισµοί 
δεν επιτρέπουν να διαπιστωθεί αν µε την αύξηση του z η λεκάνη έλξης είναι 
περατωµένη και κατά τον άξονα z (να σηµειωθεί πως για µ=1.20 το σύστηµα έχει 
µόνο ένα ευσταθές σηµείο ισορροπίας, το οποίο βρίσκεται µακριά από τον οριακό 
κύκλο στην θέση (0,0,2+10µ)). 
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Σχήµα 6 

Για µ=1.32 έχουµε περιοδική τροχιά περιόδου 2 και για µ=1.38 έχουµε περιοδική 
τροχιά περιόδου 4. 
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Στο παρακάτω σχήµα (σχήµα 9) δείχνουµε την εξέλιξη του εκθέτη Lyapunov της 
τροχιάς περιόδου 4. Ο χρόνος που αφήσαµε την τροχιά να εξελιχθεί είναι   t=1000000 
χρονικές µονάδες και η τιµή του εκθέτη Lyapunov που βρήκαµε είναι λ= 6100.1 −⋅− . 
Στο σχήµα 10 φαίνεται σε λογαριθµικό διαγραµµα το φάσµα ισχύος. Και σε αυτήν 
την περίπτωση τόσο από τον εκθέτη Lyapunov όσο και από το φάσµα ισχύος 
φαίνεται πως η τροχιά είναι τακτική.  
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Σχήµα 10 

 
Στη συνέχεια για µ=1.43 δηµιουργείται παράξενος ελκυστής. Στο σχήµα 11 
ζωγραφίζουµε τον ελκυστή ενώ στο σχήµα 12 σε λογαριθµικό διάγραµµα  
ζωγραφίζουµε την εξέλιξη του εκθέτη Lyapunov για χρόνο t=5000000 χρονικές 
µονάδες και βρίσκουµε τιµή λ=0.01853 .Επίσης στο σχήµα 13 αναπαρίσταται για την 
ίδια τροχιά το φάσµα ισχύος 
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Από τον εκθέτη Lyapunov και το φάσµα ισχύος διαπιστώνεται πως η τροχιά είναι 
χαοτική αφού στο φάσµα ισχύος φαίνεται να υπάρχουν όλες οι συχνότητες και ο 
εκθέτης Lyapunov τείνει στη θετική τιµή 0.01893. Στη συνέχεια ζωγραφίζουµε 
(σχήµατα 14,15) την τοµή Poincare του ελκυστή  στο επίπεδο z=1 και µια µεγέθυνσή 
της. Από το σχήµα 15 διαπιστώνουµε την fractal δοµή που δηµιουργείται.  

 
Σχήµα 14 
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Σχήµα 15 

Παρακάτω στο σχήµα 16 ,δείχνουµε τη µορφή του ελκυστή για  µ=1.55 καθώς και 
την εξέλιξη του εκθέτη  Lyapunov σε λογαριθµικό διάγραµµα (σχήµα 16) και το 
φάσµα ισχύος (σχήµα 17). 
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Σχήµα 18 

Ο εκθέτης  Lyapunov για t=1000000 χρονικές µονάδες  παίρνει την τιµή  λ= 0.03222 . 
Σε συνδυασµό µε το φάσµα ισχύος επιβεβαιώνεται πως ο ελκυστής είναι χαοτικός. 
Στα σχήµατα 19,20 φαίνεται η απεικόνιση Poincare του προηγούµενου ελκυστή  
καθώς και µεγέθυνσή της, για περισσότερο υπολογιστικό χρόνο. Στην απεικόνιση 
Poincare φαίνεται η αυτό-οµοιότητα που υπάρχει στη δοµή του ελκυστή. Με το 
πρόγραµµα box_coun2 προσδιορίζεται η διάσταση χωρητικότητας της απεικόνισης 
Dc=1.071716, και µε το πρόγραµµα boxcoun_3d προσδιορίζεται η διάσταση 
χωρητικότητας του ελκυστή Dc=2.299796. 
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Σχήµα 20 

 
Όπως αναφέρθηκε ένα µέτρο της αυτό-οµοιότητας είναι η διάσταση συσχέτισης  του 
ελκυστή. Με το πρόγραµµα correlfirst βρίσκουµε τη διάσταση συσχέτισης περίπου 
ίση µε 1.58ν ≈ . Ο υπολογισµός γίνεται για τις µικρές τιµές του r στην περιοχή του 
πλατό όπως φαίνεται στο σχήµα 21. 
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Στη συνέχεια στο σχήµα 22 ζωγραφίζουµε την τροχιά του σηµείου (0.67 , 0.3 , 5.5) 
για µ=1.65, την εξέλιξη του εκθέτη Lyapunov σε λογαριθµικό διάγραµµα (για  
t=1000000 χρονικές µονάδες λ=0.01571) και το φάσµα ισχύος. 
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Σχήµα 24 

Από τα προηγούµενα αποτελέσµατα διαπιστώνουµε πως ο ελκυστής εξακολουθεί να 
είναι χαοτικός άλλα άρχισε να συµπτύσσεται πράγµα που συνεχίζεται για περαιτέρω 
αύξηση της παραµέτρου. Έτσι όταν µ=1.708 ο εκθέτης Lyapunov παίρνει τιµή 
λ=1.1*10-5  πράγµα που σηµαίνει πως πλέον δεν υπάρχει χάος. 
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Συµπεράσµατα 
Συγκεντρώνοντας τα αποτελέσµατα µπορούµε να χωρίσουµε τη συµπεριφορά του 
συστήµατος ως προς την εξέλιξη των πληθυσµών  σε τρεις κατηγορίες:  

1. Πριν την εµφάνιση οριακού κύκλου µ<0.9545454  η εξέλιξη των τροχιών 
είναι τέτοια που µετά από λίγες ταλαντώσεις οι τιµές των πληθυσµών να 
καταλήγουν σε ένα από τα σηµεία ισορροπίας π.χ. για µ=-0.44, µε  αρχικές 
συνθήκες (2.75 , 1 , 1.2) σχήµα 22 ή κάποιος από τους πληθυσµούς να 
απειρίζεται π.χ. απειρισµό έχουµε για µ= -0,45 µε αρχικές συνθήκες (1,7,1). 
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Για µ=0.55 και µ=0.9 µε αρχικούς πληθυσµούς (1 , 0.4 , 1) σχήµα 23, 24 οι 
ταλαντώσεις των πληθυσµών  καταλήγουν στο σηµείο (1,1,1). 
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2. Όταν εµφανίζεται ο οριακός κύκλος, αν οι αρχικοί πληθυσµοί ανήκουν στη 
λεκάνη έλξης του οριακού κύκλου, τότε αφού η εξέλιξη των τροχιών οδηγηθεί 
στον οριακό κύκλο από κάποιο χρόνο και µετά οι πληθυσµοί θα εκτελούν 
επαναλαµβανόµενες ταλαντώσεις, π.χ. για µ=1.2 το σηµείο µε αρχικές 
συνθήκες (1.1 , 2 , 1), όπως φαίνεται στο σχήµα 25. 
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Όταν ο οριακός κύκλος είναι µεγαλύτερης περιόδου,  π.χ. για µ=1.35 ή µ=1.38 
(0.5 , 0.3 , 1), τότε οι ταλαντώσεις θα είναι ποιο σύνθετες, όπως φαίνεται στα 
σχήµατα 26,27. 
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3. Όταν εµφανιστεί ο παράξενος ελκυστής αν  οι αρχικές τιµές των πληθυσµών   

βρίσκονται στη λεκάνη έλξης του ελκυστή θα εκτελούν χαοτική κίνηση και οι 
τιµές των πληθυσµών µπορούν να  υπάρξουν σε οποιονδήποτε συνδυασµό  
µέσα από τη λεκάνη έλξης του .  
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4. Τέλος όταν η τιµή της παραµέτρου γίνει µ=1.708 οι τροχιές του συστήµατος 

έχουν ξαναγίνει τακτικές π.χ.για αρχικές συνθήκες (0.5 , 1 , 0.1) και έχουµε 
την παρακάτω εξέλιξη των πληθυσµών . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Α  
 
Στην παραπάνω ανάλυση του συστήµατος ήταν γνωστές οι διαφορικές εξισώσεις  
που αντιστοιχούσαν στο µοντέλο, που αντιπροσωπεύει το σύστηµα  και για να 
µελετήσουµε τη συµπεριφορά του δεν είχαµε παρά να λύσουµε το σύστηµα των 
διαφορικών εξισώσεων. 
Όµως στα περισσότερα πραγµατικά προβλήµατα δεν είναι γνωστές οι διαφορικές 
εξισώσεις που ελέγχουν ένα φαινόµενο. Σε τέτοιες  περιπτώσεις στη διάθεσή µας 
έχουµε µόνο µια χρονοσειρά µε τις τιµές ενός µεγέθους π.χ. οι τιµές ενός 
πληθυσµού σε τακτά χρονικά διαστήµατα. Σε αυτήν την περίπτωση υπάρχουν 
µέθοδοι, µε τη χρήση τηων οποίων µπορούν να εξαχθούν συµπεράσµατα για το 
σύστηµα που παράγει αυτήν τη χρονοσειρά. Η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε 
εµείς είναι η µέθοδος των υστερήσεων. 
 
Στο παράρτηµα αυτό κάνουµε την αντίστροφη διαδικασία, δηλαδή  από τις τιµές 
του ενός πληθυσµού σε τακτά χρονικά διαστήµατα, ανακατασκευάζουµε τον 
χώρο καταστάσεων µε τέτοιο τρόπο ώστε στην τροχιά που προέκυψε να 
αποτυπώνονται οι κυριότερες ιδιότητες του συστήµατος.  
Κατά την ανακατασκευή τα σηµεία της τροχιάς έχουν συντεταγµένες 

( 1)[ , ,..., ] 'i i i i mx x x xτ τ− − −= , όπου η διάσταση εµβύθισης m είναι ο αριθµός των 
παρατηρήσεων που γίνονται συνιστώσες του ανακατασκευασµένου σηµείου και η 
υστέρηση τ ορίζει το χρονικό βήµα υστέρησης. 
Η υστέρηση επιλέγεται από τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (π.χ. όταν η 
αυτοσυσχέτιση γίνει για πρώτη φορά µηδέν), ενώ η διάσταση εµβύθισης 
επιλέγεται µε τη µέθοδο των ψευδών κοντινότερων γειτόνων. Η µέθοδος των 
ψευδών κοντινότερων γειτόνων συνίσταται στο να διαπιστώσουµε αν δύο 
γειτονικά σηµεία µιας  ανακατασκευής για δεδοµένα  µ, τ  είναι πραγµατικά 
γειτονικά ή ψευδή (λόγω κακής επιλογής του µ). Για αυτό βρίσκουµε το 
κοντινότερο σηµείο στο υπό εξέταση σηµείο και ελέγχουµε πόσο θα µεγαλώσει η 
απόστασή τους αν προσθέσουµε άλλη µία συνιστώσα στα σηµεία (δηλαδή 
εξετάζουµε αν παραµένουν γειτονικά αυξάνοντας τη διάσταση εµβύθισης κατά 
ένα). Αν η απόσταση (εδώ χρησιµοποιούµε την ευκλείδεια απόσταση) µεγαλώσει 
δραµατικά τότε τα σηµεία δεν είναι πραγµατικά γειτονικά. Αν το ποσοστό των 
ψευδών γειτονικών σηµείων είναι µεγάλο, αυξάνουµε τη διάσταση εµβύθισης 
κατά ένα. Το πρόγραµµα µέσω του οποίου ανακατασκευάζουµε τον χώρο 
καταστάσεων είναι το diastash.cpp.  
Μια εφαρµογή του τί πληροφορίες µπορούµε να πάρουµε µε την παραπάνω 
µέθοδο φαίνεται στο πρόγραµµα  correlationdimension.cpp, στο οποίο 
βρίσκουµε τη διάσταση συσχέτισης για διάφορες ανακατασκευές. Τα 
αποτελέσµατα φαίνονται στο παρακάτω σχήµα 37 στο οποίο παρατηρούµε πως η 
εκτίµηση της διάστασης συσχέτισης καθώς αυξάνει η διάσταση εµβύθισης 
συγκλίνουν σε µια τιµή κοντά στο 1.7ν ≈ , αποτέλεσµα που είναι πολύ κοντά µε 
τον απευθείας υπολογισµό που έγινε στο σχήµα 21 παρά το γεγονός πως για 
λόγους υπολογιστικής ισχύος δεν χρησιµοποιήσαµε µεγάλες χρονοσειρές. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β  
Τα προγράµµατα που χρησιµοποιήθηκαν είναι τα εξής  

 
voltisoropia_ola_22new.nb 
Με το πρόγραµµα αυτό υπολογίζονται  τα σηµεία ισορροπίας, η ευστάθεια τους  η 
θέση τους στο χώρο για διάφορες τιµές της παραµέτρου και στη συνέχεια 
ζωγραφίζεται η εξέλιξη της θέσης συνάρτησει της παραµέτρου. Τα αποτελέσµατα 
που παράγει είναι της µορφής: 
 

-10 -5 0 5 10

-50
5

-10

0

10

05
-10-50510

-5 0 5
-20

-10

0

10

20

-10-5 0 5 108m=, 0.824<

-5 0 5
8dist=,¶<

-10

0

10

80-0<

10-5 0

 
Το κόκκινο σηµαίνει ασταθές σηµείο και το µπλε ευσταθές. Το µέγεθος αντιστοιχεί 
στο είδος του σηµείου Σάγµα:το µικρό, “Εστία”:το µεσαίο, Κόµβος:τo µεγάλο. 
 
ClearAll["Global`*"]; 
<<Graphics`Graphics` 
<<Graphics`Graphics3D` 
 
a11=0.5;a12=0.5;a13=0.1;a21=-0.5;a22=-
0.1;a23=0.1;a31=m;a32=0.1;a33=0.1; 
 
f[1]=x*(a11*(1-x)+a12*(1-y)+a13*(1-z)); 
f[2]=y*(a21*(1-x)+a22*(1-y)+a23*(1-z)); 
f[3]=z*(a31*(1-x)+a32*(1-y)+a33*(1-z)); 
sol=Solve[{f[1]m0,f[2]m0,f[3]m0},{x,y,z}]; 
 
l=Length[sol]; 
xx=Table[0,{i,1,l},{j,1,3}]; 
jacobian=Table[{D[f[i],x],D[f[i],y],D[f[i],z]},{i,1,3}]; 
 
xx1=Table[0,{i,1,l}]; 
xx2=Table[0,{i,1,l}]; 
xx3=Table[0,{i,1,l}]; 
 
For[i=0,i<l, 
    xx[[i,1]]=x/.sol[[i]]; 
    xx1[[i]]=xx[[i,1]]; 
    xx[[i,2]]=y/.sol[[i]]; 
    xx2[[i]]=xx[[i,2]]; 
    xx[[i,3]]=z/.sol[[i]]; 
    xx3[[i]]=xx[[i,3]] 
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    , 
    i++]; 
 
dm=0.004; 
mmin=-1.1; 
mmax=1.2; 
aaaa={}; 
point=0; 
bagr=1; 
 
For[i=0,i<8, 
     
     
    listblue[i][1]={}; 
    listblue[i][2]={}; 
    listblue[i][3]={}; 
    listblue[i][4]={}; 
    listred[i][1]={}; 
    listred[i][2]={}; 
    listred[i][3]={}; 
    listred[i][4]={}; 
     
    listidiotim[i][1]={}; 
    listidiotim[i][2]={}; 
    listidiotim[i][3]={}; 
    listidiotimfocusimagine[i][a]={}; 
    listidiotimfocusimagine[i][b]={}; 
    listidiotimfocusSigred[i]={}; 
    listidiotimfocusSigblew[i]={}; 
    listidiotimfocusreal[i]={}; 
    inplotfoull[i]={}; 
     
    indexbefore[i]=0; 
    inble[i]={}; 
    inred[i]={}; 
     
    pointsize[i]={}; 
    pointsizefoc[i]={}; 
     
    index11[i]={}; 
    index[i]={}; 
    diktis[i]={} 
     
    ,i++]; 
 
For[m=mmin,m<mmax, 
         
    For[i=0,i<Length[sol], 
       
       jacobian1[i]=jacobian/.{x→xx[[i,1]],y→xx[[i,2]],z→xx[[i,3]]}; 
      ll[i]=Eigenvalues[jacobian1[i]]; 
      vec[i]=Eigenvectors[jacobian1[i]]; 
       
      For[j=0,j<3, 
        
idiot[i][j]=ll[i][[j]];reidiot[i][j]=Re[idiot[i][j]];imidiot[i][j]=Im
[idiot[i][j]]; 
        vectors[i][j]=vec[i][[j]], 
        j++]; 
       
      If[im6, 
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        AppendTo[aaaa,ll[i]]; 
        ]; 
       
      sig=0; 
      For[j=0,j<3, 
        If[reidiot[i][j]<0,sig=sig,sig=sig+1], 
        j++]; 
       
      If[sigm0, 
        index[i]=1;index11[i]=Stable;inble[i]=1;inred[i]=0;(*Print["  
Το ",i,"  ",m," σηµ∂ίο ισορροπίας ∂ίναι   Ευσταθ∂ς    "]*), 
         
        index[i]=-
1;index11[i]=Unstable;inble[i]=0;inred[i]=1;(*Print["  Το ",i,"  
",m," σηµ∂ίο ισοροπίας ∂ίναι  Ασταθ∂ς      "]*) 
         
        ]; 
       
      (*If[indexbefore[i]*index[i]<0,Print[" i= ",i," Για την τιµή 
του m = ",m,"∂χουµ∂  σηµ∂ίο  διακλάδωσης  µ∂ αλλαγή ∂υστάθ∂ιας "]];*) 
       
      diktis[i]=0; 
       
      If[imidiot[i][1]m0 && imidiot[i][2]m0 &&  imidiot[i][3]m0, 
        If[ (reidiot[i][1] < 0 && reidiot[i][2] < 0 && reidiot[i][3] 
< 0)|| (reidiot[i][1] > 0 && reidiot[i][2] > 0 && reidiot[i][3] > 0) 
          ,(*Print["i= ",i,"  m= ",m,"  κοµβος   ",index[i]," 
",index11[i]];*)diktis[i]=1;pointsize[i]=0.05;pointsizefoc[i]=0 
          ,(*Print["i= ",i,"  m= ",m,"  σαγµα    ",index[i] ," 
",index11[i]];*)diktis[i]=2;pointsize[i]=0.026;pointsizefoc[i]=0 
          ],If[ ( reidiot[i][1] == 0 && reidiot[i][2]== 0 
||reidiot[i][1] == 0&& reidiot[i][3] == 0||reidiot[i][2] == 0&& 
reidiot[i][3] == 0) 
          
,AppendTo[listidiotim[i][1]];AppendTo[listidiotim[i][2]];AppendTo[lis
tidiotim[i][3]];(*Print["i= ",i,"  m= ",m,"  κέντρο   ",index[i]," 
",index11[i]];*)diktis[i]=3;pointsize[i]=0.1;pointsizefoc[i]=0 
          ,(*Print["i= ",i,"  m= ",m,"  Εστία    ",index[i]," 
",index11[i]];*)diktis[i]=4;pointsize[i]=0.035;pointsizefoc[i]=0.0035
; 
          ] 
        ]; 
       
      (* 
        If[(diktisbefore[i]!=diktis[i]),Print["i= ",i," Για την τιµη 
m = ",m,"έχουµ∂ αλλαγή του ∂ίδους ισορροπίας"]];*) 
       
      diktisbefore[i]=diktis[i]; 
       
      indexbefore[i]=index[i]; 
       
       
      AppendTo[listidiotimfocusSigred[i],{m,-10}]; 
      AppendTo[listidiotimfocusSigblew[i],{m,-10}]; 
      If[diktis[i]m4, 
        listidiotimfocusSigred[i]=Drop[listidiotimfocusSigred[i],-1]; 
        listidiotimfocusSigblew[i]=Drop[listidiotimfocusSigblew[i],-
1]; 
        For[j=0,j<3, 
          If[Im[ll[i][[j]]]!=0, 
              If[Re[ll[i][[j]]]<0, 
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AppendTo[listidiotimfocusSigblew[i],{m,i}];AppendTo[listidiotimfocusS
igred[i],{m,-10}], 
                
AppendTo[listidiotimfocusSigred[i],{m,i}];AppendTo[listidiotimfocusSi
gblew[i],{m,-10}]; 
                ]; 
              Break[]; 
              ]; 
          ,j++] 
        ]; 
       
      If[diktis[i]m4, 
        For[j=0,j<3, 
          
If[Im[ll[i][[j]]]==0&&j==1,AppendTo[listidiotimfocusreal[i],{m,Re[ll[
i][[1]]]}];AppendTo[listidiotimfocusimagine[i][a],{m,Re[ll[i][[2]]]}]
;AppendTo[listidiotimfocusimagine[i][b],{m,Im[ll[i][[2]]]}];Break[]]; 
          
If[Im[ll[i][[j]]]m0&&jm2,AppendTo[listidiotimfocusreal[i],{m,Re[ll[i
][[2]]]}];AppendTo[listidiotimfocusimagine[i][a],{m,Re[ll[i][[1]]]}];
AppendTo[listidiotimfocusimagine[i][b],{m,Im[ll[i][[1]]]}];Break[]]; 
             
If[Im[ll[i][[j]]]m0&&jm3,AppendTo[listidiotimfocusreal[i],{m,Re[ll[i
][[3]]]}];AppendTo[listidiotimfocusimagine[i][a],{m,Re[ll[i][[2]]]}];
AppendTo[listidiotimfocusimagine[i][b],{m,Im[ll[i][[2]]]}];Break[]],j
++]];  
          
If[index[i]==1,AppendTo[listblue[i][diktis[i]],{m,i}];AppendTo[listre
d[i][diktis[i]],{m,2}],AppendTo[listblue[i][diktis[i]],{m,-
2}];AppendTo[listred[i][diktis[i]],{m,i}]]; 
      , 
      i++]; 
    
inplot[1]={};inplot[2]={};inplot[3]={};inplot[4]={};inplot[5]={};inpl
ot[6]={};inplot[7]={};inplot[8]={}; 
     
    AppendTo[inplot[1],{xx1[[1]],xx2[[1]],xx3[[1]]}]; 
    
AppendTo[inplot[2],{xx1[[2]],xx2[[2]],xx3[[2]]}];AppendTo[inplot[3],{
xx1[[3]],xx2[[3]],xx3[[3]]}]; 
    AppendTo[inplot[4],{xx1[[4]],xx2[[4]],xx3[[4]]}]; 
    AppendTo[inplot[5],{xx1[[5]],xx2[[5]],xx3[[5]]}]; 
    
AppendTo[inplot[6],{xx1[[6]],xx2[[6]],xx3[[6]]}];AppendTo[inplot[7],{
xx1[[7]],xx2[[7]],xx3[[7]]}]; 
    AppendTo[inplot[8],{xx1[[8]],xx2[[8]],xx3[[8]]}]; 
        AppendTo[inplotfoull[1],{xx1[[1]],xx2[[1]],xx3[[1]]}]; 
    
AppendTo[inplotfoull[2],{xx1[[2]],xx2[[2]],xx3[[2]]}];AppendTo[inplot
foull[3],{xx1[[3]],xx2[[3]],xx3[[3]]}]; 
    AppendTo[inplotfoull[4],{xx1[[4]],xx2[[4]],xx3[[4]]}]; 
    AppendTo[inplotfoull[5],{xx1[[5]],xx2[[5]],xx3[[5]]}]; 
    
AppendTo[inplotfoull[6],{xx1[[6]],xx2[[6]],xx3[[6]]}];AppendTo[inplot
foull[7],{xx1[[7]],xx2[[7]],xx3[[7]]}]; 
   
AppendTo[inplotfoull[8],{xx1[[8]],xx2[[8]],xx3[[8]]}]; 
     
    ss=7; 
    rr=8; 
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    fg78=(xx[[ss,1]]-xx[[rr,1]])^2+(xx[[ss,2]]-
xx[[rr,2]])^2+(xx[[ss,3]]-xx[[rr,3]])^2; 
    ss=1; 
    rr=8; 
    fg18=(xx[[ss,1]]-xx[[rr,1]])^2+(xx[[ss,2]]-
xx[[rr,2]])^2+(xx[[ss,3]]-xx[[rr,3]])^2; 
    ss=2; 
    rr=7; 
    fg27=(xx[[ss,1]]-xx[[rr,1]])^2+(xx[[ss,2]]-
xx[[rr,2]])^2+(xx[[ss,3]]-xx[[rr,3]])^2; 
    ss=4; 
    rr=5; 
    fg45=(xx[[ss,1]]-xx[[rr,1]])^2+(xx[[ss,2]]-
xx[[rr,2]])^2+(xx[[ss,3]]-xx[[rr,3]])^2; 
    ss=5; 
    rr=8; 
    fg58=(xx[[ss,1]]-xx[[rr,1]])^2+(xx[[ss,2]]-
xx[[rr,2]])^2+(xx[[ss,3]]-xx[[rr,3]])^2; 
     
    
If[fg18<0.001||fg78<0.001||fg27<0.001||fg45<0.001||fg58<0.001,bagr=0.
9;point++,bagr=1]; 
     
    If[fg18<0.1,simio=fg18;f="1-8",simio=∞;f="0-0"]; 
     
    If[fg78<0.1,simio=fg78;f="7-8",simio=∞;f="0-0"]; 
    If[fg27<0.1,simio=fg27;f="2-7",simio=∞;f="0-0"]; 
    If[fg45<0.1,simio=fg45;f="4-5",simio=∞;f="0-0"]; 
    If[fg58<0.1,simio=fg58;f="5-8",simio=∞;f="0-0"]; 
     
s1=ScatterPlot3D[inplot[1],PlotStyle→{PointSize[pointsize[1]],RGBColo
r[inred[1],0,inble[1]]},DisplayFunction→Identity]; 
s2=ScatterPlot3D[inplot[2],PlotStyle→{PointSize[pointsize[2]],RGBColo
r[inred[2],0,inble[2]]},DisplayFunction→Identity]; 
s3=ScatterPlot3D[inplot[3],PlotStyle→{PointSize[pointsize[3]],RGBColo
r[inred[3],0,inble[3]]},DisplayFunction→Identity]; 
s4=ScatterPlot3D[inplot[4],PlotStyle→{PointSize[pointsize[4]],RGBColo
r[inred[4],0,inble[4]]},DisplayFunction→Identity];s5=ScatterPlot3D[in
plot[5],PlotStyle→{PointSize[pointsize[5]],RGBColor[inred[5],0,inble[
5]]},DisplayFunction→Identity];s6=ScatterPlot3D[inplot[6],PlotStyle→
{PointSize[pointsize[6]],RGBColor[inred[6],0,inble[6]]},DisplayFuncti
on→Identity];s7=ScatterPlot3D[inplot[7],PlotStyle→{PointSize[pointsi
ze[7]],RGBColor[inred[7],0,inble[7]]},DisplayFunction→Identity];s8=Sc
atterPlot3D[inplot[8],PlotStyle→{PointSize[pointsize[8]],RGBColor[inr
ed[8],0,inble[8]]},DisplayFunction→Identity]; 
     
    Print["m = ",m,"  ","fg78 = ",fg78," fg18 = ",fg18," fg27 = 
",fg27," fg45 = ",fg45," fg58 = ",fg58]; 
    g11=Show[{s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8},PlotRange→{{-10,10},{-8,8},{-
15,15}},ViewPoint→{0,-5,1},DisplayFunction→Identity]; 
    
     
    g22=Show[{s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8},PlotRange→{{-10,10},{-8,8},{-
20,20}},ViewPoint→{4,0,1},DisplayFunction→Identity];g33=Show[{s1,s2,
s3,s4,s5,s6,s7,s8},PlotRange→{{-10,10},{-8,8},{-
15,15}},ViewPoint→{4,-
2,0},AxesLabel→TraditionalForm/@{{"m=",m},{"dist=",simio},{f}},TextSt
yle→{FontFamily→"Times",FontSize→10},DisplayFunction→Identity]; 
     
    Show[GraphicsArray[{g11,g22,g33}],Background→GrayLevel[bagr] 
      ,DisplayFunction→$DisplayFunction]; 
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    , 

    m=m+dm]; 
 
 

ggg61=ListPlot[listidiotimfocusSigred[6],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,10
}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.0045]},DisplayFunction→Ide
ntity]; 
ggg62=ListPlot[listidiotimfocusSigblew[6],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,1
0}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0045]},DisplayFunction→Id
entity];ggg31=ListPlot[listidiotimfocusSigred[3],PlotRange→{{mmin,mma
x},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.0045]},DisplayFunct
ion→Identity]; 
ggg32=ListPlot[listidiotimfocusSigblew[3],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,1
0}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0045]},DisplayFunction→Id
entity];ggg51=ListPlot[listidiotimfocusSigred[5],PlotRange→{{mmin,mma
x},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.0045]},DisplayFunct
ion→Identity]; 
ggg52=ListPlot[listidiotimfocusSigblew[5],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,1
0}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0045]},DisplayFunction→Id
entity];ggg71=ListPlot[listidiotimfocusSigred[7],PlotRange→{{mmin,mma
x},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.0045]},DisplayFunct
ion→Identity]; 
ggg72=ListPlot[listidiotimfocusSigblew[7],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,1
0}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0045]},DisplayFunction→Id
entity]; 
 
 For[i=0,i<Length[sol], 
    For[j=0,j<4, 
      
If[Length[listblue[i][j]]>0,If[jm1,grblue[i][j]=ListPlot[listblue[i]
[j],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointS
ize[0.012]},DisplayFunction→Identity]];If[jm2,grblue[i][j]=ListPlot[
listblue[i][j],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[0,
0,1],PointSize[0.0015]},DisplayFunction→Identity]]; 
        
If[jm3,grblue[i][j]=ListPlot[listblue[i][j],PlotRange→{{mmin,mmax},{
0,10}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.1]},DisplayFunction→Id
entity]];If[jm4,grblue[i][j]=ListPlot[listblue[i][j],PlotRange→{{mmi
n,mmax},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.006]},DisplayF
unction→Identity]] 
        ]; 
       
       
       
      If[Length[listred[i][j]]>0, 
        
If[jm1,grred[i][j]=ListPlot[listred[i][j],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,
10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.012]},DisplayFunction→Id
entity]];If[jm2,grred[i][j]=ListPlot[listred[i][j],PlotRange→{{mmin,
mmax},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.0015]},DisplayFu
nction→Identity]];If[jm3,grred[i][j]=ListPlot[listred[i][j],PlotRang
e→{{mmin,mmax},{0,10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.1]},Di
splayFunction→Identity]]; 
        
If[jm4,grred[i][j]=ListPlot[listred[i][j],PlotRange→{{mmin,mmax},{0,
10}},PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.006]},DisplayFunction→Id
entity]] 
        ] 
      , 
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      j++] 
    , 
    i++ 
    ]; 
gr={}; 
For[i=0,i<Length[sol], 
  For[j=0,j<4, 
     
    
If[Length[listred[i][j]]>0,AppendTo[gr,grred[i][j]]];If[Length[listbl
ue[i][j]]>0,AppendTo[gr,grblue[i][j]]], 
    j++], 
  i++] 
Show[{gr,ggg61,ggg62,ggg51,ggg52,ggg31,ggg32,ggg32,ggg72,ggg72},Displ
ayFunction→$DisplayFunction,AxesLabel→{ " m "," Point 
"},Frame→True,AxesOrigin→{0,1}]; 
Show[gr,DisplayFunction→$DisplayFunction,AxesLabel→{" m "," Point 
"},Frame→True,AxesOrigin→{0,1}]; 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

volt_i1.nb,volt_i2.nb,volt_i3.nb,volt_i4.nb,volt_i5.nb,volt_i6.nb,volt_i7.nb,volt_i8
.nb //Με αυτά το πρόγραµµα βρίσκω τις ιδιοτιµές για τα σηµεία ισορροπίας για κάθε 
τιµή της παραµέτρου 
 
ClearAll["Global`*"]; 
<<Graphics`Graphics` 
<<Graphics`Graphics3D` 
 
 
a11=0.5;a12=0.5;a13=0.1;a21=-0.5;a22=-
0.1;a23=0.1;a31=m;a32=0.1;a33=0.1; 
 
f[1]=x*(a11*(1-x)+a12*(1-y)+a13*(1-z)); 
f[2]=y*(a21*(1-x)+a22*(1-y)+a23*(1-z)); 
f[3]=z*(a31*(1-x)+a32*(1-y)+a33*(1-z)); 
sol=Solve[{f[1]m0,f[2]m0,f[3]m0},{x,y,z}]; 
 
l=Length[sol]; 
xx=Table[0,{i,1,l},{j,1,3}]; 
jacobian=Table[{D[f[i],x],D[f[i],y],D[f[i],z]},{i,1,3}]; 
 
xx1=Table[0,{i,1,l}]; 
xx2=Table[0,{i,1,l}]; 
xx3=Table[0,{i,1,l}]; 
 
For[i=0,i<l, 
    xx[[i,1]]=x/.sol[[i]]; 
    xx1[[i]]=xx[[i,1]]; 
    xx[[i,2]]=y/.sol[[i]]; 
    xx2[[i]]=xx[[i,2]]; 
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    xx[[i,3]]=z/.sol[[i]]; 
    xx3[[i]]=xx[[i,3]]; 
    Print[ "x ",i," =",xx[[i,1]]," y ",i," =",xx[[i,2]], " z ",i," 
=",xx[[i,3]]] 
    , 
    i++]; 
jacobian//MatrixForm; 
 
Clear[L]; 
i=1; 
Clear[m]; 
jacobian1[i]=Evaluate[jacobian//N]/.{x→xx[[i,1]],y→xx[[i,2]],z→xx[[i
,3]]}; 
ll[i]=Eigenvalues[jacobian1[i]]; 
lx1=ll[i][[1]] 
ly2=ll[i][[2]] 
lz3=ll[i][[3]] 
 
Eigenvectors[jacobian1[i]][[1]]//MatrixForm 
Eigenvectors[jacobian1[i]][[2]]//MatrixForm 
Eigenvectors[jacobian1[i]][[3]]//MatrixForm 
list6x={}; 
list6y={}; 
list6z={}; 
 
hh1={}; 
 
 
dm1=0.001; 
mmin=-2; 
mmax=2; 
For[m1=mmin,m1<mmax, 
   
  idx=lx1/.m→m1; 
  idy=ly2/.m→m1; 
  idz=lz3/.m→m1; 
   
  AppendTo[hh1,{m1,idx,idy,idz}]; 
   
   
  If[Im[idx]m0,AppendTo[list6x,{m1,idx}], 
    AppendTo[list6x,{m1,-10}]]; 
  If[Im[idy]m0,AppendTo[list6y,{m1,idy}], 
    AppendTo[list6y,{m1,-10}]]; 
  If[Im[idz]m0,AppendTo[list6z,{m1,idz}], 
    AppendTo[list6z,{m1,-10}]]; 
   
  ,m1=m1+dm1] 
 
rrx6=ListPlot[list6x,PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.005]},Dis
playFunction→Identity];rry6=ListPlot[list6y,PlotStyle→{RGBColor[1,0,
0],PointSize[0.005]},DisplayFunction→Identity]; 
rrz6=ListPlot[list6z,PlotStyle→{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.005]},Dis
playFunction→Identity]; 
 
 
list6xRe={}; 
list6xIm={}; 
list6yRe={}; 
list6yIm={}; 
list6zRe={}; 
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list6zIm={}; 
 
list={}; 
 
dm1=0.001; 
 
For[m1=mmin,m1<mmax, 
   
  idx=lx1/.m→m1; 
  idy=ly2/.m→m1; 
  idz=lz3/.m→m1; 
   
  
If[Re[idx]<=0&&Re[idy]<=0&&Re[idz]<=0,AppendTo[list,{m1,1}],AppendTo[
list,{m1,-1}]]; 
   
  If[Im[idx]≠0, 
    AppendTo[list6xIm,{m1,Im[idx]}]; 
    AppendTo[list6xRe,{m1,Re[idx]}], 
     
    AppendTo[list6xIm,{m1,-10}]; 
    AppendTo[list6xRe,{m1,-10}] 
    ]; 
   
  If[Im[idy]≠0, 
    AppendTo[list6yIm,{m1,Im[idy]}]; 
    AppendTo[list6yRe,{m1,Re[idy]}], 
     
    AppendTo[list6yIm,{m1,-10}]; 
    AppendTo[list6yRe,{m1,-10}] 
    ]; 
   
  If[Im[idz]≠0, 
    AppendTo[list6zIm,{m1,Im[idz]}]; 
    AppendTo[list6zRe,{m1,Re[idz]}], 
     
    AppendTo[list6zIm,{m1,-10}]; 
    AppendTo[list6zRe,{m1,-10}] 
    ]; 
  ,m1=m1+dm1] 
 
iix6=ListPlot[list6xIm,PlotStyle→{RGBColor[0,1,0],PointSize[0.0005]},
DisplayFunction→Identity]; 
irx6=ListPlot[list6xRe,PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0001]},
DisplayFunction→Identity]; 
 
iiy6=ListPlot[list6yIm,PlotStyle→{RGBColor[0,1,0],PointSize[0.0005]},
DisplayFunction→Identity]; 
iry6=ListPlot[list6yRe,PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0001]},
DisplayFunction→Identity]; 
 
iiz6=ListPlot[list6zIm,PlotStyle→{RGBColor[0,1,0],PointSize[0.0005]},
DisplayFunction→Identity]; 
irz6=ListPlot[list6zRe,PlotStyle→{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.0001]},
DisplayFunction→Identity]; 
 
g1=Show[{irx6,rrx6,iix6},AxesLabel→{"µ","λ1"},Frame→True,DisplayFunc
tion→$DisplayFunction,PlotRange→{{mmin,mmax},{-
2,2}},AxesOrigin→{0,0}]; 
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g2=Show[{iry6,iiy6,rry6},AxesLabel→{"µ","λ2"},Frame→True,DisplayFunc
tion→$DisplayFunction,PlotRange→{{mmin,mmax},{-
2,2}},AxesOrigin→{0,0}]; 
 
g3=Show[{irz6,rrz6,iiz6},AxesLabel→{"µ","λ3"},DisplayFunction→$Displ
ayFunction,PlotRange→{{mmin,mmax},{-
2,2}},AxesOrigin→{0,0},Frame→True]; 
g4=ListPlot[list,PlotStyle→RGBColor[1,0,0],AxesLabel→{"µ"," 
ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ "}, 
Frame→True,PlotRange→{{mmin,mmax},{-2,2}}] 
 

Show[GraphicsArray[{{g1,g2},{g3,g4}}],PlotLabel→{" ΣΗΜΕΙΟ 
ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ   (0,0,0) "}] 
 
 
 
 
 
 

Το πρόγραµµα µε το οποίο λύνω αριθµητικά το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων 
είναι το παρακάτω. Η µέθοδος που  χρησιµοποιείται  είναι η Runke Kutta Fehlberg 
  
volterra.cpp  
 
#include "stdafx.h" 
#include "initial.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
#include <fstream> 
#include "math.h" 
using namespace std; 
  
extern double m[13]; 
 
void main(void){ 
 
 double m1=1.708; 
 ofstream file_graf("graf1.dat"); 
 initial(0.5,0.5,0.1,-0.5,-0.1,0.1,m1,0.1,0.1,0.0,0.0,0.0); 
 
    int n=18; 
    double x1[4]; 
 double tmax,h=0.02; 
 
 tmax=h*pow(2,n)-h; 
 //tmax=10000; 
  
 x1[0]=0; 
 x1[1]=0.668675; 
 x1[2]=0.298598; 
 x1[3]=5.4985; 
 
 runge_kutta_fehlberg(x1,tmax,h); 
  
 //file_graf<<x1[0]<<"\t"<<x1[1]<<"\t"<<x1[2]<<"\t"<<x1[3]<<endl
; 
 
 cout<<"gia xrono tmax= "<<x1[0]<<"  exoume  "; 
 cout<<x1[0]<<"\t"<<x1[1]<<"\t"<<x1[2]<<"\t"<<x1[3]<<endl; 
 
} 
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runge_kutta_fehberg.cpp //αριθµητική ολοκλήρωση µε τη Runge Kutta 
Fehlberg 
 
#include "stdafx.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
#include "math.h" 
#include "dynsystem.h" 
using namespace std; 
 
extern double m[13]; 
 
FILE *fil1=fopen("graf.dat","wt"); 
FILE *filz=fopen("grafz.dat","wt"); 
 
void runge_kutta_fehlberg(double xin[4],double t1,double dx){ 
     
 double t=0.0; 
 double h; 
 double xbar[4]; 
 double xout[4]; 
  
 double x0,x1,x2,x3; 
 double k1,k2,k3,k4,k5,k6,l1,l2,l3,l4,l5,l6,r1,r2,r3,r4,r5,r6; 
  
 double tmax=t1; 
 int ii=0,ij=0; 
  
  
 while (xin[0]<tmax){ 
  
  h=dx; 
  ii=ii+1; 
  ij=ij+1; 
 double jj=0; 
 do{ 
  
   
   
    t=xin[0]; 
 x0=xin[0];x1=xin[1];x2=xin[2];x3=xin[3];//x0,x1,x2,x3 
  
 
 k1=h*f1(x0,x1,x2,x3); 
 l1=h*f2(x0,x1,x2,x3); 
 r1=h*f3(x0,x1,x2,x3); 
  
  
 k2=h*f1(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
 l2=h*f2(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
 r2=h*f3(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
  
 
 k3=h*f1(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+
9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
 l3=h*f2(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+
9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
 r3=h*f3(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+
9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
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 k4=h*f1(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
 l4=h*f2(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
 r4=h*f3(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
  
 
 k5=h*f1(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
 l5=h*f2(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
 r5=h*f3(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
  
 
 k6=h*f1(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 l6=h*f2(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 r6=h*f3(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
  
 xbar[1]=x1+(25.0/216.0*k1+1408.0/2565.0*k3+2197.0/4104.0*k4-
0.2*k5); 
 xbar[2]=x2+(25.0/216.0*l1+1408.0/2565.0*l3+2197.0/4104.0*l4-
0.2*l5); 
 xbar[3]=x3+(25.0/216.0*r1+1408.0/2565.0*r3+2197.0/4104.0*r4-
0.2*r5); 
 
 xout[1]=x1+(16.0/135.0*k1+6656.0/12825.0*k3+28561.0/56430*k4-
9.0/50.0*k5+2.0/55.0*k6); 
 xout[2]=x2+(16.0/135.0*l1+6656.0/12825.0*l3+28561.0/56430*l4-
9.0/50.0*l5+2.0/55.0*l6); 
 xout[3]=x3+(16.0/135.0*r1+6656.0/12825.0*r3+28561.0/56430*r4-
9.0/50.0*r5+2.0/55.0*r6); 
  
 
  
 ///////////////////////////////////////////// 
  
 if(fabs(xbar[1]-xout[1])>(1.0/(2.0))*h)   
 { 
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  h=0.5*h;jj=jj+1;    } 
  
 } 
while (fabs(xbar[1]-xout[1])>1.0/2.0*h); 
 ///////////////////////////////////////////////// 
 t=t+h; 
 xout[0]=t; 
  
 for(int i=0;i<5;i++){ 
  xin[i]=xout[i]; 
 } 
  
 if (ii==5) 
 {  
  ii=0; 
fprintf(fil1,"% f  % f  % f  % f \n",xin[0],xin[1],xin[2],xin[3]); 
fprintf(filz,"% f  \n",xin[2]); 
 } 
 } 
 fclose(fil1); fclose(filz);} 
dynsystem.cpp //Το δυναµικό σύστηµα  
 
#include "stdafx.h" 
#include "dynsystem.h" 
#include "math.h" 
#include "initial.h" 
 
extern double m[13]; 
 
double f1(double xx0,double xx1,double xx2,double xx3) 
{ 
 return( xx1*(m[1]*(1-xx1)+m[2]*(1-xx2)+m[3]*(1-xx3))); 
} 
 
double f2(double xx0,double xx1,double xx2,double xx3) 
{ 
 return( xx2*(m[4]*(1-xx1)+m[5]*(1-xx2)+m[6]*(1-xx3))); 
} 
 
double f3(double xx0,double xx1,double xx2,double xx3) 
{  
 return( xx3*(m[7]*(1-xx1)+m[8]*(1-xx2)+m[9]*(1-xx3))); 
} 
 
 
initial.cpp //αρχικοποίηση παραµέτρων  
 
#include "stdafx.h" 
#include "initial.h" 
 
double m[13]; 
 
int initial(double m11,double m22,double m33,double m44,double 
m55,double m66,double m77,double m88,double m99,double m1010,double 
m1111,double m1212) 
{ 
       
m[1]=m11;m[2]=m22;m[3]=m33;m[4]=m44;m[5]=m55;m[6]=m66;m[7]=m77; 
       m[8]=m88;m[9]=m99;m[10]=m1010;m[11]=m1111;m[12]=m1212;  
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 return(1); 
} 
 

 
poincare_volt.cpp //Τοµή Poincare 
 
#include "stdafx.h" 
#include <cmath> 
#include "initial.h" 
#include "section_poincare.h" 
using namespace std; 
extern double m[13]; 
 
void main(void){ 
 
 FILE *fil1=fopen("graf.dat","wt"); 
 
 double m1=1.708; 
        initial(0.5,0.5,0.1,-0.5,-0.10,0.1,m1,0.1,0.1,0.0,0.0,0.0); 
 
 double x1[4]; 
 double h0=0.1; 
 double tmax=2000000; 
 
 //initial condition 
  
 x1[0]=0; 
 x1[1]=0.16501; 
 x1[2]=1.531; 
 x1[3]=1.0; 
  
 int i=1; 
 
 while (x1[0]<tmax){ 
     
  i=i+1; 
  sectionp(x1,h0); 
  fprintf(fil1,"% f   % f    \n",x1[1],x1[2]); 
  } 
  fclose(fil1);  

} 
 

section_poincare.cpp 
 
#include "stdafx.h" 
#include "section_poincare.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
#include "math.h" 
 
double x0,x1,x2,x3,x3before,h; 
  
void sectionp(double xinp[4],double dx){ 
  
 double xi[5]; 
  
 xi[0]=xinp[0]; 
 xi[1]=xinp[1]; 
 xi[2]=xinp[2]; 
 xi[3]=xinp[3]; 
 xi[4]=dx; 
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  do{ 
   
     xi[4]=0.5*xi[4]; 
     h=xi[4]; 
   
     xinp[0]=xi[0]; 
     xinp[1]=xi[1]; 
     xinp[2]=xi[2]; 
     xinp[3]=xi[3]; 
     do{ 
        xi[0]=xinp[0]; 
        xi[1]=xinp[1]; 
        xi[2]=xinp[2]; 
        xi[3]=xinp[3]; 
        h=xi[4]; 
    
                 runge_kutta_fehlberg(xinp,h); 
 
        if (xinp[3]==1.0) break; 
 
        }while ( !(( xinp[3]>=1.0 ) && ( xi[3]<=1.0 )) ); 
 
 
        if (xinp[3]==1.0) break; 
 
  }while(fabs(xinp[3]-1.0)>0.000001); 
} 

 
 
 
 
 

liap_volter.cpp  //Εκθέτης Lyapunov µε χρήση του γραµµικού συστήµατος 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include "initial.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
#include "rungegramiko.h" 
#include <fstream> 
using namespace std; 
  
extern double m[13]; 
 
void main(void) 
{ 
 double m1=1.708; 
  
 FILE *fil1=fopen("graf1.dat","wt"); 
 FILE *fil2=fopen("graf2.dat","wt"); 
  
 initial(0.5,0.5,0.1,-0.5,-0.10,0.1,m1,0.1,0.1,0.0,0.0,0.0); 
 
 double x1[4],x2[4],dx1[4]; 
 double liap=0,jn,an=0; 
 double tmax=1000000,h=0.01; 
  
 x1[0]=0; //initial condition 
 x1[1]=0.668675; 
 x1[2]=0.298598; 
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 x1[3]=5.4985; 
  
 dx1[0]=0; 
 dx1[1]=1;// 
 dx1[2]=0; 
 dx1[3]=0; 
 
 
 int i=0; 
 double n1=0; 
 while (x1[0]<tmax){ 
 
  n1=n1+1; 
  i=i+1; 
 
        x2[0]=x1[0]; 
        x2[1]=x1[1]; 
        x2[2]=x1[2]; 
        x2[3]=x1[3]; 
 
  runge_kutta_fehlberg(x1,h); 
   
  rungegram(dx1,x1,h); 
 
jn=sqrt(  (dx1[1])*(dx1[1])+(dx1[2])*(dx1[2])+(dx1[3])*(dx1[3])  ); 
 
  liap=liap+log( jn ); 
   
  if(i==5000){ 
    
   cout<<x1[0]<<endl; 
   i=0; 
    
fprintf(fil1,"% f   % f   % f   % f  \n",x1[0],x1[1],x1[2],x1[3]); 
 fprintf(fil2,"% f  %  f   \n",x1[0],liap/x1[0]);   
        } 
  dx1[1]=dx1[1]/jn;  
  dx1[2]=dx1[2]/jn; 
  dx1[3]=dx1[3]/jn; 
 }  
 fclose(fil1); 
 fclose(fil2); 
} 
rungegramiko.cpp 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include "rungegramiko.h" 
#include "sustimagram.h" 
using namespace std; 
extern double m[13]; 
 
void rungegram(double dxin[4],double xin[4],double dx){ 
     
 double t=0.0; 
 double h=dx; 
 double xbar[4]; 
 double xout[4]; 
  
 double x0,x1,x2,x3,y10,y20,y30; 
 double k1,k2,k3,k4,k5,k6,l1,l2,l3,l4,l5,l6,r1,r2,r3,r4,r5,r6; 



 70

  
 double jj=0; 
 do{ 
 { 
 t=dxin[0]; 
 x0=dxin[0];x1=dxin[1];x2=dxin[2];x3=dxin[3];//z0,z1,z2,z3 
 y10=xin[1];y20=xin[2];y30=xin[3];//x1,x2,x3 
  
 
 k1=h*f11(x0,   y10,y20,y30,   x1,x2,x3); 
 l1=h*f22(x0,   y10,y20,y30,   x1,x2,x3); 
 r1=h*f33(x0,   y10,y20,y30,   x1,x2,x3); 
  
  
 k2=h*f11(x0+0.25*h,  y10,y20,y30,  
x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
 l2=h*f22(x0+0.25*h,  y10,y20,y30,  
x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
 r2=h*f33(x0+0.25*h,  y10,y20,y30,  
x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
  
 
 k3=h*f11(x0+3.0*h/8.0,  y10,y20,y30,  
x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+
9.0*r2/32.0); 
 l3=h*f22(x0+3.0*h/8.0,  y10,y20,y30,  
x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+
9.0*r2/32.0); 
 r3=h*f33(x0+3.0*h/8.0,  y10,y20,y30,  
x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+
9.0*r2/32.0); 
  
 k4=h*f11(x0+12.0*h/13.0,  y10,y20,y30,  x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
 l4=h*f22(x0+12.0*h/13.0,  y10,y20,y30,  x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
 r4=h*f33(x0+12.0*h/13.0,  y10,y20,y30,  x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
  
 
 k5=h*f11(x0+h,  y10,y20,y30,   x1+493.0/216.0*k1-
8.0*k2+3680.0/513.0*k3-845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-
8.0*l2+3680.0/513.0*l3-845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-
8.0*r2+3680.0/513.0*r3-845.0/4104.0*r4); 
 l5=h*f22(x0+h,  y10,y20,y30,   x1+493.0/216.0*k1-
8.0*k2+3680.0/513.0*k3-845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-
8.0*l2+3680.0/513.0*l3-845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-
8.0*r2+3680.0/513.0*r3-845.0/4104.0*r4); 
 r5=h*f33(x0+h,  y10,y20,y30,   x1+493.0/216.0*k1-
8.0*k2+3680.0/513.0*k3-845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-
8.0*l2+3680.0/513.0*l3-845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-
8.0*r2+3680.0/513.0*r3-845.0/4104.0*r4); 
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 k6=h*f11(x0+0.5*h,   y10,y20,y30,   x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 l6=h*f22(x0+0.5*h,   y10,y20,y30,   x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 r6=h*f33(x0+0.5*h,   y10,y20,y30,   x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
  
 xbar[1]=x1+(25.0/216.0*k1+1408.0/2565.0*k3+2197.0/4104.0*k4-
0.2*k5); 
 xbar[2]=x2+(25.0/216.0*l1+1408.0/2565.0*l3+2197.0/4104.0*l4-
0.2*l5); 
 xbar[3]=x3+(25.0/216.0*r1+1408.0/2565.0*r3+2197.0/4104.0*r4-
0.2*r5); 
 
 
 
 xout[1]=x1+(16.0/135.0*k1+6656.0/12825.0*k3+28561.0/56430*k4-
9.0/50.0*k5+2.0/55.0*k6); 
 xout[2]=x2+(16.0/135.0*l1+6656.0/12825.0*l3+28561.0/56430*l4-
9.0/50.0*l5+2.0/55.0*l6); 
 xout[3]=x3+(16.0/135.0*r1+6656.0/12825.0*r3+28561.0/56430*r4-
9.0/50.0*r5+2.0/55.0*r6); 
  } 
 if(fabs(xbar[1]-xout[1])>(1.0/(8.0))*h)   
 { 
  h=0.5*h;jj=jj+1;   
  cout<<h<<"\t"<<jj<<endl; 
 } 
  
}while (fabs(xbar[1]-xout[1])>1.0/8.0*h); 
  
 t=t+h; 
 xout[0]=t; 
  
 for(int i=0;i<5;i++){ 
  dxin[i]=xout[i]; 
}} 
 
runge_kutta_fehberg.cpp 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
#include "dynsystem.h" 
using namespace std; 
 
extern double m[13]; 
 
 
 
void runge_kutta_fehlberg(double xin[4],double dx){ 
     
 double t=0.0; 
 double h=dx; 
 double xbar[4]; 
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 double xout[4]; 
  
 double x0,x1,x2,x3; 
 double k1,k2,k3,k4,k5,k6,l1,l2,l3,l4,l5,l6,r1,r2,r3,r4,r5,r6; 
  
 

// do{  
//αυτός ο βρόχος χρειάζεται στην αναζήτηση του εκθέτη Lyapunov 
για να αποφευχθεί ή πιθανότητα να έχει αλλάξει το βήµα στην 
ολοκλήρωση  της πρώτης τροχιάς, να µην αλλάξει στη δεύτερη 
ολοκλήρωση και να συγκριθούν αποτελέσµατα που αντιστοιχούν σε 
διαφορετικούς χρόνους 
 do{ 
 { 
 t=xin[0]; 
 x0=xin[0];x1=xin[1];x2=xin[2];x3=xin[3];//x0,x1,x2,x3 
 
 k1=h*f1(x0,x1,x2,x3); 
 l1=h*f2(x0,x1,x2,x3); 
 r1=h*f3(x0,x1,x2,x3); 
  
 k2=h*f1(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
 l2=h*f2(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
 r2=h*f3(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
  
 
 k3=h*f1(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+
9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
 l3=h*f2(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+
9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
 r3=h*f3(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0+
9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
  
 k4=h*f1(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
 l4=h*f2(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
 r4=h*f3(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l1-
7200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l3,x3+1932.0/2197.0*r1-
7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
  
 
 k5=h*f1(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
 l5=h*f2(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
 r5=h*f3(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4,x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
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 k6=h*f1(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 l6=h*f2(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 r6=h*f3(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
  
 xbar[1]=x1+(25.0/216.0*k1+1408.0/2565.0*k3+2197.0/4104.0*k4-
0.2*k5); 
 xbar[2]=x2+(25.0/216.0*l1+1408.0/2565.0*l3+2197.0/4104.0*l4-
0.2*l5); 
 xbar[3]=x3+(25.0/216.0*r1+1408.0/2565.0*r3+2197.0/4104.0*r4-
0.2*r5); 
 
 xout[1]=x1+(16.0/135.0*k1+6656.0/12825.0*k3+28561.0/56430*k4-
9.0/50.0*k5+2.0/55.0*k6); 
 xout[2]=x2+(16.0/135.0*l1+6656.0/12825.0*l3+28561.0/56430*l4-
9.0/50.0*l5+2.0/55.0*l6); 
 xout[3]=x3+(16.0/135.0*r1+6656.0/12825.0*r3+28561.0/56430*r4-
9.0/50.0*r5+2.0/55.0*r6); 
 
  } 
 double jj=0; 
 if(fabs(xbar[1]-xout[1])>(1.0/(128.0))*h)   
 { 
  h=0.5*h;jj=jj+1;   
  cout<<h<<"\t"<<jj<<endl; 
 } 
 }while (fabs(xbar[1]-xout[1])>1.0/128.0*h); 
  t=t+h; 
       xout[0]=t; 

 //}while (  t-dx < 0  ); 
 for(int i=0;i<5;i++){ 
  xin[i]=xout[i]; 
 } 
} 
 
 
 
sustimagram.cpp 
 
#include "stdafx.h" 
#include "sustimagram.h" 
#include "math.h" 
#include "initial.h" 
 
extern double m[13]; 
//gramiko systima efaptomeniki apoikonisi 
double f11(double z0,double xx1,double xx2,double xx3,double 
z1,double z2,double z3) 
{ 
 return( (m[1]*(1.0-2.0*xx1)+m[2]*(1.0-xx2)+m[3]*(1.0-xx3))*z1-
m[2]*xx1*z2-m[3]*xx1*z3 ); 
} 
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double f22(double z0,double xx1,double xx2,double xx3,double 
z1,double z2,double z3) 
{ 
 return( -m[4]*xx2*z1+(m[4]*(1.0-xx1)+m[5]*(1.0-
2.0*xx2)+m[6]*(1.0-xx3))*z2-m[6]*xx2*z3); 
} 
double f33(double z0,double xx1,double xx2,double xx3,double 
z1,double z2,double z3) 
{  
 return( -m[7]*xx3*z1-m[8]*xx3*z2+(m[7]*(1.0-xx1)+m[8]*(1.0-
xx2)+m[9]*(1.0-2.0*xx3))*z3); 

} 
 
 

liap_volter.cpp//Εκθέτης Lyapunov µε ολοκλήρωση 
γειτονικών τροχιών 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include "initial.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
using namespace std; 
  
extern double m[13]; 
 
void main(void) 
{ 
 double m1=1.2; 
 FILE *fil1=fopen("graf.dat","wt"); 
 initial(0.5,0.5,0.1,-0.5,-0.10,0.1,m1,0.1,0.1,0.0,0.0,0.0); 
 
 double x1[4],dx1[4]; 
 double liap=0,jn,jnbefore,an=0,xbefore; 
 double tmax=100000,h=0.01; 
 
 x1[0]=0; //initial condition 
 x1[1]=0.452796; 
 x1[2]=0.199; 
 x1[3]=1.2; 
 
 double dxdx1=sqrt(3.0); 
  
 dx1[0]=0; 
 dx1[1]=x1[1]+h/dxdx1;//ετσι ώστε η απόσταση µεταξύ x1 και dx1 
να είναι h*h  
 dx1[2]=x1[2]+h/dxdx1; 
 dx1[3]=x1[3]+h/dxdx1; 
 
 
 int i=0; 
 double n1=0; 
 while (x1[0]<tmax){ 
 
  n1=n1+1; 
  i=i+1; 
jnbefore=sqrt((x1[1]-dx1[1])*(x1[1]-dx1[1])+(x1[2]-dx1[2])*(x1[2]-
dx1[2])+(x1[3]-dx1[3])*(x1[3]-dx1[3])); 
   
  runge_kutta_fehlberg(x1,h);  
  runge_kutta_fehlberg(dx1,h); 
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jn=sqrt((x1[1]-dx1[1])*(x1[1]-dx1[1])+(x1[2]-dx1[2])*(x1[2]-      
dx1[2])+(x1[3]-dx1[3])*(x1[3]-dx1[3])); 
 
  liap=liap+log(jn/jnbefore); 
 
  if(i==50){ 
   i=0; 
   fprintf(fil1,"% f  %  f   \n",x1[0],liap/(x1[0])); 
  } 
  xbefore=dx1[1]; 
   
 

dx1[1]=x1[1]+h*h/sqrt(1.0+((dx1[2]-x1[2])*(dx1[2]-x1[2])+(dx1[3]-  
x1[3])*(dx1[3]-x1[3]))/((dx1[1]-x1[1])*(dx1[1]-x1[1])));  

dx1[2]=x1[2]+(dx1[2]-x1[2])*(dx1[1]-x1[1])/((xbefore-x1[1])); 
 dx1[3]=x1[3]+(dx1[3]-x1[3])*(dx1[1]-x1[1])/((xbefore-x1[1])); 

 } 
 
 cout<<"gia xrono tmax= "<<x1[0]<<"  exoume  liap="; 
 cout<<liap/(n1*h)<<endl; 
  
 fclose(fil1); 
} 

 
 

box_coun1.cpp//∆ιάσταση χωρητικότητας  της τοµής Poincare 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include <iostream> 
#include <fstream> 
using namespace std; 
 
void main(void) 
{ 
 ifstream input_file("graf1.dat"); 
 
 double Dc=0;  
 int N=90300,N1; 
  
 double L=1.0; 
 double l=L; 
 double xstart=0.0,xend=xstart+L; 
 double ystart=0.5,yend=ystart+L; 
 
 double*x;x=new double[N]; 
 double*y;y=new double[N]; 
  
 for(int i=0;i<N;i++){ 
 
  input_file>>x[i]; 
  input_file>>y[i]; 
   
  if((x[i]>100000)||(x[i]<-1000000)) 
  {    
   N1=i-1; 
   break; 
  } 
 } 
 cout<<x[N1]<<"   "<<y[N1]<<endl; 
 int n=1; 
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 int counter=0; 
 int diktis=0; 
 do{ 
 for(int jx=1;jx<=n;jx++){ 
  for(int jy=1;jy<=n;jy++){  
   for(int i=0;i<=N1;i++) 
   { 
    if((x[i]<xstart+(jx)*l)&&(x[i]>=xstart+(jx-
1)*l)&&(y[i]<ystart+(jy)*l)&&(y[i]>=ystart+(jy-1)*l) ) 
    { 
     counter=counter+1; 
     diktis=1; 
     break; 
    } 
    else diktis=0; 
    
   } 
  } 
 } 
  
 Dc=log(double(counter))/log(L/l); 
 cout<<n<<"  "<<l/L<<"  "<<counter<<" Dc= "<<Dc<<endl; 
  
 l=l*0.5; 
 n=2*n; 
 counter=0; 
  
 }while(l/L>0.0005); 
 
 delete []x; 
 delete []y; 
} 

 
box_coun2.cpp  //∆ιάσταση χωρητικότητας  της τοµής Poincare 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include <iostream> 
#include <fstream> 
using namespace std; 
 
void main(void) 
{ 
 FILE *fil1=fopen("graf.dat","wt"); 
 ifstream input_file("grafm155.dat"); 
 
 double Dc=0;  
 int N=90300,M=9000,N1; 
 double L=1.0; 
 double l=L/4.0; 
 double xstart=0.0,xend=xstart+L; 
 double ystart=0.5,yend=ystart+L; 
 double mindok,min1=sqrt(2*(L)*(L));  
 
 double*x; 
 double*y; 
 
 x=new double[N]; 
 y=new double[N]; 
  
 int*xx; 
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 xx=new int[M*M]; 
 
 for(int i=0;i<N;i++){ 
 
  input_file>>x[i]>>y[i]; 
   
  if((x[i]>100000)||(x[i]<-1000000)) 
  {    
   N1=i-1; 
   break; 
  } 
 }  
cout<<" min=  "<<min1<<endl; 
 
 int n=4,iix,iiy; 
 int counter=0; 
 int diktis=0; 
  
 do{ 
  for(int i=0;i<M;i++){ 
   for(int j=0;j<M;j++){ 
    xx[i*M+j]=0; 
   } 
  } 
  
   for(int i=0;i<=N1;i++) 
   { 
       
    iix=int((x[i]-xstart)/l); 
    iiy=int((y[i]-ystart)/l); 
     
    xx[iix*n+iiy]=xx[iix*n+iiy]+1; 
    
   } 
  
 for(int i=0;i<M;i++){ 
  for(int j=0;j<M;j++){ 
  
 if((xx[i*M+j]>0)&&(!(xx[i*M+j]>100000)||(xx[i*M+j]<-1000000))) 
counter=counter+1; 
  } 
 } 
  
 Dc=log(double(counter))/log(L/l); 
 cout<<n<<"  "<<l/L<<"  "<<counter<<" Dc= "<<Dc<<endl; 
  
 fprintf(fil1,"% i   % f    \n",n,Dc); 
  
 l=l*0.5; 
 n=2*n; 
 counter=0; 
  
 }while(l/L>0.0001); 
 
 delete []x; 
 delete []y; 
 delete []xx; 
 
 fclose(fil1); 
} 
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box_coun3d.cpp // ∆ιάσταση χωρητικότητας του ελκυστή 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include <iostream> 
#include <fstream> 
using namespace std; 
 
void main(void) 
{ 
 FILE *fil1=fopen("graf1.dat","wt"); 
 ifstream input_file("graf.dat"); 
 
 double Dc=0;  
 int N=90300,M=1000,N1; 
  
  
 
 double*tt1; 
 double*x; 
 double*y; 
 double*z; 
 
 tt1=new double[N]; 
 x=new double[N]; 
 y=new double[N]; 
 z=new double[N]; 
  
 bool*xx; 
 xx=new bool[M*M*M]; 
 
 for(int i=0;i<N;i++){ 
 
  input_file>>tt1[i]; 
  input_file>>x[i]>>y[i]>>z[i]; 
 
   
  if((x[i]>100000)||(x[i]<-1000000)) 
  {    
   N1=i-1; 
   break; 
  } 
  else N1=N-1; 
 }  
 double xmin=x[0],xmax=x[0]; 
 double ymin=y[0],ymax=y[0]; 
 double zmin=z[0],zmax=z[0]; 
 
 for(int i=0;i<N1;i++){ 
 
  if (x[i]<xmin) xmin=x[i]; 
  if (x[i]>xmax) xmax=x[i]; 
   
     if (y[i]<ymin) ymin=y[i]; 
  if (y[i]>ymax) ymax=y[i]; 
   
  if (z[i]<zmin) zmin=z[i]; 
  if (z[i]>zmax) zmax=z[i]; 
 } 
  
 double xstart=xmin-0.001,xend=xstart+xmax+0.0011; 
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 double ystart=ymin-0.001,yend=ystart+ymax+0.0011; 
 double zstart=zmin-0.001,zend=zstart+zmax+0.0011; 
  
 double L=max(xend-xstart,yend-ystart); 
  
 L=max(L,zend-zstart); 
  
 double l=L; 
  
 cout<<xend-xstart<<"  "<<yend-ystart<<"  "<<zend-zstart<<"  
"<<L<<endl; 
  
 double mindok,min1=sqrt(3*(L)*(L));  
 
 int n=1,iix,iiy,iiz; 
 int counter=0; 
 int diktis=0; 
  
 l=l*0.5; 
 n=2*n; 
  
 do{ 
  for(int i=0;i<M;i++){ 
   for(int j=0;j<M;j++){ 
    for(int k=0;k<M;k++){ 
     
     xx[i*M+j*M+k]=0; 
    } 
   } 
  } 
  
  for(int i=0;i<=N1;i++) 
  { 
       
   iix=int((x[i]-xstart)/l); 
   iiy=int((y[i]-ystart)/l); 
   iiz=int((z[i]-zstart)/l); 
 
   xx[iix*n+iiy*n+iiz]=1; 
    
  } 
   
  for(int i=0;i<M;i++){ 
   for(int j=0;j<M;j++){ 
    for(int k=0;k<M;k++){ 
    
    
 if((xx[i*M+j*M+k]==0)&&(!(xx[i*M+j*M+k]>100000)||(xx[i*M+j*M+k]
<-1000000))) counter=counter+1; 
    } 
   } 
  } 
 
  Dc=log(double(counter))/log(L/l); 
   
               fprintf(fil1,"% i   % f    \n",n,Dc); 
  l=l*0.5; 
  n=2*n; 
  counter=0; 
  
 }while(l/L>0.0001); 
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 delete []tt1; 
 delete []x; 
 delete []y; 
 delete []z; 
 delete []xx; 
 
 fclose(fil1); 
} 
 
 
 

diastash.cpp //∆ιάσταση εµβύθισης 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include <iostream> 
#include <fstream> 
using namespace std; 
 
void main(void) 
{ 
 ifstream input_file("grafz.dat"); 
 ofstream file_graf("aytosis.dat"); 
 ofstream file_grafanakataskeyh3("anakataskeyh3.dat"); 
 
 int N=4000000,N1,Nmax,M,MMax=5; 
 N=10000; 
 N1=N-1; 
 
 double l; 
 double xstart,xend; 
 double ystart=0.0,yend=ystart; 
   
 double*x; 
 x=new double[N];  
 double*xhelp; 
 xhelp=new double[N]; 
  
 int kk=1000; 
 double*rk; 
 rk=new double[kk]; 
 
 for(int i=0;i<N;i++){ 
 
  input_file>>x[i]; 
   
  if((x[i]>100000)||(x[i]<-100000)) 
  {    
   N1=i-1; 
   break; 
  } 
 } 
 double minxi=x[0],maxxi=x[0]; 
 for(int i=1;i<=N1;i++){ 
  if(x[i] < minxi) minxi=x[i]; 
  if(x[i] > maxxi) maxxi=x[i]; 
 } 
 xstart=minxi-0.00001; 
 xend=maxxi+0.00001; 
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 l=abs(xend-xstart); 
 
 
 
    //αυτοσυσχέτιση 
 
 double mesos_oros=0; 
 for(int i=0;i<=N1;i++){ 
   
  mesos_oros+=x[i]; 
 } 
  
 mesos_oros=mesos_oros/double(N1); 
  
       double diaspora,sindiaspora; 
 
 for(int k=0;k<kk;k++){ 
  diaspora=0; 
  sindiaspora=0; 
  for(int i=1;i<=N1;i++){ 
   diaspora+=(x[i]-mesos_oros)*(x[i]-mesos_oros); 
  } 
  for(int i=1;i<=N1-k;i++){ 
   sindiaspora+=(x[i]-mesos_oros)*(x[i+k]-mesos_oros); 
  } 
 
  rk[k]=sindiaspora/diaspora; 
  file_graf<<k<<"\t"<<rk[k]<<endl; 
 } 
 
 int tt; 
 for(int i=1;i<kk;i++){ 
  if( (rk[i]<=0) && (rk[i-1]>0) )  
  { 
   tt=i;//υστεριση τ 
   break; 
  }  
 } 
  
  
 for(int i=0;i<=N1;i++) 
 { 
  xhelp[N1-i]=x[i]; 
 } 
  
  cout<<" N1=  "<<N1<<endl; 
  
 //διάσταση εµβύθισης 
 double*xx; 
 int*xxn; 
 double*NearestNeighbors; 
  
 NearestNeighbors=new double[MMax+1]; 
 
 double sumd,distanse=l,mindistanse,distanseplus,sumdnear; 
 double count=0; 
 int nearpoint; 
 xx=new double[N1]; 
 xxn=new int[N1]; 
 
 for(int m=1;m<=MMax;m++){ 
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  M=m; 
  int iii=0; 
   
  for(int i=0;i<=N1;i++){ 
   for(int j=0;j<M;j++){ 
     
    xx[i*M+j]=xhelp[iii]; 
    xxn[i*M+j]=0; 
    iii=iii+1; 
 
    if(iii==N1) break; 
   } 
   if(iii==N1) 
   { 
    Nmax=i; 
    break; 
   }   
    
  } 
  Nmax=N1-(M-1)*tt; 
 
  count=0; 
  for(int i=0;i<=Nmax;i++){ 
    
   mindistanse=l; 
    
    for(int ii1=0;ii1<=Nmax;ii1++){ 
      
     sumd=0; 
     for(int jj1=0;jj1<M;jj1++){ 
 
 sumd=sumd+(xx[i+jj1*tt]-xx[ii1+jj1*tt])*(xx[i+jj1*tt]-
xx[ii1+jj1*tt]); 
     } 
      
     distanse=sqrt(sumd); 
      
     if( (distanse<mindistanse) && ( i!=ii1 
))  { 
       
      mindistanse=distanse; 
      nearpoint=ii1;  
      sumdnear=sumd; 
     } 
    } 
 
xxn[nearpoint]=i; 
      
sumd=sumdnear+(xx[i+(M)*tt]-xx[nearpoint+(M)*tt])*(xx[i+(M)*tt]-
xx[nearpoint+(M)*tt]); 
     //sumdnear=0; 
distanseplus=sqrt(sumd); 
if( ( distanseplus/mindistanse )>100.0*double(M)/double(M+1) )  
count=count+1; 
 
} 
  NearestNeighbors[m]=count; 
   
  if(NearestNeighbors[m]==0) 
  { 
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   cout<<endl; 
   cout<<"  break;     "<<endl; 
   break; 
  } 
   
 } 
 for(int i=0;i<=Nmax-3*tt;i++){ 
 
 file_grafanakataskeyh3<<xx[i]<<"\t"<<xx[i+tt]<<"\t"<<xx[i+2*tt]
<<endl; 
   
 } 
 
 delete []x; 
 delete []xhelp; 
 delete []xx; 
 delete []xxn; 
 delete []rk; 
 delete []NearestNeighbors; 
  
 
} 
 
 
 
perioxi_elxis.cpp //Λεκάνη έλξης της περιοδικής τροχιάς 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include "initial.h" 
#include "runge_kutta_fehberg.h" 
#include "run2.h" 
#include "time.h" 
#include <fstream> 
using namespace std; 
extern double m[13]; 
extern int *dik; 
 
void main(void){ 
 
 time_t system_time; 
 ofstream file_graf("graf1.dat"); 
 ofstream file_grafelxi("grafelxi.dat"); 
 ofstream file_grafelxi11("grafelxi11.dat"); 
 ofstream file_grafelxi22("grafelxi22.dat"); 
 ofstream file_grafelxiolo("grafelxiolo.dat"); 
 ofstream file_grafelxiexoterika("grafelxiexoterika.dat"); 
  
       initial(0.5,0.5,0.1,-0.5,-0.1,0.1,1.2,0.1,0.1,0.0,0.0,0.0); 
 
 double x1[4],x2[4]; 
 double tmax=4000.5,h=0.05; 
 
 x1[0]=0; //initial condition 
 x1[1]=0.652518; 
 x1[2]=1.33328; 
 x1[3]=1.0; 
 
 double dd,dxp=0.8,dyp=0.015,dminxy=-5.0,dmaxy=5,dmaxx=50.0; 
 double a0,ax,ay,az; 
 int dik=0,c1=0,c2=0; 
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 system_time=time(NULL); 
  
 x2[0]=0; 
 x2[1]=dminxy; 
 x2[2]=dminxy; 
 x2[3]=1.0; 
  
 x1[0]=0; 
 x1[1]=x2[1]; 
 x1[2]=x2[2]; 
 x1[3]=x2[3]; 
 for(double iz=-0.3;iz<65;iz=iz+1.26){ 
 
 
  x2[1]=dminxy; 
  for(int i=1;i<(dmaxx-dminxy)/dxp;i++){ 
    
      system_time=time(NULL); 
    
      x2[1]=x2[1]+dxp; 
      x1[1]=x2[1]; 
      x2[2]=dminxy; 
      x1[2]=x2[2]; 
       
   for(int j=1;j<(dmaxy-dminxy)/dyp;j++){ 
     
       x2[0]=0; 
       x1[0]=x2[0]; 
       x1[1]=x2[1]; 
       x2[2]=x2[2]+dyp; 
       x1[2]=x2[2]; 
       x2[3]=iz; 
       x1[3]=x2[3]; 
    
       dd=0; 
    
       runge_kutta_fehlberg(x1,20000.0*h,h); 
     
    a0=x1[0]; 
    ax=x1[1]; 
    ay=x1[2]; 
    az=x1[3]; 
           
          x1[0]=0; 
   run2(x1,20000.0*h,h,&dik); 
       
 dd=sqrt( (1.0-x1[1])*(1.0-x1[1])+(1.0-x1[2])*(1.0-x1[2])+(1.0-
x1[3])*(1.0-x1[3])  );  
          if( dik==1 ) {  
    
 file_grafelxi<<dd<<"\t"<<x2[1]<<"\t"<<x2[2]<<"\t"<<x2[3]<<endl; 
       } 
        } 
         } 
   } 

} 
 

run2.cpp 
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#include "stdafx.h" 
#include "run2.h" 
#include "math.h" 
#include "dynsystem.h" 
using namespace std; 
extern double m[13]; 
 
void run2(double xin[4],double t1,double dx,int *dik){ 
     
 double t=0.0; 
 double h; 
 double xbar[4]; 
 double xout[4]; 
 double dd=0; 
 double x0,x1,x2,x3; 
 double k1,k2,k3,k4,k5,k6,l1,l2,l3,l4,l5,l6,r1,r2,r3,r4,r5,r6; 
 double tmax=t1; 
 int ii=0,ij=0; 
 double dmin=10.0,dmax=0.0; 
  
 while (xin[0]<tmax){ 
  
  h=dx; 
  ii=ii+1; 
  ij=ij+1; 
 double jj=0; 
 do{ 
   
            t=xin[0]; 
      x0=xin[0];x1=xin[1];x2=xin[2];x3=xin[3];//x0,x1,x2,x3 
  
      k1=h*f1(x0,x1,x2,x3); 
      l1=h*f2(x0,x1,x2,x3); 
      r1=h*f3(x0,x1,x2,x3); 
  
           k2=h*f1(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
      l2=h*f2(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
      r2=h*f3(x0+0.25*h,x1+0.25*k1,x2+0.25*l1,x3+0.25*r1); 
      
             
k3=h*f1(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0 
                 +9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0);           
             
l3=h*f2(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0 
                 +9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0);     
             
r3=h*f3(x0+3.0*h/8.0,x1+3.0*k1/32.0+9.0*k2/32.0,x2+3.0*l1/32.0 
                 +9.0*l2/32.0,x3+3.0*r1/32.0+9.0*r2/32.0); 
      
             
k4=h*f1(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k17200.0/2197.0*k2 
+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l17200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l
3,x3 
+1932.0/2197.0*r1-7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
       l4=h*f2(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2 
+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l17200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l
3,x3 
+1932.0/2197.0*r1-7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
       r4=h*f3(x0+12.0*h/13.0,x1+1932.0/2197.0*k1-
7200.0/2197.0*k2 
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+7296.0/2197.0*k3,x2+1932.0/2197.0*l17200.0/2197.0*l2+7296.0/2197.0*l
3,x3 
+1932.0/2197.0*r1-7200.0/2197.0*r2+7296.0/2197.0*r3); 
  
       k5=h*f1(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4, 
x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
       l5=h*f2(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4, 
x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
       r5=h*f3(x0+h,x1+493.0/216.0*k1-8.0*k2+3680.0/513.0*k3-
845.0/4104.0*k4, 
x2+493.0/216.0*l1-8.0*l2+3680.0/513.0*l3-
845.0/4104.0*l4,x3+493.0/216.0*r1-8.0*r2+3680.0/513.0*r3-
845.0/4104.0*r4); 
  
 k6=h*f1(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 l6=h*f2(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
 r6=h*f3(x0+0.5*h,x1-8.0/27.0*k1+2.0*k2-
3544.0/2565.0*k3+1859.0/4104.0*k4-11.0/40.0*k5,x2-8.0/27.0*l1+2.0*l2-
3544.0/2565.0*l3+1859.0/4104.0*l4-11.0/40.0*l5,x3-8.0/27.0*r1+2.0*r2-
3544.0/2565.0*r3+1859.0/4104.0*r4-11.0/40.0*r5); 
  
 xbar[1]=x1+(25.0/216.0*k1+1408.0/2565.0*k3+2197.0/4104.0*k4-
0.2*k5); 
 xbar[2]=x2+(25.0/216.0*l1+1408.0/2565.0*l3+2197.0/4104.0*l4-
0.2*l5); 
 xbar[3]=x3+(25.0/216.0*r1+1408.0/2565.0*r3+2197.0/4104.0*r4-
0.2*r5); 
 
 
 
 xout[1]=x1+(16.0/135.0*k1+6656.0/12825.0*k3+28561.0/56430*k4-
9.0/50.0*k5+2.0/55.0*k6); 
 xout[2]=x2+(16.0/135.0*l1+6656.0/12825.0*l3+28561.0/56430*l4-
9.0/50.0*l5+2.0/55.0*l6); 
 xout[3]=x3+(16.0/135.0*r1+6656.0/12825.0*r3+28561.0/56430*r4-
9.0/50.0*r5+2.0/55.0*r6); 
  
 if(fabs(xbar[1]-xout[1])>(1.0/(2.0))*h)   
 {       h=0.5*h;jj=jj+1;   
  if (jj>10) break;     
        } 
 if(jj>2) cout<<h<<"\t"<<jj<<endl; 
  
 dd=sqrt( (1.0-xout[1])*(1.0-xout[1])+(1.0-xout[2])*(1.0-
xout[2])+(1.0-xout[3])*(1.0-xout[3])  ); 
   
 if( abs(xout[3]-14)<0.1 ) { 
      
  *dik=0;   
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  break;   
 }   
 if( (abs(xout[3]-0)<0.01) ) { 
     
  *dik=0;   
  break;   
 } 
  
 if( ( xout[3] < 1.1 )&&( xout[3] > 0.99)&&( xout[1] < 
0.55846+0.1 )&&( xout[1] > 0.55846-0.1 )&&( xout[2] < 1.28234+0.1 
)&&( xout[2] > 1.28234-0.1 ) )  
{ 
  *dik=1; 
  break; 
 } 
 if(dd>50){ 
  *dik=0; 
  break; 
 } 
  
 }while (fabs(xbar[1]-xout[1])>h); 
 ///////////////////////////////////////////////// 
 t=t+h; 
 xout[0]=t; 
 
 for(int i=0;i<5;i++){ 
  xin[i]=xout[i]; 
 } 
  
 if( ( xout[3] < 1.1 )&&( xout[3] > 0.99)&&( xout[1] < 
0.55846+0.1 )&&( xout[1] > 0.55846-0.1 )&&( xout[2] < 1.28234+0.1 
)&&( xout[2] > 1.28234-0.1 ) ) { 
  *dik=1; 
  break; 
 } 
  
  
 if(dd>50){ 
  *dik=0; 
  break; 
 } 
 
 if( abs(xout[3]-14)<0.1 ) { 
     
  *dik=0;   
  break;   
 }  
 if( (abs(xout[3]-0)<0.01)) { 
       
  *dik=0;   
  break;   
 } 
} 
} 

 
correlationdimension.cpp //∆ιάσταση συσχέτισης 
 
#include "stdafx.h" 
#include "math.h" 
#include <iostream> 
#include <fstream> 
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using namespace std; 
void main(void) 
{ 
 ifstream input_file("grafz.dat"); 
     
 ofstream file_graf1("graf1.dat"); 
 ofstream file_graf2("graf2.dat"); 
  
 int N=4000000,N1,Nmax,M,Rmax=100,Mmax=10; 
 N=10000; 
 N1=N-1; 
  
 double l; 
 double xstart,xend; 
 double ystart=0.0,yend=ystart; 
  
   
 double*x; 
 x=new double[N];  
 double*xhelp; 
 xhelp=new double[N]; 
  
 int kk=1000; 
 double*rk; 
 rk=new double[kk]; 
 
 for(int i=0;i<N;i++){ 
 
  input_file>>x[i]; 
   
  if((x[i]>100000)||(x[i]<-100000)) 
  {    
   N1=i-1; 
   break; 
  } 
 } 
 cout<<x[N1]<<" All point = "<<N1<<endl; 
  
 double minxi=x[0],maxxi=x[0]; 
 for(int i=1;i<=N1;i++){ 
  if(x[i] < minxi) minxi=x[i]; 
  if(x[i] > maxxi) maxxi=x[i]; 
 } 
 xstart=minxi-0.00001; 
 xend=maxxi+0.00001; 
 
 l=abs(xend-xstart); 
 
    //αυτοσυσχέτιση 
 
 double mesos_oros=0; 
 for(int i=0;i<=N1;i++){ 
   
  mesos_oros+=x[i]; 
 } 
  
 mesos_oros=mesos_oros/double(N1); 
  
       double diaspora,sindiaspora; 
 
 for(int k=0;k<kk;k++){ 
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  diaspora=0; 
  sindiaspora=0; 
  for(int i=1;i<=N1;i++){ 
   diaspora+=(x[i]-mesos_oros)*(x[i]-mesos_oros); 
  } 
  for(int i=1;i<=N1-k;i++){ 
   sindiaspora+=(x[i]-mesos_oros)*(x[i+k]-mesos_oros); 
  } 
  rk[k]=sindiaspora/diaspora; 
 } int tt; 
 for(int i=1;i<kk;i++){ 
  if( (rk[i]<=0) && (rk[i-1]>0) )  
  { 
   tt=i;//υστεριση τ 
   break; 
  }  
 } 
 for(int i=0;i<=N1;i++) 
 { 
  xhelp[N1-i]=x[i]; 
 } 
 
  double*xx; 
  xx=new double[N1+1]; 
   
 
  for(int i=0;i<=N1;i++){ 
 
    xx[i]=xhelp[i];  
  } 
  Nmax=N1; 
 double*C; 
  
 C=new double[(Rmax+1)*Mmax]; 
 
 double sumd,distanse; 
 double count=0; 
  
 double r=0.0001,rbef=0.0001,dr=0.025; 
  
 for(int m=1;m<=Mmax;m++){ 
  M=m; 
  count=0;rbef=0; r=0; 
  for(int R=1;R<=Rmax;R++){ 
   r=r+dr; 
   count=0; 
   for(int i=0;i<=Nmax;i++){ 
    for(int j=i+1;j<=Nmax;j++){ 
      
     sumd=0; 
     for(int jj1=1;jj1<=M;jj1++){ 
      
  sumd=sumd+(xx[i+jj1*tt]-xx[j+jj1*tt])*(xx[i+jj1*tt]-
xx[j+jj1*tt]); 
     } 
      
     distanse=sqrt(sumd); 
     if( r-distanse>0 ) count=count+1; 
    } 
   } 
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 C[(m-1)*Rmax+R]=2.0/(double(Nmax)*(double(Nmax)-
1.0))*double(count); 
    
   if(R>1) 
   {  
file_graf1<<log(r)<<"\t"<<(log(C[(m-1)*Rmax+R])-log(C[(m-1)*Rmax+R-
1]))/(log(r)- log(rbef))<<"\t"<<m<<endl; 
file_graf2<<log(r)<<"\t"<<(log(C[(m-1)*Rmax+R]))<<endl; 
   } 
  rbef=r; 
  } 
 } 
 
 
    cout<<"  telos "<<endl; 
 
 delete []x;  
 delete []xhelp;  
 delete []rk; 
 delete []C; 
 delete []xx;  
} 

 
 

periodic_Orbit.cpp //Αναζήτηση περιοδικών τροχιών 
 
#include "stdafx.h" 
#include <cmath> 
#include "initial.h" 
#include "section_poincare.h" 
#include "DxDy.h" 
using namespace std;  
extern double m[13]; 
 
void main(void){ 
 
 FILE *fil1=fopen("graf.dat","wt"); 
  
 double m1=1.38; 
        initial(0.5,0.5,0.1,-0.5,-0.10,0.1,m1,0.1,0.1,0.0,0.0,0.0); 
 
 double x1[4],xb[4],xxp[4]; //,xbefore[13],xb[1] 
 double h0=0.01,dx0=h0*0.00000001,dy0=h0*0.00000001; 
 double tmax=30; 
 double dx=0,dy=0; 
 
  
 
 x1[0]=0; //initial condition 
 x1[1]=0.6;  
 x1[2]=1.11; 
 x1[3]=1; 
  
  
 int i=1; 
  do{   

    i=i+1; 
  
    x1[0]=x1[0]; 
    x1[1]=x1[1]+dx; 
    x1[2]=x1[2]+dy; 
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    x1[3]=x1[3]; 
 
    xb[0]=x1[0]; 
    xb[1]=x1[1]; 
    xb[2]=x1[2]; 
    xb[3]=x1[3]; 
 
     
   
    sectionp(x1,h0);   
 
    
    fprintf(fil1,"% f   % f    \n",x1[1],x1[2]); 
 
    xxp[0]=x1[0]; 
    xxp[1]=x1[1]; 
    xxp[2]=x1[2]; 
    xxp[3]=x1[3]; 
    
    DxDy(xb,xxp,h0,dx0,dy0,&dx,&dy);    

    
  }while (abs(x1[1]-xb[1])+abs(x1[2]-xb[2])+abs(x1[3]-
xb[3])>0.000001); 
   
  fclose(fil1);  

} 
 
 
 

DxDy.cpp // επιστρέφει τις παραγώγους 
 
#include "stdafx.h" 
#include "DxDy.h" 
using namespace std; 
#include "section_poincare.h" 
 
double xxx[4]; 
double xxx1,xxx2,dxdx0,dxdy0; 
double yyy1,yyy2,dydy0,dydx0; 
double a; 
 
void DxDy(double x0[4],double xout[4],double h0,double dx0,double 
dy0,double *dx,double *dy){ 
 { 
  xxx[0]=x0[0]; 
  xxx[1]=x0[1]-dx0; 
  xxx[2]=x0[2]; 
  xxx[3]=x0[3]; 
   
  sectionp(xxx,h0); 
 
  xxx1=xxx[1]; 
  yyy1=xxx[2]; 
 
  xxx[0]=x0[0]; 
  xxx[1]=x0[1]+dx0; 
  xxx[2]=x0[2]; 
  xxx[3]=x0[3]; 
   
  sectionp(xxx,h0); 
   



 92

  xxx2=xxx[1]; 
  yyy2=xxx[2]; 
 
  dxdx0=(xxx2-xxx1)/(2*dx0); 
   
  dydx0=(yyy2-yyy1)/(2*dx0); 
 } 
 { 
  xxx[0]=x0[0]; 
  xxx[1]=x0[1]; 
  xxx[2]=x0[2]-dy0; 
  xxx[3]=x0[3]; 
   
  sectionp(xxx,h0); 
  
  xxx1=xxx[1]; 
        yyy1=xxx[2]; 
 
         xxx[0]=x0[0]; 
        xxx[1]=x0[1]; 
        xxx[2]=x0[2]+dy0; 
        xxx[3]=x0[3]; 
 
        sectionp(xxx,h0); 
   
               xxx2=xxx[1]; 
        yyy2=xxx[2]; 
 
        dxdy0=(xxx2-xxx1)/(2*dy0); 
        dydy0=(yyy2-yyy1)/(2*dy0); 
 } 
 a=(dxdx0-1)*(dydy0-1)-(dxdy0*dydx0); 
 *dx=((dydy0-1)*(x0[1]-xout[1]) +(-dxdy0)*(x0[2]-xout[2]))/a; 
 *dy= ((-dydx0)*(x0[1]-xout[1])+(dxdx0-1)*(x0[2]-xout[2]))/a;} 
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