
ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ

(Λύσεις)

1. Αγωνιστικό αυτοκίνητο εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση, όπου το διάστηµα

που διανύει x = x(t), ορίζεται ως πλεγµένη συνάρτηση του χρόνου t,
από την εξίσωση F (x, t) = x3 − xt2 + x − t3 = 0. Ζητείται να ϐρεθεί η

ϑέση, η ταχύτητα και η επιτάχυνση του αυτοκινήτου τη χρονική στιγµή

t.

Λύση: Το µέτρο της ταχύτητας v = (dx/dt) και της επιτάχυνσης α =
(d2x/dt2) τη χρονική στιγµή t δίνονται από τις σχέσεις

v =
3t2 + 2tx

1− t2 + 3x2

α =
2
[

3t3(t2 + 10tx+ 12x2)− (3t+ x)(1 + 3x2)2 + 2xt2(3x2 − 1)
]

(t2 − 3x2 − 1)3

Για t = 1 προκύπτει x = 1, v = 5/3, α = −2/3.

2. Να ϐρεθεί η παράγωγος κατά κατεύθυνση της συνάρτησης f(x, y) =
ln[1 + sin2(x − 2y)], στο σηµείο P0(π/4, 0), κατά την κατεύθυνση της

ευθείας x− 2y = 2 (προς τα ϑετικά x).

Λύση: Υπολογίζουµε την κλίση της συνάρτησης f(x, y) στο σηµείο

P (π/4, 0)

(∇f)P =
2

3
êx −

4

3
êy.

Η διανυσµατική µονάδα κατά την Ϲητούµενη κατεύθυνση της ευθείας

x− 2y = 2 είναι

n̂0 =
2ex + ey√

5
.

Τελικά η παράγωγος της συνάρτησης f(x, y) κατά την Ϲητούµενη κατεύ-

ϑυνση στο σηµείο P είναι

Dn̂0
f = (∇f)P · n̂0 = 0.
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3. Σε ποιά από τα σηµείαP1(1/2, 0), P2(b/a, 1), έχει η συνάρτηση f(x, y) =
x2 − axy2 + by2 − x, άκρα τιµή. Υπάρχουν άλλα κρίσιµα σηµεία της

συνάρτησης και, αν υπάρχουν, πως αξιολογούνται· (∆ικαιολογήστε την

απάντησή σας).

Λύση: Τα κρίσιµα σηµεία της συνάρτησης f(x, y) είναι

P1

(

1

2
, 0

)

, P3

(

b

a
,

√
2b− a

a

)

, P4

(

b

a
,
−
√
2b− a

a

)

,

ενώ το P2

(

b
a
, 1
)

δεν είναι κρίσιµο σηµείο της συνάρτησης. Το σηµείο

P1 είναι σχετικό ελάχιστο ενώ τα σηµεία P3, P4 είναι σαγµατικά, όταν

ισχύει a ≥ 2b.

4. Να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση της σφαίρας που είναι οµόκεντρη µε

την σφαίρα x2 + y2 + z2 − 4x+ 6y + 8 = 0 και εφάπτεται του επιπέδου

x+ 2y − 3z − 1 = 0.

Λύση: Η σφαίρα x2+y2+z2−4x+6y+8 = 0 → (x−2)2+(y+3)2+z2 =
5, εποµένως έχει κέντρο το σηµείο (2,−3, 0) και ακτίνα

√
5. Η Ϲητούµενη

σφαίρα είναι οµόκεντρη και εφάπτεται του επιπέδου x+2y−3z−1 = 0
άρα η απόσταση του κέντρου της σφαίρας από το εφαπτόµενο επίπεδο

ϑα είναι ίση µε την ακτίνα της σφαίρας

R =
|1 · 2 + 2 · (−3)− 3 · 0− 1|

√

12 + 22 + (−3)2
=

5√
14

.

Η εξίσωση της Ϲητούµενης σφαιρας είναι

(x− 2)2 + (y + 3)2 + z2 =
25

14

5. Τα Ελληνικά Ταχυδροµεία για την αποστολή ενός δέµατος χρεώνουν

ανάλογα µε το ϐάρος και το µέγεθος του κουτιού. Αν τα x, y, z ≥ 0 είναι

οι ακµές ενός κουτιού που έχει σχήµα παραλληλεπιπέδου, το κουτί δεν

ϑα χρεωθεί υπέρβαρο αν 2x+ 2y + z ≤ 3m. Να ϐρεθεί ο µέγιστο όγκος

του κουτιού που δεν ϑα χαρακτηρισθεί υπέρβαρος.

Λύσεις: Θα µεγιστοποιήσουµε τον όγκο V = xyz (µε x > 0, y > 0, z >
0) όταν τα οι ακµές του παραλληλεπιπέδου υπακούουν ταυτόχρονα και
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το δεσµό 2x + 2y + z ≤ 3m. Χρησιµοποιούµε την µέθοδο των πολλα-

πλασιαστών Lagrange

F (x, y, z) = V (x, y, z) + λ(2x+ 2y + z − 300cm)

και ϑα έχουµε

yz = 2λ

xz = 2λ

xy = λ

2x+ 2y + z = 300cm.

από το σύστηµα αυτό προκύπτει

yz = xz = 2xy

ή x = y και z = 2x. Επιστρέφοντας στο δεσµό υπολογίζουµε 2x+ 2x+
2x = 300cm άρα x = y = 50cm και z = 100cm και ο µεγιστος όγκος

ϑα είναι V = 25× 104cm3.

6. Αν το διανυσµατικό πεδίο ~E(x, y, z) επαληθεύει της εξισώσεις

∇ · ~E(x, y, z) = ρ(x, y, z),

όπου η ρ(x, y, z) γνωστή ϐαθµωτή συνάρτηση και

∇× ~E(x, y, z) = 0,

δείξτε ότι (α) ~E(x, y, z) = −∇ϕ και (ϐ) Υπολογίστε το ∇2ϕ, όταν η

ϕ(x, y, z) είναι επίσης ϐαθµωτή συνάρτηση.

Λύσεις: (α) Η στροφή της σχέσης ~E = −∇ϕ µας οδηγεί στη σχέση

∇×E = ∇× (−∇ϕ) και εύκολα αποδεικνύουµε ότι

∇× (∇ϕ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

êx êy êz
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

(ϐ)

∇ ·E = ∇ · (−∇ϕ) = −∇2ϕ = ρ(x, y, z)

άρα η Λαπλασιανή της ϕ (∇2ϕ) είναι ίση µε −ρ(x, y, z).
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