
1 Βασικά Στοιχεία ∆υναµικής Κοσµολογίας

Στα πλαίσια της Κοσµολογικής Αρχής µπορούµε να παράγουµε τις διαφορικές εξισώσεις της κο-
σµολογικής εξέλιξης είτε απέυθείας και µε αυστηρότητα από τις εξισώσεις πεδίου της ΓΘΣ είτε
χρησιµοποιώντας Νευτώνεια προσέγγιση. Το τελευταίο είναι δυνατόν λόγω του ότι η Κοσµολογι-
κή Αρχή µας επιτρέπει να ϑεωρήσουµε στοιχειώδεις όγκους µεγέθους τέτοιου ώστε να ισχύει η
Νευτώνεια ϐαρύτητα, ως τυπικούς κοσµικούς όγκους.

1.1 Εξισώσεις Friedmann

Η ϐασικότερη διαφορική εξίσωση που περιγράφει την δυναµική εξέλιξη του Σύµπαντος, είναι η
1η εξίσωση Friedmann, η οποία αντιπροσωπεύει την εξίσωση διατήρησης της ενέργειας :
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όπου R(t) είναι ο παράγοντας κλίµακας του Σύµπαντος (η συνάρτηση του χρόνου σύµφωνα
µε την οποία µεταβάλλεται το µέγεθος του Σύµπαντος), ρ είναι η πυκνότητα υλο-ενέργειας του
Σύµπαντος, k την καµπυλότητα του χώρου και έχουµε ϐάλει και την συµµετοχή του όρου της Κο-
σµολογικής Σταθεράς, Λ, που εισήχθη αυθαίρετα από τον Αϊνστάιν για να πάρει στατικές λύσεις
για την εξέλιξη του Σύµπαντος. Στο δεξί µέρος της εξίσωσης έχουµε τους 3 όρους που συνει-
σφέρουν στην δυναµική του Σύµπαντος, δηλαδή στο ϱυθµό µεταβολής του παράγοντα κλίµακας,
R.

Μια δεύτερη σηµαντική εξίσωση, απαραίτητη για την λύση της εξίσωσης Friedmann είναι η
εξίσωση συνέχειας (fluid equation), η οποία περιγράφει πως εξελίσσεται η πυκνότητα της υλοε-
νέργειας σε ένα διαστελλόµενο Σύµπαν. Αυτή προκύπτει από το 1o νόµο της ϑερµοδυναµικής
(δεν ϑα το δείξουµε σε αυτό το µάθηµα):
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Χρειαζόµαστε επίσης και µια καταστατική εξίσωση που να συνδέει την πυκνότητα µε την πίεση της
υλοενέργειας του Σύµπαντος, P = P (ρ), για να µπορέσουµε να λύσουµε το παραπάνω σύστηµα
δύο διαφορικών εξισώσεων και να πάρουµε την δυναµική εξέλιξη του Σύµπαντος, δηλαδή την
συνάρτηση R = f(t, ρ, k,Λ).

Μία ακόµα εξίσωση που είναι σηµαντική για την µελέτη της δυναµικής του Σύµπαντος, είναι
η 2η εξίσωση Friedmann, η οποία προκύπτει επίσης και από τον συνδυασµό των παραπάνω
εξισώσεων, δηλαδή οι 3 αυτές εξισώσεις είναι ανά δύο ανεξάρτητες.

Παραγωγίζοντας την εξ.(1) και χρησιµοποιώντας την εξ.(2) µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι :
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Βλέπουµε λοιπόν ότι εάν κάποια συνιστώσα της ύλης στο σύµπαν έχει πίεση, αυτή ϑα συνει-
σφέρει στην αύξηση της ϐαρυτικής δύναµης (όπως µας διδάσκει η ΓΘΣ έχει ϑετική συνεισφορά
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µαζί µε την πυκνότητα στο αριστερό µέρος της εξίσωσης) και άρα στην επιβράδυνση της δια-
στολής. Επιπλέον ϐλέπουµε ότι σε απουσία κοσµολογικής σταθεράς, Λ = 0, το σύµπαν πάντα
ϑα επιβραδύνετε (R̈ < 0). Εάν όµως η κοσµολογική σταθερά είναι µη-µηδενική και ϑετική και
εάν Λ ≥ 4π(G/c2)(ρ + 3P/c2) ή εάν για το κυρίαρχο ϱευστό ισχύει (ρ + 3P/c2) < 0, τότε η
επιβράδυνση γυρνάει σε επιτάχυνση της διαστολής.

1.2 Καταστατική Εξίσωση

΄Οπως έχουµε ήδη πει το σύµπαν διαστέλλεται οµογενώς και ισοτροπικά και εποµένως και α-
διαβατικά, δηλαδή δεν υπάρχει διαφορική ϱοή ϑερµότητας από µια περιοχή σε άλλη. Αυτό
σηµαίνει ότι όπως το σύµπαν διαστέλλεται, ψύχεται οµογενώς επίσης. Και εφόσον ξεκίνησε από
µια υπέρθερµη κατάσταση είναι ϕανερό ότι σε διαφορετικές εποχές της ϑερµικής του εξέλιξης,
διαφορετικά είδη σωµατιδίων, κάθε ένα µε την δική του καταστατική εξίσωση, κυριαρχούν στην
δυναµική εξέλιξη του σύµπαντος. Πχ. τα σχετικιστικά σωµατίδια ϑα κυριαρχούν στην πρώιµη
υπέρθερµη κατάσταση, ενώ η ϐαρυονική ή ψυχρή σκοτεινή ύλη στην ύστερη ψυχρότερη περίοδο.

Μπορούµε να ορίσουµε µια γενικευµένη καταστατική εξίσωση, p = p(ρ), που να ισχύει για
όλες τις εποχές, παραµετροποιώντας την µε µια παράµετρο w (που ονοµάζεται και παράµετρος

της καταστατικής εξίσωσης) ως εξής :
p = w〈v2〉ρ (4)

όπου 〈v2〉 είναι η διασπορά ταχυτήτων των στοιχείων του όποιου ϱευστού. ΄Οταν κάποια σωµατίδια
είναι σχετικιστικά, δηλαδή η ϑερµοκρασία του σύµπαντος είναι πολύ µεγαλύτερη της µάζας
ηρεµίας τους (όταν δηλαδή kbT � m◦v

2, µε v2 ' c2), τότε έχουν την καταστατική εξίσωση της
ακτινοβολίας p = 1/3ρc2 οπότε w = 1/3. ΄Οταν τα σωµατίδια είναι µη-σχετικιστικά (δηλαδή όταν
kbT ∼ m◦v2 µε v2 � c2) τότε η πίεση τους είναι αµελητέα και ισχύει η προσέγγιση της ‘σκόνης’,
δηλαδή w = 0.

Εάν τώρα συνδυάσουµε την εξ. (4) µε την εξίσωση ϱευστού (εξ. 2) παίρνουµε την γενικευµένη
σχέση µεταξύ πυκνότητας οποιουδήποτε ϱευστού (σε οποιαδήποτε χαρακτηριστική εποχή στην
εξέλιξη του σύµπαντος) και του παράγοντα κλίµακας, R, συναρτήσει της παραµέτρου w:

ρ ∝ R−3(1+w) (5)

Εάν δε κανονικοποιήσουµε την εξέλιξη της σε σχέση µε τη τιµή της στον παρόντα χρόνο, έχουµε:
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R
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όπου ρi,0 είναι η πυνότητα ενέργειας της συνιστώσας i στον παρόντα χρόνο.
Οπλισµένοι µε την σχέση (5) µπορούµε πλέον να λύσουµε την εξίσωση του Friedmann για

να πάρουµε την κοσµολογική εξέλιξη του παράγοντα κλίµακας, αλλά και να υπολογίσουµε την
ηλικία του σύµπαντος.

1.3 Μοντέλο Einstein deSitter (Λ = k = 0)

Ως κλασσικά κοσµολογικά µοντέλα νοούνται αυτά χωρίς την παρουσία Κοσµολογικής σταθεράς
(Λ = 0), και χαρακτηρίζονται από την τιµή της παραµέτρου καµπυλότητας, k. ΄Εχουµε δηλαδή
µια, µια-προς-µια αντιστοιχία µεταξύ των µοντέλων και της γεωµετρίας του χώρου, όπως αυτή
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χαρακτηρίζεται από τον παράγοντα k. Το απλούστερο µοντέλο είναι αυτό που περιέχει µόνο ύλη,
και εποµένως Ωm,0 = 1, αλλά ϕυσικά και ακτινοβολία στο αρχέγονο Σύµπαν, και χαρακτηρίζε-
ται από επίπεδη γεωµετρία. Αυτό το Σύµπαν διαστέλλεται επ΄άπειρον και συνήθως ϑεωρείται ότι
είναι χωρικά άπειρο, αν και υπάρχουν και πεπερασµένες (πχ. τοροειδείς) επιφάνειες µε επίπεδη
γεωµετρία. Παρόλο που οι παρατηρήσεις των διαταραχών ϑερµοκρασίας του υποβάθρου µικρο-
κυµάτων έχουν δείξει ότι πράγµατι το σύµπαν έχει µηδενική χωρική καµπυλότητα (k = 0), και
εποµένως η γεωµετρία που διέπει το κοσµικό χώρο είναι η Ευκλείδεια, το απλό αυτό µοντέλο
δεν ισχύει µιας και παρατηρήσεις υπερκαινοφανών αστέρων SNIa έχουν δείξει ότι το Σύµπαν
διαστέλλεται επιταχυνόµενα, οπότε και Λ > 0.

Η εξίσωση Friedmann για αυτό το µοντέλο γράφεται :
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που είναι πολύ εύκολο να την λύσουµε χρησιµοποιώντας την εξ.(4), όπου ϐέβαια η παράµετρος,
w, της καταστατικής εξίσωσης µπορεί να πάρει τιµές w = 0 για την συνιστώσα της ύλης και τιµή
w = −1/3 για την συνιστώσα της ακτινοβολίας. Ολοκληρώνοντας τελικά την παραπάνω εξίσωση
παίρνουµε την λύση για την χρονική εξέλιξη του παράγοντα κλίµακας:

R(t) ∝ t
2

3(1+w) (8)

∆ιαφορίζοντας την εξίσωση αυτή, διαιρώντας κατά µέλη µε την ίδια, τότε στον παρόντα χρόνο
παίρνουµε την ηλικία του Σύµπαντος σε αυτό το κοσµολογικό µοντέλο, tEdS

0 = 2
3H0

.
Επίσης εάν αντικαταστήσουµε το παράγοντα κλίµακας από την εξ.(8) στην εξ.(7) ϐρίσκουµε

πως εξελίσσετε η πυκνότητα της ύλης µε τον χρόνο.

ρ =
1

6πGt2(1 + w)2
(9)

1.4 Κοσµολογικές Παράµετροι

1.4.1 Κρίσιµη Πυκνότητα

Είναι ιδιαίτερα χρήσιµο για την µελέτη διαφορετικών κοσµολογικών µοντέλων να ορίσουµε µε
έναν συστηµατικό και παραµετροποιηµένο τρόπο όλες τις παραµέτρους που επηρεάζουν την
δυναµική του Σύµπαντος. Για αυτό το σκοπό ϑα ορίσουµε την ‘συνολική (ή κρίσιµη) πυκνότητα’,
που είναι η συνολική πυκνότητα όλων των πραγµατικών ή εικονικών ϱευστών που συνυπάρχουν
στο Σύµπαν (στην περίπτωση του µοντέλου µε k = Λ = 0 ονοµάζεται ‘κρίσιµη’ πυκνότητα) και η
τιµή της ϐρίσκεται από την εξ.(1) λύνοντας ως προς την πυκνότητα:

ρcr =
3H2

8πG
(10)

που στο παρόν χρόνο (t = t0), όπου H = H0, έχει τιµή:

ρcr,0 = 1.88× 10−29h2 gm cm−3 = 2.78h−1 × 1011M�(h−1Mpc)−3
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1.4.2 Σταθερά του Hubble

Η παράµετρος του Hubble (εξ.;;) στην παρούσα εποχή (t = t0) ονοµάζεται σταθερά του Hubble,
δηλαδή H(t = t0) = H0, και έχει τιµή:

H0 = 74± 4 km s−1Mpc−1 (11)

(πχ. Riess et al. 2011; Chávez et al 2012). Κυρίως για ιστορικούς λόγους, µιας και η τιµή της
σταθεράς του Hubble ήταν για πολλά χρόνια παρατηρησιακά αβέβαιη (µε αβεβαιότητα ∼ 50%),
είθισται να παρουσιάζεται σε παραµετρική µορφή:

H◦ = 100 h
km

sec Mpc
=

1

9.78 Gyr′s
× h (12)

όπου η παράµετρος h, σύµφωνα µε την σηµερινή τιµή της σταθεράς H0 έχει τιµή h = 0.74.

1.4.3 Κοσµολογική Σταθερά

Παρόλο που το µοντέλο µε µη-µηδενική κοσµολογική σταθερά υπάρχει ως µαθηµατική δυνα-
τότητα από τον ίδιο τον ϑεµελιωτή της ΓΘΣ, τον Αϊνστάιν, πρόσφατα έχει αποκτήσει τεράστιο
ενδιαφέρον λόγω των παρατηρήσεων υπερκαινοφανών αστέρων τύπου SNIa που έχουν δείξει ότι
το σύµπαν διαστέλλεται επιταχυνόµενα (δηλαδή Λ > 0), γεγονός που προϋποθέτει µια συνιστώσα
της δυναµικής εξέλιξης του σύµπαντος να έχει καταστατική εξίσωση µε αρνητική πίεση· όπως
είναι η περίπτωση της Κοσµολογική σταθεράς.

1.5 Το Σύµπαν του Αϊνστάϊν

Αρχικά η Κοσµολογική σταθερά εισήχθη αυθαίρετα από τον Αϊνστάιν στις εξισώσεις πεδίου της
ΓΘΣ, εφαρµοζόµενων στο κοσµολογικό υπόβαθρο υπό την υπόθεση της οµοιογένειας και ισοτρο-
πίας, για να επιτύχει στατικές λύσεις, µιας και οι λύσεις που εξάγονταν προέβλεπαν ένα δυναµικά
εξελισσόµενο σύµπαν. Για να δούµε την αναγκαιότητα εισαγωγής της Κοσµολογικής σταθεράς
για τον παραπάνω δεδηλωµένο σκοπό, ας πάρουµε την αρχική εξίσωση Friedmann εξ.(3) χωρίς
τον όρο του Λ. Βλέπουµε ότι για να επιτύχουµε στατική λύση , δηλαδή

Ṙ = R̈ = 0 ,

πρέπει να έχουµε
ρ+ 3p/c2 = 0 .

Αλλά όλα τα γνωστά ϱευστά έχουν καταστατική εξίσωση µε ρ+3p/c2 > 0 . ΄Αν όµως εισάγουµε τον
όρο της Κοσµολογικής σταθεράς τότε µπορούµε να έχουµε κανονική ύλη (µε την αναµενόµενη
καταστατική εξίσωση) αλλά και να επιτύχουµε µια στατική λύση.

Συνδυάζοντας τις εξ. (1) και (3) και απαλείφοντας τον όρο της πυκνότητας, παίρνουµε για την
στατική περίπτωση ότι :

P =
(k/R2 − Λ)c4

8πG
οπότε για την περίπτωση ενός σύµπαντος που κυριαρχείται από την ύλη (P = 0) παίρνουµε ότι ο
παράγοντας κλίµακας του Σύµπαντος δίδεται από:

R = (k/Λc)
1/2 (13)

4



που σηµαίνει ότι για ϑετική τιµή του Λc έχουµε k = +1 (ϑετικά καµπυλωµένο - σφαιρικής
γεωµετρίας - σύµπαν) ενώ για αρνητική τιµή παίρνουµε k = −1 (αρνητικά καµπυλωµένο -
υπερβολικής γεωµετρίας -σύµπαν). Εισάγοντας την εξ.(13) στην (1) παρήγαγε ο Αϊνστάϊν την
πυκνότητα ύλης αυτού του Σύµπαντος :

ρ =
Λcc

2

4πG
(14)

όπου Λc, η κρίσιµη τιµή της σταθεράς Λ για την οποία Ṙ = R̈ = 0, έχει ϑετική τιµή. Παρόλη
την προσπάθεια παραγωγής στατικών λύσεων, τελικά αποδείχθηκε ότι η παραπάνω λύση ήταν
ασταθής σε µικρές διαταραχές του Λc οι οποίες αλλάζουν δραµατικά την συµπεριφορά του R.
Μπορούµε να το καταλάβουµε αυτό αν σκεφτούµε ότι µια µικρή διαταραχή στο παράγοντα R, για
την ίδια τιµή του Λc, ϑα προκαλέσει ανάλογα µε το πρόσηµο της διαταραχής ένα διαστελλόµενο
ή συστελλόµενο σύµπαν.

1.5.1 Φυσική Ερµηνεία της Κοσµολογικής Σταθεράς

Η Κοσµολογική Σταθερά έχει ερµηνευτεί ως η ενέργεια του κενού, που σύµφωνα µε την κβαν-
τική ϑεωρία πεδίου έχει καταστατική εξίσωση: Pvac = −c2ρvac, παρόµοια δηλαδή µε αυτή της
Κοσµολογικής σταθεράς (δες κεφάλαιο 3.2). Στη κλασσική ϑεωρία το κενό ενός συστήµατος
είναι η κατάσταση στην οποία τα σωµατίδια παραµένουν ακίνητα, στο ελάχιστο του δυναµικο-
ύ. ΄Ενα κλασσικό παράδειγµα είναι η περίπτωση του αρµονικού ταλαντωτή που έχει δυναµικό
U(x) = 1/2kx2 µε x = −F/k, όπου F είναι η δύναµη επαναφοράς που ασκείται στο ταλαν-
τούµενο σώµα όταν έχει εκτραπεί κατά διάνυσµα x, όπου έχει ελάχιστο στο x = 0 µε συνολική
ενέργεια E = T (x)− U(x) = 0.

΄Οµως στη Κβαντοµηχανική, λόγω της αρχής της αβεβαιότητας του Heisenberg, ∆E∆t '
h/2π = ~, η ελαχίστη ενέργεια που µπορεί να έχει ένα σύστηµα είναι πεπερασµένη. Παροµοίως
στη Κβαντική Θεωρία πεδίου, το κενό, δηλαδή η κατάσταση ελαχίστης ενέργεια είναι µη µηδενική,
και µπορεί να ιδωθεί ως µια κατάσταση όπου (εικονικά) σωµατίδια και αντισωµατίδια διαρκώς
δηµιουργούνται και εξαϋλώνονται (παρόλο που ούτε να παρατηρηθούν µπορούν, ούτε η ενέργεια
τους να µετρηθεί). Η ύπαρξη µη µηδενικής δυναµικής ενέργειας του κενού έχει αποδειχθεί
και πειραµατικά µε το λεγόµενο Casmir effect, και όπως όλες οι µορφές ενέργειας παράγουν
ϐαρυτικό πεδίο, έτσι και η ενέργεια του κενού, παρόλο που λόγο του αρνητικού πρόσηµου στη
καταστατική της εξίσωση οι δυνάµεις που παράγονται δεν είναι ελκτικές αλλά απωστικές.
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