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Τµήµα Τ1: Ν. Στεργιούλας

΄Ασκηση 1: Να ϐρεθεί το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων:

1. f(x) = ln(5x − 3x − 2)

2. g(x) =

√
ln

[
ln

(
30x+ 6

−2x+ 5

)]
3. h(x) =

√
|x2 + 18x− 3| − 12

Λύση:

1. Πρέπει 5x − 3x − 2 > 0 ⇔ 5x − 3x > 2. Για x = 1 υπάρχει η προφανής σχέση
51 − 31 = 2. Η ανισότητα ικανοποιείται για x > 1. Εποµένως, D(f) = (1,+∞).

2. ∆ουλεύουµε την έκφραση από µέσα προς τα έξω. 1ος περιορισµός : 30x+6
−2x+5

> 0 ⇒
−1/5 < x < 5/2. 2ος περιορισµός : ln

(
30x+6
−2x+5

)
> 0 ⇒ 30x+6

−2x+5
> 1 ⇒ x > −1/5.

3ος περιορισµός : ln
[
ln
(
30x+6
−2x+5

)]
≥ 0 ⇒ ln

(
30x+6
−2x+5

)
≥ 1 ⇒ 30x+6

−2x+5
≥ e ⇒ x ≥

(5e− 6)/(30 + 2e) ' 0.2142. Συνολικά: D(g) = [ 5e−6
30+2e

, 5/2).

3. Πρέπει |x2 + 18x − 3| − 12 ≥ 0 ⇔ |x2 + 18x − 3| ≥ 12 ⇔ {x2 + 18x − 3 ≥
12 ή x2 + 18x − 3 ≤ −12} ⇔ {x2 + 18x − 15 ≥ 0 ή x2 + 18x + 9 ≤ 0} ⇔ {(x ≤
−9 − 4

√
6 ή x ≥ −9 + 4

√
6) ή − 9 − 6

√
2 ≤ x ≤ −9 + 6

√
2}. Εποµένως, το πεδίο

ορισµού είναι D(h) = (−∞,−9− 4
√
6]∪ [−9− 6

√
2,−9+ 6

√
2]∪ (−9+ 4

√
6,+∞).

΄Ασκηση 2: Να ϐρεθεί (αν υπάρχει) η αντίστροφη συνάρτηση των :

1. f1(x) = 3x+
√
x2 + 9

2. f2(x) =
4x

4 + 4x

Λύση:
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1. Η f1(x) έχει πεδίο ορισµού το R, όπου είναι 1-1. Θέτουµε y = 3x +
√
x2 + 9 και

λύνοντας ως προς x ϐρίσκουµε δύο πιθανές λύσεις : x = 3y/8+ 1/8
√
y2 + 72 ή x =

3y/8− 1/8
√

y2 + 72, δηλ. προκύπτουν δύο υποψήφιες εκφράσεις της αντίστροφης
συνάρτης : f−11 (x) = 3x/8 + 1/8

√
x2 + 72 ή f−11 (x) = 3x/8− 1/8

√
x2 + 72 µε πεδίο

ορισµού το R. Από αυτές, ϐρίσκουµε πως µόνο η δεύτερη ικανοποιεί τη σχέση
f−11 ◦ f1(x) = x, άρα αυτή είναι η Ϲητούµενη αντίστροφη συνάρτηση.

2. Η f2(x) έχει πεδίο ορισµού το D(f2) = (−∞,+∞), όπου είναι 1-1. Θέτουµε y =
4x/(4+4x)⇒ y = 4x−1/(1+4x−1)⇒ 4x−1 = y/(1−y)⇒ x = 1+log4[y/(1−y)]. ΄Αρα
f−11 (x) = 1+log4[x/(1−x)], µε πεδίο ορισµού D(f−12 ) = (0, 1). Οι f2(x) και f−12 (x)
αποτελούν Ϲεύγος αντίστροφων συναρτήσεων, δηλ. f−12 ◦ f2(x) = f2 ◦ f−12 (x) = x στο
κοινό πεδίο ορισµού x ∈ (0, 1).

΄Ασκηση 3: Να υπολογιστούν τα όρια :

1. lim
x→−1

√
x2 + 8− 3√

x+ 1

2. lim
x→−2+

√
2x(x− 1)

|x− 1|

3. lim
x→∞

x+ sinx+ 2
√
x

x+ sinx

Λύση:

1. lim
x→−1

√
x2 + 8− 3√

x+ 1
=

0

0
⇒ lim

x→−1

(
√
x2 + 8− 3)′

(
√
x+ 1)′

= lim
x→−1

2x
√
x+ 1√

x2 + 8
=

0

3
= 0.

2. ∆εν υπάρχει το όριο αν x ∈ R. Σηµείωση: Αν επεκτήναµε την άσκηση στους µιγα-
δικούς αριθµούς, τότε το όριο ϑα ήταν −2i, αφού

√
−1 = i.

3. Επειδή −1 ≤ sinx ≤ 1, µπορούµε να ορίσουµε δύο συναρτήσεις f(x) = x+1+2
√
x

x+1

και g(x) = x−1+2
√
x

x−1 , ώστε lim
x→∞

f(x) ≤ lim
x→∞

x+ sinx+ 2
√
x

x+ sinx
≤ lim

x→∞
g(x). Επει-

δή lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 1, από το ϑεώρηµα του «σάντουιτς» έπεται πως και

lim
x→∞

x+ sinx+ 2
√
x

x+ sinx
= 1.

΄Ασκηση 4: Υπάρχει τιµή του a για την οποία η συνάρτηση:

f(x) =

{
3x4 + ex

3

+
2

3
a, αν x < 0

sec(3x4 + ax), αν x ≥ 0
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γίνετια συνεχής στο x = 0; Σχεδιάστε την f(x) (για τη συγκεκριµένη τιµή του a) µεταξύ
−2 < x < 2 χρησιµοποιώντας όποιο πρόγραµµα γραφικών ϑέλετε (πχ., desmos).
Λύση:

Πρέπει lim
x→0−

(
3x4 + ex

3

+
2

3
a

)
= lim

x→0+
sec(3x4 + ax) ⇒ 1 +

2

3
a = sec 0 = 1 ⇒ a = 0.

Επιπροσθέτως, πρέπει limx→0 f(x) = f(0) ⇔ 1 = 1, άρα ισχύει. Η γραφική παράσταση
ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα:

΄Ασκηση 5:

Βρείτε ποια τιµή πρέπει να έχει το όριο lim
x→0

g(x), ώστε να αληθεύουν οι ακόλουθες
σχέσεις :

1. lim
x→0

(
4− g(x)

x

)
= 1

2. lim
x→−4

(
x lim

x→0
g(x)

)
= 1

Λύση:
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1. Πρέπει g(x) = 4 − f(x), ώστε lim
x→0

(
4− 4 + f(x)

x

)
= lim

x→0

(
f(x)

x

)
= lim

x→0

(
f ′

x′

)
=

f ′

1
= 1. Ικανοποιείται για f(x) = x και lim

x→0
g(x) = 4.

2. Είναι προφανές πως lim
x→0

g(x) = −1/4.

΄Ασκηση 6: Η κίνηση ενός σώµατος περιγράφεται από τις παραµετρικές εξισώσεις x(t) =
t2 − 2, y(t) = t3 − 2t, µε −∞ < t < ∞. Βρείτε τα σηµεία της τροχιάς στα οποία η
εφαπτόµενη είναι παράλληλη µε τον άξονα Οx.
Λύση:

Η εφαπτόµενη έχει κλίση dy/dx = (dy/dt)/(dx/dt) και άρα είναι παράλληλη µε τον
άξονα Οx στα σηµεία όπου dy/dt = 0 ⇒ t = ±

√
2/3, δηλαδή στα σηµεία (x, y) =

(−4/3,−4/3
√

2/3) και (x, y) = (−4/3, 4/3
√

2/3). Το παρακάτω σχήµα επιβεβαιώνει τη
λύση:
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