
���������	��
���
�������������
���������� �"!��#����� ∗†

$�%'&)(+*',�-�./*'01%',32
4#5/675/8:9 &7;=< ( 6 ,32

>@?3< ;BAC%3AEDF./GH< %JI 8'K GFL+< ;BA 675 < %NM�GO;P; 8 ./% K3Q (+R),32
S3T/U7U7V M�GO;P; 8 ./% K3Q (+R

E-mail:vlahos@astro.auth.gr

WXUZY GF(+G 53[ ? Q %'&]\ U7U7^

_�`FaEb c3d/e1d
f=gihkjHlOm7nOjHo�oCpFgrqsm7o�pFtChFuHhwv)x y3hCpOjHz1grnO{	z}|wx yE~Py3n��w� oCyEtChC�rlC��z�tX� uHz�v3jH���

{�~P{snFuHz��Cgr�rhCyEgioHgw� �C�P{��XoX�HnFuHz��Cgr�rhCjHoHv3{rnFgw� �H�P{	�XpOjHlHg�~P{	tChCpk�w� z�v3zix �rhO{�gioX�
�XoX�3�w� oC�wx �r{�gioX�)jH�}y3o�yEgih#tHuHlCy3jHo)��f=grn�y3pO{r�}�Ezi� o�m7o�jHz�uHz�gr�Oy3hCpOjHzsjHz}�w� �X���
���EoC�roH�CgrnO�w� yEgF� �X�}�koCyEgrlOm7zi� z}��z}�)oC�rjHqC�rhO{�gioC��grn�m7z�~P�wx o@�w� oHgioC�roC�X�P{�yEgw� �
z}|w� yE�Py3zi� �

Vlassov-Maxwell
�@g}hCp��rz}pOyEgihC��tHuHlCy3jHoHgihC���XoX�'m7o�pFtChFuHhwv)x �

y3hCpOjHz�g}h#v3�roCjHjC� �Xq#�rpwm7jHq�oC{rlHtHgrpO|rnO��g}~P{�oCyEgioOm)�P{��XpOjHlHg}~P{H�

� �������������@�
�� #¡E¢E£)¤'¥E¦�§w¨ ©H¦7ªC«r©H¦#¬H­X©H¦)¥3ª ®7¯#¤'°X¤/±F²E¥E¦�¡3 )­�¦3¡3 X±O§�¢E§w¨ ±w¦7ªC¦3¡3¯#®7°X¥E¦3±w¦�®7¦7ªX³´ )µO±H¨ ¦
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¬Cª ¦3¡)¨ ¤/±�·	¤/²Z¿´¦À¾X±w¦)©ÂÁ/µO¾E¤+ª ¥E J©H¦]¤'­XºO²X±F¾E¤' )­X¥E§�¥E§rµCª ®7£�½)¦)¤+ª ®7£J§rµO·�±F¾E¥E¦3±r¦+Ã ¶ ¦7¸
Ä� 7ª «rÅ	§w¨ ©H¦7ªF 7ªF®7¦)©H E©Cª ®7«rÅ�±r¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�¡3 )­�¥X¡3 )µH )°X©s©O¦�¬Cª §i¹+§rµF¿´ )°X©	®7¦7ªO¬Cª ¦)¬H E¿´ )°X©
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Griffiths 7 ¹´ª ¦�¡3§rµCª ¤'¤'¯X±O§rµH§rÅ�¡E¢X²EµH )³´ )µC¨ §�Å�®7¦7ª'§r¥H½)£E¿´­X©H¤/²/»8 ª+§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å
Maxwell

¤/±w �®7§r©H¯�¥X¡3 )µH )°X©�©H¦�¡3£)µH )­X©#±F²�¥E )µH³+¾

∇2 ~E =
1

c2

∂2 ~E

∂t2
¶ 2 ¸

∇2 ~B =
1

c2

∂2 ~B

∂t2
¶:9 ¸

¯3¡3 )­
c
§w¨ ©H¦7ªE²�±w¦)Á/°C±F²X±w¦@±w )­�³+·�±O¯)ÅC»�Ëk­X¥C¡3§rµH¦7¨ ©H )­X¥E§k¯X±Hª7¤/±r �®7§r©H¯�±r @²X¢E§�®)±OµCª ®7¯

®7¦7ª'¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯�¡3§r¬C¨  �ª ®7¦)©H 3¡3 7ª  )°X©#¥3ª ¦Â§rÈC¨ ¤/·	¤/²@±F²EÅ#¥E )µH³+¾EÅ<;

∇2f =
1

c2

∂2f

∂t2
.

¶:= ¸
ã�§rÈC¨ ¤/·	¤/²Z¦)­C±F¾�¡3§rµCª ¹+µH£)³´§wª1±F²Z¬Cª £)¬H )¤/²æ®7°X¥E¦3±w )Å@¥E§�±r¦)Á/°C±F²X±w¦

c
»?>�¡3¯Z±Hª ÅA@�È3»

¶ 2 ¸ å ¶:9 ¸�¤'­X¥X¡3§rµH¦7¨ ©H )­X¥E§� C±CªCB DFEHG)IKJMLON PRQ	SFTUPRQWV�XYL<Z�[R\RE�]	Q�^�P6V�[_S Z	`WZ�aY]	Q
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>�©s­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§� X±HªF²�§rÈC¨ ¤/·	¤/²k®7°X¥E¦3±w )Å�«rÁ/§wªw¢E°X¤/²�±F²EÅ	¥E )µO³´¾EÅ ¶ §�¡)¨ ¡3§r¬H �®7°X¥E¦7¸

A = A0 · ei(~k·~r−ωt) ¶
j ¸
¯3¡3 )­

ω
§w¨ ©H¦7ª/²�¹'·	©Cª ¦3®)¾�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦æ®7¦7ª ~k  æ®7­X¥E¦3±O£)µH­H¿´¥E )Å<;'±O¯X±O§�¦)©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±FÆ�å©O±w¦)Å�¤/±F²E©F@�È3» ¶:= ¸�«rÁ/ )­X¥E§

ω2 = c2k2 ¶:k ¸
¾

D(ω,~k) = ω2 − c2k2 = 0.
¶:l ¸

¯3¡3 )­
D
§w¨ ©H¦7ª=²J¤'­X©H£)µO±F²E¤/²]¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)ÅC»]ãm@�È3» ¶:l ¸�§w¨ ©H¦7ªP¹+©O·	¤/±F¾]·	ÅÂ§rÈC¨ ¤/·	¤/²

¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�®7¦7ª�¤'­X©H¬H«r§wª�±F²J¹'·	©Cª ¦3®)¾J¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦É¥E§�±w E©�®7­X¥E¦3±O£)µCª ¿´¥E 
ω(~k)
» 8

¬H§w¨ ®)±F²EÅ�¬Cª £E¿+¢E¦)¤/²EÅ�¤/±r Â®7§r©H¯�§w¨ ©H¦7ª

n =
ck

ω
= 1,

²�³´¦)¤+ª ®)¾@±w¦)Á/°C±F²X±r¦Â§w¨ ©H¦7ª
vφ = ω/k = c

®7¦7ª
vg = ∂ω

∂k = c
§w¨ ©H¦7ª)²�±r¦)Á/°C±F²X±w¦Â )¥E£Xå

¬H¦)Å ¶ ²�±r¦)Á/°C±F²X±w¦Â¥E§�±r¦)³´ )µH£)Å�±F²EÅ#§r©H«rµF¹+§wª ¦)Å�±w )­�²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�®7°X¥E¦3±r )ÅF¸�»
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Ës±F²Ì¤'­X©H«rÁ/§wª ¦Ê¿´¦Ç¤'­XºO²X±F¾E¤' )­X¥E§À±F²Ê¬Cª £)¬H )¤/²�²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®)Æ	©]®7­X¥E£3±�·	©N¤'§
¦E¹'·�¹+ )°XÅC»�>�©�²�¡3­C®7©H¯X±F²X±w¦�±r·	©�§�¢E§r°H¿´§rµO·	©#³´ )µO±H¨ ·	©#¥E«r¤'¦�¤/±w E©�¦E¹'·�¹+¯�§w¨ ©H¦7ª

ρf®7¦7ª�²:¡3­C®7©H¯X±F²X±w¦:±w )­JµH§r°X¥E¦3±w )Å ~jf
±O¯X±O§æ¤'°X¥E³+·	©H¦É¥E§�±w E©À©H¯)¥E :±w )­

Ohm,
±r 

µH§r°X¥E¦�¡3 )­@¡3µH 3®7¦3¢E§w¨7²�¡3¦)µH )­X¤+¨ ¦�²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­ ~E
¿´¦Â§w¨ ©H¦7ª

~jf = σ ~E
¶�� ¸

¯3¡3 )­
σ
¤'­X¥H½) C¢3¨ ºH§wª�±F²E©:²X¢E§�®)±OµCª ®)¾Ê¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±w¦Ç±r )­Ê¦E¹'·�¹+ )°7» 8 ªk§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

Maxwell
¿´¦�¡3£)µH )­X©�±F²�¥E )µH³+¾

∇ · ~E = 4πρf
¶:� ¸

∇ · ~B = 0
¶:� ¸

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t

¶ 2$� ¸

∇× ~B =
4π

c
~jf +

1

c

∂ ~E

∂t
.

¶ 2U2 ¸
@�³´¦)µH¥E¯)ºH E©O±r¦)Å�±w Z¤/±OµH X½7ª ¢3ª ¤'¥X¯]¤/±Hª ÅA@�È3» ¶ 2$� ¸�®7¦7ª ¶ 2U2 ¸�®7¦7ª´®7£)©H E©O±r¦)Å#Á/µO¾E¤/²æ±r )­
©H¯)¥E )­�±w )­

Ohm
«rÁ/ )­X¥E§ ¶ ¯X±w¦)©#±r 

ρf = 0
¸0;

∇2 ~E =
1

c2

∂2 ~E

∂t2
+

4πσ

c2

∂ ~E

∂t

¶ 2 9 ¸

∇2 ~B =
1

c2

∂2 ~B

∂t2
+

4πσ

c2

∂ ~B

∂t

¶ 2 = ¸
>�©H¦)ºO²X±FÆ	©O±w¦)Å�¢E°X¤/²�±F²EÅ]¥E )µH³+¾EÅZ±�·	©N§�¡)ª ¡3«r¬O·	©:®7­X¥E£3±�·	© ¶ ½3¢E«�¡3§�@�È3» ¶
j ¸Â¸�²
§rÈC¨ ¤/·	¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�¿´¦�¡3£)µH§wª'¥3ª ¹+¦)¬Cª ®)¾�¥E )µH³+¾

ω2 = k2c2 + i(4πσ)ω.
¶ 2 j ¸

>�©À­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§æ X±Hª�²N¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦É§w¨ ©H¦7ª�¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®)¾J®7¦7ª	 N®7­X¥E¦3±w¦)µCª ¿´¥E )Åæ§w¨ ©H¦7ª
¥3ª ¹+¦)¬Cª ®7¯)Å ¶ ~k = ~kr + i~ki

¸s±O¯X±O§�¦3¡3¯�±F²�¢E°X¤/²�±F²EÅ�@�È3» ¶ 2 j ¸�­C¡3 C¢E C¹´¨ ºH )­X¥E§.;

kr =
ω√
2c





√

1 +

(

4πσ

cω

)2

+ 1





1/2

≥ 0
¶ 2 k ¸

=



ki =
ω√
2c





√

1 +

(

4πσ

cω

)2

− 1





1/2

≥ 0
¶ 2 l ¸

>�©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±O¯E©O±r¦)Å#±w Z¥3ª ¹+¦)¬Cª ®7¯æ®7­X¥E¦3±O£)µH­H¿´¥E �¤/±w æ²X¢E§�®)±OµCª ®7¯æ®7¦7ª´¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯�§�¡)¨ å
¡3§r¬H �®7°X¥E¦�«rÁ/ )­X¥E§

~E = ~E0e
−~ki·~rei(~kr ·~r−ω·t) ¶ 2 � ¸

¯)¥E 7ª ¦�¹´ª ¦�±r Â¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯�¡3§r¬C¨  

~B = ~B0e
−~ki·~rei(~kr ·~r−ω·t).

¶ 2 � ¸
Ë�­X¥X¡3§rµH¦7¨ ©H )­X¥E§�¢E 7ª ¡3¯E©@ X±Hª´±r æ²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯�®7°X¥E¦Â¿´¦�¦3¡3 )¤)½)§r¤7¿´§w¨´¤'§�¦3¡3¯Xå
¤/±w¦)¤/²

r > (1/ki).
Ës±w J®7§r©H¯ ¶

σ → 0
¸#±r 

kr = ω/c
®7¦7ª

ki = 0
¡3 )­]§w¨ ©H¦7ª= 7ª

¹+©O·	¤/±O«rÅ�¥E¦)Å�¢E°X¤'§wª Å ¶ @�È3» ¶:k ¸�¸�»

ÍBÎ
� �JÓ	Ö�{=á�Ô1ÜÝÓ���~:Ô/Ø=Ñ�Ø�Ú'ÔYz�á�Ò7Üf~
8 ª+§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å�¡3 )­@¡3§rµCª ¹+µH£)³´ )­X©�±r¦æª ¬H¦)©Cª ®7£�µH§r­X¤/±O£�;/§w¨ ©H¦7ªÝÃ

• ã §rÈC¨ ¤/·	¤/²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦)Å

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0,

¶ 2 � ¸

¯3¡3 )­
ρ
§w¨ ©H¦7ª7²�¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦�®7¦7ª

~u
²�±r¦)Á/°C±F²X±w¦�±w )­@µH§r­X¤/±w )°R;

• ã §rÈC¨ ¤/·	¤/²@®/¨ ©O²E¤/²EÅ ¶ Euler
¸

ρ

[

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u

]

= −~∇P
¶:9 � ¸

®7¦7ªE²#®7¦3±w¦)¤/±r¦3±Hª ®)¾�§rÈC¨ ¤/·	¤/²
P = ρkBT/m

;)¯3¡3 )­
P
§w¨ ©H¦7ªX²�¡)¨ §r¤/²�;

kB
²�¤/±w¦E¿´§rµH£

±w )­
Boltzman

®7¦7ª7� ²@¿´§rµH¥E 3®7µH¦)¤+¨ ¦+»
3�¦�¥E§�¢E§�±F¾E¤' )­X¥E§�¦)©� 7ªR@�È3» ¶ 2 � ¸	®7¦7ª ¶:9 � ¸s«rÁ/ )­X©�¢E°X¤'§wª Å�±F²EÅ�¥E )µH³+¾EÅ

ρ = ρ0 +
ρ10 exp(i(~k · ~r − ωt))

¶ ±w¦3¢E£)©O±r·	¤/²�¹+°XµO·ß¦3¡3¯�±F²E©�¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦
ρ0
±r )­æµH§r­X¤/±w )°E¸0;

~u = ~u1 = u10 exp(i(~k · ~r − ωt))
¶ ±w �µO§r­X¤/±H¯�§w¨ ©H¦7ªC¦3®/¨ ©O²X±w �;

~u0 = 0,
®7¦7ªX¥E§�¢E§�±O£)¥E§

¥E¯E©H �±F²E©�§rÈH«�¢3ª ÈO²�±�·	©�¬Cª ¦3±w¦)µH¦)Á7Æ	©s±F²EÅs±r¦)Á/°C±F²X±O£)Ås±r )­E¸�»�¼J§�±Hª Ås¡3¦)µH¦)¬H XÁ/«rÅ	¦)­C±O«rÅ
®7¦3±w¦3¢X¾C¹+ )­X¥E§�¤/±Hª Å#§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

j



−iωρ0~u1 = −kBT

m
i~kρ1

¶ §rÈC¨ ¤/·	¤/²�®/¨ ©O²E¤/²EÅF¸

−iωρ1 + ρ0i~k · ~u1 = 0
¶ §rÈC¨ ¤/·	¤/²�¤'­X©O«rÁ'§wª ¦)ÅF¸

>�©�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§�¯X±Hª ~k = k~ex
®7¦7ª

~u1 = u1~ex,
±O¯X±O§

iωρ0u1 =
kBT

m
ik

ρ0iku1

iω
¾

ω2u1 = k2 kBT

m
u1

®7¦7ª/®7¦3±r¦3¢X¾C¹+ )­X¥E§�¤/±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/²

ω = kcs
¶:9 2 ¸

¯3¡3 )­

cs =

(

∂P

∂ρ

)1/2

=

(

P0

ρ0

)1/2

=

(

kBT

m

)1/2

§w¨ ©H¦7ª'²Â±r¦)Á/°C±F²X±w¦æ±w )­�¾EÁ/ )­7»�ãW@�È3» ¶:9 2 ¸�§w¨ ©H¦7ª+²Â§rÈC¨ ¤/·	¤/²Â¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å#±�·	©�¦3®7 )­Oå
¤/±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±�·	© ¶

sound waves
¸�¯X±r¦)©�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H E©O±r¦7ª7¥E«r¤'¦Â¤'§#ª ¬H¦)©Cª ®7¯�µH§r­X¤/±O¯+»

� ����������� �������������������k� ���F���}�������#�����
w�ÎÏÍ �æÖM��Ñ�Þ�á�×	Ø�|?~4y1Ü Û=Ñ�ÒEÓ�Ô´Õ1ÜÝÓ	â
�� �¡E¢E£)¤'¥E¦�¤'­X¥X¡3§rµCª ³´«rµH§�±r¦7ª)·	Å�¬Cª ²X¢E§�®)±OµCª ®7¯�¥E§�¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±w¦ ~~σ

¶ ¤/±F²�¹´§r©Hª ®7¯X±O§rµO²
¡3§rµC¨ ¡E±r·	¤/²@²�¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±r¦�§w¨ ©H¦7ª)±w¦)©H­X¤/±Hª ®7¯�¥E«i¹+§i¿´ )ÅF¸�» 8 ª'¥3ª ®7µH )¤/®7 3¡)ª ®7«rÅ�ª ¬Cª ¯X±F²Hå
±O§rÅk±w )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å�¡3µH )¤'¬Cª  )µC¨ ºO )­X©k±F²�¥E )µH³+¾�±w )­�±w¦)©H­X¤/±F¾�±F²EÅ�¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±w¦)ÅC»�ã
¥E¦3®7µH )¤/®7 3¡)ª ®)¾�¦)©O±H¨ ¬HµH¦)¤/²�±r )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å ¶ ¦3¢X¢E£�®7¦7ªX®7£E¿´§�¬Cª ²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°E¸�¤/±F²E©�§}å
³´¦)µH¥E C¹'¾�²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�§w¨ ©H¦7ª3±w �¦3¡3 X±O«�¢E§r¤'¥E¦�±F²EÅ�®/¨ ©O²E¤/²EÅ�±r·	©#³´ )µO±H¨ ·	©�¡3 )­
±w Ì¦3¡E X±O§�¢E )°X©3»"Ës±r¦Ì¦E¹'Æ�¹´ª ¥E¦Ì­C¢3ª ®7£�;�²�¥E¦3®7µH )¤/®7 3¡)ª ®)¾N¦)©O±H¨ ¬HµH¦)¤/²:±w )­XÅ�¡3µH )¤)å
¬Cª  )µC¨ ºH§�±r¦7ª�¤/±r É¥3ª ®7µH )¤/®7 3¡)ª ®7¯:§�¡)¨ ¡3§r¬H :¦3¡3¯J±F²E©Z¦3¡3 )¥E£3®7µH­X©H¤/²À±�·	©æ¿´§�±Hª ®)Æ	©Z®7¦7ª
¦)µH©O²X±Hª ®)Æ	©�³´ )µO±H¨ ·	©3»C>�©�§r³´¦)µH¥E¯)¤' )­X¥E§�«r©H¦�§rÈO·�±O§rµCª ®7¯æ²X¢E§�®)±OµCª ®7¯æ¡3§r¬C¨  Â¡3 )­Â¥E§}å
±w¦X½)£3¢X¢E§�±r¦7ª3¥E§�±r @Á/µH¯E©H #®7¦7ªE²�¦)©O±H¨ ¬HµH¦3¤/²�±w )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å�¿´¦�¡3¦)µH )­X¤+ª £)ºH§wªX±r¦�¨ ¬Cª ¦
Á/¦)µH¦3®)±F²EµCª ¤/±Hª ®7£+»k¼J§�±r æ±OµH¯3¡3 �¦)­C±O¯æ¬O²E¥3ª  )­XµF¹+§w¨ ±w¦7ª+¤/±w æ¡E¢E£)¤'¥E¦�µH§r°X¥E¦�¦3¡3¯Â±F²E©

k



®/¨ ©O²E¤/²�±r·	©�³´ )µO±H¨ ·	©s¾�¦3¡E¢E£�«r©H¦�µH§r°X¥E¦�¥E§�±w¦3±O¯3¡)ª ¤/²EÅC»	Ës±w #¥E¦3®7µH )¤/®7 E¡)ª ®7¯�§�¡)¨ ¡3§r¬H 
±w �µH§r°X¥E¦Â¡3 )­�¡3µH 3®7¦3¢E§w¨'²�¡3¦)µH )­X¤+¨ ¦Â±r )­�²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�¡3µH )¤'¬Cª  )µC¨ ºH§�±r¦7ª+¦3¡3¯
±w Â©H¯)¥E �±r )­

Ohm
;

~j = ~~σ · ~E.
¶:9U9 ¸

ã"¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±r¦�¡3µH )¤'¬Cª  )µC¨ ºH§�±w¦)ª)¦3¡3 @±F²@¬H­X©H¦)¥3ª ®)¾�±�·	©#³´ )µO±H¨ ·	©�¤'§�¥3ª ®7µH )¤/®7 3¡)ª ®7¯
§�¡)¨ ¡3§r¬H +» >�©J­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥X§Z C±Cª	±w É²X¢E§�®)±OµCª ®7¯É¡3§r¬C¨  �¥E§�±r¦X½)£3¢X¢E§�±w¦7ª	¥E§æ±w ÊÁ/µH¯E©H 
E ∼ exp(−iωt)

±O¯X±O§�²?@�È3» ¶ 2U2 ¸�¹+µH£)³´§�±w¦7ª

∇× B =
4π

c
~j +

1

c

∂ ~E

∂t

=

(

4π

c
~~σ − ~~I

iω

c

)

· ~E

= − iω

c
~~ε · ~E

¶:9U= ¸

¯3¡3 )­ ~~I
§w¨ ©H¦7ª/ �¥E E©H¦)¬Cª ¦7¨  3Å�±w¦)©H­X¤/±F¾EÅ�®7¦7ª

~~ε =
~~I + i

4π

ω
~~σ

¶:9.j ¸
§w¨ ©H¦7ª+ æ¬Cª ²X¢E§�®)±OµCª ®7¯)Å�±w¦)©H­X¤/±F¾EÅC»¡>�©�¡3¦)µH¦E¹'·�¹´¨ ¤' )­X¥E§�·	Å#¡3µH )Å#±r �Á/µH¯E©H �±F²E©¢@�È3»
¶:9U= ¸�®7¦7ª/Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾E¤' )­X¥E§�±F²E©F@�È3» ¶ 2$� ¸s±O¯X±O§�«rÁ/ )­X¥E§

−c∇× (∇× ~E) = −ω2

c
~~ε · ~E

¾

∇2 ~E −∇(∇ · ~E) +
ω2

c2
~~ε · ~E = 0.

¶:9Uk ¸
¼J«rÁ/µCª1±r ]¤/²E¥E§w¨  À¦)­C±O¯Z¯)¤'¦À§w¨ ¡3¦)¥E§�§w¨ ©H¦7ª+¹+§r©Cª ®7£+»F£�ª ¦À©H¦�¡3µH EÁ7·	µO¾E¤' )­X¥E§#¡3µH«�¡3§wª
©H¦]¬Cª ¦3¢E«rÈH )­X¥X§�«r©H¦]¥E E©F±H«�¢E À¥3ª ®7µH )¤/®7 3¡)ª ®)¾EÅ�¡3§rµCª ¹+µH¦)³+¾EÅ�±r )­�¡X¢E£)¤'¥E¦3±w )Å@®7¦7ªP©H¦
­C¡3 X¢E H¹´¨ ¤' )­X¥E§�±F²E©�¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±r¦+»

l



w�Î
w ¤�à=×	Ø=Ô7Ø"á�Ò¦¥}{�§�Õ´â"×�Û ×	Ø=Ù�Ú/Û=Ô1Ü á�×��)Ú´Ö¨��Ñ�Þ�á�×	Ø
ãä¥3ª ®7µH )¤/®7 3¡)ª ®)¾@¡E§rµCª ¹+µH¦)³+¾@±F²EÅ�®/¨ ©O²E¤/²EÅ�±r·	©�³´ )µO±H¨ ·	©�¡3¦)µH )­X¤+¨ ¦�²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§}å
¬C¨  )­ ¶

E ∼ exp(−iωt)
¸	®7¦7ª/¦3¡3 )­X¤+¨ ¦�¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�¥X¡3 )µH§w¨7©H¦�§w¨ ©H¦7ª7¦3¡E¢X¾�¦)©

­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§@ X±HªP¯X¢E¦�±w¦]³´ )µO±H¨ ¦�§w¨ ©H¦7ªB¦)µHÁ'ª ®7£Z¦3®/¨ ©O²X±w¦ ¶ ±w À¡X¢E£)¤'¥E¦]§w¨ ©H¦7ª�©�cYª�\R`
®7¦7ª1²Â¿´§rµH¥3ª ®)¾æ±w¦)Á/°C±F²X±w¦À§w¨ ©H¦7ª1¥X²E¬H«r©C¸�®7¦7ª1²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦�±w¦3¢E£)©O±r·	¤/²EÅ�§w¨ ©H¦7ª´±O¯)¤' 
­U5+²X¢X¾�Æ	¤/±O§�±w¦]ª ¯E©O±w¦À©H¦Z¡3¦)µH¦)¥E«r©H )­X©�¦3®/¨ ©O²X±r¦+»¢>�¡3¯Z±F²E©Â§rÈC¨ ¤/·	¤/²�®/¨ ©O²E¤/²EÅ�±�·	©
²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©

me
d~v

dt
= −e ~E

­C¡3 X¢E H¹´¨ ºH )­X¥E§�±F²�±w¦)Á/°C±F²X±r¦

~v =
e

iωme

~E

®7¦7ª/±r ÂµH§r°X¥E¦

~j = −n0e~v =

(

− noe
2

iωme

)

~E.

ã ¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±w¦ ~~σ = −n0e
2/(iωme)

~~I
­C¡3 C¢E C¹´¨ ºH§�±r¦7ª'¦3¡3 Â±r æ©H¯)¥E Â±r )­

Ohm
®7¦7ª

²�¬Cª ²X¢E§�®)±OµCª ®)¾�¤/±w¦E¿´§rµH£Âª ¤' )°C±w¦7ª+¥E§

~~ε = (1 − ω2
e

ω2
)
~~I

¶:9Ul ¸

¯3¡3 )­
ωe = (4πn0e

2/me)
1/2 §w¨ ©H¦7ª)²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )ÅC»>�©�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§� X±Hª/±r �²X¢E§�®)±OµCª ®7¯�¡3§r¬C¨  �¤'­X¥X¡3§rµCª ³´«rµH§�±w¦7ª7·	Å#§�¡)¨ ¡3§r¬O �®7°X¥E¦

~E = ~E0e
i(~k·~r−ωt)

±O¯X±O§�¦3¡3¯�±F²E©F@�È3» ¶:9Uk ¸�«rÁ/ )­X¥E§

[ω2 − ω2
e − k2c2] ~E + c2(~k(~k · ~E)) = 0.

¶:96� ¸
>�©�±w �®7°X¥E¦�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H§�±w¦)ª3®7£E¿´§�±r¦�¤/±w �²X¢E§�®)±OµCª ®7¯@¡3§r¬C¨   ¶ §w¨ ©H¦7ªUV�XYL<Z�[R\RE�]	Q�^�P6V_«

[_S Z	`P¸�±H¯C±H§ ~E · ~k = 0,
²�§rÈC¨ ¤/·	¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å#¡3¦7¨ µH©H§wª´±F²�¥E )µH³+¾

D(ω,~k) ~E = 0,£)µH¦�¹´ª ¦Â©H¦�§w¨ ©H¦7ª7±r �²X¢E§�®)±OµCª ®7¯�¡3§r¬C¨  �¬Cª £)³´ )µH �±w )­@¥X²E¬H§r©H¯)Å�¿´¦�¡3µH«�¡3§wª¬;

D(ω,~k) = ω2 − ω2
e − k2c2 = 0

¶:9U� ¸

�



¾

ω2 = ω2
e + c2k2.

¶:9U� ¸
Ës±w �®7§r©H¯ ¶

ωe → 0
¸�²�@�È3» ¶:9U� ¸�¥X§�±w¦3±OµH«�¡3§�±w¦7ªE¤/±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/²#¬Cª £)¬H )¤/²EÅs²X¢E§�®)±OµH )¥E¦Xå

¹+©O²X±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±r·	©#¤/±r �®7§r©H¯@¡3 )­�­C¡3 X¢E H¹´¨ ¤'¦)¥E§k¾E¬O² ¶ @�È3» ¶:k ¸�¸�»�>�¡3¯�±F²E©�@�È3» ¶:9U� ¸
¤'­X¥X¡3§rµH¦7¨ ©H )­X¥E§�¯X±HªP¬H§r©�¥X¡3 )µH§w¨B©H¦Z¬Cª ¦)¬H E¿´§w¨B¤/±r À¡E¢E£)¤'¥E¦Z²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯æ®7°Oå
¥E¦]¥E§�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦

ω < ωe
¹´ª ¦3±H¨P Z®7­X¥E¦3±O£)µH­H¿´¥E )Å�¿´¦�¹´¨ ©H§wªB³´¦)©O±r¦)¤/±Hª ®7¯)Å�®7¦7ª1±r 

®7°X¥E¦�¿´¦�¦3¡3 )¤)½)¦7¨ ©H§wªE¹+µO¾C¹+ )µH¦+»�ã ¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å�¦3¡3 X±O§�¢E§w¨�B g�cYª�PR`�[6V�[6Q
Q b E�Z	E b_­ J�i'¹´ª ¦Â±r¦Â²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7£�®7°X¥E¦3±w¦�¡3 )­�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H E©F±w¦7ª/¤/±w Â¡E¢E£)¤'¥E¦+»�ã¡E¢X²EµH )³´ )µC¨ ¦Ê¦)­C±O¾Ê§w¨ ©H¦7ªkª ¬Cª ¦7¨ ±O§rµH¦Ì¤/²E¥E¦)©O±Hª ®)¾�¹´ª ¦3±H¨k¡3µH )¤'¬Cª  )µC¨ ºH§wªs±r �§r°XµH )ÅÀ±�·	©
¤'­XÁ/©H X±F¾X±r·	©�¡3 )­�¥X¡3 )µH )°X©�©H¦ÂÁ/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ²C¿´ )°X©�¹´ª ¦Â±O²�µH¦)¬Cª  )§�¡)ª ®7 7ª ©O·	©C¨ ¦�¥E§�¬H Xå
µH­X³´¯)µH )­XÅC»�£�ª ¦æ©H¦Â§�¡3ª ®7 7ª ©O·	©O¾E¤' )­X¥E§�¥E§�¬H )µH­X³´¯)µO )­XÅ�¿´¦�¡3µH«�¡3§wª+©H¦�Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾Hå
¤' )­X¥E§s¤'­XÁ/©H¯X±F²X±O§rÅs¥E§i¹+¦3¢E°C±O§rµH§rÅs¦3¡3 �±F²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦#¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Ås±F²EÅkª  E©H¯)¤'³´¦7ª µH¦)ÅC»
¼]¡3 )µH )°X¥E§�§�¡)¨ ¤/²EÅ#©H¦Â¤/±O§w¨ ¢E )­X¥E§�¤/¾E¥E¦3±r¦æ¦3¡3¯�±w �½)¯)µH§wª  �²E¥3ª ¤'³´¦7¨ µCª  Â¤/±r �©H¯C±Cª  Â§}å
¡)ª ¬Cª Æ�®7 E©O±w¦)Å�±F²E©�¦)©H£3®)¢E¦3¤/¾�±w )­XÅk¤/±F²E©�ª  E©H¯)¤'³´¦7ª µH¦ ¶ ¯X±r¦)©�²#¤'­XÁ/©H¯X±F²X±O§rÅ

ω < ωe
¸�»

>�©�±w Â²X¢E§�®)±OµCª ®7¯�¡3§r¬C¨  Â§w¨ ©H¦7ª7¡3¦)µH£3¢X¢X²X¢E Â¤/±w  ~k
±O¯X±O§�±r Â®7°X¥E¦Â§w¨ ©H¦7ª'¬Cª ¦)¥X¾X®7§rÅ

®7¦7ª)¦)©H¦E¹'®7£)ºO§wªE±w¦�³´ )µO±H¨ ¦�©H¦�§�®)±O§�¢E )°X©�±r¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�¡3¦)µH£3¢X¢X²X¢E¦@¥E§�±r @²X¢E§�®)±OµCª ®7¯
¡3§r¬C¨  �;B±w¦À®7°X¥E¦3±r¦]¦)­C±O£Z¢E«i¹+ E©O±w¦®V�XYL<Z�[R\RE�g�[6Q�[_S Z	¯�»¢>�¡3¯À±F²�@�È3» ¶:96� ¸�«rÁ/ )­X¥E§
¥3ª £æ©H§r¦�§rÈC¨ ¤/·	¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µO£)Å

D(k, ω) = ω2 − ω2
e = 0

¾

ω2 = ω2
e .

¶:= � ¸
��¦�®7°X¥E¦3±w¦�¦)­C±O£�§w¨ ©H¦7ª3¹+©O·	¤/±O£�·	Å�²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®7£�®7°X¥E¦3±r¦�­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦)Å
¤'§�¥X²�¥E¦E¹+©O²X±Hª ¤'¥E«r©H �¡E¢E£)¤'¥E¦ ¶ Z�aY]	Q�[6Q b XY¯�g�]	Q�[6E�J3¸�»

8 ªk§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª ÅJ¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)ÅZ¡3 )­�­C¡3 X¢E H¹´¨ ¤'¦)¥E§Z¥E«rÁ/µCªs±FÆ	µH¦Ç¤'­X©O¬H§r E©O±w¦7ªs£)¥E§r¤'¦
¥E§#±w �¥E E©O±O«�¢E æ±w )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å�¡3 )­ÂÁ/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾E¤'¦)¥E§ ¶ 5´­XÁ/µH¯�¥X²æ¥E¦E¹+©O²X±Hª ¤'¥E«r©H 
¡E¢E£)¤'¥E¦7¸�»�>�¹+©H 3¾E¤'¦)¥E§�±Hª Å	¿´§rµH¥3ª ®7«rÅ�®/ª ©O¾E¤'§wª Å	±�·	©k³´ )µO±H¨ ·	©3»=Ës±F²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦�¿´¦�Á/µO²Hå
¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾E¤' )­X¥E§�±r æ¡3µH¯X±O­C¡3 æ±r·	©�¬H°X �µO§r­X¤/±OÆ	©�¹´ª ¦Z©H¦Â¡3µH )¤'§i¹/¹´¨ ¤' )­X¥E§�®7¦3¢E°C±O§rµH¦
±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�±r·	©�®7­X¥E£3±�·	©#¡E¢E¦)¤'¥E¦3±w )ÅC»

° ± �²��³k� ��³��²´�������µ¶�����#���������²· ���²¸º¹&���»³}��µ��?�}�
�� �¡E¢E£)¤'¥E¦�¥X¡3 )µH§w¨/©H¦�¡3§rµCª ¹+µH¦)³´§w¨7¦3¡3¯�¬H°X �²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®7£�¤'­XºH§r­H¹+¥E«r©H¦�µH§r­X¤/±O£
¶ ²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�®7¦7ª/¡3µO·�±O¯E©Cª ¦7¸�»��� ÂµH§r­X¤/±O¯�±r·	©#²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�¡3§rµCª ¹+µH£)³´§�±r¦7ª7¡E¢X¾EµO·	Å
¯X±w¦)©�¹+©O·	µC¨ ºH 3­X¥E§=±F²k¡3­C®7©H¯X±F²X±w¦

ne,
±F²k±w¦)Á/°C±F²X±r¦

~ue
®7¦7ªw±F²k¡)¨ §r¤/²

Pe.
8 ªF§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

¡3 )­@¡3§rµCª ¹+µH£)³´ )­X©�±r ÂµH§r­X¤/±O¯�±r·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�§w¨ ©H¦7ªÝÃ

�



• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦)Å�±�·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©

∂ne

∂t
+ ∇ · (ne~ue) = 0

¶:= 2 ¸

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�®/¨ ©O²E¤/²EÅ�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©

mene[
∂~ue

∂t
+ ~ue · ∇ue] = −∇Pe − nee

[

~E +
~ue × ~B

c

] ¶:=U9 ¸

¯)¥E 7ª ¦�®7¦7ª)¹´ª ¦�±w¦æª ¯E©O±r¦Â¥E§�¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦
ni
;/±w¦)Á/°C±F²X±r¦

~ui
®7¦7ª/¡)¨ §r¤/²

Pi
«rÁ/ )­X¥E§

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦)Å#ª ¯E©O±�·	©

∂ni

∂t
+ ∇ · (ni~ui) = 0

¶:=U= ¸

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�®/¨ ©O²E¤/²EÅ�ª ¯E©O±r·	©

mini[
∂~ui

∂t
+ ~ui · ∇ui] = −∇Pi + nie

[

~E +
~ui × ~B

c

] ¶:=.j ¸

��¦Z¬H°X �µH§r­X¤/±O£�§w¨ ©H¦7ª+¤'­XºH§r­H¹+¥E«r©H¦æ²X¢E§�®)±OµH )¤/±r¦3±Hª ®7£æ®7¦7ª´ 7ª+®/ª ©O¾E¤'§wª Å�±r )­XÅ#¿´¦�¬Cª §}å
¹+§w¨ µH )­X©�±w¦�²X¢E§�®)±OµCª ®7£�®7¦7ª'¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7£�¡3§r¬C¨ ¦

∇ · ~E = 4πe(ni − ne)
¶:=Uk ¸

∇ · ~B = 0
¶:=Ul ¸

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t

¶:=6� ¸

∇× ~B =
4π

c
~j +

1

c

∂ ~B

∂t

¶:=U� ¸
¯3¡3 )­ ~j = e(ni~ui − ne~ue).

ãä¡)¨ §r¤/²�±�·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�®7¦7ª´ª ¯E©O±�·	©@¬H§r©�§w¨ ©H¦7ª)¹+©O·�å
¤/±F¾�¦3¢X¢E£Â¥X¡3 )µH§w¨'©H¦�¡3µH )¤'§i¹/¹´ª ¤/±O§w¨´¥E§�±Hª Å�®7¦3±r¦)¤/±w¦3±Hª ®7«rÅ�§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å#±�·	©@ª ¬H¦)©Cª ®)Æ	©
¦)§rµC¨ ·	©

Pe = γeneTe
®7¦7ª

Pi = γiniTi
¯3¡3 )­

γe, γi,
§w¨ ©H¦7ªP 7ª=¢E¯H¹+ 7ª=±�·	©�§wª ¬Cª ®)Æ	©

¿´§rµH¥E X±F¾X±r·	©#¹´ª ¦�±r¦�²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�®7¦7ª/±r¦æª ¯E©O±w¦�¦)©O±H¨ ¤/±w 7ª Á/¦+»

�



��ÎÏÍ ÐÉÑ�ÒEÓ�Ô´Õ´Ö�á�Ô7Ø=Ô1ÜÝÓ	Þ Ó�à=×	Ø=Ô/Ø�{�¥�Û=Ñ�¼�~Éá&{�§�Ú´âBÔ/Û=Ô/Ø�~
½#£)©H E©O±w¦)ÅkÁ'µF¾E¤/²�±r·	©�§rÈCª ¤/Æ	¤'§�·	©�±r·	©�¬H°X �µH§r­X¤/±FÆ	©�®7¦7ªE¿´§�·	µOÆ	©O±w¦)Å� X±Hª)±w¦�ª ¯E©O±w¦
§w¨ ©H¦7ª/¦3®/¨ ©O²X±w¦_;

ni = ni0
«rÁ/ )­X¥E§

∂ne

∂t
+ ~∇ · (ne~ue) = 0

¶:=U� ¸

mene
∂~ue

∂t
+ mene(~ue · ~∇)~ue = −~∇P − nee

[

~E +
~ue × ~B

c

] ¶
j � ¸

~∇ · ~E = 4πe(ni − ne)
¶
j 2 ¸

>�®7 X¢E )­H¿+Æ	©O±r¦)Å�±F²�¿´§�·	µC¨ ¦�±r·	©�¹+µH¦)¥E¥3ª ®)Æ	©�¬Cª ¦3±r¦)µH¦)Á7Æ	©�¹´ª ¦@±w¦@¥E§i¹+«i¿+²
n = n0 +

n1
; ~B = ~B1 = 0

;
~ue = ~ue1

; ~E = ~E1
®7¦7ª´¦)©#¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§#¯X±Hª ~E1‖x

®7¦7ª
~u1‖ ~E1,±O¯X±O§� 7ª�@�È3» ¶:=U� ¸ å ¶
j 2 ¸�¡3¦7¨ µH©H )­X©�±F²�¥E )µH³+¾

−iωn1 + in0kxu1x = 0
¶
jO9 ¸

−iωmen0u1x = −en0E1x − 3ikBTekxn1
¶
jO= ¸

ikxE1x = −4πen1.
¶
jUj ¸

¾ °X©H E©O±w¦)Å�±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/² ¶
jO9 ¸s·	Å�¡3µH )Å
u1x
®7¦7ª7±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/² ¶
jUj ¸s·	Å�¡3µH )Å

n1
®7¦7ª

¦)©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±FÆ	©O±r¦)Å�¤/±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/² ¶
jO= ¸�½)µC¨ ¤/®7 )­X¥E§

(ω2 − ω2
e − 3k2

xkBTe/me)E1x = 0.
¶
jOk ¸

@	¡3§wª ¬O¾æ±w 
E1x
§w¨ ©H¦7ª´¬Cª £)³´ )µH æ±r )­Â¥X²E¬H§r©H¯)Å<;´²�§rÈC¨ ¤/·	¤/² ¶
jOk ¸�§�¡3¦3¢X²C¿´§r°X§�±w¦7ª1¥E¯E©H 

¯X±w¦)©

ω2 = ω2
e + 3k2

x

(

kBTe

me

)

= ω2
e + 3k2

xV 2
e .

¶
jOl ¸

¯3¡3 )­
Ve = kBTe/me

§w¨ ©H¦7ª7²�¿´§rµH¥3ª ®)¾�±r¦)Á/°C±F²X±w¦+»�ã §rÈC¨ ¤/·	¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�@�È3» ¶
jOl ¸
¬Cª  )µF¿+Æ	©H§wª´±F²E©¿@�È3» ¶}= � ¸�¯X±r¦)©�²æ¡3µH )¤'«i¹/¹´ª ¤/²æ±w )­�B 5´­XÁ/µH )°Ri´¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å@¬H§r©�§w¨ ©H¦7ª
ª ®7¦)©H 3¡3 7ª ²X±Hª ®)¾/»

��Î
w À¿Á1Ü á}z�á�Ò7Üf~
Vlassov-Maxwell

ã�½�ª ©O²X±Hª ®)¾¨3�§�·	µC¨ ¦ ¦3¡3 X±O§�¢E§w¨�±r ß¦3®7µCª ½)«r¤/±O§rµH ç¡E¢E¦7¨ ¤+ª  ß¡E§rµCª ¹+µH¦)³+¾EÅ:±w )­Ç¡E¢E£Xå
¤'¥E¦3±w )ÅC»�ã ¹+©OÆ	¤/²�±r·	©Â¤'­X©H£)µO±F²E¤'§�·	©�®7¦3±r¦)©H )¥X¾EÅ�±�·	©Â²X¢E§�®)±OµH X©C¨ ·	©�®7¦7ª=ª ¯E©O±r·	©
¶
fe(~r,~v, t), fi(~r,~v, t)

¸�¡3µH )¤'¬Cª  )µC¨ ºH )­X©�¡E¢X¾EµO·	Åæ±F²E©À®7¦3±O£)¤/±r¦)¤/²:±r )­J¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )ÅC»
8 ª+§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å�¡3 )­@¡3§rµCª ¹+µH£)³´ )­X©�±F²E©�§rÈH«�¢3ª ÈO²@±r·	©�¤'­X©H£)µO±F²E¤'§�·	©#®7¦3±r¦)©H )¥X¾EÅ<;7§w¨ ©H¦7ª
¹+©O·	¤/±O«rÅ�·	Å#§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

Vlassov-Maxwell
»

2$�



• @	ÈC¨ ¤/·	¤/² Vlassov
²X¢E§�®)±HµO E©C¨ ·	© ¶ ¦E¹+©H ) )°X¥E§�±Hª Å#¤'­H¹'®7µH )°X¤'§wª ÅF¸

∂fe

∂t
+ ~v · ∇fe − e

(

~E +
~v × ~B

c

)

· ∇vfe = 0
¶
j�� ¸

¯3¡3 )­

∇v =
∂

∂vx
êx +

∂

∂vy
êy +

∂

∂vz
êz

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/² Vlassov
ª ¯E©O±r·	© ¶ ¦E¹+©H ) )°X¥E§�±Hª Å#¤'­H¹'®7µH )°X¤'§wª ÅF¸

∂fi

∂t
+ ~v · ∇fi + e

(

~E +
~v × ~B

c

)

· ∇vfi = 0
¶
jO� ¸

• @	ÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å Maxwell

∇ · ~E = 4πρ
¶
jO� ¸

∇ · ~B = 0
¶:k � ¸

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t

¶:k 2 ¸

∇× ~B =
4π

c
~j +

1

c

∂ ~E

∂t

¶:kU9 ¸

• ã"¡3­C®7©H¯X±F²X±w¦�³´ )µO±H¨ ·	©�®7¦7ª/µH§r°X¥E¦3±w )Å

ρ = e

∫

(fi − fe)d~v
¶:kU= ¸

~j = e

∫

(fi − fe)~vd~v.
¶:k.j ¸

��Î
� �Â��â�á�Ã�Ò)á	Ûßá�Ô/ØßÓ�à=×	Ø=Ô/ØM��Ñ�Þ�á�×	Ø=Ô/Ö�~
��¦Ê®7°X¥E¦3±w¦Ê¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å]§w¨ ©H¦7ª ¶ 2 ¸�²X¢E§�®)±OµH )¤/±r¦3±Hª ®7£ ¶ ¬O²X¢E¦)¬O¾� 7ªs¬Cª ¦3±w¦)µH¦)Á/«rÅ�±r )­
¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­@§w¨ ©H¦7ª7¦)¥E§�¢X²X±O«r§rÅ ¶

B1 = 0
¸�¸ ¶:9 ¸�­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å<;/£)µH¦�±r¦

ª ¯E©O±w¦æ¿´¦�±w¦æ¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§�¦3®/¨ ©F²X±w¦�; ¶�= ¸�¦3¡3 )­X¤+¨ ¦Z§rÈO·�±O§rµCª ®7 )°�¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­
¶
B = 0

¸�»�>�©�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§k§�¡)¨ ¤/²EÅ�¯C±CªE±r @§rÈO·�±O§rµCª ®7¯�¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯�¡3§r¬C¨  �§w¨ ©H¦7ªE¥X²E¬H«r©O;
²�§rÈC¨ ¤/·	¤/²

Vlassov
¹´ª ¦�±r¦�²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�¡3¦7¨ µH©H§wª7±F²�¥E )µH³+¾

2U2



∂fe

∂t
+ ~v · ~∇fe −

e

mj

~E · ~∇vfe = 0
¶:kUk ¸

£=µH¦)¥E¥3ª ®7 3¡3 7ª  )°X¥E§�±F²E©�@�È3» ¶:kUk ¸�®7¦7ªB±F²E©æ§rÈC¨ ¤/·	¤/²
Poisson

¶ @�È3» ¶
jO�
))
¶  7ª=­C¡3¯X¢E 7ª å

¡3§rÅ�§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å
Maxwell

¬H§r©�§w¨ ©H¦7ªBÁ/µO¾E¤+ª ¥E§rÅ�¤/±F²E©�¡3¦)µH )°X¤'¦À¦)©H£3¢E­X¤/²Â¢E¯C¹'· ±F²EÅ
¦3¡3 )­X¤+¨ ¦)Å�¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�®7¦7ª3µH§r°X¥E¦3±w )ÅF¸�®7¦7ªX¿´«�±w E©O±r¦)Å ~E = ~E1

;)¬O²X¢E¦)¬O¾�­C¡3 Xå
¿´«�±w E©O±r¦)Å�¯X±Hª7±r �§rÈO·�±O§rµCª ®7¯�²X¢E§�®)±OµCª ®7¯�¡3§r¬C¨  �§w¨ ©H¦7ª7¥C²E¬H«r©O;/­C¡3 E¿´«�±r )­X¥E§�§�¡)¨ ¤/²EÅ�¯X±Hª
fe = fe0 + fe1

®7¦7ª'«rÁ/ )­X¥E§�¹´ª ¦Â±r )­XÅ�¯)µH )­XÅ�¡3µOÆ�±F²EÅ�±O£)ÈO²EÅ

∂fe1

∂t
+ ~v · ~∇fe1 −

e

me

~E1 · ~∇vfe0 = 0
¶:kUl ¸

~∇ · ~E1 = 4πρ
¶:k6� ¸

@	¡3§wª ¬O¾@¥E§�¢E§�±O£)¥E§k®7°X¥E¦3±w¦�­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦)Å<;)²�¥E£)ºH¦@±�·	©#ª ¯E©O±r·	©�¥X¡3 )µH§w¨)©H¦
¿´§�·	µO²C¿´§w¨_B £3¡3§wª µO²�if;)¬O²X¢E¦)¬O¾�±w¦@ª ¯E©O±w¦�¡3¦)µH¦)¥E«r©H )­X©�¤'Á/§r¬H¯E©�¦3®/¨ ©O²X±r¦�¤/±w @Á/µH¯E©H #¡3 )­
§rÈH§�¢3¨ ¤'¤'§�±r¦7ª�±r �³´¦7ª ©H¯)¥E§r©H :¡3 )­J¥E§�¢E§�±O£)¥E§ ¶

fi1 = 0
¸�» 3�§�·	µH )°X¥E§Â§�¡)¨ ¤/²EÅ�¯X±Hª	 7ª

¬Cª ¦3±w¦)µH¦)Á/«rÅ
fe1
®7¦7ª

E1
«rÁ/ )­X©#±F²�¥E )µH³+¾

fe1 = f10e
i(k̃·̃r−ωt) ¶:kU� ¸

~E1 = ~E10e
i(k̃·̃r−ωt) ¶:kU� ¸

®7¦7ª' 7ª�@�È3» ¶:kUl ¸ å ¶:k6� ¸�¦3¡E¢E 3¡3 7ª  )°X©O±r¦7ª/®7¦7ª7¡3¦7¨ µH©H )­X©�±O²�¥E )µH³+¾

−iωfe1 + i~k · ~vfe1 −
e

me

~E1 · ∇vfe0 = 0
¶:l � ¸

i~k · ~E1 = −4πe

∫

fe1d~v.
¶:l 2 ¸

>�¡3¯�±F²E©#§rÈC¨ ¤/·	¤/² ¶:l � ¸s­C¡3 C¢E C¹´¨ ºH )­X¥E§k±F²�¬Cª ¦3±r¦)µH¦)Á7¾�±F²EÅ�¤'­X©H£)µO±F²E¤/²EÅ�®7¦3±w¦)©H )¥X¾EÅ
±r·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©

fe1 = − ie

me

(

~E1 · ~∇vfe0

~k · ~v − ω

)

.

@	¡3§wª ¬O¾� 7ª/±r¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�±r·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�¿´¦Â¦3®7 C¢E )­H¿´ )°X©�±F²�¬Cª §r°H¿´­X©H¤/²�±r )­
²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°k¡3§r¬C¨  )­R;O±w � 3¡3 7¨  �­C¡3 E¿´«�±w )­X¥E§	¯X±HªH§w¨ ©H¦7ªF¡3¦)µH£3¢X¢X²X¢E �¡3µH )Å	±F²�¬Cª §r°H¿´­X©H¤/²
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x
;E§w¨ ©H¦7ªO¦)µO®7§�±O¯�©H¦�¥E§�¢E§�±F¾E¤' )­X¥E§�¥E¯E©H �±F²�¬Cª §r°H¿´­X©H¤/²�±w¦3¢E£)©O±�·	¤/²EÅ�®7¦3±O£�¥X¾X®7 )Å�±r )­
²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­7»

fe1 = − ie

me

(

E1x
∂fe0

∂vx

kxvx − ω

)

.
¶:lU9 ¸

��¦Ê®7°X¥E¦3±w¦Ê¦)­C±O£Ì E©H )¥X£)ºH E©O±r¦7ª�¬Cª ¦)¥X¾X®)²/»�>�©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±FÆ	©O±w¦)ÅÀ¤/±F²E©Â@�È3» ¶:l 2 ¸�±F²E©
fe1
¦3¡3¯�±F²E©¿@�È3» ¶:lU9 ¸�«rÁ/ )­X¥E§#±F²Z¤'Á/«r¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å#¹´ª ¦Z²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®7£æ®7°X¥E¦3±w¦

­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�¦3¡3 )­X¤+¨ ¦�§rÈO·�±O§rµCª ®7 )°@¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­

1 +
ω2

e

n0k2
x

∫

∞

−∞

dvx

dfe0

dvx

ω
kx

− vx
= 0.

¶:lU= ¸

¼]¡3 )µH )°X¥E§�©H¦� X¢E 3®)¢X²EµOÆ	¤' )­X¥E§�®7¦3±O£�¡3¦)µH£E¹+ E©O±O§rÅ�·	Å�¡3µH )Å
vx
®7¦7ª/«rÁ/ )­X¥E§

(ù/k ) õxxVe

xfeo(õ )

O

Ë�Á7¾E¥E¦ 2 Ã�ã ³´¦)¤+ª ®)¾�±r¦)Á/°C±F²X±w¦�±�·	©�²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±r·	©�­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯Xå
±F²X±w¦)Å�§w¨ ©H¦7ª7¡3 C¢E°�¥E§i¹+¦3¢E°C±O§rµO²�¦3¡3¯�±F²�¿´§rµH¥Eª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²X±w¦�±r )­@¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å

1 − ω2
e

n0k2
x

∫

∞

−∞

dvx
fe0

(

ω
kx

− vx

)2 = 0.
¶:l.j ¸

¹´ª ¦3±H¨´²Â¤'­X©H£)µO±F²E¤/²�®7¦3±r¦)©H )¥X¾EÅ�§w¨ ©H¦7ª+¥X²E¬H«r©@¤/±r  ±∞.
>�©�¡3§rµCª  )µCª ¤/±w )°X¥E§�¤/±F²æ¥E§}å

¢E«�±F²�±�·	©�®7­X¥E£3±r·	©�¥E§�¥E§i¹+£3¢X²�³´¦)¤+ª ®)¾Â±w¦)Á/°C±F²X±w¦�;
ω/kx >> vx

¶ ½3¢/»@Ë�Á1» 2 ¸0;= 
¡3¦)µH E©H )¥E¦)¤/±F¾EÅ

[ω/kx−vx]
¥X¡3 )µH§w¨X©H¦#¦)©H¦3¡E±O­XÁ)¿´§w¨C¤'§s¤'§wª µH£#®7¦7ªC®7µH¦3±FÆ	©O±r¦)Å�¯)µH )­XÅ

¥E«rÁ/µCª/±O£)ÈH§�·	Å
[vx/(ω/kx)]2

½)µC¨ ¤/®7 )­X¥E§

1 − ω2
e

n0ω2

∫

dvxfe0

(

1 +
2vxkx

ω
+

3v2
xk2

x

ω2

)

= 0.
¶:lUk ¸

2 =



>�©�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§�¯X±Hª'²
fe0
§w¨ ©O¦7ª

Maxwellian,
¶ ¤'§�¥3¨ ¦�¬Cª £)¤/±r¦)¤/²3¸

fe0(vx) =
n0√
2πVe

e
−

v
2
x

2V 2
e

±O¯X±O§.;'¥E§�±O£�±Hª Å# C¢E 3®)¢X²EµOÆ	¤'§wª Å.;
∫

∞

−∞

fe0dvx = 0,

∫

∞

−∞

v2
xfe0dvx = n0V

2
e

®7¦3±w¦3¢X¾C¹+ )­X¥E§J¤/±F²ç¤'Á/«r¤/² ¬Cª ¦)¤/¡3 )µO£)Å:±r·	©�²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®)Æ	©É®7­X¥E£3±�·	©Ê­U5+²X¢X¾EÅ
¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�¦3¡3 )­X¤+¨ ¦�§rÈO·�±O§rµCª ®7 )°@¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­R;

ù

kx

ù
e

3V
e

Ë�Á7¾E¥E¦ 9 Ã�£=µH¦)³1ª ®)¾#¦3¡3§wª ®7¯E©Cª ¤/²�±F²EÅ�¤'Á/«r¤/²EÅ�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�±�·	©�®7­X¥E£3±�·	©�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )ÅC»

ω2 = ω2
e + 3

ω2
e

ω2
k2

xV 2
e

¾

ω2 = ω2
e + 3k2

xV 2
e

¶:lUl ¸
¦)©�¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§�¯X±Hª

ω ' ωe
¶ ½3¢/»�Ë�Á1» 9 ¸�»���¦�®7°X¥E¦3±r¦�¡3 )­�¡3§rµCª ¹+µH£)³´§wª)²@§rÈC¨ ¤/·	¤/²

¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å ¶:lUl ¸s§w¨ ©H¦7ª)±w¦�®7°X¥E¦3±w¦�¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å�¡3 )­�¤'­XºO²X±F¾E¤'¦)¥E§�¾E¬O²�Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª Æ�å
©O±w¦)Å�±F²�¿´§�·	µC¨ ¦À±r·	©æ¬H°X JµH§r­X¤/±FÆ	© ¶ ½3¢/»®@�È3» ¶
jOl ¸#¸�»ZË�­X¥X¡3§rµH¦7¨ ©H )­X¥E§�¢E 7ª ¡3¯E©æ¯X±Hª

2 j



¯X±w¦)©
ω/k
§w¨ ©H¦7ªP¥E¦3®7µH­X£]¦3¡3¯]±r 

vx
±O¯X±O§� 7ª=¬H°X ]¡3§rµC¨ ¹+µH¦)³´«rÅ ¶ ±r·	©æ¬H°X JµH§r­X¤/±FÆ	©

®7¦7ª
Vlassov-Maxwell

¸s®7¦3±r¦3¢X¾C¹+ )­X©�¤/±r æ¨ ¬Cª  �¦3¡3 X±O«�¢E§r¤'¥E¦+»
½#°X¥E¦3±w¦:¥E§�³´¦)¤+ª ®)¾Z±w¦)Á/°C±F²X±r¦J®7 E©O±O£J¤/±F²E©æ®7¦3±w¦)©H )¥C¾Z±�·	©æ²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�±r )­

¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å ¶ ¬O²X¢E¦)¬O¾
ω/k ' vx

¸0;'¦3¢X¢X²X¢E§�¡)ª ¬HµH )°X©�¥E§�±w �¡E¢E£)¤'¥E¦�®7¦7ª)²�¥E§�¢E«�±F²�±r )­
 X¢E 3®)¢X²EµOÆ	¥E¦3±r )Å

∫

∞

−∞

(∂f0e/∂vx)
(

ω
kx

− vx

) dvx
¶:l6� ¸

¡3µH«�¡3§wª�©H¦]¹´¨ ©H§wª�¥E§�¡3µH )¤' XÁ7¾À¹´ª ¦3±H¨�­C¡3£)µHÁ/§wª�¦)¤'­X©H«rÁ/§wª ¦:¤/±r N¤/²E¥E§w¨  
ω/kx = vx

»
8

Landau
¾X±r¦)©� Z¡3µOÆ�±r )Å�¡3 )­æ X¢E 3®)¢X¾EµO·	¤'§�¤/·	¤/±O£À±F²E©¿@�È3» ¶:l6� ¸�®7¦7ªB«r¬O·	¤'§#±O²

³´­X¤+ª ®)¾@¤/²E¥E¦)¤+¨ ¦@±w )­�³´¦7ª ©H )¥E«r©H )­�¡3 )­�³´«rµH§wª3±w �¯E©H )¥E£�±w )­R;�B ¦3¡3¯)¤)½)§r¤/²
Landau”¶

Landau damping):
>�©Z­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§Â¯X±Hª

ω = ωr + iγ
;�¯3¡3 )­À±w  |γ| << ωr

;
±O¯X±O§�±w Â C¢E 3®)¢X¾EµO·	¥E¦@¹´¨ ©H§�±w¦7ª)¹+°XµO·Ç¦3¡3¯�±w E©#¡3¯X¢E 

vx = ω/k
¶ Ë�Á1» ¶:= ¸k¸r»

ù/k

Im(õ )x

Re(v )x

Ë�Á7¾E¥E¦ = Ã�ãHB ®7¦)¥X¡3°C¢X²�±r )­
Landau’

¯X±w¦)©
γ = 0
»sã §r­H¿´§w¨ ¦�¹+µH¦)¥E¥X¾�§w¨ ©H¦7ª/®7¦3±O£

¥X¾X®7 )Å�±r )­�£)ÈH E©H¦
Re(vx),

§r©OÆÌ �¡3¯C¢E )Å�§w¨ ©H¦7ª7¤/±w Â¤/²E¥E§w¨  
vx = ω/k

»
ã  X¢E 3®)¢X¾EµO·	¤/²�¦)­C±F¾Â§w¨ ©H¦7ª/¹+©O·	¤/±F¾Â¤/±Hª Å�¥3ª ¹+¦)¬Cª ®7«rÅ�¤'­X©H¦)µO±F¾E¤'§wª Å#®7¦7ª'±w �¦3¡3 Xå

±O«�¢E§r¤'¥E¦Â§w¨ ©H¦7ª

∫

∞

−∞

dvx
(∂f0e/∂vx)
(

ω
kx

− vx

) = P





∫

∞

−∞

dvx
∂f0e/∂vx
(

ω
kx

− vx

)



− iπ
∂f0e

∂vx

∣

∣

∣

∣

vx= ω

kx

¶:lU� ¸

¯3¡3 )­æ±w À¡3µOÆ�±w ]¥E«rµH )Å@±r )­Z C¢E 3®)¢X²EµOÆ	¥E¦3±w )Å�¤/±w¦)¥E¦3±O£)§wªB¢3¨ ¹+ Z¡3µCª ©æ¦3¡3¯À±r E©�¡3¯X¢E 
¶
vx = ω/kx

¸	®7¦7ª3¤'­X©H§rÁ'¨ ºH§wªE¢3¨ ¹+ @¥E§�±O£+»��� � C¢E 3®)¢X¾EµO·	¥E¦@¦)­C±O¯@¥E¦)Å�¬C¨ ©H§wªE±Hª ¥E«rÅ�¹´ª ¦
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±w �¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7¯�¥E«rµH )Å�±F²EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�¦)©H£3¢E H¹+§rÅ�¥E§�¦)­C±O«rÅ�¡3 )­@¥E§�¢E§�±F¾E¤'¦)¥E§�¾E¬O²/»
�� Â³´¦)©O±w¦)¤/±Hª ®7¯�¥E«rµH )Å�±F²EÅ�@�È3» ¶:lU� ¸s¡3§rµCª ¹+µH£)³´§wª7±F²E©�¦3¡3¯)¤)½)§r¤/²

Landau

1 − ω2
e

ω2

[

1 + 3
k2

xV 2
e

ω2k2
x

]

+ iπ
ω2

e

ω2

[

∂f0e

∂vx

]

vx= ω

kx

= 0

¿´§�·	µOÆ	©O±w¦)Å�¯X±Hª
k2

xV 2
e /ω2 → 0

«rÁ/ )­X¥E§

(ω + iγL)2 − ω2
e + iπ

ω2
e

k2
x

[

∂f0e

∂vx

]

vx= ω

kx

= 0

¾

γL

ωe
=

π

2

ω2
e

k2
x

[

∂f0e

∂vx

]

vx= ω

kx

¶:lU� ¸

>�©
ω ∼ ωe

;'¦)©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±FÆ	©O±w¦)Å�±F²E©
fe0
¥E§�±F²�¤'­X©H£)µO±F²E¤/²

Maxwell
«rÁ/ )­X¥E§

γL

ωe
= −

√

π

8
e−3/2

(

ωe

kxVe

)

−3

e
−

ω
2
e

2k2
xV 2

e .
¶�� � ¸

ã ¦3¡3¯)¤)½)§r¤/²�±�·	©Ê®7­X¥E£3±�·	©Ê¡X¢E£)¤'¥E¦3±w )Å:¹´¨ ©H§�±r¦7ª�ª ¬Cª ¦7¨ ±O§rµH¦ç«r©O±w E©O²Ç¦)©
ω/kx =

ωe/kx = Ve.

(ù/k)

õx

xf(õ )

O

A

B

Ë�Á7¾E¥E¦ j ÃB��¦�²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�¡3 )­�½)µC¨ ¤/®7 E©O±r¦7ªw¤/±F²E©s¡3§rµCª  EÁ7¾¡>Ê«rÁ/ )­X©�±w¦)Á/°C±F²X±r¦�¥3ª ®7µH¯Xå
±O§rµO²�¦3¡3¯�±F²�³´¦)¤+ª ®)¾@±w¦)Á/°C±F²X±r¦�±w )­@®7°X¥E¦3±r )Å<;/§r©OÆÊ¹´ª ¦�±r¦Â³´ )µO±H¨ ¦�¡3 )­�½)µC¨ ¤/®7 E©O±w¦7ª
¤/±F²E©�¡3§rµCª  EÁ7¾AÄß¤'­X¥H½)¦7¨ ©H§wª/±r Â¦)©O±H¨ ¿´§�±r +»

2 l



ã"¤/²E¥X¦)¤+¨ ¦�¦)­C±F¾EÅ�±F²EÅ�¦3¡3¯)¤)½)§r¤/²EÅ�¥X¡3 )µH§w¨7§r°C®7 C¢E¦@©H¦�§rÈO²C¹'²C¿´§w¨Å;)¦)©�§rÈH§�±O£)¤' )­Oå
¥E§@¡3µH )¤'§�®)±Hª ®7£Z±F²E©æ¦3¢X¢X²X¢E§�¡)¨ ¬HµH¦3¤/²æ±w )­æ®7°X¥E¦3±w )Å�¥X§�³´¦)¤+ª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²X±r¦

ω/k
®7¦7ª

±r·	©�¤/·	¥E¦3±Hª ¬C¨ ·	©�±F²EÅ�®7¦3±r¦)©H )¥X¾EÅ
Maxwell

¶ Ë�Á1» ¶
j ¸�¸�»²@	¡3§wª ¬O¾æ±w 
∂f0/∂v

§w¨ ©H¦7ª
¦)µH©O²X±Hª ®7¯�¹´ª ¦�®7°X¥E¦3±r¦�¥E§	³´¦)¤+ª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²X±r¦

ω/k
;X­C¡3£)µHÁ/ )­X©s¡3§rµCª ¤'¤'¯X±O§rµH¦�²X¢E§�®)±OµH¯Xå

©Cª ¦J¡3 )­À«rÁ/ )­X©Â±w¦)Á/°C±F²X±r¦
vx ≤ ω/k,

£)µH¦À±w J®7°X¥E¦J¬C¨ ©H§wª=§r©H«rµF¹+§wª ¦J¤�Æ)¦)­C±O£�;=§r©OÆ
¦)©O±H¨ ¿´§�±r¦�­C¡3£)µHÁ/ )­X©�¢3ª ¹+¯X±O§rµH¦�²X¢E§�®)±OµH¯E©Hª ¦�¥E§k±r¦)Á/°C±F²X±w¦

vx ≥ ω/kx,
¦3¡3¯�±r¦� 3¡3 7¨ ¦

±w Â®7°X¥E¦�®7§rµH¬C¨ ºH§rª'§r©H«rµF¹+§wª ¦+»��� æ¦3¡3 X±O«�¢E§r¤'¥E¦Â§w¨ ©H¦7ª/±w Â®7°X¥E¦Â©H¦æÁ/£)©H§wª'§r©H«rµF¹+§wª ¦�;/²
 3¡3 7¨ ¦�¥E§�±r¦)³´«rµH§�±w¦7ª3¤'§�®/ª ©O²X±Hª ®)¾@§r©H«rµF¹+§wª ¦�±�·	©#³´ )µO±H¨ ·	©�¥E§�±r¦� 3¡3 7¨ ¦@¦3¢X¢X²X¢E§�¡)ª ¬HµH£+»

��ÎÅÇ ÐÉÑ�ÒEÓ�Ô´Õ´Ö�á�Ô7Ø=Ô1ÜÝÓ	Þ Ó�à=×	Ø=Ô/ØÈ§�Ø�×�Û=Ñ�¼�~Éá&{�§�Ú´âBÔ/Û=Ô/Ø�~
ã ¥E§�¢E«�±F²À±�·	©æ²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±r·	©æÁ/¦)¥X²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦)Å�¦3®7 C¢E )­H¿´§w¨P±r¦
¨ ¬Cª ¦�½3¾E¥E¦3±w¦�¥E§�±F²E©�¦)©H£3¢E­X¤/²�±F²EÅ�¡3µH 3²C¹+ )°X¥E§r©O²EÅk¡3¦)µH¦E¹+µH£)³´ 3­R;)¥E§k±F²@¬Cª ¦)³´ )µH£@¯X±Hª
±w¦�ª ¯E©O±w¦@±FÆ	µH¦�¥X¡3 )µH )°X©�©H¦@¡3¦)µO¦3®7 X¢E )­H¿+¾E¤' )­X©�±Hª Å�±w¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�Á/¦)¥X²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯Xå
±F²X±w¦)Å<;'£)µH¦�²�¥E£)ºH¦�±r )­XÅ�¬H§r©�¥X¡3 )µH§w¨'©H¦�¿´§�·	µO²C¿´§w¨'£3¡3§wª µO²/»

½#£)©H E©O±w¦)Å�Á/µO¾E¤/²�±r·	©�§rÈCª ¤/Æ	¤'§�·	©�±�·	©�¬H°X ÂµH§r­X¤/±FÆ	©O;/«rÁ/ )­X¥E§

∂ne

∂t
+ ~∇ · (ne~ue) = 0

¶�� 2 ¸

mene
∂~ue

∂t
+ mene(~ue · ~∇)~ue = −~∇Pe − ene

~E
¶��<9 ¸

∂ni

∂t
+ ~∇ · (ni~ui) = 0

¶��<= ¸

mini

(

∂~ui

∂t

)

+ mini(~ui · ~∇)~ui = −~∇Pi + eni
~E

¶��#j ¸

∇ ~E = 4πe(ni − ne).
¶��<k ¸

É�µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª  )°X¥E§	§�¡)¨ ¤/²EÅ	±F²E©�®7¦3±w¦)¤/±r¦3±Hª ®)¾�§rÈC¨ ¤/·	¤/² ∇Pj = γjkBTj∇nj
;X¯3¡3 )­

j = e, i
»æã�±Hª ¥X¾]±r )­

γe
®7¦7ª

γi
§rÈO¦)µO±O£3±w¦7ªP¦3¡3¯]±F²�¿´§rµH¥E 3®7µH¦)¤+¨ ¦�;P±F²E©Â¡3­C®7©H¯X±F²Hå

±w¦]®7¦7ª=±r E©Â®7­X¥E¦3±O£)µCª ¿´¥E ]¡3 )­æ¿´¦:Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾E¤' )­X¥E§.;�¬O²X¢E¦)¬O¾�¹´ª ¦]±w¦Nª ¯E©F±w¦]¡3 )­
§�®)±O§�¢E )°X©�¥3ª ¦J¤'Á/§r¬H¯E©Â¦)¬Cª ¦X½)¦3±Hª ®)¾�®/¨ ©O²E¤/²�¤'§�¥3¨ ¦]¬Cª £)¤/±r¦)¤/²Z±w 

γi = 3,
¦)©Â¯)¥X·	Å

 7ª/¤'­H¹'®7µH )°X¤'§wª Å�§w¨ ©H¦7ª)¤/²E¥E¦)©O±Hª ®7«rÅ�®7¦7ª7¦)©H¦3®7¦3±r¦)©H«�¥E )­X©�±F²E©#§r©H«rµF¹+§wª ¦�¤'§�±OµH§wª Å�¬Hª ¦Xå
¤/±O£)¤'§wª Å<;k¦3¢X¢E£É²N®/¨ ©O²E¤/¾:±w )­XÅ�¡3¦)µH¦)¥X«r©H§wª	¦)¬Cª ¦X½)¦3±Hª ®)¾�;s±O¯X±O§

γi = 5/3
»Ê£�ª ¦�±w¦

²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�;+¦)©�¡3¦)µH¦)¥X«r©H )­X©@ª ¤'¯E¿´§rµH¥E¦�;
γe = 1

»¡£=µH¦)¥E¥3ª ®7 3¡3 7ª Æ	©O±w¦)Å�±Hª ÅF@�È3» ¶�� 2 ¸ å
¶��<k ¸�½)µC¨ ¤/®7 )­X¥E§

∂ne1

∂t
+ ne0

~∇ · ~ue1 = 0

2 �



∂ni1

∂t
+ ni0

~∇ · ~ui1 = 0

mene0
∂~ue1

∂t
= −γekBTe

~∇ne1 − ene0
~E1

mini0
∂~ui1

∂t
= −γikBTi

~∇ni1 + eni0
~E1

~∇ · ~E1 = 4πe(ni1 − ne1).
¾ ¯C¹'·N±F²EÅ�²X¢E§�®)±OµCª ®)¾EÅ� )­X¬H§�±O§rµH¯X±F²X±r¦)Å�±w )­#¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å�­C¡3 E¿´«�±w )­X¥E§k¯X±Hª

ne0 =
ni0 = n0

»C@	¡3§wª ¬O¾Â±r¦æ²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦Â«rÁ/ )­X©@¥3ª ®7µO¾�;1¤'Á/§�±Hª ®7£�¥E§�±w¦�ª ¯E©O±w¦�;´¥E£)ºH¦æ¥X¡3 Xå
µH )°X©@§r°C®7 X¢E¦æ©H¦Â¡3¦)µH¦3®7 X¢E )­H¿´ 3°X©�±Hª Å�±w¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�±�·	©�ª ¯X©O±r·	©O;1¯X±r¦)©@±r¦æ®7°X¥E¦3±w¦
«rÁ/ )­X©�Á/¦)¥X²X¢X¾�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦ ¶

ω → 0
¸0;+£)µH¦

ni1 = ne1
®7¦7ª+¦3¡E¯�±Hª Å#§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å#¤'­X©H«}å

Á/§wª ¦)Å�¡3µH 3®7°C¡E±O§wª'¯X±Hª
ui1 = ue1

»
@s¨ ©H¦7ª'³´¦)©H§rµO¯�¯X±Hª'¤'§�¦)­C±F¾@±O²E©#¡3µH )¤'«i¹/¹´ª ¤/²�²�§rÈC¨ ¤/·	¤/²�±r )­

Poisson
¬H§r©�¥X¡3 Xå

µH§w¨1©H¦�Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ²C¿´§w¨1®7¦7ª1¯X±Hª´±r¦Z¬H°X �µH§r­X¤/±O£�¦3®7 X¢E )­H¿´ )°X©�±F²E©�±w¦3¢E£)©O±�·	¤/²Â±r )­
²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­ ¶ ~E1 = E1~ex

¸0;7£)µH¦�±r @¡3µH¯X½3¢X²E¥E£�¥X¦)Å�§w¨ ©H¦7ª3¥E E©H )¬Cª £)¤/±w¦3±r +»�¼J§
½)£)¤/²�¯C¢E§rÅ�±Hª Å�¡3¦)µH¦3¡3£)©O·É¡3µH �ËC¡3 E¿´«r¤'§wª Å�¡3µH )¤7¿´«�±w )­X¥E§�±Hª Å�@�È3» ¶��<9 ¸ å ¶��#j ¸s¡3¦)µH¦E¹'·�å
¹´¨ ºH )­X¥E§�·	Å#¡3µH )Å

x,
¦)©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±r )°X¥E§#±F²E©@¡3¦)µH£E¹'·�¹+ Â·	Å�¡3µH )Å

t
±F²EÅF@�È3» ¶�� 2 ¸k®7¦7ª

®7¦3±w¦3¢X¾C¹+ )­X¥E§�¤/±F²E©@§rÈC¨ ¤/·	¤/²

(me + mi)
∂2ne1

∂t2
= (γekBTe + γikBTi)

∂2ne1

∂x2

¾

∂2ne1

∂t2
= c2

s

∂2ne1

∂x2
,

¯3¡3 )­
c2
s ≡ (P/ρ) = [γekBTe + γikBTi]/[me + mi]

»eÌ�¡3 E¿´«�±w E©O±r¦)Å�¢E°X¤'§wª Åæ±r )­
±O°C¡3 )­]§�¡)¨ ¡3§r¬O·	©Â®7­X¥E£3±r·	©æ²]¤'Á/«r¤/²J¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�±�·	©�²X¢E§�®)±OµH )¤/±r¦3±Hª ®)Æ	©Â®7­X¥E£3±r·	©
Á/¦)¥X²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å ¶ ª  E©O±w¦3®7 )­X¤/±Hª ®7«rÅ�±r¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª ÅF¸s§w¨ ©H¦7ª

ω2 = k2c2
s ,

¶��<l ¸
¡3 )­�§w¨ ©H¦7ªX¯)¥E 7ª ¦�¥E§�±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/²#¬Cª £)¬H )¤/²EÅ�±�·	©�¦3®7 )­X¤/±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±r·	©�¤/±r @ª ¬H¦)©Cª ®7¯
¦)«rµCª   ¶ @�È3» ¶:9 2 ¸k¸�»

2 �



ù

ù
i

cs

kx

Ë�Á7¾E¥E¦ k Ã)£=µH¦)³1ª ®)¾�¦3¡3§wª ®7¯E©Cª ¤/²�±F²EÅ#¤'Á/«r¤/²EÅ�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�±�·	©�ª  E©O±w¦3®7 )­X¤/±Hª ®)Æ	©�®7­Oå
¥E£3±r·	© ¶ ¹´ª ¦

Ti → 0
¸�»

>�©@­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§�¯X±Hª+²Â¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦Â±w¦3¢E£)©O±�·	¤/²EÅ�¹´¨ ©H§�±r¦7ª+¯C¢E Â®7¦7ª+¥E§i¹+¦3¢E°C±O§rµO²�;
±w¦À²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦À¬H§r©Â¥X¡3 )µH )°X©�¡E¢E«r E©Â©H¦Z¡3¦)µH¦3®7 X¢E 3­H¿+¾E¤' )­X©�±Hª Å�±w¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�±�·	©
ª ¯E©O±r·	©O;)£)µH¦

ne1 6= ni1
»�Ì�¡3 E¿´«�±r )­X¥E§�¯X±Hª7 @¯)µH )Å

mene0(∂ue/∂t) ∼= 0,
¹´ª ¦3±H¨7§w¨ ©H¦7ª

±F²EÅ�±O£)ÈH§�·	Å √
me
®7¦7ª

me << mi
;'£)µH¦�¦3¡E¯�±F²E©F@�È3» ¶��<9 ¸�«rÁ/ )­X¥E§

∂ne1

∂x
= − en0

γekBTe
E1

¶��U� ¸

¹´ª ¦�±w¦�²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�;7§r©OÆ�¹´ª ¦�±w¦æª ¯E©O±r¦ ¶ Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª Æ	©O±r¦)Å�±Hª Å�@�ÈE» ¶��<= ¸�®7¦7ª ¶��#j ¸k¸

−mi
∂2ni1

∂t2
= −γikBTi

∂2ni1

∂x2
+ en0

∂E1

∂x
.

¶��<� ¸
Ì�¡3 E¿´«�±w E©O±r¦)Åæ¢E°X¤'§wª ÅZ§�¡)¨ ¡3§r¬H )­J®7°X¥E¦3±r )Åæ®7¦7ª�®7£)©H E©O±w¦3ÅæÁ/µO¾E¤/²N±�·	©Í@�È3» ¶��U� ¸

®7¦7ª ¶��<� ¸P½)µC¨ ¤/®7 )­X¥E§�±w¦
ne1, ni1

;3±r¦@ 3¡3 7¨ ¦�¦)©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±r )°X¥E§k¤/±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/²
Poisson¶��<k ¸0;�®7¦7ªP­C¡3 X¢E H¹1¨ ºH )­X¥X§�±F²À¤'Á/«r¤/²]¬Cª ¦)¤/¡E )µH£)Å@±r·	©�ª ¯E©O±�·	©�¹´ª ¦J«r©H¦À§r­XµH°Z³´£)¤'¥E¦

¤'­XÁ/©H X±F¾X±r·	©

ω2 = k2
x

γikBTi

mi
+

k2
xγekBTe/mi

1 + γek2
xλ

2
De

= k2
xc2

s +
k2

xγeVe(me/mi)

1 + γek2
xλ

2
De

¶��<� ¸

¯3¡3 )­
λ2

De = V 2
e /ω2

e Î ¥X¾X®7 )Å Debye
»¢>�©�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§�¯X±Hª

k ∼= 0,
±O¯X±O§�®7¦3±r¦3¢X¾Hå

¹+ )­X¥E§�¤/±F²E©¢@�È3» ¶��<l ¸0;+§r©OÆÇ¦)©�±r¦�ª ¯E©O±r¦æ§w¨ ©H¦7ªYB 5´­XÁ/µH£�;¬i
Ti = 0

®7¦7ª
(kλDe)

2 >> 1,±O¯X±O§

ω2 =
kBTe/mi

λ2
De

=
V 2

e (me/mi)

λ2
De

= ω2
e

(

me

mi

)

= ω2
i

2 �



¯3¡3 )­
ωi = (4πn0e

2)/mi
§w¨ ©H¦7ªP²J¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦J¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å�±�·	©Zª ¯E©O±r·	©3»®Æ @�Á/ )­X¥E§

¾E¬O²�¬Cª §r­C®7µCª ©C¨ ¤'§wª1¯X±HªP¥E§�±F²æ¢E«rÈO²ÍB 5´­XÁ/µH¯�i'¿´§�·	µH )°X¥E§�¯X±Hª1²�³´¦)¤+ª ®)¾æ±r¦)Á/°C±F²X±w¦Z±r )­
®7°X¥E¦3±w )Å�§w¨ ©H¦7ª7¡3 C¢E°�¥E§i¹+¦3¢E°C±O§rµO²�¦3¡3¯�±F²�¿´§rµO¥3ª ®)¾�±r¦)Á/°C±F²X±w¦�±w )­@¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å<;'£)µH¦
 7ª	±O­XÁ/¦7¨ §rÅæ®/ª ©O¾E¤'§wª Å�±�·	©J³´ )µO±H¨ ·	©Z¬H§r©À¡3¦7¨ ºH )­X©ZµH¯X¢E É¤/±F²E©J§rÈC¨ ¤/·	¤/²N¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å
¶
Vj = 0

¸�»

��Î
Ï ÐÉÑ�ÒEÓ�Ô´Õ´Ö�×	Ø=Ù�Ú/Û=Ô1ÜÝÓ	ÞßÓ�à=×	Ø=Ô/Ø�{�¥�Û=Ñ�¼�~Éá&{�§�Ú´âBÔ/Û=Ô/Ø�~
Ë�­X©H§rÁ'¨ ºH E©O±r¦)Å�±F²æ¥E§�¢E«�±F²�±r·	©@¡)ª ¿´¦)©OÆ	©@±r¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§�·	©@¤'§#¥X²æ¥E¦E¹+©O²X±Hª ¤'¥E«r©H æ¡E¢E£Xå
¤'¥E¦�§rÈH§�±O£)ºH )­X¥E§�±F²�¬Cª £)¬H )¤/²�²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±r·	©#­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦)ÅC»
3�§�·	µH )°X¥E§k¯X±Hª) 7ª)¬Cª ¦3±w¦)µH¦)Á/«rÅ�±r )­�¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�¬H§r©�§w¨ ©H¦7ªE¦)¥E§�¢X²X±O«r§rÅ�®7¦7ª3¯X±Hª
~B1 6= 0

»&@	¡3§wª ¬O¾�±r¦Â®7°X¥E¦3±w¦Â«rÁ/ )­X©�­U5+²X¢X¾�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦Â¥X¡3 )µH )°X¥E§�©H¦�¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§
¯X±Hª1±w¦Àª ¯E©O±r¦Z«rÁ/ )­X©�B £3¡3§wª µO²�iB¥X£)ºH¦�;B¥3ª ¦)Å�®7¦7ª1¬H§r©�¥X¡3 )µH )°X©�©H¦æ¡3¦)µH¦3®7 X¢E 3­H¿+¾E¤' )­X©
¦)­C±O«rÅÂ±Hª Åæ±r¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª ÅC»e3�¦J¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§Â§�¡)¨ ¤/²EÅæ¯X±Hª�±r N¡E¢E£)¤'¥E¦É§w¨ ©H¦7ª�B 5´­XÁ/µH¯�i
¶
Te = 0

£)µH¦
Pe = 0

¸0;/¹´ª ¦3±H¨+²�³´¦)¤+ª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²X±w¦Â±�·	©�®7­X¥E£3±�·	©@§w¨ ©H¦7ª7®7 E©O±O£Â¤/±F²E©
±w¦)Á/°C±F²X±r¦�±w )­:³+·�±O¯)Å<;�§r©OÆ ²:¿´§rµH¥Eª ®)¾N±w¦)Á/°C±F²X±r¦

Ve << c
»��� �¤'°X¤/±F²E¥E¦Ê±�·	©

§rÈCª ¤/Æ	¤'§�·	©�¡3 )­@¡3µH«�¡3§wª'©H¦�¦)©H¦3¢E°X¤' )­X¥E§�§w¨ ©H¦7ª

∂ne

∂t
+ ~∇(ne~ue) = 0

¶:� � ¸

mene
∂~ue

∂t
+ mene(~ue · ~∇)~ue = −ene

[

~E +
~ue × ~B

c

] ¶:� 2 ¸

~∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t

¶:�U9 ¸

~∇× ~B =
4π

c
~J +

1

c

∂ ~E

∂t

¶:�U= ¸
®7¦7ª

~J = −ene~ue.
¶:�.j ¸

Ä�¦)µH¦E¹'·�¹´¨ ºH X©O±r¦)Åk±F²E©�@�È3» ¶:�U= ¸	·	Å�¡3µH )Å�±r �Á/µH¯E©H @®7¦7ª3¡3¦7¨ µH©H E©F±w¦)Åk±F²@¤/±OµH )³+¾�±F²EÅ
@�È3» ¶:�U9 ¸�«rÁ/ )­X¥E§

~∇×
(

∂ ~B

∂t

)

= −4πe

c

∂

∂t
(ne~ue) +

1

c

∂2 ~E

∂t2
.

¶:�Uk ¸

~∇× (~∇× ~E) = −1

c
~∇×

(

∂ ~B

∂t

)

.
¶:�Ul ¸
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½#µH¦3±FÆ	©O±w¦)Å�¯)µH )­XÅ�¡3µOÆ�±F²EÅ@±O£)ÈH§�·	Å�¤/±F²E©�@�È3» ¶:� 2 ¸�«rÁ/ )­X¥E§ ¶
ne = ne + ne1, ~E =

~E1, ~B = ~B1, ~ue = ~ue1)

men0
∂~ue1

∂t
= −en0

~E1.
¶:�6� ¸

8 ª/¯)µH 7ª ¶
~ue · ~∇)~ue

®7¦7ª
~ue × ~B

§w¨ ©H¦7ª)¦)©OÆ�±O§rµO²EÅk±O£)ÈO²EÅC»�£=µH¦)¥E¥3ª ®7 3¡3 7ª Æ	©O±r¦)Å�®7¦7ª3±Hª Å
@�È3» ¶:� 2 ¸s®7¦7ª'¦)©O±Hª ®7¦E¿1ª ¤/±FÆ	©O±w¦)Å�¤/±F²E©F@�È3» ¶:�Ul ¸s±F²E©F@�È3» ¶:�Uk ¸s®7¦7ª ¶:�6� ¸�«rÁ/ )­X¥E§

−c(~∇× (~∇× ~E1)) =
4πn0e

2

mec
~E1 +

1

c

∂2 ~E1

∂t2
.

¶:�U� ¸

Ì�¡3 E¿´«�±w E©O±r¦)Å�¯X±HªX 7ªX¬Cª ¦3±r¦)µH¦)Á/«rÅs«rÁ/ )­X©k±F²�¥E )µH³+¾
ei(k̃·̃r−ωt) ®7¦7ªC¯X±Hª ~E1 ⊥ ~k

;E®7¦3±r¦Xå
¢X¾C¹+ )­X¥E§�¤/±F²æ¤'Á/«r¤/²Â¬Cª ¦)¤/¡E )µH£)Å�¹´ª ¦Â±w¦Â²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7£�®7°X¥E¦3±w¦Â­U5´²X¢X¾EÅ#¤'­XÁ3å
©H¯X±F²X±w¦)Å�¤'§�¥X²�¥E¦E¹+©O²X±Hª ¤'¥E«r©H �¡E¢E£)¤'¥E¦

ω2 = ω2
e + c2k2.

Ës±F²E©�¨ ¬Cª ¦Â§rÈC¨ ¤/·	¤/²�®7¦3±w¦3¢X¾EÈH¦)¥E§�®7¦7ª'¯X±w¦)©�Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾E¤'¦)¥E§�±w Â¥E E©O±O«�¢E �±w )­¿5´­Oå
Á/µH )°�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å ¶ ½3¢E«�¡3§�@�È3» ¶:9U� ¸�¸�»kËs±w �Ë�Á1» ¶�l ¸�¡3¦)µH )­X¤+ª £)ºH )­X¥E§�¹+µH¦)³1ª ®7£�±r )­XÅ

ù

k

ù i

ùe

á êëßóç c

êëßóç c

êëßóç

s

â

ã

3V
e

Ë�Á7¾E¥E¦ l Ã&£=µH¦)³1ª ®)¾�¦3¡3§wª ®7¯E©Cª ¤/²�±�·	©�¤'Á/«r¤'§�·	©@¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�¹´ª ¦ ¶ ¦7¸�±r¦Â²X¢E§�®)±OµH )¥E¦Xå
¹+©O²X±Hª ®7£]®7°X¥E¦3±w¦�; ¶ ½7¸�±w¦]®7°X¥E¦3±w¦]¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å�®7¦7ª ¶ ¹´¸�±w¦:ª  E©O±r¦3®7 )­X¤/±Hª ®7£À®7°X¥E¦3±w¦
¶ ¹´ª ¦

Ti = 0)
»

®)¢E£)¬H )­XÅ�±�·	©�±OµCª Æ	©�¬H­X©H¦3±FÆ	©�±w¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§�·	©�¤/±w Â¥X²Hå�¥E¦E¹+©O²X±Hª ¤'¥E«r©H �¡E¢E£)¤'¥E¦+»
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ã ¤'Á/«r¤/²:¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�±r·	©�²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®)Æ	©æ®7¦7ª=²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®)Æ	©æ®7­X¥E£Xå
±r·	©J¡3¦)µH )­X¤+ª £)ºH§wª�¦)µO®7§�±O«rÅZ )¥E 7ª ¯X±F²X±O§rÅC»"ã ±r¦)Á/°C±F²X±w¦Ê±w )­É³+·�±O¯)ÅZ¤/±F²Ê¥3¨ ¦Ì«rÁ/§wª
¦)©O±Hª ®7¦3±w¦)¤/±r¦E¿´§w¨'¥E§�±F²E©�±r¦)Á/°C±F²X±w¦ √

3Ve
¤/±F²E©�£3¢X¢X²/»

8 ¬H§w¨ ®)±F²EÅ�¬Cª £E¿+¢E¦)¤/²EÅ�±�·	©�²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±�·	©�«rÁ/§wª�ª ¬Cª ¦7¨ ±O§rµH J§r©wå
¬Cª ¦)³´«rµH E©�¹´ª ¦@±w E©�¡3µH )¤'¬Hª  )µCª ¤'¥E¯@±r·	©� 3¡E±Hª ®)Æ	©#ª ¬Cª  C±O¾X±�·	©�±r )­#¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )ÅC»	Ës±w �¥X²
¥E¦E¹+©O²X±Hª ¤'¥E«r©H �¡E¢E£)¤'¥E¦Â¡3¦7¨ µH©H§wª)±F²�¥E )µH³+¾

n ≡ ck

ω
≡
√

1 − ω2
e

ω2
.

8 ®7­X¥E¦3±O£)µCª ¿´¥E )Å
k
¹´¨ ©H§�±r¦7ªB³´¦)©O±r¦)¤/±Hª ®7¯)Å@¯X±r¦)©

ω < ωe,
®7¦7ªB±r À®7°X¥E¦À¦3¡3 )¤)½)«r©H§wª

§�®3¿´§�±Hª ®7£ ¶
exp(i(kr − ωt))

¯X±r¦)©�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H§�±w¦)ª/¥E«r¤'¦Â¤/±r Â¡E¢E£)¤'¥X¦æ¥E§�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦Â¥3ª å
®7µH¯X±O§rµO²Â¦3¡3¯æ±F²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦�¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )ÅC»�>�©@±r �¡E¢E£)¤'¥E¦Z§w¨ ©H¦7ª´¦)©H )¥E 7ª  H¹+§r©H«rÅ<;+±r 
¤/²E¥E§w¨  æ¤/±r � 3¡3 7¨  Â¦)©H¦3®)¢E£3±w¦)ª ¶

ω = ωe
¸k E©H )¥E£)ºH§�±w¦)ª�Ð1ÑYÒ Ó�Ò¬Ð�ÔÖÕU×6Ð�Ø.Ù$Ó.ÚRÓÜÛ)»���¦æ¤/²Hå

¥E§w¨ ¦�¦)­C±O£@¡3¦)µH )­X¤+ª £)ºH )­X©�ª ¬Cª ¦7¨ ±O§rµH @§r©H¬Cª ¦)³´«rµH E©�¤/±F²@¬Cª £)¬H )¤/²�²X¢E§�®)±OµH )¥E¦E¹+©O²X±Hª ®)Æ	©
®7­X¥E£3±r·	©�¤/±w Â§rµF¹+¦)¤/±F²EµCª ¦3®7¯�¡E¢E£)¤'¥E¦�®7¦7ª'¤/±F²E©�¦)¤/±OµH )³´­X¤+ª ®)¾/»

Ý Þ ������������ß�¹}³}�²¹&µ����²����à¢��àF���������
8 ªE§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å�±Hª Å�¼J¦E¹+©O²X±w )­X¬HµO )¬O­X©H¦3¥3ª ®)¾EÅs«rÁ/ )­X©k¾E¬O²�¤'­XºO²X±F²C¿´§w¨E¤'§�¡3µH 3²C¹+ )°X¥E§r©H¦
¥E¦E¿+¾E¥E¦3±w¦+»�>�¡E X±O§�¢E )°X©#±F²E©�¦3¡E¢E )°X¤/±O§rµO²@¡3§rµCª ¹+µH¦)³+¾@±r )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )ÅC»)Ì�¡3 E¿´«�±r )­Oå
¥E§� X±Hª7±w¦Âª  E©O±w¦�®7¦7ª)²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�§w¨ ©H¦7ª)²X¢E§�®)±OµH )¤/±w¦3±Hª ®7£�¤'­X©H¬H§r¬H§r¥X«r©H¦@®7¦7ª/¥X¡3 )µH )°X©
©H¦Â¡3¦)µH¦)¤/±w¦E¿´ )°X©�·	Å�«r©H¦æµH§r­X¤/±O¯+»kã ­C¡3 E¿´§r¤/²Â¦)­C±F¾Â§w¨ ©H¦7ª'®7¦3¢X¾�¡3µH )¤'«i¹/¹´ª ¤/²Â¤/±F²
¡3§rµCª ¹+µH¦)³+¾@±r )­�¡E¢E¦)¤'¥X¦3±w )Å�¦)©�¥E§�¢E§�±O£)¥E§�®7°X¥E¦3±r¦ÂÁ/¦)¥X²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)ÅC»��� �¡E¢E£Xå
¤'¥E¦À­C¡3 E¿´«�±r )­X¥E§� X±HªB«rÁ/§wª´¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦

ρ
;1±w¦)Á/°C±F²X±r¦

~u
®7¦7ª+¡)¨ §r¤/²

P.
8 ªB§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

±F²EÅ#¥E¦E¹+©O²X±r )­X¬HµH )¬H­X©O¦)¥3ª ®)¾EÅ�§w¨ ©H¦7ª

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦)Å

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0

¶:�U� ¸

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�®/¨ ©O²E¤/²EÅ

ρ

[

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

]

= −∇P +
~j × ~B

c

¶:� � ¸

• ½�¦3±w¦)¤/±w¦3±Hª ®)¾�§rÈC¨ ¤/·	¤/² ¶ ¦)¬Cª ¦X½)¦3±Hª ®)¾�¥E§�±r¦X½) X¢X¾3¸

P = kρ−γ ¶:� 2 ¸
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• £=§r©Cª ®7§r­X¥E«r©H )Å�©H¯)¥E )Å�±w )­ Ohm

~j = σ

[

E +
u × B

c

] ¶:�U9 ¸

• @	ÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å Maxwell

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t

¶:�U= ¸

∇× ~B =
4π

c
~j +

1

c

∂ ~E

∂t
.

¶:�.j ¸

¼]¡3 )µH )°X¥E§s©H¦�¦3¡E¢E 3¡3 7ª ¾E¤' )­X¥E§�¦3®7¯)¥E¦#¡3§rµCª ¤'¤'¯X±O§rµH �±Hª Å�§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Åk±F²EÅk¼J¦E¹+©O²X±r �ËOå
¬HµH )¬H­X©H¦3¥3ª ®)¾EÅ<;C¦)©�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§�¯X±Hª ¶ 2 ¸P±r �¡E¢E£)¤'¥E¦�§w¨ ©H¦7ª#5´­XÁ/µH¯ ¶:9 ¸P²�¦E¹'·�¹´ª ¥E¯X±F²X±w¦
§w¨ ©H¦7ª7£3¡3§wª µO²�;7£)µH¦�¦3¡3¯�±r �¹+§r©Cª ®7§r­X¥E«r©H �©H¯)¥E @±w )­

Ohm
¤'­X¥X¡3§rµH¦7¨ ©H )­X¥E§�¯X±Hª/§�¡3§wª ¬O¾

±w ÂµH§r°X¥E¦�¬H§r©�¥X¡3 )µH§w¨'©H¦�§w¨ ©H¦7ª7£3¡3§wª µH �¿´¦�¡EµH«�¡3§wª

~E = −~u × ~B

c
,

®7¦7ª ¶:= ¸�²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦
ω ∼ 0.

�� Â©H«r Â¤'°X¤/±F²E¥E¦�§rÈCª ¤/Æ	¤'§�·	©�¡3 )­�¡3µH 3®7°C¡E±O§wª+¥E§�±Hª Å
¡3¦)µH¦3¡3£)©O·Z¦3¡E¢E )­X¤/±O§r°X¤'§wª Å	§w¨ ©H¦7ªr¹+©O·	¤/±O¯�·	Å�á1dRQ�P_S Z ­�â Q�^�P6V�[6E�ãYdR\RE�d�cYPRQ�]�S Z ­ »

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦)Å

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0

¶:�Uk ¸

• @	ÈC¨ ¤/·	¤/²�®/¨ ©O²E¤/²EÅ

ρ

[

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

]

=
~j × ~B

c

¶:�Ul ¸

• @	ÈCª ¤/Æ	¤'§wª Maxwell

∇× (~u × ~B) =
∂ ~B

∂t

¶:�6� ¸

∇× ~B =
4π

c
~j.

¶:�U� ¸
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Ç	ÎÏÍ ¤�à=×	Ø=Ô7Ø
Alfvén

>�©�²�®7¦3±O£)¤/±w¦)¤/²�ª ¤' )µHµH 3¡)ª ¦)Å�±w )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å#§w¨ ©H¦7ª ~B = ~B0, ~u0 = 0, P = 0, ρ =
ρ0
®7¦7ª)¬Cª ¦3±w¦)µH£)¤'¤' )­X¥E§�±Hª Å�¡3 )¤'¯X±F²X±O§rÅ�¦)­C±O«rÅk¹+µH¦)¥E¥3ª ®7£

~u = ~u1, ρ = ρ0 + ρ1, ~B =
~B0 + ~B1,

¦3¡E¯�±Hª Å#§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å�±F²EÅ�ä�¬H¦)©Cª ®)¾EÅ�¼J¦E¹+©O²X±r �ËX¬HµH 3¬H­X©O¦)¥3ª ®)¾EÅ�§rÁ/ )­X¥E§.;

∂ρ1

∂t
+ ∇ · (ρ0~u1) = 0

ρ

[

∂~u1

∂t

]

=
~j1 × ~B0

c

∇× (~u1 × ~B0) =
∂ ~B1

∂t

∇× ~B1 =
4π

c
~j1.

>�©@¤/±F²æ¤'­X©H«rÁ/§wª ¦æ­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§#¯X±Hª1¯C¢E§rÅ# 7ª´¬Cª ¦3±w¦)µH¦)Á/«rÅ�¤'­X¥X¡3§rµCª ³´«rµH E©O±w¦7ª/·	Å�§�¡)¨ å
¡3§r¬H¦�®7°X¥E¦3±r¦�®7¦7ª7§�¡)ª ¢E«rÈH )­X¥E§�±w �®7°X¥E¦�©H¦�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H§�±w¦)ª3®7¦3±O£�¥X¾X®7 )Å�±r )­�§rÈO·�±O§rµCª ®7 )°
¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­ ~B0 = B0~ez

; ~k = kêz,
¦3¢X¢E£

~u1 = u1~ey
®7¦7ª ~B1 = B1êy,

±O¯X±O§
¿´¦Â«rÁ/ )­X¥E§.;

−iωρ0u1 = j1B0/c
¶:�U� ¸

ikB1 =
4π

c
j1

¶ 2$�U� ¸

iku1B0 = −iωB1
¶ 2$�R2 ¸

¾ °X©H E©O±w¦)Åk±F²E©�@�È3» ¶ 2$�U� ¸	·	Å�¡3µH¯)Å
j1
®7¦7ª)±F²E©�@�È3» ¶ 2$�R2 ¸�·	Å�¡3µH )Å

B1
®7¦7ª)¦)©O±Hª ®7¦Xå

¿1ª ¤/±FÆ	©O±r¦)Å#¤/±F²E©F@�È3» ¶:�U� ¸�®7¦3±r¦3¢X¾C¹+ )­X¥E§�¤/±F²�¤'Á/«r¤/²

[ω2 − k2v2
A]u1 = 0,

¯3¡3 )­
vA = B0/(4πρ0)

1/2 Î ±r¦)Á/°C±F²X±w¦ Alfvén
»4£�ª ¦�©H¦N§w¨ ©H¦7ª=²:¬Cª ¦3±w¦)µH¦)Á7¾À±F²EÅ

±w¦)Á/°C±F²X±r¦)Å�¬Cª £)³´ )µO²@±r )­�¥X²E¬H§r©H¯)Å�¿´¦�¡3µH«�¡3§wª

ω2 − k2v2
A = 0.

¶ 2$� 9 ¸
��¦:®7°X¥E¦3±w¦:¦)­C±O£:§w¨ ©H¦7ªP¹+©O·	¤/±O£:·	ÅÂ®7°X¥E¦3±r¦

Alfvén
®7¦7ª�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H E©F±w¦)ª=¡3¦)µH£3¢X¢X²X¢E¦

¡3µH )Å�±r Â§rÈO·�±O§rµCª ®7¯�¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯�¡3§r¬C¨  +»

9.j



u

f(u)

uo

Éüíôá Çëåêôñüíéá

(ù/k)

Ë�Á7¾E¥E¦ � Ã���¦�²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�®/ª ©H )°X©O±w¦7ª/¥E§�¥E«r¤/²�±w¦)Á/°C±F²X±r¦
u0
¤'Á/§�±Hª ®7£Â¥E§�±w¦Âª ¯E©O±w¦+»

å æ��?�}�CçÖ���s��· �?���������#�����
Ï�ÎÏÍ �Ná�Ô´Þ�è�Ò7Ü ØßÔ�|�Úéy1Ü¬��Ñ�z�ÚÌÕ´Ö�z�Ú
>�Å�¥E§�¢E§�±F¾E¤' )­X¥E§�¡3µOÆ�±w¦�±F²E©�¦)¤/±O£E¿´§wª ¦�¡3 )­�¡3µH 3®7¦3¢E§w¨X²�¦3¡3 )¥E£3®7µH­X©H¤/²�±�·	©�ª ¯E©O±r·	©
¦3¡3¯É±w¦É²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦É¤/±r ÊÁ7Æ	µH É±�·	©]±r¦)Á/­C±F¾X±r·	© ¶ Ë�Á1» � ¸�»MÌ�¡3 E¿´«�±r )­X¥E§�¯X±Hª	±r 
¡E¢E£)¤'¥E¦�§w¨ ©H¦7ª3 )¥E H¹+§r©H«rÅ�®7¦7ª)§�®)±O§w¨ ©H§�±r¦7ªE¤/±w �£3¡3§wª µH +»���¦�ª ¯E©O±w¦@§w¨ ©H¦7ªE¦3®/¨ ©O²X±w¦ ¶ ¥E«r¤/²
±w¦)Á/°C±F²X±r¦Zª ¯E©O±r·	©@¥X²E¬H«r©C¸0;+§r©OÆÇ±w¦Â²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�®/ª ©H )°X©O±r¦7ª+¥E§#¥E«r¤/²Â¤/±r¦E¿´§rµO¾�±r¦)Á/°Oå
±F²X±w¦

u0
®7¦7ª+±r¦Z§rÈO·�±O§rµCª ®7£Â¡3§r¬C¨ ¦æ§w¨ ©H¦7ª+¥X²E¬H«r© ¶

B0 = E0 = 0
¸�»�3�¦�¥E§�¢E§�±F¾E¤' )­X¥E§

±F²#¬Cª «i¹+§rµH¤/²�²X¢E§�®)±OµH )¤/±r¦3±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±�·	©�¥E§�³´¦)¤+ª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²X±w¦
0 << ωr/k << u0¶ ¹+µH¦)¥E¥E )¤/®/ª ¦)¤'¥E«r©O²�¡3§rµCª  EÁ7¾@¤/±r ÂË�Á1» � ¸�»�¼]¡3 )µO )°X¥E§�§�¡)¨ ¤/²EÅ�©H¦@¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§�¯X±Hª

±w¦æ²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦�®7¦7ª+±r¦Zª ¯E©O±r¦�§w¨ ©H¦7ª�B 5´­XÁ/µH£�i¬;/¹´ª ¦3±H¨´²�¿´§rµH¥3ª ®)¾�±r )­XÅ#±w¦)Á/°C±F²X±r¦�§w¨ ©H¦7ª
¡3 X¢E°À¥3ª ®7µH¯X±O§rµO²]¦3¡3¯]±F²E©�±r¦)Á/°C±F²X±w¦J±w )­ÀµH§r­X¤/±r )° ¶

Vj << u0
¸�»À¼J§�½)£)¤/²]¯X¢E§rÅ

±Hª Å@¡3¦)µH¦3¡3£)©O·ß¦3¡E¢E )­X¤/±O§r°X¤'§wª Å@®7¦3±w¦3¢X¾C¹+ )­X¥E§�¤/±w ]¤'­X¥X¡3«rµH¦)¤'¥E¦]¯X±HªB²Z¥E§�¢E«�±F²�±F²EÅ
§r­X¤/±O£E¿´§wª ¦)Å�¾#¦)¤/±H£E¿´§wª ¦)Å�±r·	©�²X¢E§�®)±OµH )¤/±r¦3±Hª ®)Æ	©�±w¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§�·	©�¥X¡3 )µH§w¨E©H¦�¹´¨ ©H§wªX¥E§
±Hª Å�§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å�±r·	©�¬H°X �µH§r­X¤/±FÆ	©3»	£=µH¦)¥E¥3ª ®7 3¡3 7ª Æ	©O±w¦)Å�±Hª Å�@�È3» ¶:= 2 ¸ å ¶:=.j ¸P®7¦7ª$@�È3» ¶:=Uk ¸
®7¦7ªB¡3¦7¨ µH©H E©O±r¦)Å@­C¡3¯�5+²Z¯X±HªP±r 

u0
§w¨ ©H¦7ªB¦)©H§rÈH£)µF±F²X±w Z±r )­ ¶

x, t
¸0;�§r©OÆß±r 

u0i = 0
;

«rÁ/ )­X¥E§�¹´ª ¦Â¥E E©H )¬Cª £)¤/±r¦3±F²@®/¨ ©O²E¤/²

∂ne1

∂t
+ n0

∂ue1

∂x
+ u0

∂ne1

∂x
= 0

¶ 2$� = ¸

men0
∂ue1

∂t
+ men0u0

∂ue1

∂x
= −en0E1

¶ 2$� j ¸

9Uk



∂ni1

∂t
+ n0

∂ui1

∂x
= 0

¶ 2$� k ¸

min0
∂ui1

∂t
= en0E1

¶ 2$� l ¸

∂E1

∂x
= 4πe(ni1 − ne1).

¶ 2$� � ¸
@�£)©:¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§À¯X±Hªk 7ªk¥E§�±w¦X½3¢X²X±O«rÅ

ne1
;

ni1
;

E1
;

ui1
;

ue1
«rÁ/ )­X©:±F²Ì¥E )µH³+¾

s = s0 exp(i(kx − ωt))
;B±O¯X±O§#²æ¤'Á/«r¤/²�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å#¡3µH 3®7°C¡E±O§wª1¦3¡3¯�±F²Â¢E°X¤/²æ±r·	©

@�È3» ¶ 2$� = ¸ å ¶ 2$� � ¸�®7¦7ª7¡3¦7¨ µH©H§wª7±F²�¥E )µH³+¾

1 − ω2
i

ω2
− ω2

e

(ω − ku0)2
= 0.

¶ 2$� � ¸

>�©H¦)ºO²X±w )°X¥E§s¢E°X¤'§wª Å�±F²EÅ�¥E )µH³+¾EÅ
ω = ωr + iγ

»�>�©�²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦@«rÁ/§wª)³´¦)©O±r¦)¤/±Hª ®7¯
¥E«rµH )Å�¿´§�±Hª ®7¯�;'±r¦Â®7°X¥E¦3±r¦Â¥E§�Á/¦)µH¦3®)±F²EµCª ¤/±Hª ®)¾�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦

ωr
¦)©H¦3¡E±O°X¤'¤' E©O±w¦7ª'§�®Eå

¿´§�±Hª ®7£+»
@�£)©�¤/±F²E©É§rÈC¨ ¤/·	¤/²Ì¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)ÅÍ@�È3» ¶ 2$� � ¸�¿´§�·	µO¾E¤' )­X¥E§J¯X±Hªk±r¦ ª ¯E©O±r¦�«rÁ/ )­X©

£3¡3§wª µO²�¥E£)ºH¦ ¶
mi → ∞,

£)µH¦
ωi → 0),

±O¯X±O§
ω = ku0±ωe.

£�ª ¦
mi
¡3§�¡3§rµH¦)¤'¥E«r©O²�²

¤'Á/«r¤/²#¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�§w¨ ©H¦7ªC§rÈC¨ ¤/·	¤/²�±O«�±r¦)µO±F²EÅs±O£)ÈO²EÅ�®7¦7ªO¿´¦#±F²�¥E§�¢E§�±F¾E¤' )­X¥E§	¹+µH¦)³1ª ®7£
¤/±F²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦+»�¼]¡3 )µH )°X¥E§�¯)¥X·	Å�©H¦�¦)©H¦)ºO²X±F¾E¤' )­X¥E§k¡3µH )¤'§i¹/¹´ª ¤/±Hª ®7«rÅ�¢E°X¤'§wª Å<;'¯X±r¦)©
²@¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦@±�·	©�®7­X¥E£3±�·	©�§w¨ ©H¦7ª)Á/¦)¥X²X¢X¾�;)Æ	¤/±O§�©H¦�¤'­X¥E¥E§�±O«rÁ/ )­X©�¤/±F²E©�®/¨ ©O²E¤/²�±r¦
ª ¯E©O±w¦�;3£)µH¦�­C¡3 E¿´«�±w )­X¥X§

ωi << ω << ωe
»�Æ @	±O¤+ª¬;7 @¬H§r°C±O§rµH )Åk¯)µH )Å�¤/±O²E©K@�È3» ¶ 2$� � ¸

§w¨ ©H¦7ªC¡3§rµC¨ ¡3 )­�¥X²E¬H«r©O;E£)µH¦# �±OµC¨ ±w )Å�¯)µH )Ås¡EµH«�¡3§wª3©H¦�§w¨ ©O¦7ªC¡3§rµC¨ ¡3 )­ 2 ;3£)µH¦
ωe ' ku0.Ë�§�¦)­C±F¾�±F²E©�¡3µH )¤'«i¹/¹´ª ¤/²�;3¿´«�±r E©O±w¦)Å

ωe = ku0,
²�¤'Á/«r¤/²@¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å�¦3¡E¢E 3¡3 7ª §w¨ ±w¦7ª

0 = 1 − ω2
i

ω2
− ω2

e

(ω − ωe)2

= 1 − ω2
i

ω2
− 1

(1 − ω/ωe)2

' 1 − ω2
i

ω2
−
(

1 +
2ω

ωe

)

= −ω2
i

ω2
− 2ω

ωe

¾

γs

ωe
= (−1

2
)1/3

(

ω2
i

ωe
2

)1/3

= (−1

2
)1/3

(

me

mi

)1/3

,
¶ 2$� � ¸

9Ul



²: 3¡3 7¨ ¦:¦)©O±Hª ¡3µO )¤/·�¡3§r°X§wª�¦)¤/±O£E¿´§wª ¦�;�¹´ª ¦3±H¨�¥3ª ¦É¦3¡3¯:±Hª ÅÂ±OµH§wª Å�±Hª ¥E«rÅÂ±w )­
(−1)1/3§w¨ ©H¦7ª

(1/2) + i(31/2/2)
»�ã"§r¥E³´£)©Cª ¤/²@¥3ª ¹+¦)¬Cª ®7 )°�¥E«rµH )­XÅ�¤/±F²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦�¤/²E¥E¦7¨ ©H§wª

¯X±Hª� 7ªP±w¦3¢E¦)©O±FÆ	¤'§wª Å�±r )­�²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�«rÁ/ )­X©Â±F²À¥E )µH³+¾
E = E0e

i(kx−ωt) ;®7¦7ªB¯X±r¦)©�±w 
ω = ωr + iγ

«rÁ/ )­X¥E§
E = (E0e

γt)ei(kx−ωrt)
»¢>�¡3¯�±F²Z¤'Á/«r¤/²�¦)­C±F¾

½3¢E«�¡3 )­X¥E§�¯X±Hª¬;'¦)©#±r 
γ
§w¨ ©H¦7ª3¿´§�±Hª ®7¯�;/±r �¡E¢E£3±r )Å�±r )­@²X¢E§�®)±OµCª ®7 )°�¡3§r¬C¨  )­�¤'­X©H§rÁ7Æ	Å

¦)­XÈH£)©H§wª¬;/£)µH¦�±w �¡E¢E£)¤'¥E¦Â§w¨ ©H¦7ª/¦)¤/±r¦E¿´«rÅC»
Ës±w �¤'°X¤/±F²E¥E¦�¦)©H¦)³´ )µO£)Åk±�·	©�®/ª ©H )­X¥E«r©O·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�²@¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦@±w )­#®7°Oå

¥E¦3±w )ÅÂ§w¨ ©H¦7ª
ω′ = ω − ku0 ' −ωe

¶ §�¡3§wª ¬O¾]±w 
ku0 = ωe

®7¦7ª
ω << ωe

¸0;	£)µH¦
±w Z¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7¯Z¥E«rµH )Å�±F²EÅ@¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�±w¦3¢E£)©O±r·	¤/²EÅ@§w¨ ©O¦7ª´¡3§rµC¨ ¡3 )­Â²�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±r¦
¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )ÅC»
��  §rµOÆ�±F²E¥E¦ ¢E 7ª ¡3¯E©"§w¨ ©O¦7ªÝÃmÆ @�Á/§wª�¥3ª ¹+¦)¬Cª ®7«rÅ�¢E°X¤'§wª Åç² ¤'Á/«r¤/² ¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å

¶ @�È3» ¶ 2$� � ¸�¸�®7¦7ª¬;�¦)©æ©H¦7ª¬;�¡3 7ª «rÅ�¦3¡3¯:¦)­C±O«rÅ�±Hª Å�¢E°X¤'§wª Å�«rÁ/ )­X©æ³´¦)©O±w¦)¤/±Hª ®7¯]¥E«rµH )Å
¿´§�±Hª ®7¯�ê
ã�@�È3» ¶ 2$� � ¸�§w¨ ©H¦7ªB±O«�±r¦)µO±w )­�½)¦E¿´¥E )°�·	Å@¡3µH )Å@±F²À¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦À®7¦7ª¬;=¦)©Â­C¡3 E¿´«}å

¤' )­X¥E§�¯X±Hª'±r 
x = ω/ωe

®7¦7ª7±w 
y = ku0/ωe

;/±O¯X±O§�¡3¦7¨ µH©H§wª)±F²�¥E )µH³+¾

F (x, y) ≡ (me/mi)

x2
+

1

(x − y)2
= 1.

¶ 2U2$� ¸

ãÇ¹+µH¦)³1ª ®)¾�¡3¦)µH£)¤/±r¦)¤/²�±F²EÅk§rÈC¨ ¤/·	¤/²EÅ ¶:k » 9U= ¸�³´¦7¨ ©H§�±w¦)ªC¤/±r¦�Ë�Á7¾E¥E¦3±w¦ ¶:� ¦7¸P®7¦7ª ¶:� ½7¸
¹´ª ¦�¬Cª ¦)³´ )µH§�±Hª ®7«rÅ	¡3¦)µH¦)¥E«�±OµH )­XÅ ¶

y
¸�»�>�¡3¯�±w �Ë�Á1» ¶:� ¦7¸=¡3¦)µH¦3±F²EµH )°X¥E§	¯X±HªC²�§rÈC¨ ¤/·	¤/²

«rÁ/§wªH±O«r¤'¤'§rµCª Å�¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7«rÅ	µC¨ ºH§rÅ<;H§r©OÆ]¤/±r �Ë�Á1» ¶:� ½7¸P«rÁ/§wªH¬H°X �¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7«rÅ�®7¦7ªH¬H°X 
³´¦)©O±w¦)¤/±Hª ®7«rÅ<;X£)µH¦�±w �¡E¢E£)¤'¥E¦�§w¨ ©H¦7ªH¦)¤/±w¦E¿´«rÅC»�Ä�µH �ËC¡3¯E¿´§r¤/²�¹´ª ¦#©H¦#§r¥E³´¦)©Cª ¤/±O§w¨X«r©H¦
³´¦)©O±w¦)¤/±Hª ®7¯�¥E«rµH )Å�§w¨ ©H¦7ª

Fmin(x, y) > 1
¶ 2U2U2 ¸

¯3¡3 )­k±w 
Fmin(x, y)

­C¡3 X¢E H¹´¨ ºH§�±w¦7ªF¦3¡3¯�±F²�¤'Á/«r¤/²
(∂F/∂x) = 0.

>�¡3¯�±F²E©&@�È3» ¶ 2U2$� ¸
­C¡3 X¢E H¹´¨ ºH )­X¥E§ ¶ ¹´ª ¦

x << y,
½3¢/»sË�Á1» � ;'¬O²X¢E¦)¬O¾

ω << ku0
¸

ωmin
∼=
(

me

mi

)1/3

ku0
¶ 2U2 9 ¸

®7¦7ª

Fmin
∼= ω2

i

(me/mi)2/3k2u2
0

+
ω2

e

k2u2
0

.

ã
Fmin
¹´¨ ©H§�±w¦7ª/¥E§i¹+¦3¢E°C±O§rµO²@±F²EÅ#¥E X©H£)¬H¦)Å�¦)©
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(á)

y x0

1

F(x, y)

Fmin

(â)

y x0

1

F(x, y)

Fmin

Ë�Á7¾E¥E¦ � Ã ¶ ¦7¸��� #¡E¢E£)¤'¥E¦�§w¨ ©H¦7ªC§r­X¤/±w¦E¿´«rÅ<;C¹´ª ¦3±H¨3­C¡3£)µHÁ/ )­X©k±O«r¤'¤'§rµCª Å�¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7«rÅ
µC¨ ºH§rÅ<; ¶ ½7¸�±r ]¡E¢E£)¤'¥E¦J§w¨ ©H¦7ªP¦)¤/±w¦E¿´«rÅ@¹´ª ¦3±H¨�­C¡3£)µHÁ/ )­X©�¬H°X ]¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7«rÅ@®7¦7ª=¬H°X 
¥3ª ¹+¦)¬Cª ®7«rÅ�¢E°X¤'§wª ÅC»

|ku0| ≤ ωe.

Ì�¡3£)µHÁ/§wª'¥3ª ¦Â¦)µO®7§�±O£�¥E§i¹+£3¢X²@¡3§rµCª  XÁ7¾�®7­X¥E¦3±w¦)µCª ¿´¥XÆ	©

−ωe/u0 < k < ωe/u0,

¹´ª ¦�±F²E©� 3¡3 7¨ ¦�±r¦�®7°X¥E¦3±w¦�§w¨ ©H¦7ª/¦)¤/±r¦E¿+¾/»
8 ª´¦)¤/±O£E¿´§wª §rÅ#¬Cª ¡E¢X¾EÅ�µH 3¾EÅ�§w¨ ©H¦7ª/¡3 X¢E°�¤'­X©O²C¿1ª ¤'¥E«r©H§rÅ#¤/±F²Â³´°X¤/²/»�ã"¹+µH¦)¥E¥3ª ®)¾

¦)©H£3¢E­X¤/²�±F²EÅ�¦)¤/±O£E¿´§wª ¦)Å�§w¨ ©H¦7ªP¦)µF®7§�±H£À¦3¡E¢X¾Z®7¦7ªB¾X±w¦)©�¹+©O·	¤/±F¾]¦3¡3¯À±F²]¬H§�®7¦)§�±H¨ ¦
±w )­ l � ;3²�¥X²�¹+µH¦)¥E¥3ª ®)¾#±F²EÅ�¤'­X¥X¡3§rµCª ³´ )µH£�¯)¥X·	Å<;3¡3¦)µH£#±Hª Åk¡3µH )¤/¡3£E¿´§wª §rÅk¡3 )­�«rÁ/ )­X©
¹´¨ ©H§wª/±r¦�±O§�¢E§r­C±r¦7¨ ¦�Á/µH¯E©Cª ¦�;/¬H§r©�«rÁ/§wª'¦3®7¯)¥X²@®7¦3±r¦)©H 3²C¿´§w¨7¡E¢X¾EµO·	ÅC»

9U�



Ï�Î
w �Ná�Ô7Ø�è�Ò7Ü Ø¨��Ñ�Þ�á�×	Ø=Ô/Ö�~6ë$yY�)á�×�Û�~
ã"¦)¤/±O£E¿´§wª ¦@¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Åiå�¬H«r¤'¥X²EÅ�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�¦)©O¾X®7§wª)¤/±F²E©�®7¦3±F²C¹+ )µC¨ ¦�±�·	©#¦)¤/±r¦Xå
¿´§wª Æ	©�µH 3¾EÅC» 8 ª´¦)¤/±O£E¿´§wª §rÅ#¡3 )­�¥E§�¢E§�±F¾E¤'¦)¥E§#¤/±F²E©@¡3µH 3²C¹+ )°X¥E§r©O²�¡3¦)µO£E¹´µO¦)³´ @½)¦Xå
¤+¨ ºH E©O±w¦7ª7®7­XµC¨ ·	Å�¤/±F²Â¥E«r¤/²�±r¦)Á/°C±F²X±w¦Â±�·	©@¬H°X ÂµH§r­X¤/±FÆ	©�®7¦7ª'¬H§r©�§rÈH¦)µO±FÆ	©O±r¦7ª'¦3¡3¯
±Hª Å�¢E§�¡E±w )¥E«rµH§wª §rÅ�±F²EÅ�¤'­X©O£)µO±F²E¤/²EÅ�®7¦3±r¦)©H )¥X¾EÅC»�Ës±w �¡3¦)µH£)¬H§wª ¹´¥X¦�¡3 )­�¥E§�¢E§�±F¾E¤'¦)¥E§
¾E¬O²]­C¡3 E¿´«r¤'¦)¥E§�¯X±Hª� 7ª=¿´§rµH¥E 3®7µH¦)¤+¨ §�Å�±�·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�®7¦7ª�ª ¯E©O±r·	©æ¾X±r¦)©�¥X²E¬H«r©
¶ ¡3µH )¤'«i¹/¹´ª ¤/²ìB 5´­XÁ/µH )°Ri=¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )ÅF¸�»�Æ @�©H¦:§w¨ ¬H )Å�¦)¤/±O£E¿´§wª ¦)Å�¡3 )­]¬H§r©æ¥X¡3 )µH§w¨�©H¦
¥E§�¢E§�±F²C¿´§w¨�¥E§�±Hª Åæ§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª ÅÂ±w )­]µH§r­X¤/±r )°]§w¨ ©H¦7ª� 7ª�¦)¤/±O£E¿´§wª §rÅÂ¡3 )­À¡3µH 3®7¦3¢E§w¨�¥3ª ¦
¬H«r¤'¥X²Â²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©@¥E§�¿´§rµH¥E 3®7µH¦)¤+¨ ¦æ¬Cª £)³´ )µO²�±r )­Â¥X²E¬H§r©H¯)Å#¡3 )­Â¬Cª ¦)¬C¨ ¬H§i±w¦7ª+¥E«r¤'¦
¤/±w ]¡E¢E£)¤'¥E¦+»�Ës±w :Ë�Á1» � ³´¦7¨ ©H§�±r¦7ªB±r J³´­X¤+ª ®7¯J¤'°X¤/±F²E¥E¦]¡3 )­æ¿´«�¢E )­X¥E§�©H¦]¥E§�¢E§}å
±F¾E¤' )­X¥E§H»É��¦:²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦J®7¦7ª�±r¦�ª ¯E©O±r¦N±r )­]¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Åæ«rÁ/ )­X©Z¥E«r¤/²J±r¦)Á'°C±F²X±r¦

õb

f(v )x

vx

ù(ê)

2 1 3 4

ù/kõb

Ë�Á7¾E¥E¦ � ÃÂã ¤'­X©H£)µO±F²E¤/²J®7¦3±w¦)©H )¥C¾EÅ�¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Åiå�¬H«r¤'¥X²EÅC»�ã ¬H«r¤'¥X²:®/ª ©H§w¨ ±w¦7ª�¥E§
±w¦)Á/°C±F²X±r¦

vb
»�Ì�¡3£)µHÁ/ )­X©�±O«r¤'¤'§rµCª Å@¡3§rµCª  XÁ/«rÅ�¤/±r JÁ7Æ	µH Z±r·	©�±w¦)Á/­C±F¾X±r·	©�¡3 )­æ±r¦

®7°X¥E¦3±w¦�¤'­X¥X¡3§rµCª ³´«rµH E©O±r¦7ª'¬Hª ¦)³´ )µH§�±Hª ®7£+»
¥X²E¬H«r©O;	¦3¢X¢E£:²]¿´§rµH¥E 3®7µH¦)¤+¨ ¦]±w )­XÅÂ§w¨ ©H¦7ª

Te 6= Ti 6= 0
»N¼:¨ ¦:¬H«r¤'¥X²J²X¢E§�®)±OµH E©C¨ å

·	©J¥E§�±r¦)Á'°C±F²X±r¦
vx = vb

¶ §r©OÆ
vy = vz = 0

¸�¬Cª ¦)¬C¨ ¬H§�±r¦7ª	¥E«r¤'¦Ì¤/±r Ê¡E¢E£)¤'¥E¦+»
�� J¤'°X¤/±F²E¥E¦:§w¨ ©H¦7ªP )¥E C¹+§r©H«rÅ�®7¦7ªP±w¦J§rÈO·�±O§rµCª ®7£Z²X¢E§�®)±OµCª ®7£À®7¦7ª=¥E¦E¹+©O²X±Hª ®7¯À¡3§r¬C¨ ¦
§w¨ ©H¦7ª´¨ ¤'¦æ¥E§�±w æ¥X²E¬H«r©3»í3�¦æ¥E§�¢E§�±F¾E¤' )­X¥E§#¥E§�½)£)¤/²�±Hª Å�§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

Vlassov - Ma-
xwell
±Hª Å�¦)¤/±O£E¿´§wª §rÅ�±r·	©#²X¢E§�®)±OµH )¤/±r¦3±Hª ®)Æ	©�®7­X¥E£3±r·	©�­U5+²X¢X¾EÅ�¤'­XÁ/©H¯C±O²X±r¦)Å�¦)­C±w )°

±w )­Â¤'­X¤/±O¾E¥X¦3±w )ÅC»�ã�¤'­X©H£)µO±F²E¤/²Â®7¦3±w¦)©H )¥X¾EÅ#±�·	©�³´ )µO±H¨ ·	©�­C¡3 E¿´«�±w )­X¥X§�¯X±HªB§w¨ ©H¦7ª
¥E E©H )¬Cª £)¤/±w¦3±F² ¶

fj(vx) =
∫

fj dvydvz
¸s®7¦7ª/«rÁ/§wª/±F²�¥E )µH³+¾

fe(vx) = f0e(vx) + fbe(vx)

9U�



®7¦7ª

fi(vx) = f0i(vx)

¯3¡3 )­

f0j =
n0√
2πVj

exp

[

− v2
x

2V 2
j

]

§w¨ ©H¦7ªE²@¤'­X©H£)µO±F²E¤/²�®7¦3±r¦)©H )¥X¾EÅ
Maxwell

¹´ª ¦�±r¦@²X¢E§�®)±OµH¯E©Cª ¦ ¶
j = e
¸�®7¦7ª3±w¦�ª ¯E©O±r¦

¶
j = i
¸0;

n0
§w¨ ©H¦7ª)²�¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦�±w )­�¡E¢E£)¤'¥E¦3±w )Å�®7¦7ª

Vj
§w¨ ©H¦7ª7²�¿´§rµH¥3ª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²X±r¦+»

ã ®7¦3±r¦)©H )¥X¾@±�·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�±F²EÅ�¬H«r¤'¥X²EÅ�¬C¨ ©H§�±w¦7ª7¦3¡3¯�±F²�¤'Á/«r¤/²

fbe(vx) =
nb√
2πVeb

exp

[

−(vx − vb)
2

2V 2
eb

]

,

¯3¡3 )­
nb
§w¨ ©H¦7ª7²�¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦�±F²EÅ�¬H«r¤'¥X²EÅ ¶

nb << n0
¸�®7¦7ª

Veb
²@¿´§rµH¥3ª ®)¾�±w¦)Á/°C±F²Hå

±w¦À±F²EÅ�¬H«r¤'¥X²EÅC»�Ì�¡3 E¿´«r¤'¦)¥E§�£)µH¦À¯X±HªP²Z¤'­X©H£)µO±F²E¤/²�®7¦3±w¦)©H )¥X¾EÅ�±F²EÅ�¬H«r¤'¥X²EÅ�±�·	©
²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	©�¥X¡3 )µH§w¨C©H¦�¡3µH )¤'§i¹/¹´ª ¤7¿´§w¨X¥E§�±F²FB ¥E§�±r¦3±w 3¡)ª ¤'¥X«r©O²�®7¦3±w¦)©H 3¥X¾

Maxwell
»

¼J§�½)£)¤/²�¯C¢E¦�±w¦�¡3¦)µH¦3¡3£)©O·]¥X¡3 )µH )°X¥E§	±FÆ	µH¦#©O¦#Á/µO²E¤+ª ¥E 3¡3 7ª ¾E¤' )­X¥E§�±F²�¥E«i¿´ )¬H 
¡3 )­�¦)©H¦)³´«rµO¦)¥E§�¦)©H¦3¢E­C±Hª ®7£�¹´ª ¦æ±w E©@­C¡3 C¢E C¹´ª ¤'¥E¯æ±F²EÅ�¤'Á/«r¤/²EÅ�¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å<;+¬O²X¢E¦)¬O¾
¹+µH¦)¥E¥3ª ®7 3¡3 7ª  )°X¥E§�¡3µOÆ�±r¦�±Hª Å�§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å

Vlassov - Maxwell
;)¿´§�·	µOÆ	©O±r¦)Å�¯X±Hª'¯C¢E§rÅ

 7ªE¥E§�±w¦X½3¢X²X±O«rÅs¡3¦7¨ µH©H )­X©�±F²#¥E )µH³+¾
s = s0 +s1,

®7¦7ªX¤/±F²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦�­C¡3 E¿´«�±r )­X¥E§�¯X±Hª
²�¬Cª ¦3±r¦)µH¦)Á7¾#«rÁ/§wª3±F²�¥E )µH³+¾

s1 = s10e
i(kx−ωt),

¦3¢X¢E£�±FÆ	µH¦#¿´¦�­C¡3 E¿´«r¤' )­X¥E§k¯X±Hª3±r 
ω = ωr + iγ

;+¯3¡3 )­ |γ| << |ωr|
»¡Ì�¡3 E¿´«�±w )­X¥E§�¬O²X¢E¦)¬F¾�¯X±Hª+±r æ³´¦)©O±r¦)¤/±Hª ®7¯Â¥E«rµH )Å

±F²EÅ#¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�§w¨ ©H¦7ª/¡3 C¢E°�¥3ª ®7µH¯X±O§rµH �¦3¡3¯�±w �¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7¯�;7¹´ª ¦æ©H¦Â¥X¡3 )µH )°X¥E§�©H¦
§r³´¦)µH¥E¯)¤' )­X¥E§k±F²@¹+µH¦)¥E¥3ª ®)¾�¡3µH )¤'«i¹/¹´ª ¤/²@¡3 )­@¦)©H¦)³´«rµH¦3¥E§k¾E¬O²/»�>�©�±r �³´¦)©O±w¦)¤/±Hª ®7¯
¥E«rµH )Åæ§w¨ ©H¦7ª	¨ ¤' É¥E§Â±w N¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7¯É¬H§r©À¥X¡3 )µH )°X¥E§Â©H¦É¥Eª ¢X¾E¤' )­X¥E§Â¹´ª ¦�«r©H¦N¦)µF¹+£
¥E§�±w¦X½)¦3¢X¢E¯)¥E§r©H �®7°X¥E¦#®7¦7ªH¡3µH«�¡3§wªE©H¦�¡3µH XÁ7·	µO¾E¤' )­X¥E§	®7¦3±O§r­H¿´§w¨ ¦)©k¤/±F²#¥X²Hå ¹+µH¦)¥E¥3ª ®)¾
¦)©H£3¢E­X¤/²/»

£=µH¦)¥E¥3ª ®7 3¡3 7ª Æ	©O±w¦)Å�¤/±F²�¤'­X©H«rÁ/§wª ¦#±Hª Åk§rÈCª ¤/Æ	¤'§wª Å
Vlassov

®7¦7ª
Poisson

«rÁ/ )­X¥E§

1 − ω2
e

n0k2

∫

dvx
(∂fe0/∂vx)

vx − (ω/k)
− ω2

b

nbk2

∫

dvx
(∂fb/∂vx)

vx − (ω/k)
= 0

¶ 2U2 = ¸

¯3¡3 )­
ωb = (4πe2nb/me)

1/2 »�ã¨@�È3» ¶ 2U2 = ¸	®7¦3±r¦3¢X¾C¹+§wª)¤/±F²E©�@�È3» ¶:lU= ¸0;/¦)©�²�¡3­C®7©H¯Xå±F²X±w¦�±F²EÅ�¬H«r¤'¥X²EÅ�§w¨ ©H¦7ª7¥X²E¬H«r©3»�@s¨ ©H¦7ª/³´¦)©H§rµH¯�¦3¡3¯�±F²�¥E )µH³+¾@±�·	©� C¢E 3®)¢X²EµO·	¥E£3±r·	©
¯X±Hª'±OµH§wª Å�¡3§rµCª  XÁ/«rÅ�³´¦)¤+ª ®)Æ	©#±r¦)Á/­C±F¾X±r·	©�«rÁ/ )­X©�ª ¬Cª ¦7¨ ±O§rµH �§r©H¬Cª ¦)³´«rµH X©3»

= �



>�©H¦3¢E°X E©O±w¦)Å�±F²E©�§rÈC¨ ¤/·	¤/²#¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å&@�È3» ¶ 2U2 = ¸=¿´¦�¢E£X½) )­X¥E§�­C¡3¯�5+²#¯C±CªX²�¡3­C®Eå
©H¯X±F²X±w¦N±F²EÅZ¬H«r¤'¥X²EÅZ§w¨ ©H¦7ª�¡3 C¢E°N¥3ª ®7µO¯X±O§rµO²N¦3¡3¯É±F²E©À¡3­C®7©H¯X±F²X±r¦É±r )­:¡E¢E£)¤'¥E¦3±r )Å
®7¦7ª1¯X±Hª´±w �¡3µO¦E¹´¥X¦3±Cª ®7¯Z¥E«rµH )Å#±F²EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�¿´¦�®7¦E¿´ )µC¨ ºH§i±w¦7ª+¦3¡3¯�±r �¡E¢E£)¤'¥E¦�;
¡3 )­#½)µC¨ ¤/®7§�±w¦7ª)¤'§�¿´§rµH¥E )¬H­X©H¦)¥3ª ®)¾@ª ¤' )µHµH 3¡)¨ ¦ ¶

f0
¸0;/§r©OÆ�±r �³´¦)©O±w¦)¤/±Hª ®7¯�¥E«rµH )Å�±F²EÅ

¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)Å�¡3µH )¤'¬Cª  )µC¨ ºH§�±r¦7ª7¦3¡3¯�±F²�¬H«r¤'¥X²�±r·	©�²X¢E§�®)±OµH E©C¨ ·	© ¶
fb
¸�»

î�ïñð�ï�ò óõô ©�cYª�\ ­ dRTUg�]YV�ö
¼J§�¢E§�±O£)¥E§�¡3µOÆ�±w¦�®7°X¥E¦3±w¦�¥E§	³´¦)¤+ª ®)¾�±r¦)Á/°C±F²X±w¦#¥E¦3®7µCª £�®7¦7ªH¦3¡3¯�±Hª Å�¬H­X �®7¦3±r¦)©H )¥E«rÅ
¶ ½3¢E«�¡3§@Ë�Á1» � ;1¡3§rµCª  EÁ7¾ 2 ¸�»�Ë�§�¦)­C±F¾Â±F²E©�¡3§rµC¨ ¡E±�·	¤/²

Ve << ω/k << Vb,
®7¦7ª´²

¬H«r¤'¥X²�«rÁ/§wª'¦)¥E§�¢X²X±O«r¦Â¤'­X©H§wª ¤'³´ )µH£�¤/±w �¡3µH¦E¹+¥E¦3±Hª ®7¯�¥E«rµH )Å�±F²EÅ�¤'­XÁ/©H¯X±F²X±w¦)ÅC»

ω2
r = ω2

e + 3kV 2
e .

£�ª ¦�5´­XÁ/µO¾�¬H«r¤'¥X²�®7¦7ª$5´­XÁ/µH¯�¡E¢E£)¤'¥E¦�;H±r¦�®7°X¥E¦3±w¦�¥E§�³´¦)¤+ª ®)¾k±w¦)Á/°C±F²X±w¦�¤/±F²�¡3§rµCª  XÁ7¾
2 ¥X¡3 )µH )°X©�©H¦�¥E§�¢E§�±F²C¿´ )°X©�¥E§�±F²E©�®7¦3±r¦)©H )¥X¾

fe = n0δ(vx) + nbδ(vx − vb)
¶ 2U2 j ¸

¹´ª ¦3±H¨�²�¿´§rµH¥3ª ®)¾Ç¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£Ç¬H§r©N¡3¦7¨ ºH§wªk¤/²E¥E¦)©O±Hª ®7¯�µH¯C¢E +»�ã ¤'Á/«r¤/²Ç¬Cª ¦)¤/¡3 )µH£)Å
­C¡3 X¢E H¹´¨ ºH§�±w¦7ª7¦3¡3¯�±F²�¤'Á/«r¤/²

1 − ω2
e

n0k2

∫

dvx
fe

(ω
k − vx)2

= 0

¾

1 − ω2
e

ω2
− ω2

b

(ω − kvb)2
= 0,

¶ 2U2 k ¸

¦)©H£3¢E C¹+¦:¥E§�±F²E©�@�È3» ¶ 2$� � ¸0;�®7¦7ª� ÉµH­H¿´¥E¯)Åæ¦)©H£3¡E±O­XÈO²EÅÂ¥E E©H )§r©H§rµw¹+§wª ¦3®)¾EÅ�¬H«r¤'¥X²EÅ
§w¨ ©H¦7ª ¶ ²@¦)©H£3¢E­X¤/²�¦3®7 X¢E )­H¿´§w¨E±F²�¥E§i¿´ )¬O X¢E C¹´¨ ¦�±F²EÅ�¡3¦)µH¦E¹+µH£)³´ )­ k » 2 ;7¦)©�¤/±F²�¿´«r¤/²
±F²EÅ

ωe → ωb
®7¦7ª

ωi → ωe
;)½3¢/»�@�È3» ¶ 2$� � ¸k¸

γmax ' 31/2

2

(

nb

n0

)1/3

ωe
¶ 2U2 l ¸

®7¦7ª
ωr ' ωe ± kVb

»À�� :¤'°X¤/±F²E¥E¦:¡E¢E£)¤'¥E¦Xå�¬H«r¤'¥X²]¤'­X¥X¡3§rµCª ³´«rµH§�±r¦7ª�¬Cª ¦)³´ )µH§�±Hª ®7£
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