4. QRONIKA METABALLOMENA PEDIA

4.1 QronikĹ metaballìmeno magnhtikì pedÐo

Ja meletăsoume thn perÐptwsh ìpou èqoume èna omogenèc magnhtikì pedÐo pou metabĹlletai argĹ me to qrìno (Ḃ/B << Ω). Eqoume ădh anafèrei ìti katĹ thn kÐnhsh fortÐou mèsa se omogenèc kai statikì magnhtikì pedÐo upĹrqoun dÔo oloklhrÿmata thc kÐnhshc: (1/2mv^2_⊥) kai (1/2mv^2_‖). Ja deÐxoume ìti ìtan to magnhtikì pedÐo metabĹlletai argĹ me to qrìno, h magnhtikă ropă tou fortÐou eÐnai mia katĹ prosèggish stajerĹ thc kÐnhshc.

To qronikĹ metaballìmeno magnhtikì pedÐo prokaleÐ th dhmiourgÐa enìc hlektrikoÔ pedÐou (Ḃ = −c∇ × E) pou mporeÐ na epitaqÔnei ta fortÐa. To hlektrikì pedÐo E sto kenì eÐnai kĹjeto sto magnhtikì pedÐo opìte h taqÔthta parĹllhla proc to magnhtikì pedÐo paramènei stajeră, enÿ sthn kĹjeth dieÔjunsh, epeidă mv̇_⊥ = qE, ja èqoume, ìti d dt ( 1 2 mv^2_⊥ ) = qE · v_⊥. (4.1)

To fortÐo metabĹllei thn kĹjeth enèrgeiĹ tou se mia peristrofă katĹ

δ ( 1 2 mv^2_⊥ ) = q ∮ Edr_⊥ = q ∫ S (∇ × E)dS

= −(q/c) ∫ S ḂdS (4.2)

ìpou dr_⊥ = v_⊥dt kai dS eÐnai to diĹnusma thc stoiqeiÿdouc epifĹneiac pou perikleÐetai apì thn troqiĹ (oloklhrÿsame agnoÿntac th diataraqă). To pedÐo allĹzei argĹ se mia peristrofă, Ĺra Ḃ = δB^Ω_{2π} kai

δ(μB) ≡ δ ( 1 2 mv^2_⊥ ) = ( mv^2_⊥ 2B ) δB = μδB

Ĺra Bδμ = 0, ă

δ(μ) = δ( mv^2_⊥ 2B ) = 0.

’Ara h magnhtikă ropă paramènei stajeră, ìtan to δB/B << Ω.

H fusikă ermhneÐa thc diatărhshc thc magnhtikăc ropăc eÐnai eÔkolh an th sundèsoume me thn magnhtikă roă pou pernĹ mèsa apì thn epifĹneia pou perikleÐei h troqiĹ tou swmatidÐou

Φ = B · S = Bπr^2_L = Bπv^2_⊥/Ω^2 = ( 2πmc^2 q^2 ) μ_m,

Ĺra h magnhtikă roă Φ pou pernĹ mèsa apì thn kuklikă troqiĹ tou fortÐou paramènei stajeră, kai h magnhtikă ropă μ_m paramènei stajeră.

H diatărhsh thc magnhtikăc ropăc se qronikĹ metaballìmeno pedÐo èqei axiopoihjeÐ gia thn fiadiabatikă sumpÐeshfl tou plĹsmatoc kai apoteleÐ ènan apì touc trìpouc jèrmansăc tou. AuxĹnontac fiargĹfl thn èntash tou magnhtikoÔ pedÐou se mia mhqană plĹsmatoc, h kĹjeth sunistÿsa thc taqÔthtac auxĹnei, Ĺra kai h olikă enèrgeia twn fortÐwn auxĹnei. EĹn sth sunèqeia h timă tou magnhtikoÔ pedÐou epanèljei sthn arqikă timă, h kĹjeth enèrgeia ja epistrèyei epÐshc sthn arqikă timă, ektìc kai an oi sugkroÔseic isokataneÐmoun thn enèrgeia metaxÔ thc kĹjethc kai parĹllhlhc sunistÿsac. H aÔxhsh thc parĹllhlhc sunistÿsac thc taqÔthtac eÐnai mh antistreptă, ìtan elattwjeÐ to magnhtikì pedÐo, me apotèlesma th stadiakă aÔxhsh thc jermokrasÐac tou plĹsmatoc.

H adiabatikă magnhtikă sumpÐesh eÐnai ènac trìpouc jèrmanshc tou plĹsmatoc sto ergastărio kai mporeÐ na ermhneÔsei pollĹ astrofusikĹ fainìmena.

Prìblhma 2.5: Jewrăste èna sÔsthma apì N allhlepidrÿnta hlektrìnia mèsa se èna omoiìmorfo magnhtikì pedÐo. Upojèste ìti arqikĹ ta hlektrìnia èqoun isotropikă katanomă taqutătwn, to mètro thc taqÔthtĹc touc eÐnai v_0 gia ìla ta hlektrìnia. EĹn to magnhtikì pedÐo allĹzei adiabatikĹ (argĹ) apì thn timă B_1 sthn timă αB_1 me α > 1. UpologÐste tic allagèc thc enèrgeiac tou sustămatoc.

LÔsh: H metabolă eÐnai adiabatikă Ĺra h magnhtikă ropă diathreÐtai kai h kĹjeth sto magnhtikì pedÐo sunistÿsa thc taqÔthtac tou fortÐou i ja allĹzei apì thn arqikă timă v^i_{⊥0} sthn telikă v^i_⊥ = √ av^i_{⊥0}. H metabolă thc enèrgeiac tou fortÐou i ja eÐnai ΔE^i = m(a − 1)v^i_{⊥0}/2 = E^i_0(a − 1) sin^2 θ. H sunĹrthsh katanomăc eÐnai arqikĹ isotropikă kai o

4.2 QronikĹ metaballìmeno hlektrikì pedÐo 3

arijmìc twn fortÐwn pou brÐsketai metaxÔ twn taqutătwn v_0 kai v_0 +dv_0 kai twn gwniÿn θ kai θ + dθ eÐnai N 4πv^2_0

2πv^2_0 sin θdθ (4.3)

gia na eÐmaste sÐgouroi oti h parapĹnw ekfrash eÐnai swstă oloklhrÿnoume apì 0 ewc π

∫_π 0 (N/2) sin θdθ = N

Ĺra h olikă enèrgeia ja eÐnai

ΔE = (N/2)E^i_0(a − 1)

∫_π 0 sin^3 θdθ = (2/3)E_0(a − 1) (4.4)

ìpou E_0 = NE^i_0. O mhqanismìc epitĹqunshc fortÐwn pou anafèrame se autì to prìblhma qrhsimopoieÐtai eurÔtata gia thn epitĹqunsh fortÐwn sthn astrofusikă.

4.2 QronikĹ metaballìmeno hlektrikì pedÐo

H kÐnhsh fortÐwn se omogenèc exwterikì magnhtikì pedÐo (B = B_0e_z) kai qronikĹ armonikĹ metaballìmeno hlektrikì pedÐo E = E_0e^{iωt}e_x perigrĹfetai apì tic exisÿseic (2.39a) kai (2.39b), an antikatastăsoume to hlektrikì pedÐo me thn èkfrash E = E_0e^{iωt}e_x. Oi exisÿseic thc kÐnhshc paÐrnoun th morfă

v̈_{xj} = −Ω^2_j ( v_{xj} ∓ iω Ω_j

E_x B c ) (4.5)

v̈_{yj} = −Ω^2_j ( v_{yj} +

E_x B c ) , (4.6)

to ± anafèretai sto eÐdoc tou fortÐou kai Ė_x = iωE_x. An orÐsoume thn taqÔthta

w^P_D ≡ ± iω Ω_j

E_x B c pou onomĹzoume olÐsjhsh pìlwshc, tìte oi exisÿseic (4.5) kai (4.6) grĹfontai v̈_{xj} = −Ω^2_j (v_x − w^P_D) (4.7)

v̈_{yj} = −Ω^2_j (v_y − w^E_D) (4.8)

ìpou w^E_D = c(E × B)/B^2 = −(E_x/B)c. Oi lÔseic twn exisÿsewn (4.5) - (4.6) ja prèpei na eÐnai katĹ prosèggish o grammikìc sunduasmìc thc kuklotronikăc kÐnhshc kai thc olÐsjhshc, Ĺra paÐrnoun th morfă

v_x = v_⊥e^{iΩj t} + w^P_D (4.9)

v_y = ±iv_⊥e^{iΩj t} + w^E_D. (4.10)

ParagwgÐzontac dÔo forèc wc proc to qrìno tic exisÿseic (4.9) - (4.10) èqoume

v̈_x = −Ω^2_j v_x + (Ω^2_j − ω^2)w^P_D

v̈_y = −Ω^2_j v_y + (Ω^2_j − ω^2)w^E_D

pou proseggÐzoun tic exisÿseic (4.7) - (4.8) mìno sto ìrio pou Ω^2_j >> ω^2. An to hlektrikì pedÐo metabĹlletai polÔ argĹ (ω → 0) kai ω^2 << Ω^2_j , tìte oi exisÿseic (4.9) kai (4.10) eÐnai oi lÔseic twn exisÿsewn (4.7) kai (4.8). Apì tic lÔseic (4.9) - (4.10) sumperaÐnoume ìti h kÐnhsh tou fortÐou se qronikĹ metaballìmeno hlektrikì pedÐo èqei dÔo sunistÿsec, (1) mÐa kĹjeth sto hlektrikì kai magnhtikì pedÐo kai (2) mia nèa olÐsjhsh katĹ măkoc tou Ĺxona x. H nèa aută olÐsjhsh onomĹzetai fiolÐsjhsh pìlwshcfl (polarization drift) kai sth genikă morfă thc dÐnetai apì th sqèsh:

w^P_{Dj} = ±^1_{Ωj B0}^{dE}_{dt} c. (4.11)

EÐnai fanerì ìti ta hlektrìnia kai prwtìnia olisjaÐnoun me diaforetikă taqÔthta kai autì èqei wc apotèlesma th dhmiourgÐa enìc reÔmatoc pìlwshc. H fusikă ermhneÐa tou reÔmatoc pìlwshc eÐnai h exăc: An efarmìsoume xafnikĹ sto plĹsma èna hlektrikì pedÐo, ta fortÐa apì adrĹneia ja kinhjoÔn proc th dieÔjunsh tou pedÐou. ’Otan h taqÔthtĹ touc gÐnei shmantikă, ja aisjanjoÔn th dÔnamh Lorentz v × B kai ja allĹxoun poreÐa. An to hlektrikì pedÐo allĹxei dieÔjunsh tìte ja kinhjoÔn antÐjeta k.o.k., Ĺra h w^P_D eÐnai h olÐsjhsh twn fortÐwn pou ofeÐletai sthn parousÐa tou hlektrikoÔ pedÐou kai sthn adrĹneiĹ touc.

4.3 Qwrikă kai qronikă anomoiogèneia hlektrikoÔ pedÐou

H parousÐa qwrikăc anomoiogèneiac katĹ th dieÔjunsh diĹdoshc tou hlektrikoÔ pedÐou apousÐa magnhtikoÔ pedÐou mporeÐ epÐshc na dhmiourgăsei olÐsjhsh twn hlektronÐwn. Gia na meletăsoume autăn thn olÐsjhsh, mporoÔme na qrhsimopoiăsoume th mh sqetikistikă exÐswsh m dv dt = qE

upojètontac ìti to plĹtoc tou hlektrikoÔ pedÐou èqei th morfă E = (0, E_0(y) cos(ωt), 0).

An agnoăsoume thn qwrikă anomoiogèneia sto plĹtoc tou hlektrikoÔ pedÐou, h kÐnhsh tou hlektronÐou èqei th morfă y = (−qE_0/mω^2) cos(ωt). EĹn sth sunèqeia anaptÔxoume to E_0(y) se seirĹ gÔrw apì th mèsh jèsh tou hlektronÐou, paÐrnoume

E_0(y) = E_0(0) + y

∂E_0(0) ∂y + · · ·

= E_0(0) − qE_0(0) mω^2

∂E_0(0) ∂y cos(ωt) + · · ·

’Ara h kÐnhsh tou hlektronÐou perigrĹfetai apì thn exÐswsh

d^2y dt^2 = q m cos(ωt) [ E_0(0) −^{qE0(0)}_{mω2}^{∂E0(0)}_{∂y} cos(ωt) ] . (4.12)

UpologÐzontac th mèsh timă thc exÐswshc (2.68) brÐskoume ìti ⟨ d^2y dt^2 ⟩ = − ( q 2mω )_2 ∂E2_y(0) ∂y = F_p.

SumperaÐnoume dhladă ìti h epitĹqunsh pou perigrĹfetai apì thn exÐswsh (4.12) prokaleÐ mia olÐsjhsh pou sprÿqnei ta hlektrìnia apì ta shmeÐa megalÔterhc èntashc proc ta shmeÐa mikrìterhc èntashc tou hlektrikoÔ pedÐou. H dÔnamh aută lègetai “ponderomotive force” kai paÐzei shmantikì rìlo sta mh-grammikĹ fainìmena tou plĹsmatoc ìpou ta pedÐa eÐnai polÔ isqurĹ kai anomoiogenă.

4.4 Adiabatikèc analloÐwtec

DeÐxame stic prohgoÔmenec paragrĹfouc ìti ìtan to magnhtikì pedÐo metabĹlletai argĹ katĹ măkoc thc troqiĹc enìc swmatidÐou (p.q. ΔB/Δs << B/r_L), ă ìtan h metabolă tou sto qrìno eÐnai mikră gia arketèc periìdouc (ΔB/B << t/T ), h magnhtikă ropă paramènei stajeră. H magnhtikă ropă eÐnai èna parĹdeigma adiabatikăc analloÐwthc kai diafèrei apì ta oloklhrÿmata kÐnhshc sto ìti h stajerìthtĹ thc sqetÐzetai me to rujmì metabolăc miac paramètrou, sthn prokeÐmenh perÐptwsh tou magnhtikoÔ pedÐou.

4.4.1 MonodiĹstath periodikă kÐnhsh

Ja meletăsoume analutikĹ th monodiĹstath periodikă kÐnhsh enìc swmatidÐou mèsa se èna dunamikì φ(x, t) pou metabĹlletai fiargĹfl me to qrìno (dhladă h metabolă tou se mia perÐodo T eÐnai polÔ mikrìterh apì thn timă tou).

EĹn to dunamikì eÐnai anexĹrthto tou qrìnou, tìte h kÐnhsh tou swmatidÐou perigrĹfetai apì thn exÐswsh m d^2x dt^2 + dφ dx = 0. (4.13)

PollaplasiĹzontac me thn taqÔthta kai oloklhrÿnontac èqoume

(m/2) ( dx dt )_2 + φ(x) = W (4.14)

ìpou W eÐnai h enèrgeia. H perÐodoc tou swmatidÐou upologÐzetai eÔkola apì thn ex.(4.14)

Sqăma 4.1. Periodikă kÐnhsh mèsa se fiargĹfl metaballìmeno dunamikì.

T = ∮ dt = ∮ dx [(2/m)(W − φ)]^{1/2} , ìpou h oloklărwsh gÐnetai gia mia kleistă troqiĹ. OrÐzoume to oloklărwma drĹshc J (action integral) me th sqèsh

J ≡ ∮ pdq = ∮ m [ 2 m (W − φ)

]_{1/2} dx, ìpou p = m(dx/dt) kai q = x eÐnai oi suzugeÐc metablhtèc kai basizìmenoi sth sqèsh (4.13) ja deÐxoume ìti h J eÐnai adiabatikă analloÐwth, dhladă (dJ/dt) = 0, ìtan isqÔoun oi sunjăkec pou perigrĹyame. H olikă parĹgwgoc thc sunĹrthshc J eÐnai dJ dt = 2 d dt ∫_{x2(t)}

x_1(t)

[2m(W − φ)]^{1/2}dx (4.15)

ìpou x_1 kai x_2 eÐnai ta shmeÐa pou h taqÔthta anastrèfetai (Sq. 4.1).

ParagwgÐzontac th sunĹrthsh

∫_{x2(t)}

x_1(t)

[2m(W − φ)]^{1/2}dx paÐrnoume 1 2 dJ dt = [2m(W − φ)]^{1/2}_{x2} dx_2 dt − [2m(W − φ)]^{1/2}_{x1} dx_1 dt + ∫_{x2}

x_1 ∂ ∂t [2m(W − φ)]^{1/2}dx.

O ìroc [2m(W − φ)]^{1/2} mhdenÐzetai sta shmeÐa x_1 kai x_2, enÿ to ∂ ∂t [2m(W − φ)]^{1/2} = m [2m(W − φ)]^{1/2} [ ∂W ∂t − ∂φ ∂t ] . (4.16)

UpologÐzoume ton ìro (∂W/∂t) kĹnontac qrăsh twn exisÿsewn (4.13) kai (4.14) ∂W ∂t = m dx dt d^2x dt^2 + ∂φ ∂t = −ẋ ∂φ ∂x + ∂φ ∂t . Antikajistÿntac sthn exÐswsh (4.16) kai qrhsimopoiÿntac thn (4.13) èqoume ∂ ∂t [2m(W − φ)]^{1/2} = − ∂φ ∂x . ’Etsi paÐrnoume dJ dt = ∫_{x2}

x_1 ( − ∂φ ∂x ) dx = 0,

diìti φ(x_1) = φ(x_2) sta shmeÐa x_1 kai x_2 sÔmfwna me thn upìjesh ìti h allagă tou φ(x) se mÐa perÐodo eÐnai amelhtèa.

Sqăma 4.2. ParĹdeigma ekkremoÔc, mikrăc gwnÐac talĹntwshc (θ ≈ 0), tou opoÐou to măkoc l allĹzei argĹ kai periodikĹ me to qrìno. To sÔsthma autì apoteleÐ dunamikì sÔsthma tou opoÐou h metablhtă drĹshc apoteleÐ stajerĹ thc kÐnhshc.

4.4.2 Armonikìc talantwtăc

H melèth enìc armonikoÔ talantwtă mporeÐ na mac dÿsei èna parĹdeigma adiabatikăc analloÐwthc.

EÐnai gnwstì ìti h olikă enèrgeia tou aploÔ armonikoÔ talantwtă eÐnai W = p^2 2m + mω^2q^2 2 kai h adiabatikă analloÐwth J upologÐzetai apì th sqèsh (bl. (2.73))

J = 2

∫ √_{2W/m/ω} − √_{2W/m/ω}(2mW − mω^2q^2)^{1/2}dq = W ω 2π. (4.17)

To aplì ekkremèc, ìtan h gwnÐa talĹntwshc eÐnai mikră, apoteleÐ èna parĹdeigma aploÔ armonikoÔ talantwtă. An upojèsoume ìti to măkoc tou sqoinioÔ tou ekkremoÔc, mikrăc gwnÐac talĹntwshc, metabĹlletai polÔ argĹ (Sq. 4.2) tìte h enèrgeia W paramènei anĹlogh thc suqnìthtac ω. EÐnai gnwstì ìti h suqnìthta talĹntwshc tou armonikoÔ talantwtă eÐnai antistrìfwc anĹlogh thc tetragwnikăc rÐzac tou măkouc tou sqoinioÔ tou ekkremoÔc, ω = √ g/l, Ĺra kai h enèrgeia ja akoloujeÐ thn Ðdia analogÐa.

H fusikă kai istorikă shmasÐa autoÔ tou apotelèsmatoc eÐnai terĹstia, mia kai stic arqèc tou aiÿna mac oi prÿtec prospĹjeiec kbĹntwshc twn atìmwn sqetÐzontan me thn kbĹntwsh twn timÿn tou oloklhrÿmatoc drĹshc (prìtash Wilson-Sommerfeld). ’Htan gnwstì ìti argèc metabolèc tou peribĹllontoc twn atìmwn p.q. tou hlektrikoÔ pedÐou den prokaloÔn metĹptwsh apì th mÐa katĹstash sthn Ĺllh. To peiramatikì autì fainìmeno ermhneÔthke me th qrăsh thc apìdeixhc pou kĹname, dhladă, ìti to oloklărwma drĹshc eÐnai adiabatikă analloÐwth.

ParakĹtw ja upologÐsoume thn adiabatikă analloÐwth enìc fortÐou pou kineÐtai mèsa se metaballìmeno magnhtikì pedÐo.

PROBLHMATA

4.1. Sto plĹsma pou jermaÐnetai me adiabatikă sumpÐesh h stajerìthta thc magnhtikăc ropăc apaiteÐ to k_BT_⊥ na auxĹnei, ìtan h èntash tou magnhtikoÔ pedÐou auxĹnei. To magnhtikì pedÐo ìmwc eÐnai gnwstì ìti den epitaqÔnei fortÐa giatÐ h dÔnamh Lorentz eÐnai kĹjeth sthn taqÔthta. Exhgăste pÿc to fortÐo kerdÐzei enèrgeia.

4.2. EĹn upojèsoume ìti to magnhtikì pedÐo katĹ măkoc tou Ĺxona enìc magnhtikoÔ kajrèfth eÐnai B_z = B_0(1 + a^2z^2) ìpou B_0 kai a gnwstèc stajerèc.

(a) Se poiì shmeÐo tou z ja anaklasteÐ èna hlektrìnio pou sto shmeÐo z = 0 èqei taqÔthta v^2 = 3v^2_{‖0} = 1.5v^2_{⊥0}?

(b) GrĹyte thn exÐswsh thc kÐnhshc tou odhgoÔ kèntrou gia thn parĹllhlh proc to magnhtikì pedÐo dieÔjunsh.

(g) DeÐxte ìti to hlektrìnio ekteleÐ armonikă talĹntwsh kai upologÐste th suqnìthta thc talĹntwshc.

(d) UpologÐste th diamăkh adiabatikă analloÐwth (longitudinal adiabatic invariant).

4.3. UpologÐste thn prÿth adiabatikă analloÐwth gia fortÐa pou kinoÔntai me sqetikistikă taqÔthta, kĹnontac qrăsh thc sunĹrthshc Langrange kai akoloujÿntac ta Ðdia bămata me thn apìdeixh sto kefĹlaio 2.

4.4. SqediĹzoume th kataskeuă miac mhqanăc plĹsmatoc gia na jermĹnoume to plĹsma me th mèjodo thc magnhtikăc sumpÐeshc. Upojètoume ìti to magnhtikì pedÐo èqei th dieÔjunsh tou Ĺxona Oz kai akoloujeÐ tic qronikèc metabolèc pou perigrĹfoume sth sunèqeia. To plĹsma arqikĹ eÐnai se jermokrasÐa 10eV , brÐsketai se katĹstash jermodunamikăc isorropÐac kai to magnhtikì pedÐo èqei timă B1 = 1kG. To plĹsma sumpièzetai sth sunèqeia adiabatikĹ gia T_1 secondc >> (2π/Ω) kai to magnhtikì pedÐo ftĹnei th nèa tou timă B_2 = 5kG. Paramènei sthn katĹstash aută gia T_2 secondc >> T_c, ìpou T_c eÐnai qrìnoc pou apaiteÐtai gia na gÐnei h katanomă pĹli isìtroph. Tèloc to magnhtikì pedÐo epistrèfei sthn arqikă timă se qrìno T_1, enÿ to plĹsma gÐnetai isìtropo. O Ðdioc kÔkloc epanalambĹnetai gia N forèc. Pìsouc tètoiouc kÔklouc ja qreiastoÔme gia na ftĹsei h telikă jermokrasÐa ta 10keV .